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1. El6szo

Az els6 gyakorlaton f6képp a vektoranalizis néhany, a targyban hasznalt lényeges Osszefiiggése keriil
atismétlésre. Ennek megfelelGen e segédanyag vazat a Dr. Gyiméthy Szabolcs altal 6sszeallitott gyakor-
latanyag képezi. Ezen feliil a jegyzet célja, hogy a lehets legatfogdbban ismertesse a targyhoz sziikséges
matematikai ismereteket, segitve ezzel a mélyebb megértést. Természetesen ez nem helyettesiti az el6ko-
vetelményben szerepld targyak megfelel6 szintii elsajatitasat. A teljesség igénye nélkiil a targy az alabbi
témakorok ismeretére épit;

komplex algebra (A1),

o differencialszamitas (A1, A2),

integralszamitas (A1, A2),

vektoranalizis (A3).

Az Gsszeallitashoz az oktatasban szerzett tapasztalataimat hasznéaltam fel, tovabba néhéany volt hallgatom,
feképp Trocséanyi Péter és Kovacs Zoltan Mark &tleteibdl meritettem. Ezen feliil igyekeztem valamennyi
extra szemléletet is atadni, amelyrsl tgy gondolom, hogy szdmomra hasznosnak bizonyult a késébbi
tanulmanyaim soran. Mindemellett készonettel tartozom Bingler Arnoldnak az értékes meglatéasaiért,
tovabba Ratky Marcellnek, aki immar a tobbedik iromanyom korrektirazasat vallalta el. Végiil, de nem
utolsésorban koszoném a lektoroknak, Dr. Gyimoéthy Szabolesnak és Dr. Bilicz Sandornak a lényegretord
észrevételeket. Ennek ellenére természetesen eléfordulhatnak észrevétleniil maradt hibék. Ezeket jelezni
a kenderes.anett@gmail.com email cimen lehetséges.

2. Néhany alapvet6 matematikai osszefiiggés

Miel6tt ratérnénk a vektoranalizisre, érdemes az aldbbi fogalmak, dsszefiiggések felelevenitése [1].1

2.1. Skalaris és vektorialis szorzat
2.1.1. Skalaris szorzat
Legyen adott két vektor, d és b. Ezek skaldris szorzatas

-,

=|d| - |b| - cos a, (1)

S

a -

ahol a a két vektor kozbezart szoge.

Egy vektor négyzetén az énmagaval vett skalaris szorzatat értjiik, mely szamértéket tekintve megadja a

hosszanak masodik hatvanyat. Jeldlése: a2.

1Kék szinnel jelSltem azon részeket, melyek nem képezik szervesen a gyakorlat anyagat, de ismeretiik feltétleniil sziikséges.



Tulajdonsagok:

Az alabbiakban szoritkozzunk haromdimenzios euklideszi térben értelmezett vektorokra.

ay by
1. Adott az alabbi koordinatakkal jellemezhetd két vektor: @ = |ay |, b= |by |,
a, b,
ekkor a skalaris szorzatuk: .
a-b=azb, +ayb, + ab.. (2)

Ennek kovetkezményeként egy vektor abszolutértékét az alabbi médon szamitjuk:

|| = /a2 + a2 + a?. (3)

2. Két nemnullvektor skalaris szorzata akkor és csak akkor zérus, ha azok merélegesek egymaésra, azaz
kozbezart szogiik 90 fok.

3. Ha € egységuektor, akkor az ¢ - a skalaris szorzat megadja az a vektor € irdanyaba esé merdleges
vetiiletének elGjeles hosszat. Az elGjele attol fligeg, hogy a vetiilet € iranyaval megegyezs vagy
ellentétes.

2.1.2. Vektorialis szorzat
A haromdimenzios euklideszi térben @ és b vektoridlis szorzatdnak jelolése a x b. Erre igazak a kdvetkezdk:

1. abszolitérteke: |@ x b| = |a| - |b] sin o,

2. allasa: G-ra és bre merdleges,

3. irdnya olyan, hogy @, b és @ x b ebben a sorrendben jobbrendszert alkotnak.

Ebbdl kovetkezik, hogy két nemnullvektor vektorialis szorzata akkor és csak akkor eredményez nullvektort,
ha egyezé allasuak, azaz kdzbezart szogik 0 fok.

Tulajdonsagok:
= az| _  |ba
1. Amennyiben @ és b az alabbi koordinatakkal adott: @ = |ay |, b= |by |,
a, b,

akkor a vektorialis szorzatuk abszolutértéke:

A determinénst sakktabla-szabdllyal fejthetjik ki:

ay a

|d x b = by b,

€x —

by b

2. Tetszoleges d, bésé vektorokra, tovabba k skalarra:

bxda=—(axb), (6)
ax(b+@) =(@xb)+(@xa), (7)
b+ xd=(bxa)+(Cxa), (8)

k(@xb)=kaxb=ax kb (9)

2.2. Matrixok invertalasa
Egy n dimenzios A kvadratikus matrix invertdlhatd, ha létezik olyan A~1 an. inverz matrix, melyre
AA'=ATA=E, (10)

ahol E az n dimenzios egységmatrix.



2.2.1. Az inverz matrix analitikus szamitasa

Egy A maétrix inverzét megadhatjuk annak adjungdltja és determidansa hanyadosaként:

_ adj A
Al = . 11
det A (11)
Ennek kovetkezménye, hogy A matrix akkor és csak akkor invertdlhatd, ha det A # 0.

Nézziink egy specialis esetet, legyen adott egy A matrix a kovetkezd elemekkel:

a b
a-[ Y -
Ennek inverze: )
1 d -b
A = ot A [—c ol (13)

2 x 2-nél nagyobb méretd kvadratikus métrix invertalasara nem lesz sziikség.
Alkalmazas: Lasd példatar 2.19-es feladata (3. gyakorlat).?

2.3. Differencialas

2.4. Differencialasi szabalyok

A derivaltoperator linearis, azaz zart Osszeadasra és skalarral valo szorzasra nézve, mindemellett néhény
szabaly, melyet a félév soran alkalmazni fogunk:

2.4.1. Szorzat derivaltja

Ha f és g differencialhato fliggvény, akkor a szorzatuk is az:

(f-9)=fg+fd (14)
2.4.2. Hanyados derivaltja
Ha f és g differencialhato fiiggvény, akkor a hanyados is az, minden olyan helyen, ahol g nem 0:

(5) - =5 w

2.4.3. Lancszabaly
Amennyiben f parcialis derivaltjai folytonosak, z;(t) fiiggvények differencialhatoak ¢ szerint:

Of (x1(t), 2a(t), . 2a(t)) _ N~ Of (2i) O (t)
ot Z Ox; Ot

. (16)
i=1

Alkalmazas [2]: A fenti differencidlis szabalyok igen gyakran el§ fognak keriilni a félév soran. Néhany
példa:

e (14): Lasd példatar 5.2-es feladata.
e (15): A példatar 5.2-es feladata megoldhat6 a hanyadosra vonatkozo differencialasi szabéallyal is.

e (16): Lasd példatar 3.6-os feladata.

2.5. Integralas

Az integralas linearis operator, azaz zart Osszeadasra és skalarral valo szorzasra nézve, ezen feliil par
gyakran alkalmazott szabaly, illetve alapintegral keriil ebben az alfejezetben felsorolasra.

2761d szinnel jeléltem azon részeket, amelyek ,spoilernek” szamitanak. Ezek vizsgara késziilésnél segithetnek egyben
latni az anyagot.



2.5.1. Integralasi szabalyok

Néhany integralési szabaly, melyre a félév soran érdemes lesz emlékezni:

Y fv+1
[ @@=t a7)
/f(ax—i—b)dx = %F(ax—i—b) +C. (18)

2.5.2. Parcialis integralas

A szorzatfiiggvény differencialasi szabalyabol kovetkezGen:

/f@M@szﬂ@mm—/#@W@Mx (19)

A targyban elSkeriilg alapintegralok:

2.5.3. Alapintegralok

n+1
2"dr = + C, (20)
1
/xdx—ln|x|+0 (21)
1
/ T2 ——dx = arctanz + C, (22)

_ 2
/mdx 1n‘x+\/x ’+C (23)

Alkalmazas [2]:
17

Lasd példatar 2.7 és 3.2-es feladata.
19

Lasd példatar 2.8-as feladata.

20): Lasd példatar 2.14-es feladata.

21): To6bb helyen is el6 fog keriilni a félév soran. Lasd példaul példatar 2.2-es példa.

22): Lasd példatar 4.7-es feladata.

(17):
(19):
(20):
(21):
(22):
(23): Lasd példatéar 2.9-es feladata.

2.6. Trigonometrikus és hiperbolikus fiiggvények

Amennyiben sin ¢ és cos p fiiggvényeket hatvinysorba fejtjiik és dsszevetjiik e/% hatvanysoraval, az alabbi
Osszefiiggeseket kapjuk [3]:

eI — eI
np=——.——+ 24
sin ¢ 5 , (24)
Je —Jjy
cosp— et (25)
2
A hiperbolikus fiiggvények definicioja:
Y _ o—®
sinh p = %, (26)
Y4 e
cosh ¢ = % (27)



A (24) és (26), tovabba a (25) és (27) Osszefuiggésekbdl kbvetkezGen:

sinh(jp) = jsin g,
cosh(jp) = cos p.

Tovabba a (26) és (27) egyenletekbdl:

cosh? ¢ —sinh? p = 1.

Alkalmazas: Lasd tavvezeték mint kétkapu (eladas).

3. Koordinata-rendszerek

(31)

A félév soran alapvetd elektromégneses problémakat fogunk targyalni. Ezek fizikai természetiiek, igy
els6 lépésként legfontosabb az események térbeli és idbeli elhelyezése. Az elébbit koordinata-rendszerrel
valositjuk meg. Megkiilonboztetiink an. elemi eseményt, melyet az alabbi parossal definialunk: (7,t),

ahol 7 a helyvektort, ¢ az id6t jeloli.

1. abra. Az elemi esemény

A haromdimenzios euklideszi térben egy pont egyértelmi definidlasdhoz harom koordinatéara van sziikség.
Egy koordinata-rendszer megadasahoz ki kell jel6lni egy kezdGpontot (origd) és a koordinata-tengelyeket.
Erre végtelen lehetGségiink van [2]. Az alabbiakban a leggyakrabban hasznalt harom keriil ismertetésre.
Ezek ko6z6s jellemzdje, hogy egységvektoraik ortonormdlt bdzist alkotnak, azaz egységnyi hosszuiak és
egymasra merdlegesek, tovabba kifeszitik a haromdimenzios euklideszi teret, azaz a tér barmely pontjaba

mutato helyvektor elgall a bazisvektorok linedris kombindcidjaként.

3.1. Descartes koordinata-rendszer

z
/s A
/ 4 |
% 4 |
e e |
7 = //—» |
s Czl€y 1
'L _____________ |
- :
r-e, |

2. abra. A Descartes koordinata-rendszer



A legkozismertebb, Gn. egyenesvonalu koordinata-rendszer, azaz a koordinatak hosszisagok mérdszamai.
A bazisvektorok €, €y, €z, melyek ebben a sorrendben jobbrendszert alkotnak. Az egyes pontok az
(x,y, z) szamharmassal jellemezhetSk. Ezekre igaz, hogy

x,y,2 € (—00,00).

3.2. Hengerkoordinata-rendszer

3. abra. A hengerkoordinata-rendszer

7
/

I o
“u’Nl
™

D

(32)

A polarkoordinata-rendszer egy lehetséges térbeli kiterjesztése. Az un. gorbevonali koordinata-rendszerek
kozé tartozik. A bazisvektorok €, €,, €, ebben a sorrendben jobbrendszert alkotnak. Az egyes pontok

az (r, p, z) szdmharmassal jellemezhetsk, ezek lehetséges értéktartomanyai:

A koordinatak kozti transzformaécio:

valamint

0<m,

0 < p<2m,

z € (—00,0).

r(@,y,2) = Va*+y?
_ Y

o(z,y,2) = arctan =),
x

z(z,y,2) = z.

3.3. GOombi koordinata-rendszer

Masnéven térbeli polarkoordinata-rendszer, mely szintén gérbevonali. Az egységvektorok jobbrendszert
alkotnak, ebben a sorrendben: €,, €y, €,. A pontokat jellemz§ szamharmas: (7,1, ¢). A lehetséges

értéktartomanyok:



e radidlis irdny:

0<r,
e clevdcids szdg:
0<v<m,
e azimutdlis szog:
0<p<2m

A koordinatak kozti transzformaécio:

z(r, ¥, p) = rcos psin v,
y(r, 9, ) = rsin@sin,
z(r, 9, ¢) = rcos .

valamint

r(z,y,2) = Va2 +y? + 2%,
/22 4 12
Iz, y, z) = arctan (W)

z

p(z,y,z) = arctan (Q) .
x

—~ o~
=
~N O Ot
~— — —

(48)

(49)

(50)

Egy térszamitéasi feladat barmely koordinata-rendszerben megoldhatd. A dontés a forraseloszlas vagy
geometria alapjan torténik. Amennyiben példaul a kozeg izotrop anyagjellemzskkel rendelkezik, a mo-
delltartoméany szimmetriit a térjellemzgsk is 6roklik. Megfelels koordinata-rendszer valasztésa egyszertibb

szamitasokhoz vezet.

z
J~o Er
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/ & R
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s Ty
1
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4. 4bra. Gombi koordinata-rendszer

4. Mezok

4.1. Skalarmezd6k
Skalarmez6 alatt az alabbi leképezést értjiik:

7 — u(F).



Tehét az euklideszi térben, az értelmezési tartomany minden pontjdhoz egy skalar értéket rendeliink, az
egyes pontokat helyvektorokkal jel6ljiik ki. A helyvektort reprezentalhatjuk célszertien a fent ismertetett
harom koordinata-rendszer valamelyikében.

4.2. Vektormezsk

Vektormezének nevezziik azt a leképezést, mely az értelmezési tartomanyanak minden, helyvektor &ltal

kijel6lt pontjahoz vektort rendel:
7 — a(r). (52)

Descartes koordinata-rendszerben:
a(f) = ax(a:, Y, Z)gm + ay(x7 Y, Z)gy + az(x7 Y, Z)é; (53)
az(z,y,2), ay(z,y,2), as(x,y, z) elnevezése rendezd, az a,(x,y, 2)€y, ay(x,y, 2)€y, a,(z,y, 2)€, tagokat

pedig komponenseknek hivjuk.

5. Skalar és vektormezdék integralja

5.1. Vektormezdk integralja

5.1.1. Vonalmenti integral

5. 4bra. A vonalmenti integral értelmezése

Legyen [ egy tetszoleges nyilt gorbe (azaz kezds- és végpontja nem azonos). Osszuk fel ezt n részre. Legyen
d(7) az | gorbét is tartalmazo tartomanyon értelmezett vektormezs. Az i-edik pontban a vektormezs
értéke @(7;). Bontsuk fel az [ gorbére nézve tangencidlis (érintSleges) és normdlis (érintére merdleges)
iranyu komponensekre. Az i-edik vonalelemvektor:

ay,

Al; = Al 4
2 (54)

K

ahol at, = |dt1|
Vegyiik az i-edik vonalelemvektor és az @(7;) skalaris szorzatat, és Osszegezziik ezt az | gorbe Osszes

részére:
n

a(r;) - Al (55)
i=1
Konnyen lathato, hogy a felbontéas szerinti tangencialis komponensek maradnak csupan a skalaris szorzat
elvégzésekor. Ezt az Gsszeget minden hataron til finomitva, azaz Al — 0 nagysagt infiniteziméalisan
kicsiny vonalelemeket véve az @(7) vektormezs | gérbe menti integraljadhoz jutunk:

AI%I—I}O ; a, Al; = /la -dl. (56)

A vonalmenti integréal szemléletesen azt méri, hogy a vektormezd és a gorbe iranyitottsiga mennyire
egyezik meg. Azaz az egyes pontokra nézve a vektormezd iranya mennyire esik egybe a gorbe érint&jének
irdnyaval.



Ha [ zart, akkor az integralt korintegrallal jeloljiik: fl Egy tetszéleges vektormez§ zart gorbére vett

Az (56) megadhat6 az alabbbi alakban is:
/ G-dl= / G(F(t)) - DF(H)dt, (57)

ahol az [ gorbét az 7(t) t paramétertdl fiiggs helyvektorral irjuk le, t1 és to pedig a két végpont. A fenti
Osszefiiggés igy jol lathatéan egydimenzios helyettesitéses integralra vezet. Mivel 7(¢) leirhato ro + té&
alakban, igy 0;7(t) a gorbe érint§jét adja meg.

Alkalmazas Az elektromotoros erét megkaphatjuk a térerdsség tetszéleges gorbére vett vonalmenti
integraljaként:

e = / E-dl. (58)
JL

5.1.2. Feliileti integral

O

6. abra. A feliileti integral értelmezése

Legyen S egy tetszlleges nyilt, 1 normalvektorral adott felillet. Osszuk fel ezt n részre. Legyen d(7)
az S feliiletet is tartalmazo tartomanyon értelmezett vektormezs. Az i-edik feliiletelemen a vektorme-
76 értéke @(r;). Bontsuk fel az S feliiletre nézve tangencidlis (normalvektorra merdleges) és normdlis
(normalvektorral parhuzamos) irdnyt komponensekre. Az i-edik feliiletelem-vektor:

AS; = AS;it;, (59)

ahol 77; az ehhez az elemhez tartozo feliileti normalis.
Vegyiik az i-edik feliiletelem-vektor és az d@(7;) skalaris szorzatét, és Osszegezziik ezt az S feliillet minden
feliiletelemére:

(7) - AS;. (60)

S

n

i=1

Konnyen lathato, hogy a felbontas szerinti normélis komponensek maradnak csupan a skalaris szorzat
elvégzésekor. Ezt az Gsszeget minden hataron tial finomitva, azaz AS — 0 nagysdgu infiniteziméalisan
kicsiny feliiletelemeket véve az @(7) vektormezs S feliileti integraljahoz jutunk:

Agirgo;a"”ASi_/sa.dS' (61)

A feliileti integral szemléletesen azt méri, hogy az egyes pontokban a vektormez$ mennyire egyezik meg
irdny tekintetében a feliilet normalvektoranak iranyitottsagaval. Azaz a feliiletet merdlegesen metszé
erGvonalakra ad egy szamértéket.



Ha az S feliilet zart, akkor a feliileti integralt korintegrallal jeloljiik, mely megadja a tér forrdserdsségét,
és igy jeloljiik: fs. Fontos megjegyezni, hogy ekkor a feliilet 77 normalvektora az alapkonvencié szerint
kifelé mutat. Sok esetben lényeges lehet befelé iranyitani, ekkor az integralt negativ elGjellel latjuk el.
(Példaul ha befele iranyuld teljesitményaramlast vizsgélunk, lasd 7. gyakorlat, példatar 7.2-es feladata).
Az S feliiletet megadhatjuk a p és ¢ paraméterekkel jellemezhetd 7(p, ¢) helyvektorral is. Ekkor a (61)
alakja:

/S i d§ = / /S 3 (. 0)) - (07 (p.q) % 0,7(p.q)) dp dg, (62)

ahol 71 = 0,7 (p, q) x 0,7(p,q) a feliileti normalis.
Alkalmazas: A magneses flurus megkaphatd a magneses indukeio S feliileti integraljabol:

) = / B-dS. (63)
JS

5.2. Skalarmezdk integralja

5.2.1. Térfogati integral

7. abra. A térfogati integral szemléltetése

Adott egy tetszoleges V térfogat és egy f skalarmezs. Vegyiik e térfogat AV, nagysagu kellGen kicsiny
részét, melyet az 7 helyvektorral jeloljiik ki. Ebben a pontban a skalarmezé értéke f;. A kettd szorzatat
Osszegezziik a teljes V térfogatra. Finomitsuk ezt az Gsszeget minden hatéaron tul, azaz vegyiink AV — 0
nagysagu infiniteziméalisan kicsiny térfogatelemeket. Ekkor az f skalarmezd térfogati integraljahoz jutunk:

i, D v = /V fav. (64)

AV térfogatot megadhatjuk a ¢, p, ¢ paraméterekkel jellemezhets 7(t, p, ¢) helyvektorral is. Ezaltal a (64)
a kovetkezé alakban all el6:

/Vde = ///V f(t,p,q) - (OF - (0,7 x 9,7)) dt dp dg. (65)

A szorzat mésodik tényezdje 7 Jacobi-determinansa, mely:
e hengerkoordinata-rendszerben: r,

e gbmbi koordinata-rendszerben: 2 sin¥.

10



A Jacobi determinéns segitségével lényegében azt szamitjuk ki, hogy mennyivel kell megszorozni dt dp dg-
t, hogy megkapjuk az adott koordinata-rendszerben értelmezett elemi térfogategységet. E szorzotényezos-
ket meghatarozhatjuk némi vizualizacioval is, mely goémbi, illetve hengerkoordinata-rendszerben a 8. és
9. abran tekinthetGek meg. Legtobbszor inkdbb igy jarunk el a félév sordan eltkeriils feladatok meg-
oldasakor, azaz meghatarozzunk azt a feliiletet, illetve térfogatot, amin integralunk. Amennyiben van
ra lehetGségiink, ezt geometriai szimmetriak kihasznaldsaval tessziik. Feliileti integralas esetén akkor
tudunk a (65)-hoz hasonlo Gsszefliggést felirni, ha a probléma oly mértékben egyszertisodik, hogy egy
komponensiink marad, azaz lényegében skalarmez6t integralunk két valtozo szerint.

z
rsingd™\ \rsindd

ar -

Y AV = rdy-r sin9de-dr

x

8. dbra. Az elemi térfogategység gémbi koordinata-rendszerben

)

/— > dV =dr-rdp-dz
d y

T

9. abra. Az elemi térfogategység hengerkoordinédta-rendszerben

Alkalmazas:

o A térfogati téltéseloszlas Ossztoltését a térfogati toltéssiuriség térfogati integraljaként hatarozhatjuk

11



meg:

Q= /v o(F)AV. (66)

e Nézziink néhany példat elemi térfogategységek meghatérozasara. Hengerkoordinata-rendszerben
tekintsiik a példatar 4.11-es feladatat [2], ahol a méagneses térben tarolt energia segitségével szami-
tunk induktivitast (lasd 4. gyakorlat).

Haromdimenziés helyettesitéses integralassal:

27 R
'l
W = / poHZAV = / / / fMOHQ )rdrdedz, (67)

ahol r a Jacobi determinans.

Mivel az adott példaban a magneses tér csak azimutalis komponenssel rendelkezik és tisztan r-tél
fligg, igy az integralast tulajdonképpen egy infinitezimalis dr vastagsagu korgytird alapi hasabon
végezziik:

W = / 7H2( r)2mrldr, (68)
Jo
ahol az elemi térfogat:
dV = 2zrdrl. (69)

Gombi koordinata-rendszerbeli esethez tekintsiik a 2.8-as feladatot. A térfogati toltés szamitasa
haromdimenziés helyettesitéses integralassal:

2m
Q= / pdV = / / / % sin ¥dédepdd, (70)
o Jo Jo

ahol €2sin® a Jacobi determinans.
Az integralasi sorrend felcserélésével jol lathato, hogy az elemi térfogat egy infinitezimalis d§ vas-
tagsagi, 4mé? felszind gémb.

Bizonyitas: A Jacobi-determinans a kivetkezs alaku [4]:3

Oz OJz  Ox

ot dp dq

I(z,y,2) 9y 9y dy :
,)Ui) = | ot op dq | - (71)
O(t,p, ) i i
,D:q S
ot op dq
Hengerkoordinata-rendszerben:
cosp —rsing 0
sinp rcose O =, (72)
0 0 1
gdémbi koordinata-rendszerben:
cospsiny —rsinpsiny  rcos p cos v
. L L . 2 . (e
sinpsing  rcospsing  rsingcosd| = r-sind. (73)
cos ¥ 0 —7rsin

6. Differenciadloperatorok

6.1. Els6rendii differencialoperatorok
6.1.1. Skalarmezd gradiense

Adott egy P pont, melyet kijel6liink egy 7 helyvektorral, tovabba egy ebbdl a pontbol tetszdleges irdnyba
mutato € egységvektor. A tér valamely tartoményén, amely tartalmazza a P pontot, értelmeziink egy

38ziirke szinnel jeldltem azon részeket, melyek nem szamitanak tananyagnak, kozlésiik oka a szemléletformalas.
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10. abra. A gradiens szemléltetése

skalarmezot, ennek értéke az 7 helyvektor altal kijelolt helyen u(7). Ekkor a skalarmez P pontbeli
gradiense és az € vektor skalaris szorzata megadja az u(7) skalarmez6 € irdnymenti derivdljdt.

ou A .. u(F+hé')—u(F).

du(r)-eé=— =1 4
grad u(7) - € 5 = Jm Y (74)
Egy skalarmez6 adott pontbeli gradiense mindig a legnagyobb valtozasi gyorsasag fele mutat.
A gradiens Descartes koordindta-rendszerbeli reprezentacidja:
Ju Ju Ju
d = € - €. 75
gradu (z,y,2) 8:1:6 + 8yey + aZe ( )
Bevezethetjiik az un. nabla-operdtort, melynek alakja Descartes koordinata-rendszerben:
o 0 0
V=4, 1- 76
(8:5 Oy 8z> (76)

Ebben a fejezetben ismertetett Osszes differencidloperator elGallithaté a nabla-formalizmussal, t6bbek
kozott a gradiens is:
gradu = Vu. (77)

A félév soran még sziikségiink lesz a gdmbi koordinata-rendszerbeli reprezentéciora is:

ad ou +18uﬂ 1 ou,
T = — - —_———C,.
gradu (r9,p) OT er 7“319619 rsin &p%

—

(78)

Alkalmazas A gombi koordindta-rendszerbeli alak példaul akkor fog kelleni, mikor meg szeretnénk
hatarozni a dipoélus elektromos terét, mely forgasszimmetria miatt legegyszertibben gémbi koordinéta-
rendszerben targyalhato, és £ = — grad ¢ alakban irhato fel (lasd 2. gyakorlat).

13



=

v,

@5

Y2 >~
SR

~

d\rg N N | ~
L N !
rsin ¢ . .
rsindde

11. abra.

6.1.2. Vektormezs divergenciaja

Adott egy V térfogat, melynek 7 normélvektorral kifelé irdnyitott hatara az S(V) felillet. Egy @ vek-
tormezd forrdserdsségét vizsgaljuk egy P € V pontban ugy, hogy a V térfogatot S(V) feliilet segitsé-
gével zsugoritjuk a P pontra azzal a feltétellel, hogy P tovabbra is V része legyen. Ha ezt leosztjuk a
kébtartalommal, akkor a kapott mennyiséget divergencianak nevezziik, mely megadja az @ vektormezs
forrdssiriségét, amennyiben az érték a P pontot tartalmazs V térfogat megvalasztésatol fiiggetlen:

. A . 1 =
diva(r) = lim — a-ds. 88
7) 1s1=0.Pev V| Jgv) (®8)

A divergencia egy masik értelmezés szerint a derivaltoperator skaldrinvaridnsa [6], azaz a Jacobi-matrix
féatlobeli elemeinek Gsszege. Descartes koordinata-rendszerben:

. o Oay  Oa,  Oa,
dlva(r) (x,;,z) ox 8y + 0z '

(89)

A félév soran maéas koordinata-rendszerbeli alakra nem lesz sziikségiink. A divergenciat megadhatjuk a
nabla-operator segitségével is:
diva(r) =V -a. (90)

14



0
12. abra. A divergencia szemléltetése

Alkalmazas: Minden olyan esetben, mikor az elektromos vagy magneses Gauss-torvényt alkalmazzuk.

Bizonyitas:

e (89):
A fent ismertetett kétféle értelmezés természetesen ekvivalens. Ennek belatasara alkalmazzuk a
a (88) definiciot, és mutassuk meg, hogy ebbdl megkaphato a Jacobi matrix f6atlobeli elemeinek
Osszege |7]. Tekintsiink ehhez Descartes koordinata-rendszerben egy infiniteziméalisan kicsiny, dV =
dzdydz térfogatu téglatestet és egy ebben a térrészben értelmezett d(7) vektormezst (14. abra).
Természetesen hasonlé elemi elrendezés mas bazisban is talalhato. Osszegeziik a ki- és bejove
fluxusokat a téglatest minden szemkozti oldalparjara.

13. abra. f(x) értékének szamitasa az x + da pontban

Ahhoz, hogy meggondoljuk, mennyi a kijové fluxus, meg kell hataroznunk a vektormezs értékét
2z + dz, y+dy és z + dz helyeken. Amennyiben ez nem nyilvanvalo a lancszabély alapjan (16),
tekintsiink analogiaként egy v = f(z) egyenlettel adott egyvaltozos fliggvényt, mely a 13. abran
lathato. Meg szeretnénk hatarozni a fliggvény értékét az x + da helyen. Illessziink ehhez az (x +
dz, f(x + dx)) pontra egy egyenest, melynek meredeksége a dz tavolsag infinitezimalis voltabol

adodoan % Ennek egyenlete:
of(x
1) o= 20 (o (o 1 ar)). (91)
x
Innen: of ()
x
yo = f(x) + o dz. (92)
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14. abra.
6.1.3. Vektormezd rotacidja
S
L(S)

@)

15. abra. A rotaci6é szemléltetése

Adott egy 7i norméalvektorral jellemezhets S feliilet, melynek pozitivan iranyitott hatara az L(S) gorbe.
Egy a vektormezd drvényerdsségét vizsgaljuk egy P € V pontban tgy, hogy az S feliiletet L(S) gorbe
segitségével zsugoritjuk a P pontra azzal a feltétellel, hogy P tovabbra is S része legyen. Ha ezt leosztjuk a
felszinnel, akkor megkapjuk az @(7) vektormezd rotdcidjdinak és az S felilletnek normélvektoranak skalaris

szorzatat.

A rotdcio megadja az @ vektormezs drvénysiriségét, amennyiben az érték a P pontot tartalmazs S feliilet

megvalasztasatol fiiggetlen:

1 -
— @ a-dl.

A .
fi-rotd(r) =  lim
|L|—0,PEV |S| L(S)
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Egy masik értelmezés szerint a rotacio egy d() vektormezd derivaltoperatoranak aszimetrikus részének
vektorinvaridnsdnak a kétszerese [6]. Hogy ez pontosan mit jelent, az tilmutat e jegyzet keretein, a
targy szempontjabol pedig nem lényeges. Legyen elég annyi, hogy Descartes koordinata-rendszerben a
kovetkez6 determinanssal fejezhets ki:

—

€x €y €,

a = 1o} o) 0
rot @(7) won |05 By B (96)
ay ay a,

A fenti determinans kifejtésével (sakktabla-szabéllyal) megadhatjuk vektorkomponensek Gsszegeként:

iy = (2% 9\, (Dex day). ., (Oay ODay)
rot () (2,,2) ( oy 0Oz ) Co ( or 0z ) vt < dr 9y ) e (O7)

A rotacio kifejezése nabla-formalizmussal:

rot d(r) =V x d. (98)
Gombi koordinata-rendszerbeli alakja:
er €y €p
r2sind  rsind T
rotd(v¥) = K 0 9 99
(") (rd,p) | Or o9 e (99)
ay Tay TG, siny

mazas: A gombi koordinata-rendszerbeli alakra akkor lesz sziikséglink, mikor a Hertz-dipolus tel-
Alkalmazas: A goémbi k linat Iszerbeli alakra akkor 1 kségiink, mik Hertz-dipdlus tel
jes terét szeretnénk megadni. (Ez gyakorlaton nem szerepel, majd valamikor a félév vége felé el6adason).

6.2. Masodrendii differencidloperatorok
6.2.1. Skalaris Laplace-operator
A skaldris Laplace-operdtor definicioja:
Au? div(grad u). (101)
Descartes koordinata-rendszerben megkaphatd a nabla-operator 6nmagéaval vett skalaris szorzataként:

2 2 2
0w 0°u  O%u 2, (102)

Yy 022 o2 T2
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g =
(ay + S dz) €y

dz| —

— da. -
a,€, <az + 5y dy> €

N VY
AyCy

T

16. abra. A rotacid szemléltetése Descartes koordinata rendszerben

Alkalmazas: Az elektrosztatikiara vonatkozo parcialis differencidlegyenlet (PDE) linedris, homogén,
1zotrop kozeg esetén:

Ap=-2 (103)
€
Poisson-tipusi, azaz felirhato
div(—cgradu) = f (104)

alakban, ahol ¢ az elektromos skalarpotencial, p a térfogati toltés, € az elektromos permittivitas. Ha
az altalunk vizsgalt tartomany nem tartalmaz forrast, azaz p = 0, akkor az erre vonatkoz6 PDE az
un. Laplace-egyenlet:

A¢p = 0. (105)
6.2.2. Vektorialis Laplace-operator
A wvektoridlis Laplace-operdtor definicioja:
AG(7) 2 grad(div @) — rot(rot @). (106)

Egy vektormezé rendezénként skalarmezonek tekinthets. Descartes koordinata-rendszerben megkaphat-
juk a Ad vektormezét, ha ezekre alkalmazzuk a skalaris Laplace-operéatort:

AG(F) = Nagey + Aayé, + Aasé.. (107)

(z,9,2)

Alkalmazas: A stacionirius aramok mégneses terére vonatkozo PDE:
AA = —pod, (108)
mely rendezénként Poisson-egyenletre vezet. A a mdgneses vektorpotencidl, melyet a B = rot A Ossze-

fiiggés definial. A (108) egyenlet div A = 0, az an. Coulomb-mérték mellett érvényes.

7. Tételek, azonossagok

7.1. Helmholtz-féle felbontasi tétel

Barmely olyan tetsz6leges vektormezs felbonthato egy orvénymentes és egy forrdismentes vektormezd
Osszegére, melyre igaz, hogy elég gyorsan tart a 0-hoz a végtelenben, azaz kell6en sima. Tehat

=i, +dq, (109)

ahol divd@, = 0 és rot @y = 0. A felbontas additiv konstanstol eltekintve egyértelm.
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Alkalmazas: A tétel kozvetlen kovetkezménye, hogy egy vektormezst egyértelmiien meghataroznak a
forrasai és 6rvényei, azaz a rotaciojat és a divergenciajat is meg kell adnunk. Példaul a (108) PDE esetén
a vektorpotencial bevezetésénél sziikségiink van a divergencia megkotésére is, ezért éliink a mértékvalasz-
tassal.

7.2. Newton—Leibniz-tétel (gradiens tétel)

A

17. abra. A Newton—Leibniz-tétel szemléltetése

Adott egy u skalarmezs. Legyen [ egy tetszbleges gorbe, melynek két végpontja A és B, iranyitasa
mutasson A-bol B-be. Amennyiben a tér potencidlos, azaz grad u értelmezve van a vizsgalt tartoményon,
akkor e skaldrmezd gradiensének L gbérbén vett vonalmenti integralja elGall az u skaldrmez6 L gorbe
végpontjaban és kezdépontjaban felvett értékének kiilonbségeként:

/ gradu - dI = w(B) — u(A). (110)
L

Tehat az integral értéke nem fligg L gorbe alakjatol, csupan a két végpont érdekes. Amennyiben A pont
megegyezik B-vel, azaz ha L zart, akkor az eredmény természetesen zérus.

Alkalmazas: A Newton—Leibniz-tétel felhasznaldsaval értelmeziink két pont kozott fesziiltséget poten-
cialkiilonbségként sztatikus és stacionarius problémék esetén:

U= / E-dl = ¢(A) — ¢(B), (111)
L
ahol E = — grad ¢, azaz mikor az elektromos tér orvénymentesnek tekinthetd.
7.3. Stokes-tétel
S
L(S)

18. abra. A Stokes-tétel szemléltetése

Vegylink egy 7 normalvektorral adott S feliiletet. Ennek pozitivan iranyitott hatara az L(S) gorbe.

Ertelmezziink itt egy @ vektormezdt. Ekkor a vektormezs drvénysiriségének feliileti integralja megadja

az orvényerdsséget (cirkuldciot):
/rota.dST:j{a.df. (112)
s L(S)

Alkalmazas: A Stokes-tétellel kapjuk az Ampére-féle gerjesztési torvény és a Faraday-féle indukciotor-
vény integralis alakjat a differencialis alakbol.
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7.3.1. Ko6vetkezmény
Stokes-tételbsl és Newton—Leibniz-tételbdl kozvetleniil adodik, hogy
rot(grad u) = 0. (113)

Alkalmazas: Sztatikus és stacionarius probléméak esetén a Faraday-féle indukciotorvény alakja:
rot E = 0. (114)
A (113) miatt bevezethetjiik az elektromos skaldrpotencidlt:
E = —grad ¢, (115)

mely rendszerint megkonnyiti a szamitésokat.

7.4. Gauss—Osztrogradszkij-tétel

Vv

St

19. abra. A Gauss—Osztrogradszkij-tétel szemléltetése

Legyen adott egy V térfogat, 7 normalvektorral kifelé iranyitott hatara S(V). Ertelmezziink itt egy @
vektormez&t. Amennyiben térfogat szerint integraljuk a forrdssidriséget, megkapjuk a forrdserdsséget:

/div&’dV:/ a-ds. (116)
\% S(V)

Alkalmazas: A Gauss—Osztrogradszkij-tétellel kapjuk az elektromos és méagneses Gauss-torvény integ-
ralis alakjat a differenciélis alakbol.

7.4.1. Ko6vetkezmény
A Gauss—Osztrogradszkij- és a Stokes-tétel kovetkezménye:

div(rot @) = 0. (117)

Alkalmazas: Az Ampére-féle gerjesztési torvény:

-~ - 9D
rot H =J+ —. (118)
ot
Véve mindkét oldal divergencidjat, és felhasznalva az elektromos Gauss-torvényt:
div D = p. (119)

megkaphatjuk a folytonossdgi egyenletet:

- dp

divJ + — =0. 120
ot (120)
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7.5. Egyéb azonossagok
div(ai X a3) = a3 - rotay — a3 - rot as (121)

div(uy grad ug) = grad u; grad ug + uy div(grad us) (122)

Alkalmazas:
e (121): Lasd energiamérleg levezetése (elGadason).

e (122): Lasd elektrosztatikus tér energidjinak levezetése elekiromos skaldrpotencidllal (el6adéason).

Bizonyitas Az el6bb targyalt két azonossag bizonyitasa igen egyszert, lényegében szorzat derivalasan
alapszik. Ezért a levezetésekhez, ahol elgkeriilnek, nem muszaj megjegyezni.

e (121):
A konnyebb attekinthetdség kedvéért irjuk at az allitast nabla-formalizmussal:

V. (dy X dy) =do -V xdy —dy -V X ds. (123)
A divergencia lényegében derivaltak sszege, igy alkalmazhatjuk a lancszabalyt (16):
V(@1 X a2) = Vg (a1 X d2) + V(a1 X d2). (124)
A vektorialis szorzatra vonatkozo szabalyok alkalmazasaval:
Vi - (@1 X @) = dy -V X dy = da - rot dy, (125)

V@((_l'l X 62) = —61 -V x 5:2 = —61 - rot 62. (126)
A két tagot Osszegezve igazolhatjuk az allitést.

o (122):
Elgszor lassuk be az alabbi allitas helyességét:

div(uv) = udiv v + vgrad u (127)

Induljunk ki a divergencia definiciojabol:

div(uv) = ; 0, ; 0z, (128)
Lancszaballyal (16):
" Oud; "\ [ Ou 0v; "\ Ju " 01
. UG Vi) o Gy iy, 129
i=1 Oz ; (81’,;1 . Oz; “) i—1 61”'31 N i1 8L1u o

Jol lathato, hogy a kapott 0sszeg a fent kimondott allitassal egyezik meg:
vgrad u + u div v (130)

Az eredeti allitast akkor igazoljuk, ha v = grad us.
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