Bevezetés a szamitaselméletbe II.
2. zh, 2010.11.15.
Javitasi utmutatod

A javitdsi dtmutaté az egységes pontozas érdekében és a javitok munkajanak
megkonnyitésére késziilt, a megoldasok megértetése nem célja, ezzel egyiitt természetesen
hasznalhato erre is, a kérdésekkel ez esetben érdemes megkeresni a gyakorlatvezetket.

Az atmutato a feladatok egy lehetséges megoldasdhoz rendel részpontszamokat, més
helyes megoldésok is természetesen maximum pontot érnek, a részpontokat pedig ekkor
az Utmutatd elveinek hasznélataval kaphatjuk (pl. bizonyitas nélkiili eredménykozlés
tipikusan 0 pont; kontextusba helyezett hasznéalhato tételért jar pont; csak odairt,
kontextusba nem helyezett tételért viszont nem; hianyos, de befejezhets gondolatmenetért
jar részpontszam; hosszu, de sehova sem vezets fejtegetésekért nem, stb.).

1. Legyen G tetszdleges egyszerid grdf, C pedig a G egy maximdlis pdrositisanak
végpontjaibol dllo halmaz. Mutassuk meg, hogy C' lefogo ponthalmaz.

Ha C nem lefogd ponthalmaz, akkor van olyan él, aminek egyik végpontjat sem
tartalmazza. (3 pont)

Ezt az élet a parositashoz véve igy egy eggyel t6bb élid parositast kapnank,
(5 pont)
ami a parositas maximalitdsa miatt lehetetlen. (2 pont)

2. Hatdarozzunk meg az dbrdn ldthato hdlozatban egy maximdlis folyamot és eqy
mainimdalis vdgdst.

Jo folyam bizonyitassal 5 pont, jo vagas bizonyitassal 5 pont. Javitoutas algoritmus
helyes(!) hasznalata jo eredmények nélkiil max. 4 pont (helyes lépések szaméatol
fiiggGen), csak folyam és vagas minden biz. nélkiil 0 pont. Ha nincs(enek)
folyam(ok), de a segédgrafokbol kitalalhato(k), az nem automatikusan 0 pont, de
persze nem teljes értéki.

3. Egy 99 csiucsu eqyszerd grafban minden csics foka legaldbb 51. Mutassuk meg, hogy
a grdaf 4-szeresen (pont)isszefiiggd.

Azt kéne belatni, hogy a grafbol legfeljebb 3 csticsot elhagyva a graf dsszefiiggd
marad (2 pont)

és hogy a grafnak van legalabb 5 pontja (ami persze nyilvanvalo). (1 pont)



Barmely 3 csicsot elhagyva a grafnak 96 csicsa lesz (1 pont)
és minden cstcs foka legalabb 48, (2 pont)
hiszen az egyszeriiség miatt a fokok legfeljebb 3-mal csokkennek. (2 pont)

A kapott graf tehat biztosan Osszefiiggs, pl. a Dirac-tétel miatt (egyszeriiség!),
hiszen lesz benne Hamilton-kor. (2 pont)

Az OsszefiiggGség persze tétel nélkiil is igazolhatd: ha lenne legalabb két komponense
a grafnak, akkor a legkisebbikben nem lehetnének 48 fokiu csicsok (az egyszertiség
miatt).

Haromnal kevesebb csiics elhagyasa esetén hasonloan jarunk el, ha valaki errdl
elfeledkezik, azért nem muszaj pontot levonni (még a definicional sem).

Megjegyzés: a harom csics elhagyasa utan kapott grafban van Hamilton-kor, igy
a graf Otszorosen is Osszefliggd lesz. Ha valaki a négyszeres Osszefiigg@séget ugy
definidlja (vagy hasznalja), hogy a graf 6tszorosen mar nem lehet Osszefiiggs, attol
(ha a megoldasa egyébként tokéletes) 2 pontot vonjunk le.

. Mutassuk meg, hogy tetszéleges n egészre 3n® — 5n — 1 és n? — 2n relativ primek.

Legyen d az Inko. (1 pont)
Ekkor d|3n? —5n — 1 —3(n? —2n) =n — 1. (3 pont)
Es igy dn? —2n — (n — 1) = 1. (5 pont)
(Ez valosziniileg két 1épésben fog inkabb menni, ezért (is) jar érte ennyi pont.)
Igy d (mivel pozitiv - ez el is maradhat) csak 1 lehet. (1 pont)
. Adjuk meg az dsszes olyan pozitiv egész n-et, melyre o(n) = § + 1 teljesiil, ahol ¢

az Euler-féle o-fiigguény.

Mivel ¢(n) egész, n-nek parosnak kell lennie. (2 pont)
Ezért a nala kisebb paros szamokhoz nem relativ prim, (5 pont)
tehit p(n) legfeljebb % lehet, (2 pont)
igy az egyenlség egyetlen szamra sem teljesiil. (1 pont)
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. Hatdrozzuk meg 10 utolso két szamgegyét (a tizes szdmrendszerben).

Az utolso két szamjegy meghatarozasihoz a szamot mod 100 kell vizsgalnunk.

(1 pont)
Mivel 107 és 100 relativ primek (107 helyett persze érdemesebb a vele kongruens
7-tel dolgozni), alkalmazhatjuk az Euler-Fermat-tételt. (1 pont)
»(100) = 40, 1 pont)

fgy 107 =1 (mod 100),

(

(
ezért 1235 40-nel valo osztéasi maradékira vagyunk kivancsiak. (1 pont)
Mivel 123 és 40 relativ primek, (123 helyett 3-mal is dolgozhatunk), ismét
alkalmazhatjuk az Euler-Fermat-tételt. (1 pont)
©(40) = 16, (1 pont)



figy 123" =1 (mod 40), (1 pont)
vagyis ezuttal 145 16-tal valo osztési maradékara vagyunk kivancsiak, ami 1.

(1 pont)
[gy 123'% =3 (mod 40), ahonnan 107" = 7% = 343 = 43 (mod 100). (1 pont)



