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Algoritmus fogalma

@ Egyeldre nem definidljuk rendesen az algoritmus fogalmat.
@ Eljaras, recept, mddszer.

@ Jol meghatarozott Iépések egymasutanja, amelyek mar elég
pontosan, egyértelmiien megfogalmazottak ahhoz, hogy gépiesen
végrehajthatdk legyenek.
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A sz0 eredete

Al Khvarizmi (Mohamed ibn Musza) bagdadi matematikus a IX.
szazadban kbényvet irt az egészekkel valé alapmiveletek végzésérol.

algoritmus < szamitogép program

valos probléma — absztrakt modell — algoritmus — program

Cél: feladatokra hatékony eljaras kidolgozasa
Hatékony — gyors, kevés memoria, kevés tarhely
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Milyen hatékony egy algoritmus?

@ Legtdbbszér csak a Iépésszam nagysagrendje érdekes.
Hogyan fligg a Iépésszam az input méretétdl?

@ Az input méretét legtébbszdr n-nel jeldljik.

@ Alépésszam ennek egy f fliggvénye, azaz ha n méretl az input,
akkor az algoritmus f(n) lépést végez.

@ Igazabdl az f fliggveény az érdekes.

@ 100n vagy 101n, altalaban mindegy

@ n? vagy n® mar sokszor nagy kilénbség, de néha mindegy
@ r? vagy 2" mar mindig nagy kiilénbség
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Példaul

Egy 10" mivelet/mp sebességii szamitégép mennyi ideig dolgozik,
ha f(n) maveletet kell végrehajtani n méretli bemenetre?

f(n)
n n n? logy N 2n n!
10 [[107° | 1078 | 101 1,02-10~ 36-10*
102|108 | 106 | 2.10°10 4.10'2 gv 2.9.,-10140 év
108 || 10=* | 100 |6-10710 | 3,1.103%01012 gy | 2 6. 105565691 gy
10° | 0,1 |3,1év| 9-10° sok év sok év
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FUggvények nagysagrendije

Definicio

Ha f(n) és g(n) az R egy részhalmazan értelmezett, valos értékeket
felvevo fliggvenyek, akkor f = O(g) jeléli azt a tenyt, hogy vannak
olyan c, ng > 0 allandék, hogy |f(n)| < c|g(n)| teljestl, ha n > ny.
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Példak

e 100n -+ 300 = O(n)

Biz: 100n+ 300 < 100n+ n<101n<cn, ha n> 300, ¢ = 101
@ 5n? +3n= O(n?)

Biz: 5 +3n < 5m +3n? <8n° < cn®,han> 100, c=8
@ n*+5n = O(n)

Biz:n*+5nm <eén*<n<cn’,han>6, c=1
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Példak

° n1000 O(2n)
Biz: Teljes indukcioval, legyen ¢ = 1, ng = 10°.
n = 108-re igaz, mert 108900 < (24)6000 < 210°,
TegyUk fel, hogy k-ra igaz.
Felhasznaljuk, hogy ha k > 108 akkor
(9%%) < 1000 = 1000 - 1000"~" < 1000'~" - 1000~ =

(106)/ 1 < k' 1
(k+1)1000 k1000_|_ L4 (10100)k1000 i+ < k1000_|_ 4
kl 1k1000 /+ k1000—|—1000k999 <2. k1000 <2. 2k 2k—|—1
ha k > 106,

@ l0g®®(n) = O(n)
Biz: Mivel a logaritmus fliggvény monoton nd, vehetjik a fentiek

logaritmusat.
@ 2"=0(n")
@ nl=0O(n")
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Példak

lgaz-e, hogy n® = O(n)?

Nem.

Biz: Indirekt, tegyik fel, hogy létezik olyan ¢, ng, hogy n? < cn teljesil
minden n > ng esetén.

Ekkor n < ¢ teljestil minden n > ny esetén, ami nyilvan nem igaz, ha
n> c.
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FUggvények nagysagrendije

Definicio

Ha f(n) és g(n) az R egy részhalmazan értelmezett, valos értékeket
felvevo fliggvenyek, akkor f = Q(g) jeldli azt a tényt, hogy vannak
olyan c, ng > 0 allandék, hogy |f(n)| > c|g(n)| teljestl, ha n > ny.

Példaul:
@ 100n — 300 = Q(n), hiszen n > 300, ¢ = 99-re teljesiinek a
feltételek

@ 5n° —3n=Q(n?)
@ n*—5n =Q(n*)
@ 2N — Q(n1000)
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FUggvények nagysagrendije

Definicio

Ha f = O(g) es f = Q(g) is teljesdl, akkor f = ©(g).

Példaul:
@ 100n — 300 = ©(n)
@ 5n° —3n= O(n?)
e n* —5nm =0(n*
e 1000-2" = ©(2")
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FUggvények nagysagrendije

Definicio
Legyenek f(n) és g(n) a pozitiv egészeken értelmezett, valos erteki
fliggvények. Ekkor az f = o(Q) jelbléssel réviditjik azt, hogy

f(n)

——~= —0, han— oo.
g(n)

Példaul:
@ 100n + 300 = o(n?), hiszen 19974300 _, 0 ha n — oo
@ 5n? +3n=o(n3)
@ n* +5n = o(n*log, n)
o n1000 — 0(2'7)
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Algoritmikus problémak megoldasa

Algoritmikus probléma A, 'modell | -2 program

A: pontositas, egyszerUsités, absztrakcid, Iényegtelen
elemek kiszUrése, a lényeg kihamozasa

Modell: sokféle lehet, elég tag, de elég egyszeri, formalizalt,
pontos

BB: hatékony algoritmus, bemend adatok — eredmény,
érdemes foglalkozni a kapott algoritmus elemzéesevel,
értekelésevel, megvizsgalva, hogy a mddszer mennyire
hatékony
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Arthur klraly civilizacios torekvései

Arthur kiraly fényes udvaraban 150 lovag és
150 udvarhélgy él. A kiraly, aki kbézismert
civilizaciés erodfeszitéseirdl, elhatarozza, hogy
meghazasitja j6 lovagjait és szép udvarhdl-
gyeit. Mindezt persze emberségesen szeretné
tenni. Csak olyan parok egybekelését akarja,
amelyek tagjai kdlcséndsen vonzalmat éreznek

: egymas irant. Hogyan fogjon hozza?
Termeszetesen partfogbjahoz, a nagyhatalmu varazsléhoz, Merlinhez
fordul. Merlin régvest felismeri, hogy itt is binaris szimmetrikus
viszonyok abrazolasarél van szo.

Nagy darab pergament vesz eld, és nekilat egy paros grafot rajzolni.
A kiralyi parancs teljesitéséhez Merlinnek élek egy olyan rendszerét
kell kivalasztania a graf éleibdl, hogy a kivalasztott élek kézUl a graf
minden pontjahoz pontosan egy csatlakozzon. A kivalasztott élek
felelnek meg a tervezett hazassagoknak. A grafelmélet nyelvén teljes
parositast kell keresnie.
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Kbdzlekedési lampak Utemezése

lampak: ac, ad, bc, bd, ec és ed

allapot: lampak — {P, Z}

1Y%
o / \ Feladat: Mennyi a minimalis szamu
/ allapot, ami biztonsagos és nem
d c okoz Gr6k dugot?

Grafelméleti nyelven: Mennyi G kromatikus szama?
Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet

Mobiltelefon-atjatszok frekvencia kiosztasa
Egy adott atjatszohoz egy adott frenkvenciat rendelnek.
Egy telefon a kézelben lev atjatszok kdzil valaszt.
,Kozel levd” atjatszok frekvencidja kilénbdzzon.

BAA/%
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Elagazas és korlatozas

Legtébbszdr van ¢"-es algoritmus, de nem mindegy mekkora c.

Bontsunk esetekre, azokat alesetekre, ... — fa

Ertékeljik az eseteket —> bizonyos iranyokba nem kell tovabbmenni.
— (korlatozo heurisztika)

Pl. sakkallasok

Feladat: Keressink maximalis méretl fuggetlen ponthalmazt egy adott
G grafban.

Nyilvanval6 modszer:

Minden részhalmazt végignézink — O(2") 1épés
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Jobb algoritmus

Eszrevétel: Ha G-ben minden pont foka legfeljebb ketts, akkor a
feladat linearis idében megoldhatd: G izolalt pontok, utak és kérok
diszjunkt unioja. — komponensenkent minden ,masodik” pontot

bevesszik a halmazba. (izolalt pontok)

©O00O
C——

MF(G)
1. Ha G-ben minden pont foka < 2, akkor MF(G) az el6bbi eljaras altal
adott maximalis flggetlen halmaz, és a munkat befejeztik.
2. Legyen x € G, fok(x) > 3.
S1 = MF(G\ {x})
Sy = {x} UMF(G\ {x és szomszédai}).
3. Legyen S az S; és S, kdzll a nagyobb méretl, illetve akarmelyik,
ha [S¢| = |Sz].
4. MF(G) := S.
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Legyen T(n) az MF(G)-n (] V(G) |< n) beltli MF hivasok maximalis
szama, beleértve MF(G)-t magat is.

Van olyan c allando, hogy T(n) < cy", tetszbleges n természetes
szamra, ahol v av* — 3 — 1 = 0 egyenlet pozitiv gyéke (v ~ 1,381).

Bizonyitas.

Legyen t(n) := T(n) + 1.
T(n)<T(n-1)+T(n—4)+1,han>4 —

t(n) <t(n—1)+t(n—4),han>4.

Indukciéval: t(n) < cy"igazn < 5-re elég nagy c-vel ./
—> Ezutan, ha n > 5, indukciés feltevésbol:

tn) < tin—1)+tn—4)<cy" T4y =

nyn—4(73 + 1) _ nyn—4/y4 — CW/n.

v

Osszkoltség: O(n?T(n)) = O(n~") = O(1,381M). -
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3-szinezés keresése

Feladat: Adott G, keressiink egy 3-szinezést.

Minden lehetséges szinezést végignézink — O(3") lépés

Otlet: Bizonyos csucsokat kiszinez(ink pirosra, a tdbbirdl polinom
idében el tudjuk dénteni, hogy kiszinezhetdk-e kékkel és sargaval.

Osszkoltség: O(2"nc).
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Dinamikus programozas

Optimum meghatarozasa kisebb részfeladatok optimumainak
felhasznalasaval.

Altalaban egy tablazat kitdltése, az Uj elemeket a korabban kitoltott
elemekbdl szamoljuk.

Binomialis egyitthatok kiszamitasa
(o)
(0 ()
o & @
S QP 6
D G 6

(o
(o
(6
(6
(6

— N N N T

(o) 3 (a)

-G+ ()
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Hatizsak probléma

Probléma
Adottak az sy, ..., Sm Sulyok, a b sulykorlat és a vy, ..., vy értékek.
(Minden érték pozitiv egész.) Melyik az az |1 C {1,..., m} részhalmaz,

melyre teljestil, hogy > ,.;Si < b és )., vi maximalis?
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El6szor kisebb problémara oldjuk meg: v(i, a) a maximalis elérhetd

érték az sy, ..., s; sulyokkal, vy, ..., v; értékekkel és a sulykorlattal

megadott feladatra.

Ekkor v(0,a) = v(i,0) = 0 Va, i-re

cél — v(m, b) 0 P
0

iR 1e)

m .................. .
Y keresett

ertek

v(i,a) =max{v(i—1,a);vi+v(i—1,a—s;)}

— Soronként kitdlthetd «= minden érték ket felette levobol
szamolhato.

Osszkoltség: O(bL)

b-t6l figg (nem log b-16l!), ha b sokjegyll szam, ez sok id6
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Algoritmuselmeélet
Grafok megadasa, szélességi bejaras, 6sszefliggdség, parositas

Katona Gyula .

Szamitastudomanyi és Informaciéelméleti Tanszék
Budapesti Mlszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

2. eldadas
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Grafalgoritmusok
@ iranyitott grafok: G = (V, E)
@ iranyitott él, iranyitott ut, iranyitott kor
@ élsulyok: c(e) — lehetnek negativak is
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Adjacencia-matrix
A G = (V, E) graf adjacencia-matrixa (vagy szomszédossagi matrixa)
a kévetkez6 — a V elemeivel indexelt — n-szer n-es matrix:
.. [ 0 ha(ij) ¢E,
All. 1 = { 1 ha(i,j) € E.
Iranyitatlan grafok esetén a szomszedossagi matrix szimmetrikus lesz
(azaz Ali, j] = A[J, 1] teljestl minden i, j csucsparra).

v

01010
0O 00 0 1
A=1 01 0 0 O
0 010 1
0 01O0O
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Sulyozott adjacencia-matrix

Ha koéltségek is vannak —

0 hai=j,
Cli,jl =1 c(i,j) haizjés(ij)éle G-nek,
* kalonben.

0O 5 « 1 =«
*x 0 x* *x —1
C=| 1 0 x =%
*x x 1. 0 5
*x * 3 % 0

Hatranya: a mérete (n? tdmbelem) teljesen fliggetlen az élek szamatol.
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Ellistas megadas

G = (V, E) graf minden csucséahoz egy lista tartozik.

Az i € V csucs listdjaban taroljuk az i-bol kimend éleket, és ha kell,
ezek sulyat is.

Az i listajan egy élnek a lista egy eleme (cellaja) felel meg.

1-b6l kimend élek cellai Az (i,j) élnek megfe-
/ ¢ leld cella tartalmazza a
1 > > J sorszamot, a c(/.))

sulyt (ha van), egy mu-
tatot a kovetkezd cel-
lara, és esetleg még
egyet az el6zore is.
Tarigény: n + e cella,
Iranyitatlan grafoknal:
n+ 2e cella

Y

i | e /(i)

egy tipikus cella
n 4P ¢ o o
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Szélességi bejaras
BFS: Breadth First Search

Meglatogatjuk az elsd csucsot, majd ennek a csucsnak az 6sszes
szomszédjat. Aztan ezen szomszédok dsszes olyan szomszédjat, ahol
még nem jartunk, és igy tovabb.

megvalositas: sor (FIFO-lista)

Berakjuk az épp meglatogatott csucsot, hogy majd a megfeleld idében
a szomszédaira is sort kerithessunk.

Altalanos 1épés: vessziik a sor elején levd x csucsot, toroljik a sorbol,
meglatogatjuk azokat az y szomszédait, amelyeket eddig még nem
lattunk, majd ezeket az y csucsokat a sor végére tesszuk.
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Szélességi bejaras

procedure szb (v: csucs) (x szélesséqi bejaras egy komponensre x)
var
Q: csucsokbdl allé sor;
X, y: csUCSOKk;
begin
bejarvalv] := igaz;
sorba(v, Q);
while Q nem (res do begin
x = els8(Q); (ez egyben torli is x-et a sorbol)
for minden x — y € E élre do
if bejarvaly] = hamis then begin
bejarvaly] := igaz;

() sorba(y, Q)
end
end
end
Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 2. eldadas 7/16

Szélességi bejaras

procedure bejar (x szélességi bejaras minden komponensre )
begin
forv:=1tondo
bejarvalv] := hamis;
forv:=1tondo
if bejarvajv] = hamis then
szb(v)
end

Osszkéltség: O(n + e)
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faél

. L, N _
Faél: megvizsgalasuk- ilyen nincs

kor még be nem jart
pontba mutatnak

visszaél
keresztél
keresztél

faél

L. ilyen nincs
[ranyitatlan esetben g

oz , ilyen nincs
csak faél és keresztél

keresztél
lehet. keresztél
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Osszefliggéség elddntése

Adott G graf 6sszefliggb-e? \

procedure Osszefiiggd

begin
of:=igaz;
tetszbleges v-re szb(v);
foru:=1tondo

if bejarvalu] = hamis then 6f:=hamis;

return(of);

end

Osszkoltség: O(n + e)
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Maximalis parositas keresése paros grafban
BSZ-bdl tudjuk, hogy javité utakat kell keresniink.

Egy parositas akkor és csak akkor maximalis, ha nincs hozza tartozo
javitout.

Hogyan déntjuk el, hogy van-e javitout?
Hogyan keresiink javitoutat?

Modositjuk a szélességi keresest:

@ Egy parositatlan pontbdl indulunk

@ Minden paratlan szinten a BFS lépéseit hasznaljuk.

@ Minden paros szinten a parositas éleit hasznaljuk.

@ Ha olyan pontba ériink, aminek nincs parja, talaltunk javitéutat
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Maximalis parositas keresése paros grafban

Koltség:

Ha minden parositatlan pontbdl épitink egy ilyen fat

— alterndl6 erdd = O(e)

Ezutan eggyel névelhetjik a parok szamat — O(n)-szer kell
ismételni

Osszkéltség: O(ne)
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Legrovidebb utak sulyozatlan grafokban

Ha minden él hossza egy — Ut hossza = élek szama

Szélességi kereséssel: Jelentse D[v]| a v csucsnak az s-t6l valo
tavolsagat az s-gyokerl szélességi faban.

Legyen kezdetben D[s] :=0

az szb eljarasba tegylk be a D[y] := D[x] + 1; utasitast, miutan elértik
y-t.

Lépésszam: O(n+ e)

Tétel

Az el6zbek szerint modositott szélességi bejaras végeztével
teljeslilnek a kvetkezOk:

1. Legyen s = Xy, Xo, ..., Xp @ csUcsoknak a szélességi bejaras szerinti
sorrendje. Ekkor D[x1] < D[xo] < ... < D[xp].

2. Ha x — y éle G-nek, akkor D[y] < D[x] + 1.

3. D[v] = d(s, v) teljesdl minden v € V csucsra.

A
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1. D[x1] < D[x2] < ... < D[xp].

Bizonyitas.

A cslcsok az s = x4, X», . . ., X, sorrendben kerllnek bele a Q sorba
— ebben a sorrendben is kerllnek ki a sorbdl.

Ha x # s csucs elébb van, mint y — apa(x) nem lehet késdbb, mint
apa(y), hiszen ha eldbb lenne, y-hoz elébb eljutottunk volna.

Indukci6 = Gyokérre D[s] = 0, fiaira mind nagyobb. ./

D[xi] = Dlapa(x;)] + 1 és D[xit+1] = Dlapa(Xj+1)| + 1 =

Ha a két apa kilénb6z6

—> Dlapa(x;)] < D[apa(Xiy1)] = D[xi] < D[Xi1].

Ha pedig az apak megegyeznek — D[x;] = D[x;1].

A\
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2. Ha x — y éle G-nek, akkor D[y] < D[x] + 1

Bizonyitas.

Nézzik, hogy mi térténik, amikor x kikertl a Q sorbdl, és éppen az
(x,y) élet vizsgaljuk.

Ha bejarvaly| = hamis — y apja x, vagyis D[y| = D[x] + 1.
Kilénben y-t mar korabban lattuk — y apja elébb van, mint x
—> Dlapa(y)] < D[x] = Dly| = Dlapa(y)] +1 < D[x] + 1. my
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3. D[v] = d(s, v) teljesdl minden v € V csucsra.

Bizonyitas.

d(s,v) < D[v] /

Legyen s = yo, V1, - .. ¥k = v egy minimalis hosszusagu G-beli
iranyitott ut s-bdl v-be.

—> az ut éleire: D[y1] < D[s]+ 1 =1, majd D[y,] < D[y1] +1 < 2...
Dlv] =Dly] < k=d(s,v) = / 0

o
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Algoritmuselmélet
Legrovidebb utak, Bellmann-Ford, Dijkstra

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informaciéelméleti Tanszék
Budapesti Mlszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

3. eldadas
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A legrovidebb utak problémaja

Legyen adott egy G = (V, E) iranyitott graf a c(f), f € E élsulyokkal.

Feladat
Mekkora a legrévidebb ut egy adott pontbdl eqy masik adott pontba?

Feladat
Mekkora a legrévidebb ut egy adott pontbol az 6sszes tébbibe?

Feladat
Mekkora a legrévidebb ut barmely két pont k6zo6tt?
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A legrovidebb utak problémaja

A G graf egy u-t v-vel 6sszekdtd (nem feltétlendl egyszerl) u ~ v
irdnyitott Utjanak a hossza az uton szerepld élek sulyainak 6sszege.
Legrévidebb u ~~ v (t: egy olyan u ~ v ut, melynek a hossza
minimalis a G-beli u ~» v utak k6zott.

u és v csucsok (G-beli) d(u, v) tavolsaga:

—0,hau=y;

— 00, ha nincs u ~ v Ut

— egyébként pedig a legrévidebb u ~~ v Ut hossza.

Vigyazat, itt u és v nem felcserélhetd: ha az egyik csucs valamilyen
tavol van a masiktol, akkor nem biztos, hogy a masik is ugyanolyan
tavol van az egyiktol!
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A Bellman—Ford-moddszer

Egy pontbol induld legrévidebb utak (hosszanak) meghatarozasara, ha
bizonyos élsulyok negativak. De feltessziik, hogy G nem tartalmaz
negativ 6sszhosszusagu iranyitott kort.

Ha van negativ 6sszhosszUségU irdnyitott kr — nincs legrdvidebb ut.

Legyen a G = (V, E) sulyozott éll iranyitott graf a C szomszédossagi
matrixaval adott (az i,j helyzetl elem a c(i,j) élsuly, ha i — j éle

G-nek, a tébbi elem pedig oo).
Legyen V ={1,2,...,n} és s =1 <= s-bodl indul6 utakat keressik
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Modszer: egy T[1: n— 1,1 : n] tdblazat sorrdl sorra haladé

kitbltése — Dinamikus programozas
(%) Tli.j] = a legrévidebb olyan 1 ~- j iranyitott utak hossza,

melyek legfeljebb i élbdl allnak.
—> T[n—1,j] alegrovidebb 1 ~+ j utak hossza
A T[1,]] sor kitbltese: T[1,)] = C[1,]]

TegyUk fel ezutan, hogy az i-edik sort mar kitdltéttik
— T[i,1], T[i,2], ..., T[i, n] értékekre (x) igaz. —>

() Tli+1,j] :=min{T[i,/], T;IA?{T[I’ K]+ Clk,j]}}

< Ugyanis egy legfeljebb i + 1 élbdl allé = = 1 ~ j Ut kétféle lehet:
(a) Az utnak kevesebb, mint j + 1 éle van. Ekkor ennek a hossza
szerepel TTi, j]-ben.
(b) Az ut éppen i + 1 élbdl all. Legyen [ a « Gt utolso elbtti pontja.
Ekkor a 7 Ut 1 ~~ | szakasza i élbdl all, és minimalis hosszusagu a
legfeljebb j élt 1 ~~ [ utak k6zbtt = = hossza T[i, I] + C[/, .
Lépésszam: Egy érték (xx) szerinti szamitdsa n — 1 dsszeadas é€s
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Példa
0 7 4 ~
. o 0 3 o~
C[’vl]: 2 2 0 5
o 3 3 0
Tl 1]23] 4
1 0|74
> 0|64 9
3 0649

T[2,2] = min(7,047,4+2,00+3) = 6

T[2,4] = min(oco, 0400, 7+00,4+5) =9
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Floyd mddszere

Feladat

Mikent lehet egy iranyitott grafban az 6sszes pontpar tavolsagat
meghatarozni?

> 0 élsulyok = ha a Bellmann-Ford algoritmust minden csucsra mint
forrasra lefuttatiuk = nO(n®) = O(n*)
Van gyorsabb.

Adott egy G = (V, E) iranyitott graf és egy ¢ : E — R sulyfliggvény
ugy, hogy a grafban nincs negativ 6sszsulyu iranyitott kér. Hatarozzuk
meg az ésszes v,w € V rendezett pontparra a d(v, w) tavolsagot.
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A G graf a C szomszédossagi matrixaval adott.

Egy szintén n x n-es F matrixot fogunk hasznalni a szamitashoz.
Kezdetben Fyli, ] := CJi, /]

ciklus = k-adik lefutdsa utan F[i,j] azon i ~ j utak
legrévidebbjeinek a hosszat tartalmazza, amelyek kdzbulsd pontjai
k-nal nem nagyobb sorszamuak.

Az 0] Fgli,j] értékeket kiszamithatjuk, ha ismerjiuk Fx_1[i, j]-t Vi, j-re.
Egy legrévidebb i ~~ j (t, melyen a kdzbllsd pontok sorszama
legfeljebb k, vagy tartalmazza a k csucsot vagy nem.

—igen = Fyli,]] := Fr—1[i, k] + Fx—1[k, ]

?

—nem = Fyli,j] = Fr_1[i,]]
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Floyd algoritmusa

(1) for/:=1tondo
for/;:=1tondo
Fli.j] = Cli. jl
(2) for k := 1 to ndo
for/:=1tondo
for ) .=1tondo
Fli,j] :== min{F[i,j], F[i, k] + F[k,/]}

F[i, ] a (2)-beli iteracio k-adik menete utan azon legrévidebb i ~ j utak
hosszat tartalmazza, amelyek belsé csucsai 1,2, . .., k kézil valok.

k=n — Fn[la/] - d(lv./)
Lépésszam: n-szer megylnk vegig a tablazaton, minden helyen O(1)
lépés = O(n®)
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A legrdvidebb utak nyomon-kbvetése
Menet kbzben karbantartunk egy n x n-es P tdombot.
Kezdetben P[i,j] := 0.
Ha egy F[i, j] ertéket megvaltoztatunk, mert talaltunk egy k-n atmend
rovidebb utat, akkor PJi, j] := k.
= Veégqul P[i,j] egy legrévidebb i ~~ j Ut ,k6z€psd" csucsat fogja
tartalmazni.
I ~ [ Ut 6sszeadllitasa rekurziv —-

procedure legrévidebb Ut(/, j:csucs);
var k:.csucs;
begin
k .= PJi,j;
if K = 0 then return;
legrovidebb ut(/, k);
Kiir(k);
legrévidebb ut(k, j)
end;
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Tranzitiv lezaras

Bemenet: G = (V, E) iranyitott graf.

Csak arra vagyunk kivancsiak, hogy mely pontok kdz6tt vezet iranyitott
ut.

Floyd = ha a végeén F[i, j| # oo, akkor van ut, kilénben nincs.

Kicsit egyszerlbb, korabbi algoritmus: S. Warshall

Definicio ( )
Legyen G = (V, E) egy iranyitott graf, A a szomszédossagi matrixa.
Legyen tovabba T a kbvetkezb n x n-es matrix:

Tli.j] { 1 hai-bblj elérhetb iranyitott uttal,
’ 0 kdlénben.
Ekkor a T matrixot — illetve az altala meghatarozott grafot — az A matrix
— illetve az altala meghatarozott G graf — tranzitiv lezartjanak hivjuk.

v

Feladat

Adott a (Boole-matrixként ertelmezett) A szomszédossagi matrixaval a
G = (V, E) iranyitott graf. Adjuk meg a G tranzitiv lezartjat.
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Warshall algoritmus

(1) ciklusban a kezd6értékek beallitasa helyett

1 hai=jvagy Ali,j] =1,
0 kulénben.

Tolif) = {

A (2) ciklusban F értékeinek valtoztatasa helyett (ugyanazt
megfogalmazva logikai miveletekkel)

(+) Tk[la./] = Tk—1[i7j] \% (Tk—1[iv k] A\ Tk—1 [kaj])

Bizonyitas ugyanugy.
Lépésszam: O(n®)
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Dijkstra mddszere

Feladat

A legrévidebb utak problemaja (eqy forrasbal):

Adott egy G = (V, E) iranyitott graf, a c : E — RT nemnegativ értékii
sulyfliggvény és egy s € V csucs (a forras). Hatarozzuk meg minden
v e V-read(s,v) tavolsagot.

D[ ]:
@ Egy a G csucsaival indexelt tdmb
@ az eljaras soran addig megismert legrévidebb s ~~ v utak hossza
@ Felsd kdzelitése a keresett d(s, v) tavolsagnak
@ A kozelitést 1épésrdl Iépésre finomitjuk, vegul d(s, v)-t érjik el.
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Dijkstra mddszere

Tegyuk fel, hogy a G graf az aladbbi alaku C szomszédossagi
matrixaval adott:

0 ha v = w,
Clv,w] =< c(v,w) hav=#wés/(v,w)éle G-nek,
00 kalonben.

Kezdetben D[v] := C[s, v] minden v € V csucsra.

Valasszuk ki ezutan az s csucs szomszédai kdzul a hozza
legkdzelebbit, vagyis egy olyan x € V' \ {s} csucsot, melyre D|[x]
minimalis.

Biztos, hogy az egyetlen (s, x) elbdl &llé ut egy legrévidebb s ~~ x Ut
(az élsulyok nemnegativak!).

A KESZ halmaz azokat a cstcsokat tartalmazza, amelyeknek s-tél
valé tavolsagat mar tudjuk.

— x-et betehetjik (s mellé¢) a KESZ halmazba.
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Dijkstra mddszere

Ezek utan médositsuk a tébbi csucs D[w] értékét, ha az eddig
ismertnel rovidebb Uton el lehet érni oda x-en keresztil, azaz ha
D[x] + C[x, w] < D[w].

X
Clx, w]

w

Ujra valasszunk ki a v € V' \ KESZ cslicsok kdziil egy olyat, amelyre
D[v] minimalis.

Ezen csucs D[ |-értéke mar az s-tol valo tavolsagat tartalmazza.
Majd megint a D[ |-értékeket mddositjuk, és igy tovabb, mig minden
cstcs be nem kerlll a KESZ halmazba.
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Dijkstra algoritmusa szomszeédossagi matrixszal

(1) KESZ := {s}
for minden v € V csucsra do
D[v] := CJs, v] (x a d(s, v) tavolsag elso kozelitese )
(2) for i :=1to n— 1 do begin
Valasszunk olyan x € V \ KESZ cstcsot, melyre D[x] minimalis.
TegyUk x-et a KESZ-be.
(3)  for minden w € V \ KESZ csticsra do
D[w] := min{D[w], D[x] + C[x, w]} (x d(s, w) U] kdzelitese )
end

Definicio

kulonleges ut: egy s ~~ z iranyitott ut kilonleges, ha a z vegpontot
kiveve minden pontja a KESZ halmazban van. A kildnleges uttal
elérhetb pontok éppen a KESZ-bdl egyetlen éllel elérhetd pontok.
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Tétel
A (2) ciklus minden iteracios lépése utan érvényesek a kévetkezok:

@ (a) KESZ pontjaira D[v] a legrévidebb s ~ v utak hossza.

o (b) Hav € KESZ, akkor van olyan d(s, v) hossztisagui (mas
szoval legrévidebb) s ~~ v Ut is, amelynek minden pontjia a KESZ
halmazban van.

@ (c) Kiilsé (vagyis w € V \ KESZ) pontokra D[w] a legrévidebb
kilénleges s ~~ w utak hossza.

Bizonyitas.

Indukcidval

(2) elétt /

TegyUk fel, hogy igaz a j-edik iteracié utan.

Belatjuk, hogy igaz a j + 1-edik iteracio utan is.

TegyUk fel, hogy az algoritmus a j + 1. iteraciés lépésben az x csucsot
valasztja a KESZ-be.
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(a) Indirekt: mi van, ha D[x]
nem a d(s, x) tavolsagot je-
16li, azaz van ennél rovidebb
S ~ x Ut?

Ezen Ut ,eleje" kilénleges,
(c) miatt —

Dly] < d(x,s) < D[x] é

(b) Elég x-re < KESZ korabbi pontjaira az indukciés feltevésbdl
Lattuk, hogy d(s, x) = D[x], ez egy kilénleges s ~» x Ut hossza volt a
j+ 1. iteracio eldtt (itt a (c)-re vonatkozd indukcids feltevést hasznaltuk)
annak végeztével az it minden pontja KESZ-beli lesz.
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4

2 w
(c) Aj+ 1. iterécio elott
D[w] = min  {d(s,v)+ C[v, w]}.
veKESZ\{x}
Utana Dlw] = min {d(s,v)+ C[v,w]}.
veKESZ

—> Elég megnézni, hogy D[w] vagy d(s, x) + C|[x, w]| nagyobb
Lépészam: (2) ciklus O(n), ez lefut n — 1-szer = O(n?)
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Példa

(@D—>

1 3
3 2\

1 0
2 ;ﬁgi;j:j;:)/ﬁf'(
KESZ
{s.a}
{s,a,c}
{s,a,c, e}

{s,a,c,e,f}
{s,a,c,ef, b}

B3 3|
Bz (g (8|~

b
o
6
5
5
5

ARl R R e
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Algoritmuselmélet
Kupac, Dijkstra kupaccal

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informaciéelméleti Tanszék
Budapesti Mlszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

4. eldadas
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Adatszerkezetek

Definicio

Egy adatszerkezet elemek egy halmazanak tarolasa, az elemek
k6zotti kapesolat modja és az elemek kezeléséhez tartozd miiveletek
0sszessege.

Példak:

@ Tomb — Mveletek: szelekcios fliiggvény

@ Lancolt lista — Miveletek: elsd, kdvetkez0, keres, beszur,
beszurMogé, torol
@ Sor — Miveletek: elso, sorba, sorbdl
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Binaris fa adatszerkezet

i bal fig _—~——1 \\jobb fid
| 7 | N 1\
| /1 x 1 || x
Lancolt lista Binaris fa

Muveletek: gyoker, bal-fiu, jobb-fiu, keres, beszur, t6rol

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 4. eléadas 3/12

Kupac adatszerkezet

Egész szamok egy S véges részhalmazat szeretnénk tarolni, hogy a
beszuras és a minimalis elem torlése (mintdr) hatékony legyen.
Alkalmazasok:

@ Jobok inditasa
@ ToObb rendezett halmaz 6sszefésulése
@ Gyors rendezési algoritmus

gyokér

Teljes binaris fa: levelek
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Binaris fa abrazolasa tombbel

A fa cslcsai az A[1 : n] tdmb elemei.
Az A[i] csucs bal fia A[2i], a jobb fia pedig A[2i + 1].

—> A[j] csucs apja A[|j/2]]

2|4

Kupac tulajdonsag: apa < fia

Katona Gyula Y. (BME SZIT)

Kupacépités

fi és f> kupacok

kupacépités(f)

Algoritmuselmélet 4. eldadas 5/12

kupacol(f)

{ Ha min{a, b} < ¢, akkor min{a, b} és c
helyet cserél

Ha a c elem a-val cserélt helyet, akkor
kupacol(f;), ha b-vel, akkor kupacol(f,) }

¢ addig megy lefelé, amig sérti a kupac
tulajdonsagot.

Lépésszam: Ha [ a fa szintjeinek szama,
akkor < /— 1 csere és < 2(/ — 1) b6ssze-
hasonlitas

{ Az f fa v csucsaira lentrdl felfelé, jobbrdl balra kupacol(v). }
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Kupacépités koltsége
n-csucsu binaris faban:

1. szint: 1 csucs

2. szint: 2 csucs

3. szint: 22 csucs

| —1. szint: 2/=2 cstcs

l-edik szint: > 1 és < 2/~ cslcs

—n>1 +Z§;32":2’—1 — [ <1+log, n

Az i-edik szinten levd v csucsra kupacol(v) kéltsége legfeljebb [ — i
csere és legfeljebb 2(/ — i) 6sszehasonlitas.

A cserék szama ezeért sszesen legfeljebb Zf:1 (I — P21,
j=1—i(azaz i = | —j) helyettesitéssel

I—1 [—1
Z/z/—j—1 _ 2/—1 Zj/zj
j=0 j=1
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Kupaceépités koltsége

1/2
1/4 1/4
1/8 1/8 1/8

1 1 1
=T o1 =T -+ oI
<1 <1/2 <1/4 - <z

I—1
271y "jjol <2 < 2n.
j=1

Kupacépités kéltsége: O(n)
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MINTOR

A minimalis elem az f gyOkérben van, ezt toroljuk.

A f-be tesszlk a fa utolsé szintjének jobb szélsd elemét, majd
kupacol(f).

Kéltség: O(/) = O(log, n)

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 4. eléadas 9/12

BESZUR

Uj levelet adunk a fahoz (ligyelve a teljességre), ide tesszilk az s

elemet. Ezutan s-et mozgatjuk felfelé, mindig 6sszehasonlitjuk az
apjaval.

Kéltség: O(/) = O(log, n)
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Algoritmuselmélet
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Dijkstra algoritmusa éllistaval

Ha kevés él van = grafot éllistaval taroljuk.

V\KESZ csucsait kupacba rendezve tartjuk a D[ ] érték szerint.

A kupacépités O(n) kéltseg, a (2) ciklusban minimumkeresést O(log n)
koltségli MINTOR végrehajtasaval szamoljuk.

A D[] ertékek Ujraszamolasat és a kupac-tulajdonsag helyreallitasat
csak a valasztott csucs szomszédaira kell elvégezni.

Minden csucsot pontosan egyszer valasztunk ki, és a szomszédok
szamanak 6sszege e. — Osszidbigény O((n + e)log n).

Sara grafokra: d-kupac.

— O(n+ ndlog, n+ elogy n)

Han'® <e<n’éslegyend = [e/n] = d>+/n = log,n<2.
—

O(n+ndlogyn+elogyn) = O(n+nd+e) = O(n+n-e/n+e) = O(e).

Dijkstra iranyitatlan grafokra is makodik.
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A legrdvidebb utak nyomon kdvetése

Minden pontra tarolunk és karbantartunk egy P[x] csucsot is, ami
megadja egy az eddig ismert hozza vezetd legrévidebb Uton az utolsé
eldtti csucsot.

Kezdetben P[v] := s minden v € V-re.

A (3) ciklus belsejében, ha egy kllsd w csucs D[w| ertekeét
megvaltoztatjuk, akkor P[w] := x.

Lépésszam: O(n?)
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Algoritmuselmeélet
Keresés, minimumkeresés

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi é€s Informacidelméleti Tanszék
Budapesti Mlszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

5. eldadas
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Rendezési relacié

Legyen U egy halmaz, és < egy kétvaltozos relacio U-n. Haa,b € U
és a < b, akkor azt mondjuk, hogy a kisebb, mint b.

A < relacio egy rendezés, ha teljesiinek a kévetkezok:

1. a £ aminden a € U elemre (< irreflexiv);

2. Haa,b,ce U,a< b, és b < c, akkor a < ¢ (< tranzitiv);

3. Tetszbleges a # b € U elemekre vagy a < b, vagy b < afennall (<
teljes).

Ha < egy rendezés U-n, akkor az (U, <) part rendezett halmaznak
nevezzuk.
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Rendezési relacié

Példak:
@ Z az egész szamok halmaza. A < rendezés a nagysag szerinti
rendezes.

@ Az abc betlinek ¥ halmaza; a < rendezést az abc-sorrend adja.
Az x betli kisebb, mint az y betil, ha x elébb szerepel az
abc-sorrendben, mint y.

@ A X betiiibdl alkotott szavak ~* halmaza a szo6tarszerl vagy
lexikografikus rendezéssel. = legyen X = x1Xo - - - X €S
Y = ViYo -y két sz6.
Az X kisebb mint Y, ha vagy / > k és x; = y; ha minden
i=1,2,...,k esetén;
vagy pedig x; < y; teljesdl a legkisebb olyan j indexre, melyre
X; # y;. Tehat példaul kar < karika és bor < bot.
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Keresés rendezetlen halmazban

Feladat
Adott az U halmaz véges S = {s1,S>,...,8n_1,Sn} részhalmaza és
seU.

El akarjuk elddnteni, hogy igaz-e s € S, és ha igen, akkor melyik i-re
teljesdl s; = s.
Hany 6sszehasonlitas kell?

ltt 6sszehasonlitas: Igaz-e, hogy s; = s7
Valasz: lgen vagy nem.

Legrosszabb esetben minden elemet végig kell nézni —-
n 6sszehasonlitas kell legrosszabb esetben.
n/2 6sszehasonlitas kell atlagosan.
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Keresés rendezett halmazban
Barkochba jaték: gondolok egy szamot 1 és 100 kOz6tt, hany
elddntendd kérdésbol lehet kitalalni?

Feladat

Adott az (U, <) rendezett halmaz véges

S={s1 <% <...<8,.1< 8p} réeszhalmaza és s € U.
Osszehasonlitdsokkal akarjuk eldénteni, hogy igaz-e s € S, és ha
igen, akkor melyik i-re teljesil s; = s.

Hany 6sszehasonlitas kell?

ltt 6sszehasonlitas: Mi a viszonya s-nek és s;-nek?
Valasz: s; = svagy s; < svagy s; > S.

Linearis keresés

Sorban mindegyik elemmel 6sszehasonlitjuk.
Koltség a legrosszabb esetben: n, mert lehet, hogy pont az utolso volt.

Koltség atlagos esetben esetben: (n/2) + 1.
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Binaris keresés

Oszd meg és uralkodj: eloszér a k6zépsd s;-vel hasonlitunk.
Hasonl6 feladatot kapunk egy Sy halmazra, amire viszont |Sq| < [5]/2.
Es igy tovabb:

S S
<BOlis < sy<

Pl. keresstk meg, benne van-e 21 az alabbi sorozatban!

15,22,25,37. |}, 56.70, 82 1

(1)
15,22, |l 37.,48,56, 70, 82 (2)
15, |8, 25, 37, 48,56, 70, 82 (3)
B 22, 25,37, 48,56, 70, 82 (4)
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Binaris keresés

Addig kell csinalni, amig | S| = 1 lesz. Innen 1 = | S| < .
— 2K < n = k < |log, n|
Ez k+1 6sszehasonlitas volt. = k+1 < [log, n| +1 = [log,(n+1)]

EZz optimalis, nincs olyan keresé algoritmus, ami minden esetben
kevesebb mint [log,(n+ 1)] kérdést hasznal.
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Binaris keresés

EZz optimalis, nincs olyan keresé algoritmus, ami minden esetben
kevesebb mint [log,(n+ 1)] kérdést hasznal.

Bizonyitas.

Az ellenség nem is gondol egy szamra, csak mindig ugy valaszol, hogy
minél tdbbet kelljen kérdezni. Ha egy kérdést felteszek, és az igen
valasz utan mondjuk széba j6n x lehet6ség, akkor a nem esetén szdba
jon még n — x — 1 lehetdség. (A ,—1" az s = s; valasz miatt van).

Az ellenség ugy véalaszol, hogy minél tébb lehetdéség maradjon, igy el
tudja érni, hogy legaldbb 2! marad.

n—1

— 2 kérdés utan legalabb 2, = 4 — 1 — % marad.

—> k kérdés utan is marad még 4 — 3 — - — 5 lehet6ség.

Tehat teljestiinie kell 5 — 5 —--- — ¢ < 1-nek.

Vagyis n <2k 4-2k=1 1 41 =2k"1_ 1. — [log,(n+1)] — 1 < k.
Ha még van egy lehetséges elem, akkor még +1 egy kérdés. ]
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Minimumkeresés

Feladat
Adott az (U, <) rendezett halmaz véges S = {s1,So,...,Sn_1,Sn}
részhalmaza.

Osszehasonlitasokkal keressiik meg az S minimélis elemét, azaz egy
olyan s; elemet, hogy minden i # j esetén s; < s;.

@ Hany O6sszehasonlitas kell a legrosszabb esetben?
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Minimumkeresés

n elem kézul a minimalis kivalasztasahoz legrosszabb esetben n — 1
6sszehasonlitas kell.

Bizonyitas.

n — 1 6sszehasonlitas mindig elég: Rendezzlink kiesés versenyt,
mindig a kisebb elemet megtartva egy-egy 6sszehasonlitas utan. Mivel
,mindenki pontosan egyszer kap ki a gydztest kivéve”, ez n — 1
0sszehasonlitast igényel.

n — 1 6sszehasonlitasnal kevesebb nem mindig elég: Legyenek az
elemek egy graf pontjai, ha kettdt 6sszehasonlitottunk, hizzunk
kdzO6ttik élet. Amig a graf nem dsszefliggd, barmely komponensében
lehet a minimalis elem.

Ha a graf mar 6sszefliggd, akkor legaldbb n — 1 éle van, tehat kell
ennyi 6sszehasonlitas. O

v
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Algoritmuselmélet

Rendezés, buborék, beszurasos, dsszeféstiléses, kupacos, lada,
radix

Katona Gyula .

Szamitastudomanyi és Informaciéelméleti Tanszék
Budapesti Mlszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

6. eldadas
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Rendezés

Feladat

Adott az (U, <) rendezett halmaz véges S = {s1, S2,...,Sn_1,Sn}
részhalmaza.

Osszehasonlitasokkal rendezziik az S elemeit a rendezés szerint
noévekvo sorrendbe, azaz keressiink olyan o permutaciot, hogy
80(1) < Sa(g) < -0 <K Sa(n)-

Input: tdmb, lancolt lista, (vagy barmi)
Output: altalaban, mint az input
Lépések: elemek mozgatasa, cseréje, 6sszehasonlitasa
A rendezés 6nmagaban is eldfordulé feladat, de eldjén, mint hasznos
adatstruktura is. Rendezett halmazban kénnyebb keresni (pl.
telefonkdnyv).
@ Hany 6sszehasonlitas kell a legrosszabb esetben?

@ Hany 6sszehasonlitas kell atlagos esetben?
@ Hany csere kell a legrosszabb esetben?

@ Mennyi plusz tarhely szikséges?
Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 6. eléadas 12/30




Buborék-rendezés

Input: A[1 : n] (rendezetlen) tdmb

Ha valamely i-re A[i] > A[i + 1], akkor a két cella tartalmat kicseréljik.
A témb elejérdl indulva, kézben cserélgetve eljutunk a tdmb végeéig.
Ekkor a legnagyobb elem A[n]-ben van. Ismételjik ezt az A[1 : n — 1]
tdbmbre, majd az A[1 : n — 2] tdmbre, stb.

procedure buborék
(*az A[1 : n] tdmbdt névekvben (nem csékkenben) rendezi *)
for(j=n—-1,/>0,j:=j—1)do
for(i=1,i<j,i:=i+1)do
{ ha A[i + 1] < A[i], akkor cseréljik ki Oket.}

osszehasonlitdsok szama: n—1+n—-2+...+1 = _”(”2—1)

cserék szama: < 22-1)
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Beszurasos rendezés
Ha az A[1 : k] résztdémb mar rendezett, akkor szurjuk be a kdvetkezd

elemet, Alk + 1]-et, linearis vagy binaris kereséssel, majd a kévetkezot
ebbe, stb.

linearis binaris
n(n—1) o
dsszehasonlitas — ;[Iogz(k +1)]
2 —1 2 —1
mozgatas (n+2)(n—-1) | (n+2)(n—-1)
2 2
n(n—1) =
atlagos bsszehasonlitds | ——,— > [logy(n+1)]
k=1
atlagos mozgatas ia "
g g 4 4
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Binaris beszurasos rendezés lepésszama

K := [log, 2] + [log, 3] + - - - + [log, n| < nflog, n]

Jobb becslés: hasznaljuk fel, hogy [log, k] < 1 + log, k

K<n—-1+log,2+---+1log,n=n—1+4log,(n')

Felhasznalva a Stirling formulat: n! ~ (n/e)"v/2rn kapjuk, hogy

1
log, n! ~ n(log, n — log, e) + 5 log, n+ log, V27 ~ n(log, n — 1,442)
Ezért K < n(log, n — 0,442) elég nagy n-re.
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Alsé becslés 6sszehasonlitas alapu rendezésre

Ugyanaz, mintha barochba-ban kellene kitalalni, hogy az elemek
melyik sorrendje (permutacioja) az igazi sorrend.

Kezdetben n! lehetséges sorrend jon szbba.

Két elemet 6sszehasonlitva a valasz két részre osztja a sorrendeket.
Ha pl. azt kapjuk, hogy x < y, akkor az olyan sorrendek, amelyekben
x hatrébb van y-nal, mar nem jénnek szoba.

Ha az ellenség megint Ugy valaszol, hogy minél tébb sorrend maradjon
meg, akkor k kérdés utan még szdba jon 2%' sorrend.

Ha Z > 1, nem tudjuk megadni a rendezést. —>

Minden &sszehasonlitas alapu rendezé modszer n elem
rendezesekor legalabb log,(n') ésszehasonlitast hasznal.
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Osszefésiiléses rendezés

Osszefésiilés (MVERGE):

Két mar rendezett sorozat (t6mb, lista, stb.) tartalmanak egy sorozatba
val6é rendezése:

A[1: k] és B[1 : /] rendezett tdmbok — C[1 : k + /] rendezett tomb
Nyilvan C[1] = min{A[1], B[1]}, pl. A[1],

ezt rakjuk at C-be és t6rdljik A-bdl.

C[2] = min{A[2], B[1]}, stb.
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7
Példa

12,15,20,31 (13,16, 18
15,20, 31 13,16,18 | 12,
15,20, 31 16,18 12,13

20, 31 16,18 12,13,15

20, 31 18 12,13,15,16

20, 31 12,13,15,16,18

31 12,13,15,16,18,20
12,13,15,16,18, 20, 31

Osszehasonlitasok szama: k + [ — 1, ahol k, [ a két tdtmb hossza
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Osszefésiiléses rendezés

Alapotlet: Rendezzik kilén a tdmb elsd felét, majd a masodik felét,
végul fésuljuk 6ssze.
Ezt csinaljuk rekurzivan.

MSORT(A[1 : n]) :=
MERGE(MSORT(A[1 : [n/2]]), MSORT(A[[n/2]| + 1 : n])).

Hogy elvarrjuk a rekurzio aljat, legyen MSORT(A[/, /]) az Ures utasitas.
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Osszehasonlitadsok szama

Jelbljuk T(n)-el a lépésszadmot n hosszu tdmb rendezésekor. Az
egyszerliség kedvéért tegyk fel, hogy n = 2.

T(n)<n—1+2T(n/2),

T(m<n—-1+2(n/2—-1+2T(n/4))=n—-1+2(n/2—-1)+4T(n/4).

T(n) < n—142(n/2—1)+4(n/4—1)+- - -+25"1(n/2k=1-1) < nflog, n].

Felhasznalva, hogy T(1) = 0.

Az Gsszefésuléses rendezés konstans szorzo erejéig optimalis.
Mozgatasok szama: 2n[log, n|

Tarigény: 2n cella (bonyolultabban megcsinalva elég n + konst.)
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Példa Osszefésliléses rendezésre

2138 7 45166451173
2 85 74 651 3
2 5 7 81 3 4 6
1 2 3 4 5 6 7 8
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A kupacos rendezeés

Elészér kupacot épitiink, utdna n darab MINTOR adja nem csdkkend
sorrendben az elemeket.
[J. W. J. Williams és R. W. Floyd, 1964]

Kéltség: O(n) + O(nlog, n) = O(nlog, n)

Legjobb ismert rendez6 algoritmus.

Pontos implementacioval:

2n|log, n| + 3n (6sszehasonlitdsok szama) és n|log, n| +2,5n
(cserék szama).
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Gyorsrendezés

[C. A. R. Hoare, 1960] o
0szd meg és uralkodj: véletlen s elem a témbbdl — PARTICIO(s) —

s-nél kisebb elemek | s | ... | s | s-nélnagyobb elemek

GYORSREND(A[1 : n])
1. Valasszunk egy véletlen s elemet az A tdmbbol.

2. PARTICIO(s); az eredmény legyen az A[1 : k], Ak + 1 : 1],
A[l + 1 : n] felbontas.

3. GYORSREND(A[1 : k]); GYORSREND(A[/ + 1 : n]).

Véletlen elemnek valaszthatjuk mindig a témb elsd helyén allot.
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A PARTICIO(s) miikédése
Legyeni:=1,j:=n,

@ /-t ndveljuk, amig A[/] < s teljesul
@ j-t csdkkentjik, amig A[j] > s
—
I — —
s-nél kisebb elemek s-nél nem kisebb elemek

Ha mindkettd megall (nem lehet tovabblépni), és i < j, akkor A[i] > s
ésAlj] < s =

Kicseréljuk A[i] és A[j] tartalmat, majd i :=i+1ésj:=j— 1. Ha a két
mutatd dsszeér (mar nem teljeslil i < j), akkor s eléfordulasait a felsd
rész elejére mozgatjuk.

PARTICIO lépésszama: O(n)

GYORSREND lépésszama legrosszabb esetben: O(n?)
GYORSREND lépésszama atlagos esetben:

1,39nlog, n+ O(n) = O(nlog n)
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Kulcsmanipulacios rendezések

Nem csak 6sszehasonlitasokat hasznal.
Pl. ismerjik az elemek szaméat, bels6 szerkezetét.

Ladarendezés (binsort)

Tudjuk, hogy A[1 : n] elemei egy m elem{ U halmazbdl kertlnek ki, pl.
c{1,...,m}

— Lefoglalunk egy U elemeivel indexelt B témbét (m db ladat),
eldsz6ér mind dres.

ElsO fazis: végigolvassuk az A-t, és az s = AJi] elemet a Bjs] lista
végére flzzik.

— konzervativ rendezés, azaz az egyenld elemek sorrendjét
megtartja.
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Ladarendezés

Példa: Tegyuk fel, hogy a rendezend6 A[1 : 7] tdmb elemei 0 és 9
kbz0otti egészek:

A:15]3|1|/5|/6|9]|6

B: 1 3 55|66 9

Masodik fazis: elejétdl a végéig névd sorrendben végigmegytnk B-n,
és a BJi] listak tartalmat visszairjuk A-ba.

B: 1 3 55|66 9

A:1113|5/5|6|6]9

Léepésszam: B letrehozasa O(m), elsd fazis O(n), masodik fazis
O(n+ m), 6sszesen O(n+ m).
Ez gyorsabb, mint az altalanos alsé korlat, ha pl. m < cn.
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Radix rendezés

A kulcsok Osszetettek, tdbb komponensbdl alinak, ¢ ... t, alakud
szavak, ahol a t; komponens az L; rendezett tipusbdl valo, legyen
|L;| = sj, a rendezés lexikografikus.

Példa: Legyen (U, <) a huszadik szazadi datumok ésszessége az
idérendnek megfeleld rendezéssel.

Ly = {1900,1901,...,1999}, s = 100.

L, = {januar, februar,. .., december}, s, =12.

Ly=1{1,2,...,31}, s3=231.

A datumok rendezése éppen az L; tipusokbdl szarmazd lexikografikus
rendezés lesz.
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Radix rendezés

@ Rendezzik a sorozatot az utolso, a k-adik komponens szerint
ladarendezéssel.

@ A kapottat rendezzik a k — 1-edik komponens szerint
ladarendezéssel.

@ stb.
Fontos, hogy a ladarendezésnél, az elemeket a ladaban mindig a lista
végere tettlk. lgy ha két azonos kulcsu elem kdzll az egyik megeldzi

a masikat, akkor a rendezés utan sem valtozik a sorrendjuk.
— Az ilyen rendezést konzervativ rendezésnek nevezzik.
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Miért mikodik a radix jol?

Ha X < Y, az elsd i — 1 tag megegyezik, de x; < y;, akkor az i-edik
komponens rendezésekor X el6re kerdl.
A laderendezés konzervativ . =— késdbb méar nem valtozik a
sorrendjlk.
Példa:

1969.01.18. | 1969.01.01. | 1955.12.18. | 1955.01.18. | 1918.12.18.

Napok szerint rendezve:

1969.01.01. | 1969.01.18. | 1955.12.18. | 1955.01.18. | 1918.12.18.
Honapok szerint rendezve:
1969.01.01. | 1969.01.18. | 1955.01.18. | 1955.12.18. | 1918.12.18.

Evek szerint rendezve:

1918.12.18. | 1955.01.18. | 1955.12.18. | 1969.01.01. | 1969.01.18.
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Radix rendezés

Lépésszam: k ladarendezeés 6sszkoéltsege: O(kn + ZL Si)

Ez lehet gyorsabb az altalanos korlatnal

@ c, k 4llandok és s; < cn
— O(kn+ S_K_. cn) = O(k(c + 1)n) = O(n).
pl. az [1,n'% — 1] intervallumbdl val6é egészek rendezése

@ k=logn,si=2 = O(nlogn+ 2logn) = O(nlog n).
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Algoritmuselmélet
Keresofak, piros-fekete fak

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informaciéelméleti Tanszék
Budapesti Mlszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

7. eldadas
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Keresofak

Taroljuk az U rendezett halmaz elemeit, hogy BESZUR, TOROL,
KERES, MIN, (MAX, TOLIG) hatékonyak legyenek.

Binaris fa bejarasa
teljes fa (U] def.): az also szint is tele van = [/ szint(, teljes fanak
2/ — 1 csuicsa van.

Fa csucsai — elem(x), bal(x), jobb(x) esetleg apa(x) és reszfa(x)
Ha x a gydkér, y pedig a 9-es csucs,

akkor
bal(jobb(x)) = vy,
apa(apa(y)) = x,
elem(bal(x)) = x,
reszfa(x) = 7.
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PREORDER, INORDER, POSTORDER

pre(x) in(x) post(x)

begin begin begin
latogat(x); in(bal(x)); post(bal(x));
pre(bal(x)); latogat(x); post(jobb(x));
pre(jobb(x)) in(jobb(x)) latogat(x)
end end end

PREORDER: ++x85—-96
INORDER: 8x5+9 —6
POSTORDER: 85%x96 — +

Lépésszam: O(n)
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Binaris keresofa

Definicié (Keresotfa-tulajdonsag)

Tetszbleges x csucsra és az x baloldali részfajaban levé y csucsra
igaz, hogy elem(y) < elem(x). Hasonloan, ha z egy csucs az x jobb
reszfajabol, akkor elem(x) < elem(z).

Hazi feladat: Igazoljuk, hogy egy binaris keresdfa elemeit a fa inorder
bejardsa nemcsbékkend sorrendben latogatja meg.
Egy kenyelmes megallapodas: a tovabbiakban feltessziik, hogy

nincsenek ismétlddod elemek a keresofaban.
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Naiv algoritmusok

KERES(s,S): Osszehasonlitjuk s-et S gyodkeré-
ben tarolt s’ elemmel.

@ Ha s = ¢/, akkor megtalaltuk.
@ Ha s < ¢/, akkor balra megylnk tovabb.
KERES(4, S) @ Ha s > ¢/, akkor jobbra megyulnk.

Ugyanezt az utat jarjuk be a KERES(5, S) kapcsan, de azt nem
talaljuk meg.

Lépésszam: O(/), ahol | a fa mélysége

MIN: mindig balra Iéplnk, amig lehet

MAX: mindig jobbra léplnk, amig lehet

Lépésszam: O(/)

TOLIG(a, b, S): KERES(a, S) — INORDER a-tél b-ig
Léepésszam: O(/ + k), ahol k az a és b kdz6tt levo elemek szama
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Naiv BESZUR

BESZUR(s. S): KERES(s, S)-sel megkeressuk, hova kertine, és U]
levelet adunk hozz4, pl. BESZUR(3. S):

Léepésszam: O(/)
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Naiv TOROL
@ TOROL(s, S): Ha s levél, akkor trivialis, pl. TOROL(3, S):
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Naiv TOROL
@ Vagy pl. TOROL(8, S):

@ TOROL(s, S): Ha s-nek két fia van, akkor visszavezetjilk az el6z6
esetre. s helyére tegyik y := MAX(bal(s))-t és t6roljuk y-t. Pl.
TOROL(6, S):
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Naiv TOROL

y := MAX(bal(s)) csucsnak nem lehet két fia.

Bizonyitas.

Ha lenne két fia, akkor lenne egy y’ jobb fia is. De ekkor y’' > y.
4 .

Lépésszam: O(/)
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Faépités naiv beszurasokkal

Ha pl. az 1,2, ..., n sorozatbdl épitlnk fat igy, akkor ezt kapjuk:

.
,
,

/.

Az épités koltsége: 2+ 3+ ...+ (n—1) = O(n?)

Ha egy véletlen sorozatbdl épitlink fat naiv beszurasokkal, akkor az
épités koltsége atlagosan O(nlog, n). A kapott fa mélysége atlagosan
O(log, n).
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Piros-fekete fak
Olyan binaris keresofa, melynek mélysége nem lehet nagy.
BESZUR, TOROL, KERES, MIN, (MAX, TOLIG) hatékonyak.

Definicid
A piros-fekete fa egy binaris kereséfa, melyre teljesiilnek a
kévetkezok:

@ Minden nem levél csticsnak 2 fia van.

@ Elemeket belsé csticsokban tarolunk.

© Teljeslil a kereséfa tulajdonsag.

@ A fa minden csucsa piros vagy fekete.

Q@ A gyokér fekete.

Q A levelek feketék.

@ Minden piros csucs mindkét gyereke fekete.

Q@ Minden v cslcsra igaz, hogy az ésszes v-bél levélbe vezetd tton
ugyanannyi fekete csucs van.

v
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Példa

Megj.: A szokasos binaris fat kiegészitjuk tres levelekkel.
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Piros-fekete fak

JelOlések

@ F,: v gybkerl részfa

@ m(v): v magassaga, a leghosszabb v-bdl levélbe vezetd ut
éleinek szama

@ m(v): v fekete-magassaga, a v-bdl levélbe vezetd 6sszes Uton a
fekete csucsok szama, v-t nem szamolva.
(Ez minden Uton egyforma a @. tulajdonsag miatt.)
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Tulajdonsagok

Allitas

Egy piros-fekete fa minden v csucsara teljesdil

m(v)

< fm(v) < m(v).

A leghosszab levélbe vezetd uton a feketék szama nem lehet tébb az
élek szamanal — fm(v) < m(v). ./

@. pont miatt a leghosszabb UGton a pontoknak legalabb a fele fekete
— ™) < fm(v). / O

v
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Tulajdonsagok

F, belsé csucsainak szama b, > 2MVv) _ 1.

Bizonyitas.

Indukcioval m(v)-re: m(v) =0 = fm(v) =0,b, >2° -1 /

Ha m(v) > 0, akkor legyen x, y a két fia.

— m(x) < m(v) és m(y) < m(v)

fm(v) — 1 < fm(x) < fm(v) és fm(v) — 1 < fm(y) < fm(v)

by =bx+b,+1 =

by, > (2MX) — 1) (2 — 1)1 > 2. (21 _1)1 =2V 1, O

o
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Tulajdonsagok

Ha egy piros-fekete faban n elemet tarolunk, akkor a fa magassaga
<2log(n+1).

Bizonyitas.
Ha r a gyokér — b, = n.
n=b,>2M"N 1 — log(n+1) > fm(r) > =/ O

_

Bizonyitas.

KERES, MAX, MIN lépésszama piros-fekete faban O(log n).

Altalaban minden kereséfaban a |épésszam a fa magassagaval
aranyos = O(/) = O(log n). O
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BESZUR lépésszama

Ha a keresofaknal hasznalatos beszurast hasznalnank, akkor
megserulhetne a piros-fekete tulajdonsag.

Forgatas

Megj.: Ez a mlvelet megtartja a keresoéfa tulajdonsagot.
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BESZUR

SzUrjuk be az Uj elemet a keresofaknal megismert médon. =
Uj belsé cstcs keletkezik (gyerekei csak lres fekete levelek):

@ Ha z a gybkér, akkor legyen fekete — /Q\

@ Ha z nem gydkér, akkor legyen az apja x, —
Z legyen piros.

(1) Ha x fekete — fekete-magassagok sehol nem

valtoznak \/:>ﬂ

(2) Ha x piros = nem teljesll a piros-fekete

tulajdonsag — Kn\

— tovabbi Iépések kellenek.
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BESZUR

(2) Mivel x piros, nem gyokér —
legyen x apja t (fekete), x testvére y.

(2.1) Ha y piros = atszinezzlk t-t pirosra

Evvel a problémat két szinttel feljebb toltuk, ott folytatjuk a fa
rendbetételét.

Kivéve, ha t a gybkér — t marad fekete — fm(t) eggyel
nagyobb lesz.
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BESZUR

(2.2) Ha y fekete:
(2.2.1) Ha z és x nem azonos oldali gyerek — forgatunk x korul.

Evvel a kbvetkezd esetre vezettiik a problémat.
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BESZUR

(2.2) Ha y fekete:

(2.2.2) Ha z és x azonos oldali gyerek
— forgatunk t koril, majd atszinezink.

<
K0

Evvel a gyokér fekete-magassaga nem valtozik, és teljesil a
piros-fekete tulajdonsag. +/
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BESZUR

A BESZUR sorén
(a) aléepésszam O(log n),
(b) legfeliebb 2 forgatas térténik.

(a) y piros esetben a (2.1) pontban 2 szinttel feljebb keril a baj —-
szintenként konstans Iépés = O(log n). +/

(b) Forgatas csak a (2.2) esetben torténik, de ekkor nincs
felgytriizés, rogton kijavitjuk a fat. ./
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TOROL

Hasonlé médszerek, de bonyolultabb.

A TOROL soran
(a) alépésszam O(log n),
(b) legfeliebb 3 forgatas tértenik.
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Példa BESZURasokra

Szurjuk be egy Ures faba sorban a 2,7,9,4, 3, 1 elemeket.

(2.2.2) (2.2.2)
forgatas atszm

(2.1)
atszin.
—

>
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Példa BESZURasokra

Szurjuk be egy Ures faba sorban a 2,7,9, 4, 3, 1 elemeket.

(2.2.1) (2.2.2)
forgatas forgatas
(2.2.2)
atszin.
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Példa BESZURasokra

Szurjuk be egy Ures faba sorban a 2,7,9,4, 3, 1 elemeket.

(2.1)
atszin.
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Algoritmuselmeélet
2-3 fak

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informaciéelméleti Tanszék
Budapesti Mlszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

8. eldadas
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2-3-fak

Ez is fa, de a binarisnal bonyolultabb: egy nem-levél cstucsnak 2 vagy
3 fia lehet.

A 2-3-fa egy (lefelé) iranyitott gydkeres fa, melyre:

@ A rekordok a fa leveleiben helyezkednek el, a kulcs értéke szerint
balrdl jobbra ndvekvo sorrendben. Egy levél egy rekordot
tartalmaz.

@ Minden belsd (azaz nem levél) csucsbdél 2 vagy 3 él megy lefelé;
ennek megfelelden a belsd csucsok egy, illetve két s € U kulcsot
tartalmaznak. A belsd csucsok szerkezete tehat kétféle lehet. Az
egyik tipus igy abrazolhatd:| mqy | sy | mo | So | M3
ltt my, mo, mg mutatdk a csucs részfaira, s, s> pedig U-beli
kulcsok, melyekre sy < so. Az my éaltal mutatott részfa minden
kulcsa kisebb, mint s1, az mo részfajaban sy a legkisebb kulcs, és
minden kulcs kisebb, mint s,. Veégul my részfajaban s, a legkisebb
kulcs. A masik tipusu csucsoknal az az utols6 két mezd hianyzik:

my | S1 | Mg
@ A falevelei a gyokértdl egyforma tavolsagra vannak.
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Példa 2-3-fara

16
3/ 1'o| \13 14 24 \25|

R L

11 13| (6] 1ol [l |13l [14] Q6] |20 [22| |25
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2-3-fa tulajdonsagai

Ha a fanak m szintje van, akkor a levelek szama legalabb 2™,
Megforditva, ha |S| = n (itt S C U a faban tarolt kulcsok halmaza; |S|

megegyezik a tarolt rekordok szamaval), akkor m <log, n+ 1.

Bizonyitas.

Minden belst csucsnak legalabb 2 fia van =

az i-edik szinten legalabb 2'~' ¢stics van (1 < i < m). =
2m-1<n—=—m-1<log,n. / O
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2-3-fa tulajdonsagai

Ha a fanak m szintje van, akkor a levelek szama legfeljebb 3™~ 1.
Megforditva, m > logz n + 1.

Bizonyitas.

Minden belso csucsnak legfeljebb 3 fia van =
az i-edik szinten legfeljebb 3'~' cstics van (1 < i < m). =
n<3™1'— m-1>logzn. / O
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Keresés 2-3-faban

)6 11 /22|\

3 10| 14 20| o5

14] [16] [20] [22 [25]

1] 3] |6] o [11

Hasonlé, mint a binaris keresofaban.
Lépésszam: O(m), ahol logs(n) +1 < m <log,(n) + 1
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BESZUR 2-3-faba

12—>

Ha a gydkeret is ,vagni” kell — Uj gybkér, n6 a fa magassaga.
Lépésszam: O(m), minden szinten legfeljebb 1 ,vagas”.
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TOROL 2-3-fabdl

Legyen x a legalsé belsd csucs a keresd ut mentén.
@ Ha x-nek harom fiavan — /
@ Ha x-nek csak két fia van:

» ha x (valamelyik) szomszédos testvérének 3 fia van — egyet
atteszlnk x alg;

» ha x egyik szomszédos testvérének sincs harom fia
— ,0sszevonunk” két kettes csucsot.

Ez is felgyUrlzhet”. —

Lépésszam: O(m)
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B-fak

R. Bayer, E. McCreight, 1972
A 2-3-fa altalanositasa.

Nagy méretll adatbazisok, kiilsd taron levd adatok feldolgozasara
hasznaljak. Tébb szabvany tartalmazza valamilyen valtozatat.

Probléma

Nem az 6sszhasonlitas idbigényes, hanem az adatok kiolvasasa, de
Sokszor egy adat kiolvasasahoz amugy is kiolvasunk té6bb mas adatot,

egy lapot.

— A fa csucsai legyenek lapok, a kéltség a lapelérések szadma.
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B-fa definicidja

Egy m-edrendi B-fa, rGviden B,,-fa egy gyokeres, (lefelé) iranyitott fa,
melyre érvényesek az alabbiaknak:

a) A gydkér foka legaldbb 2, kivéve esetleg, ha a fa legfeljebb
kétszintes.

b) Minden mas bels6 cstcsnak legalabb [ 7] fia van.
c) A levelek a gydkértdl egyforma messze vannak.
d) Egy csucsnak legfeljebb m fia lehet.

)

d) A tarolni kivant rekordok itt is a fa leveleiben vannak; egy levélben
a lapmérettol és a rekordhossztdl fliggden tébb rekord is lehet,
névekvden rendezett lancolt listdban.

A belsd csucsok hasonlitanak a 2-3-fak bels6 csucsaira. Egy belsd
csucsigynézki:| mg | S | my | So | mo | ... | S | m;
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A B-fa szintszama

TegyUk fel, hogy egy B-fanak n levele és k szintje van, és keresslink
Osszefliggést e két paraméter kHzott.

A kicsi faktdl eltekintve a gydkérnek legalabb két fia van, a tébbi belsd
csucsnak pedig legalabb [7].

— n>2[2)k2 — logm 3+2>k

log, n — 1

k <
log, [ 7]

+ 2.

Minden mvelet |épésszama: ~ % =0 (%@), azaz a konstans
szorzo6 kicsi, ha m nagy.

m viszont nem lehet tul nagy, hiszen a bels6 csucsoknak egy lapon el
kell férnidk.

Példaul: Példaul, ha m = 32, n = 220 (itt n az alsé szint /apjainak
szama), akkor k < % + 2 < 7. Egy rekord keresése tehat legfeljebb 6
lap elérését igényli.
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A piros-fekete fa és a B-fa kapcsolata

A piros-fekete fa olyan By-fa, aminek a belsd csucsaiban taroljuk az
elemeket.

A piros csucsokat 6sszevonjuk apjukkal, az igy 6sszevont csucsoknak
2, 3 vagy 4 gyereke van.

Ezért a mélység csak a fekete csucsokkal n6. = Mivel a fekete
magassag allandd, minden levél azonos szinten lesz.
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Algoritmuselmeélet
Hashelés

Katona Gyula .

Szamitastudomanyi é€s Informacidelméleti Tanszék
Budapesti Mlszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

9. eldadas

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 9. el6adas 1/38

Hashelés

Nem tételezzik fel a lehetséges kulcsok 6sszességének (az U
univerzumnak) a rendezettséget.

Olyan médszercsalad, amely a keresés, beszuras, torlés és modositas
gyors és egyszer(l megvaldsitasat teszi lehetdvé.

Nincs rendezés — nincs MIN, MAX, ...

Cél: § C U kulcshalmazzal azonositott allomany megszervezése ugy,
hogy a fenti miveletek atlagos értelemben hatékonyak legyenek.

Példa: Magyar allampolgarok személyi nyilvantartasa

— kulcs= 11 jegyl személyi szam

Lehetséges személyi szamok: 4 - 102 - 12 - 31 - 10° ~ 148 milli6 darab.
Elég lefoglalni 11 millié rekordnak helyet.

Olyan h faggveny kell, ami minden személyi szamhoz rendel egy
egészet a [0,12 - 108 — 1] intervallumbol.

Jo lenne ha, K # K’ esetén h(K) # h(K’) teljesliine, de ez nem
lehetséges. — Utkdzések elkerilhetetlenek
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Hashelés alapveto 6telete

Veszlink egy alkalmas h hash-fliggvényt, elsének a K kulcsu elemet a
h(K) cellaba prébaljuk illeszteni.

Ha késbbb érkezik egy K’ elem, amire h(K) = h(K’), akkor Utk6zés
van.

Az Utkozések feloldasara tdbb mddszer is van, prébalunk mas helyet
talalni K’-nek.

Fontos kérdés a megfeleld hash fliggvény kivalasztasa is, pl.
h(K) = konst. nyilvan nem praktikus.
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Védrés hashelés

Foleg kllsd taron tarolt, nagy allomanyok kezelésére.

Minden elemet, amelyre h(K) = i beteszink V(i)-be, ha tébb ilyen is
van, lancolt listaként.

V[0 : M — 1] védoérkatalogus, V|[i] mutatd egy vodorbe, amiben az
elemek listai (laplancai) vannak. A vodrok mérete altalaban kicsi.

0 > >
al ™S
\ egy vodor lapjai
h(K) ~ |K]
M — 1 > >
4
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Kulcsok a vodorben

Hogyan helyezzik az uj kulcsot a vodorbe?
@ Az elsd szabad helyre tesszlk, ha kell, Uj lappal bdvitink (az
elején).
@ Kulcs szerint rendezve vannak, beszuraskor a helyére tesszlk.

Keresés a hash-tablaban

@ Kiszamitjuk h(K)-t.
@ A V[h(K)] vodbdrben kereslink szekvencialisan, addig megyUnk,
amig megtalaljuk, vagy véget ér.

Torlés ugyanigy.
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Hashelés koltsége

Kiilso taras szerkezet — lapelérések szama.

M vddor van, és [-lapnyi rekordot tarolunk

—> egy vOdorbe atlagosan ~ //M lap kerl

—> atlagos lanchossz: I/M

— Sikeres keresés atlagos lépésszama: 1 + 1/2M
—> Sikertelen keresés atlagos lépésszama: 1 + //M

Hogyan valasszuk meg M-et?
I/M legyen kb. 1, de hagyjunk ra 20%-ot.

Példa: 1 000 000 rekordbdl allé allomanyt szeretnénk lancolasos
mddszerrel kezelni, egy lapon 5 rekord fér el.

Ekkor / =1 000 000/5 = 200 000 = M =~ 220 000 — 240 000
— keresés atlagos koéltsége valamivel 2 lapelérés alatt marad.
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Hashelés nyitott cimzéssel

Csak belsdé memorias mddszerként hasznosak.

F& 6tlet: ha h(K) mar foglalt, kereslink egy Ureset valamilyen
maddszerrel.

Legyen 0, h1(K), ho(K), ..., hy_1(K)a0,1,...,M —1 szdmok egy
permutacidja.

—> Végqigprobalgatjuk a h(K) + hj(K) (mod M) sorszamu cellakat
(i=0,1,...,M— 1) az elsd Ures helyig, ahol a rekordot elhelyezziik.
— Ha nincs Ures, a tabla betelt.

K
0 h(K) h(K) + hi(K) h(K) + h2(K) h(K) + hs(K) M —1
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Linearis probalas

hi(K) == —i

Visszafelé Iépkediink egyesével h(K)-t6l indulva az elsd Ures helyig.
Sikeres kereseés atlagos koltsége:

1 1
CN:§<1+1—05>

Sikertelen keresés atlagos kolisége:

C;\,=%<1+(11Q)2>

ahol a = N/M — a telitettségi (betdltbttségi) tényezd, N — a tablaban
levd rekordok szama, M — a tabla cellainak szama.

a [2/3[0,8]0,9
Cv| 2 | 3 |55
C,| 5 | 13 50,5
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Linearis probalas
Példa: M =7, h(K) := K (mod 7), linearis préba,
beillesztendd: 3,11,9,4,10.

0 (1]2]3|4|5]|6
101493 11

Ha most tor6ljuk a 9-et, akkor késobb nem talalnank meg a 4-et.
— 9 helyére egy specialis TOROLT jelet pl. x-ot teszlink. —-

0 (1]2]3|4|5]|6
1014 | x| 3] 11

Linearis préba hatranya: Ha mar sok cella tele van, kialakulnak
egybefliggd csomok, megnd a keresési, beillesztési Uut.
— elsbdleges csomosodas
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Hashelés alvéletlen probaval

A0, h(K), ho(K),..., hy_1(K) prébasorozata 0,1,..., M — 1
szamoknak egy a K kulcstdl fliggetlen alvéletlen permutacioja.

A sorozatnak gyorsan és hatékonyan reprodukalhaténak kell lennie,
ezért nem lehet ,valodi” véletlent hasznalni.

Ha h(K) = h(L), akkor a K és L kulcsok teljes probasorozata is
megegyezik. = masodlagos csomosodas

Kvadratikus maradék préba

Legyen M egy 4k + 3 alaku primszam, ahol k egy egész.
Ekkor a probasorozat legyen

M—1\% [M-1)\?
2 (42 2 (02 A I A
0.12,-(12), 22 ~(2%)..... (M5 ) - (M5 1)

Belatjuk, hogy ez tényleg permutacio.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 9. el6adas 10/ 38



Hashelés kvadratikus probaval

Ha M egy 4k + 3 alaku primszam, akkor nincs olyan n egész, melyre
" = —1 (mod M).

Bizonyitas.
Indirekt tegy(ik fel, hogy n egy egész szam és n> = —1 (mod M). —

M—1
n°z

= (-1)'F = "1 = p#M) =1 (mod M).

Az utolsé I1épésnél az Euler-Fermat-tételt hasznaltuk. é O
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Hashelés kvadratikus probaval

Ha 0 <i<j< M=l akkor 2 # 2 (mod M). <= j2—i2=(j—i)(j+i)
felbontas egyik tényezdje sem lehet oszthaté M-mel, tehét a szorzatuk

sem. +/

Ugyanigy = —i® # —j (mod M). /

A lemma miatt (j=1)? # —1 (mod M), ahol j~' a j elem inverze a
(mod M) maradékosztalyok csoportjaban a szorzasra nézve.

— 2 # —j2 (mod M) ./
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Hashelés kvadratikus probaval

Sikeres keresés koltsége:
Cn ~ 1 — log(1 —a)—%

Sikertelen keresés koltsége:

;
(1-0a)

Cn =~ —a—log(1 — )

Ezek az 6sszefliggések valamivel altalanosabban érvényesek az olyan
maodszerekre, amelyekre h;j(K) = fi(h(K)), vagyis ahol a h(K) érték
mar az egész probasorozatot meghatarozza.
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Kettds hashelés

G. de Balbine, J. R. Bell, C. H. Kaman, 1970 koérdl.

Lényeg: h mellett egy masik /' hash-fliggvényt is hasznalunk de azt
csak a prébasorozat eldallitasahoz.

A W (K) értékek relativ primek legyenek az M tablamérethez.

A K kulcs prébasorozata: hi(K) := —i - H(K).

Ha M és H'(K) relativ primek

— 0,—-H(K),—-2H(K),...,—(M — 1)H(K) sorozat elemei mind
kil6nbdzok modulo M.

Fontos sajatossaga: kilénbdzd K és K’ kulcsok prébasorozatai jé
eséllyel akkor is kilénb6zdk lesznek, ha h(K) = h(K').
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Kettds hashelés

A legjobb ismert implementaciok iddigénye (empirikus adatok alapjan)

1 1 1
~ — | 5 R
Cn aog(1_a) és Cy

@ A kettds hashelés kikiisz6bdli mindkétféle csomosodast.

@ Sikertelen keresés esetén minden érdekes a-ra gyorsabb, mint a
linearis prébalas.

@ Sikeres kereséskor csak az o« > 0, 8 tartomanyban lesz gyorsabb
a linearis prébalasnal.
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Hash-fliggvények

@ Legyen kdnnyen (gyorsan) szamithatd,
@ és minél kevesebb Utkdzést okozzon.

A masodik kévetelmény elég nehezen megfoghatd, mert a
gyakorlatban eléforduld kulcshalmazok egyaltalan nem
véletlenszerlek.

Hasznos tanacsok: h(K) értéke lehetbleg a K kulcs minden bitjétdl
flggjon és a h értékkészlete a teljes [0, M — 1] cimtartomany legyen.

Két gyakran hasznalt médszer hash-fliggvény elballitasara az oszto6-
és a szorzémobdszer.
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Osztomodszer

Legyen h(K) := K (mod M),
ahol M a tabla vagy a véddrkataldgus mérete.
Feltesszlk, hogy a kulcsok egész szamok.
A h(K) szamitasa gyors és egyszerd.
A tadbla mérete sem teljesen k6z6mbds.
Példaul ha M a 2 egy hatvanya, akkor h(K) csak a kulcs utolsé néhany
bitjétdl fligg.
A j6 M értékeket illetden van egy széles kbrben elfogadott recept:
D. E. Knuth javaslata: M-et primnek valasztjuk, ugy, hogy M nem
osztja rf+a-, ahol r a karakterkészlet elemszama (pl. 128, vagy 256)
és a, k ,kicsi" egészek.
M prim:
@ Lényeges feltétel a kvadratikus maradék probanal.
@ Kettds hashelésnél kdnnyl hozzajuk relativ prim szamot talélni .
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Szorzémobdszer
B egy rogzitett paraméter.

h(K) := |M - {BK}.

{x} jeléli az x valés szam tOrtrészét.

Szemléletesen: {SK} kiszamitdsaval a K kulcsot ,véletlenszerlien"
beldjik a [0, 1) intervallumba, majd az eredményt felskalazzuk a
cimtartomanyba.

Hatékonyan szamithatd specialis eset:

M = 2! w = 2% és legyen A egy a w-hez relativ prim egész.
Ekkor 8 = & valasztas mellett h(K) igen j6l szamolhato.

A szamok binaris abrazolasaval dolgozva Iényegében egy szorzast és
egy eltolast kell elvégezni.

A szorzéméddszer j6l viselkedik szamtani sorozatokon.

pl. termeék1, termék2, terméka3, ... esetében.

Megmutathatd, hogy a h(K), h(K + d), h(K + 2d) . .. sorozat
kdzelitdleg szamtani sorozat lesz, azaz h jol ,szétdobja" a kulcsok

szamtani sorozatait.
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Szorzomodszer

Tétel (T. S6s Vera, 1957)

Legyen (3 irracionalis szam, és nézzik a0, {5}, {26} ,..., {nB}
pontok altal meghatarozott n + 1 részintervallumot [0, 1)-ben. Ezek
hosszai legfeljebb 3 kiilénbdzb értéket vehetnek fel, és {(n+ 1)8} a
leghosszabbak egyikét fogja két részre vagni.

Kovetkezmeny: A szorzémbdszer esetén mindig elég egyenletesen
lesznek szétszdrva a hashértékek (ha a bemenet egy szamtani
sorozat).

A [0, 1)-beli szamok kdzUll a legegyenletesebb eloszlast a

B=¢ ' =¥51—-0618033988...65a3=¢2=1—¢ ' értékek
adjak.

— Erdemes a szorzémodszernél az A-t ugy valasztani, hogy 2 kdzel
legyen ¢~ '-hez. — Fibonacci-hashelés
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A kettds hashelés masodik fliggvénye

Olyan # fuggvény kell, melynek értékei a [0, M — 1] intervallumba
esnek, és relativ primek az M-hez.
Ha M prim —

H(K):=K (modM—1)+1.

— W' (K) és M relativ primek.
Mivel H'(K) minden értéket felvesz 1 és M — 1 kdz6tt, ezért elég sok
kil6nbdz6 prébasorozatot ad.
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Algoritmuselmeélet
Mélységi keresés és alkalmazasai

Katona Gyula .

Szamitastudomanyi és Informaciéelméleti Tanszék
Budapesti Mlszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

10. eldadas
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Mélységi bejaras

Graf bejaras = minden pontot felsorolunk, bejarunk.

Szélesséqi bejaras (breadth-first-search, BFS) mar volt, ott ,széltében”
haladtunk.

Most meélységben haladunk:

Mélységi bejaras (depth-first-search, DFS, backtrack)

Pl. a lampagyujtogaté algoritmusa

Meélysegi kereses

Mohd menetelés, addig megyink elére, amig tudunk, csak aztan
fordulunk vissza.

G = (V, E) egy iranyitott graf, ahol V = {1,..., n}.

L[v] a v csucs éllistaja (1 < v < n).

bejarva[l : n] logikai vektor — jartunk-e mar ott.
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Mélyseégi kereseés algoritmusa

procedure mb (v: csucs) (x egy komponens bejarasa )
var
w: csUcs;
begin
(1) bejarvalv] := igaz; (+ meggyujtjuk a lampat =)
for minden L[v]-beli w csucsra do
(2) if bejarva[w] = hamis then
mb(w) (x megylnk a kévetkezd még sétét lampahoz «)
end
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Mélyseégi keresés algoritmusa

procedure bejar (x minden komponens bejarasa )
begin
forv:=1tondo
bejarvalv] := hamis;
forv:=1tondo
if bejarva[v] = hamis then
mb(v)
end

Lépésszam: O(n + e), (ahol n a graf pontszama, e pedig az élszama.)
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Mélységi szamok és befejezési szamok

Definicio (mélységi szamozas)

A G iranyitott graf csucsainak egy mélysegi szamozasa a graf v
csucsahoz azt a sorszamot rendeli, mely megadja, hogy az mb eljaras
(1) soraban a csucsok kézil hanyadikkent allitottuk bejarvalv| erteket
igaz-ra. A v csucs mélységi szamat mszam|v| jeléli.

Definicio (befejezési szamozas)

A G iranyitott graf csucsainak egy befejezési szamozasa a graf v
csucsahoz azt a sorszamot rendeli, mely megadja, hogy a csucsok
kézil hanyadikkent ért véget az mb(v) hivas. A v csucs befejezési
szamat bszam|v| jeléli.

El6z6 algoritmus kis médositassal:

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 10. eléadas 5/25

procedure (x minden komponens bejarasa )
begin msz:=0; bsz:=0;
forv:=1tondo
bejarvalv] := hamis; mszam|v] :=0; bszam|v| := 0;
forv:=1tondo
if bejarva[v] = hamis then
mb(v)
end

procedure mb (v: csucs) (x egy komponens bejarasa )
var
w: cSUCS;
begin
(1) bejarvalv] := igaz; msz :=msz -+ 1; mszam|v| := msz;
for minden L[v]-beli w csucsra do
(2) if bejarva[w] = hamis then
mb(w);
bsz :=bsz 4+ 1; bszam]|v| := bsz;
end
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Mélységi feszitderdd

Definicid (faél)

A G = (V, E) iranyitott graf v — w éle fael az adott mélyseqi bejarasra
vonatkozoan, ha megvizsgalasakor a (2) sorban a

(bejarvalw| = hamis) feltétel teljesdil.

Jelblje T azt a grafot, amelynek csucshalmaza V, élei pedig a faélek.
Kdnnyen lathato, hogy ez erdd.

Definicio (mélységi feszitéerdd, feszitofa)

Az elébb meghatarozott T grafot a G graf egy mélységi
feszitderdejének nevezziik. Ha T csak egy komponensbdl all, akkor

mélységi feszitofardl beszéliink.
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Elek osztalyozasa

Definicid (élek osztilyozasa)
Tekintslik a G iranyitott graf egy mélységi bejarasat és a kapott T
meélyséqi feszitberdbt. Ezen bejaras szerint G egy x — y éle

faél, ha x — y éle T-nek;
. ha x — y nem faél, y leszarmazottja x-nek T -ben
eloreel, ,
esSX# Yy,

visszaeél, ha x leszarmazottja y-nak T-ben (a hurokél is ilyen);

keresztél, ha x ésy nem leszarmazottai egymasnak.
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faél

eloreél
visszaél
keresztl
ilyen nincs

faél, elore él:

Kisebb mélységi szamubdl nagyobb mélységi szamuba mutat.
visszaél, keresztél:

Nagyobb mélységi szamubdl kisebb mélységi szamuba mutat.
visszaél:

Kisebb befejezési szamubdl nagyobb befejezési szamuba mutat.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 10. el6adas 9/25

Elek osztalyozasa

X — y egy | ha az él vizsgalatakor

faél mszam[y| =0

visszaél mszam[y] < mszam[x] és bszam[y] =0
eloreél mszam[y] > mszam|x]

keresztél mszam[y| < mszam|[x| és bszam([y| > O.

A G iranyitott graf mélységi bejarasa — beleértve a mélysegi, a
befejezési szamozast €s az élek osztalyozasat is — O(n + e) lépesben
megteheto.
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Iranyitatlan grafok mélységi bejarasa

Mélységi keresés ugyanigy.

Mélységi feszitderdd komponensei: 6sszefliggd komponensek.
faél

visszaél

ilyen nincs

faél «— faél
eloreél, visszaél <= visszaél

keresztél: nem létezik
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Mélységi feszitderdd

Legyen T a G = (V, E) iranyitott graf egy feszitéerdeje. Legyen x € V
egy tetszbleges csucs, és jeldlie Ty a feszitderdd x gydkerl
részfjanak a csucshalmazat. Legyen

sz{yev

van olyan G-beli x ~ y iranyitott ut, amelyen
a csucsok mélységi szama legalabb mszam|x]

Lemma (részfa lemma)
Tetszbleges x € V csucs esetén érvényes a T, = Sy egyenlbség.
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Mélységi feszitderdd

Lemma (részfa lemma)
Tetszbleges x € V csucs esetén érvényes a T, = Sy egyenlbség.

Bizonyitas.
Tx éppen azokbdl a pontokbdl all, amelyek x-bdl faélek mentén
elérhetdk. Faélekre mindig n6é a mélységi szam — T, C S,.

Forditott irany indirekt:

tegyUk fel, hogy létezik egy y € Sx \ Tx

Legyen x ~ y egy az Sy meghatarozasaban szerepld iranyitott ut,
feltehetjik, hogy az ut utolsé elbtti v pontja T,-ben van.

Az y € S, feltétel szerint mszam[y] >mszam|[x]. Ez y ¢ T, miatt azt
jelenti, hogy y-t valamikor a Ty pontjai utan latogatjuk meg.

— (v,y) faélvagyeléreél — ye T, = S, C Tx. / O

v
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Mélységi feszitderdd

Kovetkezmény

Tegylik fel, hogy a G = (V, E) graf x csucsabdl minden pont elérheté
iranyitott uton. Tegytik fel tovabba, hogy a G mélységi bejarasat x-szel
kezdjik. Ekkor a mélységi feszitberdd egyetlen fabol all.

Bizonyitas.

mszam[x] =1 = Sy =V = T, =V O
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Iranyitott kdrmentes grafok

Definicio

Egy G iranyitott graf DAG, ha nem tartalmaz iranyitott kort.

Directed Acyclic Graph
Alkalmazasai példaul:

@ Teenddk Utemezése — PERT
@ Varakozasi grafok — adatbazisok

Fontos, hogy egy iranyitott grafrdl el tudjuk dénteni, tartalmaz-e
iranyitott kort.
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Ha a graf egy mélységi bejarasa soran talalunk
o] visszaélet akkor a graf nyilvan tartalmaz iranyi-
Coeos  tott kért, azaz nem DAG.

keresztél "
Tétel

Legyen G = (V, E) egy iranyitott graf. Ha G

g €9y DAG, akkor egyetlen melységi bejarasa
soran sincs visszaél. Forditva erésebb igaz: ha
G-nek van olyan mélységi bejarasa, amelyre
nézve nincs visszaél, akkor G egy DAG.

faél

Bizonyitas.

= v

<= Indirekt bizonyitunk: Tegyuk fel, hogy nincs visszaél, de G nem
DAG = van benne iranyitott kdr: vegylik ennek a legkisebb mélységi
szamu v csucsat, a kor el6z6 pontja legyen wu.

—> mszam[v] < mszam[u] = uv vissza- vagy keresztél, de u
elérhetd v-bdl iranyitott uton, ahol a mélységi szamok mindegyike

> mszm|v]; (részfa lemma) = u a v leszarmazottja = uv visszaél.
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DAG topologikus rendezése
Definicid
Legyen G = (V,E) (|V| = n) egy iranyitott graf. G egy topologikus
rendezese a csucsoknak egy olyan vy, . .., v, sorrendje, melyben

x — y € E esetén x elobb van, minty (azaz ha x = vj,y = v;, akkor

i<j).

Egy iranyitott grafnak akkor es csak akkor van topologikus rendezése,
ha DAG.

Bizonyitas.
—: Ha G nem DAG, akkor nem lehet topologikus rendezése, mert egy
irdnyitott kér csucsainak nyilvan nincs megfeleld sorrendje.

<: (G-ben van olyan csucs, amibe nem fut be él (forras).
Indukcié pontszamra: = hagyjunk el egy x forrast, ez legyen az els6

pont — a tdébbi az indukcié miatt rendezhetd wy, ..., w,_+
—> X, Wy, ..., W,_4 topologikus rendezése G-nek. ./ O]
Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 10. eléadas 17 /25

Topologikus rendezés mélysegi kereséssel

Végezziik el a G DAG egy mélysegi bejarasat, és irjuk ki G csucsait a

befejezési szamaik szerint névekvé wy, . .., w, sorrendben. A
Wn, Wn_1, ..., Wy sorrend a G DAG egy topologikus rendezése.
Bizonyitas.

Azt kell belatnunk, hogy ha w; — w; éle G-nek, akkor i > j.
Ha volna olyan w; — w;, amire j = bszam([w;] > bszam[w;] = i, akkor

az csak visszaél lehetne. é ]

v

Lépésszam: O(n+ e)
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Legrovidebb utak DAG-ban

Legrovidebb utak egy forrasbdl: Bellman-Ford = O(n®)
Ha nincs negativ élsuly: Dijkstra = O(n?)

Vegylnk egy topologikus rendezést: xq, xo, ..., Xn
Feltehetjlk, hogy s = x; —

d(s, x;) = omin (s %) + (X, )}

S Xi

Ezt sorban elvégezzik minden i-re (dinamikus programozas).
Lépésszam: DFS+(>-7 ; min. keresés{d,(X/)}) = O(n+ e)
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Leghosszabb utak DAG-ban

Leghosszabb ut — egyszer( 0t
Altalaban nehéz, nem ismert ra gyors algoritmus.
DAG-ban van:

Ha G egy éllistaval adott sulyozott élii DAG, akkor az egy forrasbol
indulo legrévidebb és leghosszabb utak meghatarozasanak feladatai
O(n + e) lépésben megoldhatdk.

DAG-ban minden Ut csak elore megy —

I(s, i) = ()(IF,T)‘(%E{/(&XD + c(Xj, Xi) }-

ahol /(s, x;) a leghosszabb s ~» x; Ut hossza O]

Alkalmazas: PERT
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PERT

Program Evaluation and Review Technique

Egy nagy, 6sszetett feladat részfeladatai legyenek egy graf csucsai.
Egy x — y él sulya, c(x, y) azt mondja meg, hogy mennyi idonek kell
eltelnie x elkezdése utan y elkezdéséig. (Alapozas utan 1 napot kell
varni a festésig).

Ha van > 0 6sszsulyu iranyitott kér, akkor nincs megoldas

— feltehetjik, hogy DAG.

Mikor lehet elkezdeni egy adott x részfeladatot?
Mikor lehet elkezdeni az utolsot?

Megkeressik a leghosszabb utat x-be a forrasbal, illetve a
legtavolabbi pontot a forrastol.
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PERT

Definicio

Kritikus ut: A forrasbol induld valamely leghosszabb Uut.
Kritikus tevékenység: Ami rajta van Kritikus dton.

Ha egy kritikus tevékenység késik, akkor késik az egész befejezése.
Az algoritmus kdzben szinezzik pirosra az(oka)t az x-be befutd
éleket, ahol a maximumot felveszi az 6sszeg.

A kritikus utak a forrasbol az utolsé feladatba mend csupa piros utak.
A kritikus tevékenységek azok, amik valamely ilyen Uton rajta vannak.
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PERT példa
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Erosen 6sszefliggo (erds) komponensek

Definicio

Egy G = (V, E) iranyitott graf erésen dsszefliggd, ha barmely u,v € V
pontparra létezik u ~~ v iranyitott ut.

Definicio

Legyen G = (V, E) egy iranyitott graf.
Bevezetiink egy relaciot V-n: u,v € V-re
legyen u ~ v, ha G-ben leteznek u ~~ v és
Vv ~ U iranyitott utak.

Ez ekvivalenciarelacié —

Definicio

A =~ relacio ekvivalenciaosztalyait a G
erosen 0sszefliggé (erb6s) komponenseinek
nevezzik.
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Er0s 0sszefliggdség elddntése

(1) Mélyséqi bejarassal végigmegyunk G-n egy v pontbdl indulva.

(2) Elkeszitjik a Ggy,q grafot, melyet dgy kapunk G-bol, hogy minden
él iranyitasat megforditjuk. Pontosabban: Gg,.q := (V, E’), ahol
u— v € E' akkor és csak akkor,hav — u e E.

(3) Bejarjuk a Ggy,q grafot mélysegi bejarassal v pontbdl indulva.
(4) Ha mindkét bejaras soran minden pontot bejartunk, akkor a graf
erdsen ¢sszefliggo.

Lépésszam: O(n+ e)

Van O(n + e) Iépésszamu algoritmus, ami megadja az erosen
dsszefliggd komponenseket is.

Megjegyzés: Az (1) és (3) pontokban valdjaban elég a mélységi
bejaras mb(v) eljarasat meghivni, hiszen ha a kiindulé pontbo6l nem
értink el egy pontot, akkor a graf nem erdsen 6sszefliggo.
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Algoritmuselmeélet
Minimalis feszitéfak

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informaciéelméleti Tanszék
Budapesti Mlszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

11. eldadas
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Minimalis kéltségi feszitofak
Most iranyitatlan grafokkal foglalkozunk.
A kor és Ut most valéban egyszerd.

Definicié (minimalis kéltségi feszitofa)

Legyen G = (V, E) egy dsszefliggb graf. A G graf egy kérmentes
Osszefliggb F = (V, E') részgrafja a graf egy feszitofaja. Legyen
fovabba az eleken értelmezve egy ¢ : E — R sulyfiggveény. Ekkor a G
graf egy F feszitéfaja minimalis koltségl, ha kéltsége (a benne
szereplb élek sulyainak ésszege) minimalis G dsszes feszitbfajat
tekintve.

Probléma

Adott eqgy G = (V, E) 8sszefliggb iranyitatlan graf, és az élein
értelmezett c : E — R sudlyfuggveny. Hatarozzuk meg a G egy
minimalis kéltségli feszitofajat.

Példaul: villamosvezetékek kiépitése.
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Fak tulajdonsagai
Tétel

1. Minden legalabb kétpontu faban van olyan csucs, amibdl csak egy
él megy ki (els6foku csucs).

2. Barmely 6sszefliggo graf tartalmaz feszitofat.

3. Egy n-pontu ésszefliggb graf akkor és csak akkor fa, han — 1 éle
van.

4. Egy fa barmely két pontja k6zbtt pontosan egy ut vezet.

5. Legyen G egy sulyozott éli 6sszefliggo graf, F egy minimalis
kéltségl feszitofaja. Legyen g = (u, v) a G-nek egy olyan éle, ami
nem éle F-nek, és tegylik fel, hogy az F-beli u-bdl v-be vezetd uton
van olyan g’ él, amelyre c(g) < c¢(g’). Ekkor az F-bbl a g
hozzavételével és a g’ elhagyasaval adodo F' graf is egy minimalis
Kéltségl feszitofa G-ben.

Bizonyitas.
1—4 volt mar BSZ-en. ./
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5.

F U {g} grafban van olyan kér, amelynek g’ éle. — A g’ térlésével
kapott F’ graf 6sszefliggd marad.
F’ kbltsége nem nagyobb F kéliségénél. ]

v
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A piros-kék algoritmus

Sorra nézzik G éleit: bizonyosakat bevesziink a minimalis feszitofaba,
masokat pedig eldobunk.

— Szinezzik a G éleit:

a kék élek belekeriilnek a végeredményt jelentd minimalis feszitdéfaba,
a pirosak pedig nem.

— Ugy szineziink, hogy az eddig kialakult (részleges) szinezés
mindig fakaros legyen.

Definicio (takaros szinezés)

Tekintsiik a sulyozott élii G graf éleinek egy részleges szinezesét,
melynel barmely él piros, kék vagy szintelen lehet. Ez a szinezés

takaros, ha van G-nek olyan minimalis kéltségll feszitbfaja, ami az
0sszes kek élet tartalmazza, és egyetlen piros élet sem tartalmaz.
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A piros-kék algoritmus

KEK SZABALY: Vélasszunk ki egy olyan § # X c V csucshal-
mazt, amelybdl nem vezet ki kék él. Ezutan egy
legkisebb sulyd X-bdl kimend szinezetlen élet
fesslink kékre.

PIROS szABALY: Valasszunk G-ben egy olyan egyszerl kort,
amelyben nincs piros él. A kor egyik legna-
gyobb sulyu szintelen élét fessik pirosra.

Kezdetben G-nek nincs szines éle. A két szabalyt tetszbleges
sorrendben és helyeken alkalmazzuk, amig csak lehetséges.
— piros-kék algoritmus
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A piros-kék algoritmus

A piros-kék eljaras mikédese soran mindig takaros szinezesiink van.
Ezen feliil a szinezéssel sosem akadunk el: végil G minden éle
szines lesz.

Bizonyitas.

Belatjuk, hogy a szinezés mindig takaros. Kezdetben /.

Tegylk fel, hogy egy takaros szinezesiink van. Legyen F a G egy
olyan minimalis kéltségl feszitéfaja, amely minden kék élet tartalmaz,
€s egyetlen pirosat sem. Tegylk fel tovabba, hogy ebben a helyzetben
a graf f élet festjiik be.

o
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Bizonyitas.
Két eset van aszerint, hogy melyik szabalyt hasznaljuk:

A kék szabalyt hasznaljuk: —> f kék lesz.

Ha f éle F-nek ./
Ha f nem éle F-nek — nézziik aztaz X Cc V

csucshalmazt, amelyre a kék szabalyt alkalmaz-
fuk.

Az F-ben van olyan ut (mert feszitofa), ami az f
két vegpontjat ésszekéti. — Ezen az uton pe-
dig van olyan f' él, ami kimegy X-b0l, ugyanis f
kilép X-bol.

Az F valasztasa miatt f' nem lehet piros.

A kék szabaly szerint kék sem lehet, tovabba
c(f') > c(f) is teljesdil.

Legyen F' az F-bél az f' térlésével és az f hoz-
zaadasaval kapott graf.

— Eszerint F' egy minimalis feszitbfa, tartal-
maz minden kék élet és nem tartalmaz piros élet.
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Bizonyitas.

A piros szabalyt hasznaljuk: Ekkor f piros lesz. —>

Ha f nem éle F-nek ./
Ha f € F, akkor az f térlesével az F két

komponensre esik.

— A kérnek, amelyre a piros szabalyt
alkalmaztuk, van olyan f' = f éle, ami a
két komponens kézétt fut.

A régi szinezeés takarossaga €s a piros
szabaly miatt az f' szintelen és c(f') <
c(f).

Az F-be f helyett f'-t véve a kapott F' egy
minimalis kéltségl feszitéfa lesz. ./
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Bizonyitas.

Miért nem akadunk el soha?

Tegyuk fel, hogy van még egy f szintelen él.

A szinezés takaros — a kék élek egy erddt alkotnak.

— Ha f végpontjai ugyanabban a kék faban vannak, akkor a piros
szabdly alkalmazhat6 arra kérre, aminek az élei f és az f végpontjait
Osszekdtd (egyetlen) kék Ut élei.

— Ha f kilonb6z6 kék fakat kot 6ssze, akkor pedig a kék szabaly
mikodik; X legyen az egyik olyan fa csucshalmaza, amihez f
csatlakozik. (Ez utébbi esetben nem biztos, hogy f fog szint kapni a
kdvetkez0 1épésben.) ]

v
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A piros-kék algoritmus

Tétel

Ha a piros-kék algoritmussal befestjik az désszefliggé G = (V, E) graf
minden élét, akkor a kék élek egy minimalis kéltségli feszitbfa élei.

Sot, ez mar akkor is igaz, amikor van |V| — 1 kék éllink (és esetleg van
meég szinezetlen él).

Bizonyitas.

Az elso dllitas < a végsod szinezés is takaros.
A masodik: végul 6sszesen |V| — 1 kék él lesz. Ha mar van ennyi,
akkor t6bb nem keletkezhet. O
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Prim, Kruskal és Boruvka mddszerei

A recept helyessege szempontjabol tehat k6zémbds a sorrend,
hatekonysag szempontjabol viszont nem.

PRIM MODSZERE: Legyen s a G egy rdgzitett csucsa. Minden egyes
szinez® |épéssel az s-et tartalmazd F kék fat bovitjik. Kezdetben az F
csucshalmaza {s}, végul pedig az egész V. A kdvetkezd kék élnek az
egyik legkisebb sulyu élet valasztjuk azok kézll, amelyek F-beli
pontbol F-en kivili pontba mennek.

KRUSKAL MODSZERE: A kdvetkez0 befestendd f él legyen mindig a
legkisebb sulyu szintelen él. Ha az f két végpontja ugyanazon kek
faban van, akkor az él legyen piros, kilénben pedig keék.

BORUVKA MODSZERE: Minden egyes kék fahoz valasszuk ki a
legkisebb sulyu belble kimend (szintelen) élet. Szinezzik kékre a
kivalasztott éleket.
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Prim modszere

Mindig a kék szabalyt alkalmazzuk: Valasszuk X-nek a meglévo fa
ponthalmazat. A kék élek végig fat alkotnak.

procedure Prim (G: graf; var F: élek halmaza);
var

U: csucsok halmaza;
u, v: csucsok;

begin
F:=0,U:={1};
while U # V do begin
(%) legyen (u, v) egy legkisebb sulyu olyan él,
melyreuec Uésv e V\ U,
F:=Fu{(u,v)};
U:=Uu{v}
end
end

JOl mikddik, mert piros-kék algoritmus.
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Naiv implementacio

A graf az élsulyokat tartalmazé C adjacencia-matrixaval adott.
Az épp aktualis U és V \ U halmazok kézt futd legkisebb sulyu élek
kivalasztasa a legegyszer{ibb implementéacidval: O(n?) lépés

= Minden V' \ U-beli csucshoz taroljuk, hogy milyen messze van az
U halmaztél:

haiec U

KOZEL[i] = {egy az i-hez legkézelebbi U-beli csucs haie V\ U

, ) * haiec U
MINSULY[I] = { Cli,j] ha KOZEL[i] = j #

A kdvetkezd kék él az (i, KOZEL]i]) élek kdzil keriil majd ki = kékes
élek.
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u . *x hai=1 . . * hai=1
KOZEL][/] := { 1 haii MINSULY[/] := { Cli1] hai#1

o A kévetkezb kék él kivalasztasa: megkeressiik a MINSULY] ]
tdbmb minimumat, — legrévidebb kékes él legyen a k-ba mutaté.
A minimumkeresés koltsége: O(n) 1épés.
(KOZEL[k] k) élet fogjuk F-be tenni, k-t pedig U-ba.
— MINSULY[k] := KOZEL[K] := .

@ A két témb felfrissitése: A Clk, i] és a MINSULY[/] értékeket
(i € V\ U) kell 6sszevetni. —

if KOZEL[] # = and C[k, i] < MINSULY[/] then begin
KOZEL][i] := k;
MINSULY[/] := CIk, i]
end
Lépésszam: Egy él szinezés O(n) = O(n?)
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Kupacos-éllistas implementacio

Epitstink kupacot az aktudlis U és V \ U kdzotti élekbdl.
(Néhany) MINTOR-rel 1épéssel kivalaszthatjuk a minimalisat, amit
kékre szinezlnk.

Megvaltozott U — BESZUR-ral beszUrjuk az Uj éleket.

Nem térdédink azokkal az élekkel, amik igy U-n belll mennek
— ezért lehet, hogy MINTOR-nél ilyet kapunk elsdre.

Lépésszam: A kupac mérete sosem haladja meg e-t.

A kezdeti kupacépités O(e), az egyes miveletek végrehajtasa pedig
O(log e) idot vesz igénybe.

Osszesen kevesebb, mint e darab BESZUR és legfeljebb e darab
MINTOR miveletet végziink = O(elog e).

Johnson: Kombinaljuk a két étletet, nyilvantartjuk a kézeli csucsokat,
és d-kupacban taroljuk a kékes éleket.
— han'®<e = O(e)
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Kruskal modszere

Mindig a legkisebb sulyu olyan élet szinezzik kéekre, amely még nem
alkot kért az eddigi kék élekkel.

— A kék élek végig egy erddt hatdroznak meg, akkor van kész, ha
feszitofa lesz.

— Az Uj kék él az eddigi erdd két komponensét fogja 6sszekotni.
Kezdetben n komponens, egy él szinezésével eggyel csdkken a
komponensek szama.
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Kruskal modszere

procedure Kruskal (G: graf; var F, H: élek halmaza);
begin
F.=0;H:=E;
while H # () do begin
Toroljuk a H minimalis sulya (v, w) élét.
Ha F U {(v, w)}-ben nincs kér
(azaz a v, w pontok kilénbdzo kék fakban vannak), akkor
F:=FuU{(v,w)}
end
end

— Ha a (v, w) él kért eredményez, akkor piros él, ha pedig nem,
akkor kék él.
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Kruskal modszere

A Kruskal-algoritmus eredmeényeként végul F a G graf eqy minimalis
kéltségl feszitéfajanak éleit tartalmazza.

Bizonyitas.

Ez is piros-kék algoritmus. ]

Implementacio:

@ élekbdl kupacot épitink — O(elog e) lepés
@ éleket elbre rendezzik — O(elog e) lépés

Hogyan dontjuk el, hogy a kivalasztott él kort alkot-e az eddigi
kivalasztottakkal?

— Tartsuk nyilvan az aktualisan egy kék faba tartozé csucsokat mint
halmazokat.

Kell: UNIO, HOLVAN
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Az UNIO-HOLVAN adatszerkezet

Legyen adott egy véges S halmaz.

Ennek egy particiojat szeretnénk tarolni — Uy, ..., Ux C S.

@ Adott egy n elemil S halmaz, és ennek bizonyos Uy, ..., Un
részhalmazai, melyekre UinU; =0 (i #j)és Ui U...UUn=S
(vagyis az U; részhalmazok S egy particiojat adjak).

@ Miiveletek:

UNIO(U;, U)) = ({Uy, ..., Uny U{U; U U\ {U;, Uj}

(az U;, U; halmazokat U; U U; helyettesiti).

HOLVAN(v) eredmeénye (itt v € S) annak az U; halmaznak a neve,
amelynek v eleme.

Kruskalban:

Annak megvizsgalasa, hogy milyen szinli legyen az uj (u, v) él:
Ha HOLVAN(u) # HOLVAN(v), akkor kék, kilénben piros.

Uj él kékre szinezése esetén —> UNIO(HOLVAN(u), HOLVAN(v))
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Implementacio fakkal

U; — gyOkeres, felfelé iranyitott fa

U; elemeit a fa csucsaiban taroljuk, egy szilomutatéval.

Egy részhalmaz neve legyen az 6t abrazolo6 fa gydkere. A gydkérben
nyilvantartjuk még a fa méretét (azaz a csucsok szamat) is.

@ UNIO: U, U U, fajat a kdvetkezOképpen készitjik el:
Tegyuk fel, hogy |Uj| < |U;|. Ekkor az U; fa x gyokeréhez
gyermekként hozzakapcsoljuk U; gydkerét.

X
X X
%f\ A Ui Y
U,'UUj LIV |

@ HOLVAN: A v € S elemet tartalmazo részhalmaz nevét, azaz a
megfeleld fa gydkerét a szlldkhéz mend mutatdk
végigkdvetésével talalhatjuk meg.
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Az UNIO hivasakor az U; és U; halmazok a gyokerlikkel adottak

— kéltség: O(1)

Ha egy v csucs uj gyoker ala kerul, akkor egy szinttel lesz tavolabb a
valtozik.

—> Egy csucs legfeljebb log, n-szer kertlhet Uj gyokér ala.

— szintszam < log, n.

—> HOLVAN koltsége O(log n).

A Kruskal-algoritmus kéltsége O(elog e). ]
Bizonyitas.

2e HOLVAN, és n — 1 UNIO miiveletet jelent. Ezek iddigénye
O(elogn+ n) = O(elog n), vagy ami ugyanaz: O(elog e). O]
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A HOLVAN gyorsitasa: utdsszenyomas

Egy pontrol tébbszdr is megnézzik HOLVAN, mindig log n l1épés.
— Az elsd alkalommal minden 6sét késsik kdzvetlenll a gydkérbe.

gyokér gyokér
X4 >
X X1 Xo XX X4
2
X1
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Tétel

Legyen |S| = n, és tegylk fel, hogy kezdetben mindegyik U; egyelemd.
Ha egy olyan utasitassorozatot hajtunk végre utésszenyomassal,
melyben n — 1 UNIO és m > n — 1 HOLVAN szerepel, akkor ennek az
idéigenye O(ma(m)).

A korlatban szerepl6é o : ZT — Z™T fliggvény az inverz
Ackermann-fliggveny.

a(m) a végtelenhez tart, ha m — oo, de nagyon lassan, lassabban
mint a logaritmus k-szori Gnmagaba helyettesitésével ad6dd

loglog - - -log m figgvény (k € Z* tetszbleges).

Pl. a(m) < 4, ha m < 269536

A normalis méretl feladatoknal tehat a(m) éllandénak (< 4) tekinthetd.
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Ha az élek rendezésével kapcsolatos teenddk O(e) idbben
megoldhatok, akkor a Kruskal-algoritmus O(ec«(e)) idében
megvalosithato.

Manipulécié a sulyokkal = Yao (1975): O(eloglog n)

Véletlen mddszerek = D. R. Karger, P. N. Klein, R. E. Tarjan, (1994):
varhatbéan O(e)

Online véltozatban is mikddik a piros-kék algoritmus: szinezzik az (;
élet élet kékre; ha emiatt kialakul egy kék kor, akkor abbdl t6rdljink
egy maximalis sulyu élet.
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Algoritmuselmeélet
Bonyolultsagelmélet

Katona Gyula Y.
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12. eldadas
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Algoritmusok hatékonysaga

Algoritmus lépésszama:
@ logn = remek
n = nagyon jo
nlogn = egeész |0
n? = nem tul nagy n-re j6
n = nem tUl nagy n-re lehet j6
n* = nem tdl nagy n-re néha jo
n'% — 50 év mulva, nem tul nagy n-re lehet j6
n'%0 — 1 milli6 év mulva lehet j6
2" — nagyon kis n-re lehet j6, de nagy n-re sohasem
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Algoritmusok hatékonysaga

Az eddig tanult algoritmusok altaldban hatékonyak voltak:
@ a+ b kiszamitasa: Input mérete: n = log a+ log b,
Lépésszam: O(log a + log b) = O(n)
@ ab kiszamitasa: Input mérete: n = log a + log b,
Lépésszam: O((log a + log b) log b) = O(n?)
@ maradékos osztas, legnagyobb kézbs 0szt6:
Input mérete: n = log a + log b, Lépésszam: O(n?)
@ Grafalgoritmusok (6sszefliggdség, legrévidebb at, parositas, .. .)
Input mérete: n = e(G) vagy n = v?(G),
Lépésszam: O(n), O(n?), O(n®)
Van olyan, amit nem lehet hatékonyan kiszamolni:
@ 22 kiszamitasa: Input mérete: n = log a,
Lépésszam> output mérete: log(2%) = a = Q(2")
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Eldéntési problémak

Mostantdl csak olyan tipusu feladatokkal foglalkozunk, melyekre a
valasz 1 bit: IGEN vagy NEM, ezek az ugynevezett eldéntési problemak.

@ PRIM
Bemenet: m > 0 egész.
Kérdés: m primszam?

e UT
Bemenet: G = (V, E) iranyitatlan graf és két kitintetett
csucs, s, t € V.
Kérdés: Van-e s és t k6zo6tt at a grafban?

@ MINUT
Bemenet: G = (V, E) iranyitatlan graf és két kitlntetett
csucs, s, t € V, k egész.
Kérdés: Van-e s és t kdzbtt legfeljebb k hosszu ut a
grafban?

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 12. eléadas 4/18



Eldéntési problémak

Legtbbbszdr igaz, hogy egy optimalizalasi feladat megoldhaté egy
megfeleld elddntési feladat algoritmusanak néhany futtatasaval.

Példaul:
Ha MINUT-ra van egy gyors algoritmusunk, akkor binaris kereséssel
O(log e) db futtatassal meghatarozhatjuk a legrévidebb Ut hosszat.

Elég az eldontési problémakat vizsgalni.

Definicio

Egy eldéntesi problemahoz tartozo L nyelv azoknak a bemeneteknek a
halmaza, amelyekre a valasz |GEN. A lehetséges bemeneteket
(amelyek tehat vagy beletartoznak L-be vagy nem), szavaknak hivjuk.
Egy X eldbntesi probléma és x bemenet eseten x € X jeldli, hogy az x
bemenetre a valasz IGEN.

v
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Polinom iddben eldénthetd problémak

Definicié

Jelblje P azoknak az eldéntési problemaknak a halmazat, amelyekhez
van olyan A algoritmus, amely minden x bemenetre helyesen
megvalaszolja a kérdest, es az algoritmus lepesszama polinomialis,
azaz O(|x|¥) valamely k pozitiv konstansra.

(Itt | x| az x bemenet hosszat jeléli, k fliggetlen x-tol.)

Az eddig tanult algoritmusok elddntési valtozata P-ben van.

Probléma

Milyen tulajdonsaga lehet olyan problémaknak, amikrél nem tudjuk,
hogy P-ben van-e?
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Hatékony tanusitvany

Definicié

Azt mondjuk, hogy az X elddntési probléemahoz van hatékony
tanusitvany, ha van olyan T algoritmus, melynek a bemenete (x, t)
parokbdl all, ahol x az X problema egy lehetséges bemenete és a

kébvetkezb feltételek teljestiilnek: léteznek olyan ¢ és k pozitiv
konstansok, hogy

@ ha x € X, akkorvan olyan t, aminek hossza |t| = O(|x|¢) és

T (x,t) = IGEN,
@ ha x ¢ X, akkor nincs olyan t, aminek hossza |t| = O(|x|°) és
T (x,t) = IGEN.

@ AT algoritmus polinomialis, azaz a lépésszama O((|x| + |])%).

Roéviden: Ha x bemenet esetén az elddntési problémara a valasz
IGEN, akkor erre van olyan polinom hosszu tanu (t), amirdl 7 -vel
polinom idében ellendrizhetd, hogy valéban IGEN. Ha a valasz NEM,
akkor viszont nincs olyan rovid érvelés, amivel be lehet minket csapni.
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NP-beli problémak

Definicio

Jelblje NP azoknak az eldéntési problémaknak a halmazat, amelyekre
van hatékony tanusitvany.

Megjegyzés

Az NP a nemdeterminisztikus polinom id6 réviditése, ami arra utal,
hogy t ,megtalalasa" nem feltétlendl determinisztikusan tértenik, egy
x € X esetén elég, ha megsejtiik, mi lesz jo. Viszont utana az
ellenbrzés, hogy valdban jo a t, amit valasztottunk (kaptunk valakitol),
mar polinom idében megy.
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coNP-beli problémak

Definicio
Egy X eldéntési probléma komplementere az az X -sal jelélt probléma,

melynek bemenete ugyanolyan mint az X esetén, de a valasz
ellentetes. Azaz minden lehetséges x bemenetre

xeXexegX.

Példaul: OSSZETETT = PRIiM

Definicio

Jeldlje coNP az NP-beli problemak komplementereibol allo halmazt,
azaz X € coNP < X € NP.

Vagyis: Az NP-beli problémak esetében a definicid szerint az IGEN
valaszra van polinom hosszu, polinom iddben ellendrizhetd bizonyiték,
a coNP-beli problémak azok, ahol a NEM valaszra van polinom hosszu,
polinom iddben ellendrizhetd bizonyiték.
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Példak

@ OSSZEFUGGOSEG
Bemenet: G = (V, E) iranyitatlan gréaf.
Kérdés: G dsszefliggd?
f— G egy feszitéfgja: F;
T — ellendrzi, hogy F tényleg feszitéfa-e G-ben.
(—UcV

c€coNP: | T— ellendrzi, hogy nincs él U és V — U-beli pontok
kOzOtt

eNP:
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Példak

@ PAROS-GRAF-PAROSITAS
Bemenet: G = (A, B; E) paros graf
Kérdés: Van-e G-ben teljes parositas?

eNP:

ccolNP:

t— élek E’ részhalmaza;
T— ellendrzi, hogy E’ tényleg teljes parositas-e
G-ben.

[ XCA
T — ellendrzi, hogy teljestl-e | X| > |[N(X))|.
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Példak

@ SIKGRAF

Bemenet: G = (V, E) graf.
Kérdés: Igaz-e, hogy G sikbarajzolhaté?

eNP:

f— egy sikbarajzolasanak leirasa egy alkalmas
szamsorozattal; (Nem nyilvanval6, hogy van ilyen
polinom méretll t, de a Fary-Wagner tételbdl ko-
vetkezik, hogy igaz.)

T — ellendrzi, hogy t tényleg G sikbarajzolasa.

11/18

ccoNP: | részgraf G-ben;

T — ellendrzi, hogy f tényleg ilyen részgraf.

t— egy Ks-tel vagy K3 3-mal topologikusan izomorf
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Példak

@ PRIM
Bemenet: m > 0 egész.
Kérdés: m primszam?
f— Bonyolult, de van ilyen;
T — ellendrzi, hogy f tényleg tanusitvany.

eNP:

f— 1 < k < mszam, ami m osztdja;

ceonP: T — ellendrzi, hogy k osztja-e m-et.
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Példak

Bemenet: G graf.

Kérdés: Van-e G-ben Hamilton-kér?

CNP: f— egy C Hamilton-kér G-ben;

| T— ellenérzi, hogy C Hamilton-kor-e.

€coNP: | Nem tudjuk, hogy van-e hatékony tanusitvany.
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Példak

@ 3SZIN

Bemenet: G graf.

Kérdés: Igaz-e, hogy G szinezhetd 3 szinnel?
f— egy szinezés megadasa G-ben; (azaz egy
f: V(G) — {p, k, s} fUggvény)
T — ellendrzi, hogy f tényleg egy 3-szinezése G-
nek.
€coNP: | Nem tudjuk, hogy van-e hatékony tanusitvany.

eNP:
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Példak

@ 3SZIN
Bemenet: G graf.
Kérdés: Igaz-e, hogy G nem szinezhet6 3 szinnel?

€NP: | Nem tudjuk, hogy van-e hatékony tanusitvany.

f— egy szinezés megadasa G-ben; (azaz egy
f: V(G) — {p, k, s} fUggvény)

T— ellendrzi, hogy f tényleg egy 3-szinezése G-
nek.

ccoNP:
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Hatékony tanusitvany P-beli problémakra

A 6SSZEFUGGOSEG, PAROS-GRAF-PAROSITAS, SIKGRAF, PRIM
problémakra ismert polinomialis algoritmus is. —-

Az algoritmus lefutdsanak leirasa egy hatékony tanusitvany arra is,
hogy a probléma NP-ben van, és arra is, hogy coNP-ben van, hiszen a
végén a valasz vagy IGEN vagy NEM, a leiras pedig polinom

hosszu. —-

Tétel

P C NP ésP C coNP

Azaz: P C NP N coNP
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A legfontosabb nyitott kérdések

P £ NP

Ha P = NP teljestilne, akkor minden olyan problémara, amelyre van
hatékony tanusitvany (azaz NP-beli), lenne polinomialis algoritmus is.
Fogunk mutatni olyan problamakat, amik NP-beliek, de senki nem tud
rajuk polinomialis algoritmust.

P = NP N coNP

Eddig minden fontos NP N coNP-beli problémaradl kiderdlt, hogy van ra

polinomialis algoritmus, azaz P-beli.
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Karp-redukcio

Mikor nem lényegesen nehezebb egy X probléma egy Y problémanal?
Ha Y felhasznalasaval meg lehet oldani X-et is.

— X visszavezethetd a Y problémara.

Definicié

Legyen X és Y két elddntési probléma. Az X Karp-redukcidja

(polinomidlis visszavezetése) az Y probléemara egy olyan polinom

idében szamolhatd f fliiggvény, amely X minden lehetséges

bemenetéhez hozzarendeli Y egy lehetséges bemenetét ugy, hogy
xeXsflx)eV.

Jelblés: X < Y, ha X-nek van Karp-redukcioja Y -re.

Ha tehat van algoritmusunk Y elddntésére — x € X-re kiszamitjuk
f(x)-et, eldontjik f(x) € Y? = tudjuk, hogy x € X igaz-e. +/

Ha tudnank, hogy X nehéz, és tudjuk, hogy X < Y

— Y is nehéz lenne.

Ha Y kénny{, és X nem Iényegesen nehezebb nala, akkor X is
kOnnyd.
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Iranyitott Hamilton-kor probléma (IH)

IH=< H

Bizonyitas.
G = (V, E) egy iranyitott graf — G' = (V', E') iranyitatlan graf
hogy G' gyorsan megépithetd és
G-ben 3 iranyitott Hamilton-kér <+ G'-ben 3 iranyitatlan Hamilton-kér.
V/ — {Vb67 V*7 Vk/ | Ve V}7
E' = {(Vbe, Vi), (Vs, Vi) | v € V} U {(Uki, Vbe) | U — v € E}.

y K Upe Usx  Ukj Upe Ux Uki

v(G)=n,e(G)=e = v(G)=3ne(G)=2n+e = O(n+ e)
/epesben megkaphato.

o
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Bizonyitas.
G-beli F iranyitott Hamilton-kérének megfelel G’ egy F’ Hamilton-kére.

>/ -
U v Upe Ux  Uk; Upe Ux Ukj

Az Fegy u— v éle — az F'-ben az u, — ugj — Vpe — Vi UL.
EzértGelH — G € H

Ha G’-ben van egy F’ C E’ Hamilton-kér — egy u.-bdél indulva egy
uy; felé lépjunk elészor

— csak U, — Uk — Vpe — Vi alakl lehet utana — ez az ut megfelel
G-ben egy u -> v élnek. Ezt tovabb folytatva Hamilton-kért kapunk
G-ben.

Ezért G e H — G € IH. O]
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A Karp-redukcié tulajdonsagai

1. HaX <Y ésY e P, akkor X € P.

Ha X <Y és Y € NP akkor X € NP.

Ha X <Y, akkor X <Y

Ha X <Y és Y € coNP, akkor X € coNP.

Ha X <Y és Y € NP N coNP, akkor X € NP N coNP.
HaX <YeésY <Z, akkor X < Z.

o 0k WD

Bizonyitas.

Legyen f az X Karp-redukcidja Y -re, ahol f ¢1n* idében széamolhata.
x egy bemenet, melyrél szeretnénk eldénteni, hogy x € X teljeslil-e,
n az x hossza.
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Bizonyitas.

1.: Kiszamitjuk f(x)-et — iddigénye < cin* = |f(x)| < ¢yn.

Y felismeré algoritmusédval c,|f(x)|" idében eldéntjiik, hogy f(x) € Y
igaz-e.

— idBigénye < cx(cyn)!

x € X e f(x)eY = ésszid6 O(n) /

2.: Az f(x) € Y tény egy t tanuja jo x € X tanujanak is, és az Y-hoz
tartozd T tanusito algoritmus egy kis modositassal jo lesz az X
tanusito algoritmusanak is.

T' az (x,t) bemenetre el6sz6r kiszamitja f(x)-et, majd az (f(x), t)
parra alkalmazza T -t.

Ha az eredmény |GEN, akkor legyen T’ eredménye is IGEN, kilénben
pedig NEM.

| = O(If(x)|°) = [t| = O(n*°)

T' lépésszama, ha T lépésszama O((|y| + |t])):

O(nk) + O((If(x)| + [t])/) = O(n¥) + O(If(x)|') = O(n*),

o

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 13. eléadas 6/27



Bizonyitas.

3.: X-nek egy Karp-redukcidja Y-ra egyben egy Karp-redukcié X-rol
Y-re, hiszen x € X <= f(x) € Y ugyanaz, mint x ¢ X <= f(x)¢ Y
4.. — 2.,8.

S.. «—2.4.

6.: Legyen faz X < Y fliggvénye, ami O(n*) idében szamolhatd

és g az Y < Z flggvénye, ami O(n') idében szamolhato.

Az X < Z fiiggvénye g(f(x)) lesz, ami O((n*)") = O(n"') idében
szamolhato. ]

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 13. eléadas 7127

NP-teljes problémak

Definicio

Az X eldéntési probléma NP-nehéz, ha tetszéleges (azaz minden)
X' € NP probléma esetén létezik X' < X Karp-redukcio.
Az X eldbntési probléema NP-teljes, ha X € NP és X NP-nehéz.

Egy NP-teljes probléma tehat legalabb olyan nehéz, mint barmely mas
NP-beli probléma.

Ha egy ilyen problémardl kidertine, hogy P-beli (coNP-beli), akkor
ugyanez igaz lenne minden NP-beli problémara.

Van-e NP-teljes probléma?
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Boole-formulak

Definicio

Az f:.{0,1}" — {0,1} fuggvényeket n-valtozés Boole-fliggvényeknek
vagy Boole-formulaknak hivjuk.

Minden Boole-fliiggvény felirhato az x4, . .., X, Boole-valtozok, az
N, V, = logikai miiveletek és zarojelek segitsegevel.

Pl. Boole-formula:
= (x1 VX2V x5) A((—X3 VX2 V (X6 A X1)) A (X5 V Xg))
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Boole-formulak

Definicio

Egy Boole-formula kielégithet6, ha lehet ugy értékeket adni a
valtozoinak, hogy a fliggvény értéke 1 legyen.

Pl. ®(x1,Xx2) = (X1 V X2) A (X1 V —x2) kielégithetd, mert ha x; = 1 és
x> = 0, akkor ®(xq,x2) =1
De pl. (x4 A =xq) nyilvdn nem kielégithetd.
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Cook—Levin-tétel

Van-e NP-teljes probléma?

Definicio

SAT probléma:
Bemenet: ® Boole-fomula
Kerdeés: Kielégithet6-e ¢ ?

Tétel (S. A. Cook, L. Levin, 1971)

A SAT probléma NP-teljes.

Bizonyitas elég bonyolult.
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Tovabbi NP-teljes feladatok

Ha az X problema NP-teljes, Y € NP és X < Y, akkor Y is NP-teljes.

Bizonyitas.

Lattuk, hogy a Karp-redukcidé tranzitiv.

— Ha X < Y és Z < X teljestl VZ € NP problémara.

— Z < Y teljesll VZ € NP problémara.

— Y € NP-nehéz.

Mivel Y € NPis = Y € NP-teljes. ]

Nem kell mar minden NP-beli problémat az Y-ra redukalni; elég ezt
megtenni egyetlen NP-teljes X problémaval.
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A 3-SZIN probléma

A 3SZiN probléma NP-teljes. l

Bizonyitas.

Mar lattuk, hogy € NP, belathato, hogy SAT < 3SziN.
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Maximalis méretl fuggetlen pontrendszer grafokban

MAXFTLEN
Bemenet: G gréf, k € ZT.
Kérdés: Van-e G-nek k elem( fliggetlen csucshalmaza®?

A MAXFTLN nyelv NP-teljes. \

MAXFTLEN € NP: tanu egy k-elemii S C V(Q) fuggetlen
csucshalmaz. ./
Megadunk egy 3SziN < MAXFTLEN Karp-redukciét: G — (G, k')

G € 3sZiIN & (G, k') € MAXFTLEN
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Bizonyitas.

G’ megadasa: Vegyiik G harom masolatat (G("), G(®, G(®)), minden
csucs harom példanyat 6sszekotjik.

[V(G)| =3|V(G)| és
[E(G)| = 3|V(G)| + 3|E(G)],
legyen k' = |V(G)|.

leley el GG
Ha G szinezhet6 3 szinnel — G is —
a piros pontok halmaza G'-ben fliggetlen és |V(G)| van beldlik. /
Ha G'-ben van |V(G)| figgetlen, akkor legyen S egy ilyen ponthalmaz
G’-ben.
— Minden G-beli x pontnak pontosan 1 példanyat tartalmazza S.
— Az x pont legyen sarga / piros / z6ld, ha ez a példany G(V)-ben /
G(®)-ben/ G®)-ban van. —> ez j6 szinezés G-ben. ./ O

o
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Maximalis méretl klikk

MAXKLIKK
Bemenet: G graf, k € Z™.
Kérdés: Van-e G-ben k pontu teljes részgraf (k-klikk)?

A MAXKLIKK nyelv NP-teljes.

Bizonyitas.

MAXKLIKK € NP: tant egy k-elem( S C V(G) teljes részgraf. ./
Megadunk egy MAXFTLEN < MAXKLIKK Karp-redukciot:
f(G, k) = (G, k) (fuggetlen ponthalmaz a komplementerben teljes

graf). / O

v
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Részgraf izomorfia problema

RESZGAFIZO
Bemenet: G, H grafok.
Kérdés: Van-e G-ben H-val izomorf részgraf?

A RESZGRAFIZO nyelv NP-feljes. l

Bizonyitas.

RESZGRAFIZO € NP: tanu egy részgraf és annak izomorfidja H-val. ./
Megadunk egy MAXKLIKK < RESZGRAFIZO Karp-redukciot:
f(G, k)= (G,Kk)- / ]

Ha X NP-nehéz és Y altalanositasa X-nek, akkor Y is NP-nehéz.
— RESZGRAFIZO specidlis esete a MAXKLIKK-nek — NP-nehéz.
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Graf izomorfia probléma

GRAFIZO
Bemenet: G, H grafok.
Kérdés: Igaz-e, hogy G és H izomorfak?

A GRAFIZO nyelv NP-beli.

Bizonyitas.

Tanu egy izomorfia a két graf kdzott. / O

Nem ismert, hogy a GRAFIZO NP-nehéz-e és az sem, hogy P-beli-e.
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Hamilton-kor probléma

A H nyelv NP-teljes. \

Bizonyitas.

Mar lattuk, hogy H € NP. ./
Belathato, hogy SAT < H. (bonyolult)

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 13. eléadas 19/27

Hamilton-ut probléma

Az H-UT nyelv NP-teljes.

Bizonyitas.

H-UT € NP, mert egy Hamilton-Gt tand. /
Belatjuk, hogy H < H-UT.

G

=

—
: ;C}

G-ben akkor és csak akkor van Hamilton-koér, ha f(G)-ben van

Hamilton-ut. my
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A Hatizsak feladat

Hatizsak feladat:

Adottak targyak s1,...,sm > 0 sullyai, ezek vyq,..., vy > 0 értékei,
valamint a b megengedett maximalis 6sszsuly.

Tegyuk fel, hogy az s;, v;, b szamok egészek.

A feladat az, hogy talaljunk egy olyan I C {1, .., m} részhalmazt,
melyre ) ,.,s; < b, és ugyanakkor > _,;_, v; a lehetd legnagyobb.
—

HAT

Bemenet: s1,...,8m; V4 ..., Vm; b; K.

Kérdés: Van-eolyan /C {1,...,m} melyre > ,.;s; < b
HAT € NP

Vegyuk azt a specialis esetet, amikor s; = v; és b = k. —
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A Részhalmaz 6sszeg probléma

RH
Bemenet: (sq,...,Sm: b).
Kérdés: Van-e olyan I C {1,...,m} melyre » ;,_,s; = b?
Az RH nyelv NP-teljes. \

Bizonyitas.

RH € NP. /
Belathatd, hogy SAT < RH.

Specidlis eset: Particio feladat: ahol b= 13" s;.

PARTICIO
Bemenet: (s1,...,8m).
Kérdés: Van-e olyan I C {1,..., m} melyre

1
>iclSi= 3 >y si?
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A Particioé probléma

A PARTICIO probléma NP-teljes.

Bizonyitas.

Particié € NP. ./

Belatjuk, hogy RH < Particio, pedig RH altalanosabb!

Vegylk az RH egy x = (s1, ..., Sm; b) inputjat.

— Feltehetd, hogy b<s=>",s;.
f(x)=(s1,...,Sm,s+1—b,b+1).

A szamok 6sszege 2s + 2, az utolsé két szam nem lehet egy particié
ugyanazon osztalyaban, mert az 6sszeguk tul nagy: s+ 2 > %(23 +2).

RH-nak megoldasa az R C {sq, ..., Sm} szdamhalmaz< a megoldashoz
vegyuk hozza (s + 1 — b)-t < PARTICIO-nak megoldasa az
RuU{s+ 1 — b} szdmhalmaz. O

v
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A Linearis Programozas probléma

LP
Bemenet: Az x4, Xo, ..., Xm valtozdkat tartalmazé linea-
ris egyenldtlenségek.
Kérdés: Vannak-e olyan xq, Xo, ..., Xn SZadmok, amelyek

kielégitik az 6sszes egyenldtlenséget?

Optimalizacids valtozat: Mekkora max(cixy + ...+ CmXm), ha
X1, Xo, ..., Xm Kielégiti az egyenlbtlenségeket?
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A Linearis Programozas probléma

A Linearis Programozas probléma P-ben van.

Legjobb algoritmus (Karmarkar): v3e, ahol v a valtozék szdma, e az

egyenletek ,6sszmérete”.
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Az Egészertekl Linearis Programozas probléma
P
Bemenet: Az x4, Xo, ..., Xm valtozdkat tartalmazé linea-
ris egyenldtlenségek.
Kérdés: Vannak-e olyan xy, X, . . . , Xm egészek, amelyek
kielégitik az 6sszes egyenldtlenséget?
Optimalizaciés valtozat: Mekkora max(cixy + ...+ CmXm), ha
X1, Xo, ... Xm Kielégiti az egyenldtlenségeket és mindegyik egész?
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Az Egészertekl Linearis Programozas probléma

Az |P probléma NP-teljes.

Bizonyitas.

IP € NP: tanu egy megoldas, (bar nehéz belatni, hogy a megoldas
polinom méretd!) /

Belatjuk, hogy SAT < IP

(X1 VX2V X5) A (Xo VX3V Xg) A(—X2 V X3V X5V —Xg) =

X1+ (1—x2) + x5 > 1
X2+ (1—X3) + X6 = 1
(1—Xx)+x3+x5+ (1 —x5) > 1
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Kdzelitd algoritmusok

Hatha nem szikséges pontos megoldas, elég az optimumtdl nem tul
messze levd is, ha az polinom idében kiszamolhato.

Kozelités additiv konstanssal: OPT — ¢ < APPR < OPT +c¢

llyen ritkan van.
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Kdzelitd algoritmusok

C-KOZUT
Bemenet: G
Kérdés: Van-e legaldbb v(G) — ¢ hosszu ut G-ben?

C-KOzUT € NP-teljes.

Bizonyitas.

C-kOZUT € NP, tant egy Gt. /

H-UT < C-KOzUT: G = G = G + c db izolalt pont.

Ha G-ben van Hamilton-Ut, ez G'-ben egy v(G') — ¢ hosszu at. /

Ha G'-ben van egy v(G') — ¢ hosszu Ut, akkor az G minden pontjat
tartalmazza, tehat Hamilton-Gt. / O

y

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 14. el6adas 3/18

Kdzelitd algoritmusok

Kézelités multiplikativ konstanssal: 1EOPT < APPR < c-OPT

llyen sokszor van. Keresslink 1-hez minél k6zelebbi konstanst.
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Euklideszi utazé ugynok probléma

Az n pontu K, teljes graf élein adott a nemnegativ értéki d
sulyfliggvény. Erre teljestil a haromszdg-egyenldtlenség: tetszdleges
kUl6nbdz6 u, v, w csucsokra érvényes a d(u, w) < d(u, v) + d(v, w)
egyenlbtlenség (az euklideszi feltétel).

A cél egy minimalis 6sszsulyu Hamilton-kdr keresése.

Kereslink egy minimalis 6sszsulyu feszitofat (pl. Kruskal),
megkettdzzik az éleit és ,korbejarjuk” egy Euler-kdrsétaval.

(3

A minimalis feszitdfa 6sszsulya legyen s = Euler-séta hossza 2s.
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Ez nem Hamilton-kér = levagjuk a f0losleges részeket, kozben
roviditink is.

Ha az optimalis Hamilton-kérbdl elhagyunk egy élet —> egy legalabb
s sulyu feszitéfat kapunk.
A mdbdszer legfeljebb 2-szer akkora utat ad, mint az optimalis.
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Ladapakolas

Ladapakolas: Adottak az sy, ..., sy, (raciondlis) sulyok, 0 < s; < 1. A
cel a sulyok elhelyezése minél kevesebb 1 sulykapacitasu ladaba.

NP-nehéz, a PARTICIO probléma visszavezethetd ra.
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Ladapakolas

FF-modszer (first fit): Vegyunk eldszor Ures ladakat, és szamozzuk
meg Oket az 1,2, ..., m egészekkel.

TegyUk fel, hogy az sq, ..., s;_1 sulyokat mar elhelyeztik. Ekkor s;
kertiljén az elsd (legkisebb sorszamu) olyan ladaba, amelybe még

befér.

2 3
1 ' S 7 8.
4, B
[a]
4.
2 3 5.
i 7 8.
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First Fit

Tétel

Jelblje a Ladapakolas probléma egy | inputjiara OPT (1) az optimalis
(minimalisan elegendb), FF (1) pedig az FF-modszer altal
eredményezett ladaszamot. A probléma tetszbleges | inputjara
teljesdil, hogy FF(I) < 20PT(l).

Bizonyitas.

(>0 si] < OPT(!)
FF(I) < [2Y T, si] < nincs két olyan lada, amely nincs félig kitoltve.
Felhasznaljuk, hogy [2x] < 2[x]:

| A

m

FF() < 2Y s < 2[2”': si] <20PT(1).

i=1 i=1

V O

v
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First Fit

A probléma tetszbleges | inputjara teljesdl, hogy FF(1) < [1.70PT(/)].
Tovabba vannak tetszélegesen nagy meéreti | inputok, melyekre
FFE() > 1.7(OPT(I) —1).
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First Fit Decreasing
FFD-modszer (first fit decreasing): elészdr rendezzik a sulyokat nem
ndvo sorrendbe, utana alkalmazzuk az FF-médszert.

> 1% 7 g

Tetszbleges | inputra teljesil, hogy FFD(I) < 4 OPT(I) + 4, és
tetszblegesen nagy méreti | inputok vannak, melyekre
FFD(I) > LOPT(l). (¢ =1.222...)
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Jobb approximacié

Tetszbleges ¢ > 0-hoz van olyan P linearis algoritmus, amire
P() <(1+e)OPT(l)+1.

Futasideje: OQ(N) + 220((1/5) log(1/e))
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Véletlent hasznald modszerek

Elony: Gyorsabb lehet.
Hatrany: Kis val6szindséggel hibas valaszt kapunk.
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Primtesztelés

Bemend adatként adott (binarisan) egy m péaratlan egész; szeretnénk
eldénteni, hogy m primszam-e.

Fermat-teszt (m)

1. Valasszunk egy véletlen a egészet az [1, m) intervallumbal.

2. Ha Inko(a, m) # 1, akkor a valasz ,m dsszetett”.

3. Ha @' =1 (mod m), akkor a vélasz ,m valosziniileg prim”,
kGlénben a valasz ,m Gsszetett”.

2. Euklideszi algoritmussal gyorsan végrehajthato.
3. Gyors hatvanyozassal gyorsan végrehajthato.

Ha azt kapjuk, hogy ,,m 0sszetett” —> ez biztos igaz.
Pl. m=21=7-3és a=2 — aaz m Fermat-tanuja, hiszen 20 = 4
(mod 21).
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Primtesztelés

Ha m-nek van olyan a Fermat-tandja (1 < a< m és @™ ! # 1
(mod m)), melyre Inko(a, m) = 1, akkor az [1, m) intervallum
egészeinek legalabb a fele Fermat-tana.

Legyen atani = &' # 1 (mod m) és ¢y, ¢y, . . ., Cs nem tandk
— ¢ ' =1 (mod m)

Feltehetjik, hogy a, ¢; relativ primek m-hez.

— (ac)™ ' =a™ ™' =a™" £1 (mod m) = ac; tana.
Ha ac; = ac; (mod m) = mlac; — ac; = a(c¢; — ¢j)) = m|c; — ¢,
hiszen Inko(a,m) = 1. = acy, aco, ..., acs mind kalénbdzdek

lesznek = legaldbb annyi tand, mint nem tand. ./ O

v

Vannak olyan szamok, amelyeknek nincs tanujuk: Carmichael-szamok
Pl. 561 =3-11-17

Alford, Granville, Pomerance, 1992 — végtelen sok ilyen szam van
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Rabin-Miller teszt

Legyen m egy paratlan természetes szam. Irjuk fel m — 1-et
m — 1 = 2Kn alakban, ahol n paratlan. Az1 < a < m egész
Rabin—Miller-tanu (m &sszetettségére), ha az

a'— 1. a"+1, &@"+1,.... 8 "1

szamok egyike sem oszthato m-mel.
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Rabin-Miller teszt

Ha m prim, akkor m-hez nincs Rabin—Miller-tand.

Bizonyitas.
a1 =(a" - 1)@+ 1)@ +1)--- (& "+ 1)

m prim = a kis Fermat-tétel szerint m osztja a bal oldalt.
—> m osztja a jobb oldal valamelyik tényezdjét — a nem
Rabin—Miller-tana. ]

Ha m &sszetett, akkor az 1 < a < m feltételt teljesité a egészeknek
legalabb a fele Rabin—Miller-tand.
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Rabin-Miller teszt

RM(m)

1. Irjuk fel m — 1-et m — 1 = 2kn alakban, ahol n paratlan.

2. Valasszunk egy véletlen a egészet az [1, m) intervallumbal.
3.Haaza"—1, a"+1, &"+1,..., @2 "+ 1 szamok egyike sem
oszthaté m-mel, akkor megallunk azzal a valasszal, hogy ,m
dsszetett”, kildnben megallunk azzal a valasszal, hogy ,m
valdszinileg prim”.
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