Algoritmuselmélet ZH
2015. &prilis 8.

. Tekintsiik az f(n) = 10n2logn + Tny/n + 2000logn + 1000 fiiggvényt. Adjon olyan ¢ konstanst és
olyan ng kiiszobértéket, ami a definicié szerint mutatja, hogy az f(n) fiiggvény O(n3)-ben van.

. (a) Epitsen kupacot az 6ran tanult linedris idejii médszerrel a 7,3,5,8,10,1,6,4 tombbdl. Minden
lényegi 1épés utan rajzolja fel az aktudlis allapotot.
(b) Sztrja be a kapott kupacba a 2-t az 6rén tanult algoritmussal.

. Van-e olyan 10 belso csticsot tartalmazé piros-fekete fa, amire a tarolt szamokat az inorder és a preorder
bejaras ugyanabban a sorrendben adja vissza?

. A h(zx) hashfiiggvénnyel, nyilt cimzéssel beszirjuk az 1, z2, . . ., z, szdmokat (ebben a sorrendben) egy
M > n méretii (kezdetben tires) hash tablédba, el6szor linedris prébéval, majd kvadratikus maradék
prébaval. A linearis préba esetén ¢ darab litkdzés torténik, a kvadratikus maradék probanal pedig k
darab. (Ha egy elem t6bb lépésben iitkozik, akkor az tobb titk6zésnek szamit.)

(a) Lehetséges-e, hogy k=0 és ¢ =n — 17 (b) Lehetséges-e, hogy k=1és € =n—17

. Egy orszagban nagy hagyoméanya van a tollaslabdazasnak, ezért az orszdg szamos varosdban késziilnek
tollaslabda-csarnokot épiteni. Ha egy varosban 1j tollaslabda-csarnok épiil, akkor ott mindenki boldog.
Ismert, hogy a csarnoképitésre Gsszesen legfeljebb M petakot akarnak kolteni és ismert a széba jové
n véros mindegyikére az, hogy mennyibe keriil ott a helyi adottsdgoknak megfelel6 csarnok (az i.
vérosban ez m; petdk) és hogy hanyan élnek az egyes varosokban (p; lakos az i. vdrosban). Adjon
algoritmust ami az M, my,ma,...,my és p1,p2,...,Ppn €gész szamok ismeretében O(Mn) lépésben
meghatéarozza, hogy mely varosokban épiiljenek meg a tollaslabda-csarnokok, ha azt akarjuk hogy a
lehetd legtobb ember legyen az épitkezések miatt boldog.

. Ellistéjéval adott egy irdnyitott G graf, melynek minden csicsa szines: piros, fehér vagy zold szint.
Adott a grafban egy A csics, ami piros és egy B cstcs, ami zold. Adjon O(n + e) 1épésszdmu
algoritmust. ami megtaldlja a legkevesebb élbdl allé olyan utat A-bol B-be, amiben az els6 néhany
csucs piros, majd néhény (legaldbb egy) fehér csiics utédn csupa zold cstics kovetkezik.

. Egy kozépkori kirdlysag uthalézata egy n csicsd irdnyitatlan graffal adott (a csicsok a vérosok, az
élek a koztiik vezetd utak). Az A véarosbdl szeretnénk a B varosba drut vinni, de bizonyos varosok
csak akkor engednek &t minket a terménytinkkel ha vamot fizetiink nekik (az A és B varosban nem
kell vamot fizetniink). A vam Osszege fix, nem fiigg az aru mennyiségétol, de a vam varosonként
maés és mas lehet. Adjon algoritmust, ami a varosonkénti vamok és a graf szomszédossdgi matrixanak
ismeretében O(n?) 1épésben meghatéroz egy olyan ttvonalat, amin a legkevesebb sarcot szedik be
t6liink.

. Adjon O(n?) 1épésszami algoritmust, ami egy n kiilonboz8 egész szamot tartalmazé tombrél eldonti,
hogy van-e benne hérom olyan szdm, amik koziil az egyik a masik kett6 dtlaga. (Lassabb algoritmus
maximum 4 pontot ér).
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. (a) Irja le a 2-3 fa definiciéjat! (A miiveleteket nem kell lefrnia.)
(b) Milyen korlatok kozott lehet egy olyan 2-3 fa magassaga, melyben n kulcsot tarolunk? Ne O-jelolést
hasznaljon, adjon pontos korldtokat. A Kkorldtok helyességét nem kell bebizonyitania.

. frja le, hogy hogyan kell végrehajtani a keresést és a torlést, ha kettés hash-elést hasznélunk.

. Szemléltesse a Karp-redukcié definicijat a 3-SZIN< MAXFTLEN visszavezetésen. Adja meg magat
a visszavezetést és mutassa meg, hogy miért teljesiilnek a redukcié definicidjaban levé feltételek.



. Egy algoritmus 1épésszamét az n hosszi bemeneteken jelolje T'(n).
Tudjuk, hogy T'(n) <T(n—1)+T(n—2)+4,han >3é T(n) <10 han < 3.
Bizonyitsa be, hogy a fentiekb6l nem kovetkezik, hogy T'(n) = O(n).

. Tegyiik fel, hogy P # N P. Egy X eldontési problémardl tudjuk azt, hogy MAXKLIKK < X fennall.
(a) Lehetséges-e, hogy X = 3-SZIN?
(b) Lehetséges-e, hogy X = 2-SZIN?

. Igazolja vagy azt, hogy P-ben van vagy azt, hogy N P-teljes az alabbi eldontési feladat:

Input: egy Osszefiiggo, iranyitatlan G graf

Kérdés: Igaz-e, hogy vagy van G-ben kor vagy van G-ben Hamilton-ut (a két dolog egyiitt is tel-
jestilhet, a kornek nem kell Hamilton-kérnek lennie).

. Egy éllistdjaval adott, élstlyozott DAG-ban néhany cstcsra sort tettiink (a tobbire nem). Az élsilyok
pozitivak és azt mutatjdk, hogy milyen tavolsdgra vannak a csicsok egymastél. Adjon algoritmust, ami
O(n + e) 1épésben meghatéarozza a graf mindegyik csicsara, hogy mekkora tavolsdgra van a csicstol a
legkozelebbi elérhetd sor. (A gréfban csak az élek irdnyitdsanak megfeleléen tudunk haladni. Egy sor
elérhet6 egy csicsbol, ha irdnyitott iton oda lehet jutni, az ilyen 1t hossza az élsilyok Gsszege.)

. Fizetésiink egy részét Erzsébet-utalvanyban kapjuk, a lehetséges cimletek: c¢q,co,...,c,. Amikor fi-
zetni szeretnénk a boltban 123456 forintot, akkor latjuk, hogy készpénz és bankkartya nincs nalunk,
Erzsébet-utalvanybdl viszont nem tudnak visszaadni. Szeretnénk eldonteni, hogy milyen cimletii
utalvanybdl mennyit hasznaljunk, hogy kifizessiik a 123456 forintot és a lehet6 legkevesebbet bukjuk
(azaz a fizetett Osszeg minél kozelebb legyen 123456-hoz.) 200000 forintnél tobbet nem fizetiink, akkor
inkdbb nem vésarolunk most. Adjon O(n)-es algoritmust a legjobb megoldas megkeresésére. (Az egyes
cimletekbdl sok példannyal rendelkeziink, mindegyikbdl van legalabb 200000 értékii utalvanyunk.)
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. (a) frja le, hogy irdnyitott graf mélységi bejarasanal mit jelentenek az alabbi fogalmak: faél, eloreél,
visszaél, keresztél.

(b) Hogyan lehet a mélységi és befejezési szamok segitségével a mélységi bejaras kdzben eldonteni,
hogy az éppen vizsgélt él a fenti négy kategdria koziil melyikbe esik? (Indoklds nem sziikséges.)

. (a) Irja le az euklideszi utazéiigynok feladatot!
(b) Irja le az éran tanult c-kozelité algoritmust erre a feladatra és nevezze meg, hogy mi a ¢ konstans
értéke. (Azt nem kell igazolni, hogy a leirt algoritmus c-kozelité.)

. Az éran tanult Bellman-Ford algoritmus ugy hatdrozza meg egy pontbdl az Gsszes tobbibe a legrovidebb
0t hosszat egy n csticsu grafban, hogy ekozben egy n — 1 soros és n oszlopos tablazatot tolt ki.

(a) Hogyan kell kitolteni az elsé sort? Miért?

(b) Irja le az altalanos képletet, amivel az i. (i > 2) sort ki lehet tolteni. Magyardzza el a hasznalt
jeloléseket és indokolja meg, hogy miért helyes a képlet.

. Egy 2-3 fdban az elsé 81 pozitiv egész szamot téroljuk (azaz 1-tél 81-ig), a faban minden nem-levél
csicsnak harom gyereke van. Mik a gyokérben levé kulcsok?

. Egy iranyitatlan, élsilyozott, Osszefiiggd, egyszert grafban az élsulyozast a ¢ : F — R fliggvény adja
meg.

(a) Igaz-e, hogy ha egy c(e) élsuly egyedi (nincs mésik él, aminek ugyanekkora a stlya), akkor ez az e
él a graf minden minimalis sulyu feszit6fajaban benne van?

(b) Igaz-e, hogy ha egy e él a graf minden minimalis sulyt feszit6fajaban benne van, akkor c¢(e) egyedi?

. Az X eldontési feladatrél annyit tudunk, hogy coN P-ben van. Mely(ek) igaz(ak) az aldbbi allitdsok
koziil? (H a Hamilton-kor eldontési probléma komplementerét jeldli.)

(a) Lehetséges, hogy X < H.

(b) Biztosan igaz, hogy X < H.



. Igazolja vagy azt, hogy P-ben van vagy azt, hogy N P-teljes az aldbbi eldontési feladat: az inputként
kapott n darab ai,...,a, pozitiv egész szamrdél azt kell eldonteni, hogy ki lehet-e valasztani koziiliik
legfeljebb 2015-6t tigy, hogy ezek sszege 22015 legyen.

. Egy élsilyozott DAG-ban minden cstics vagy piros vagy fehér. Adott két kijelolt piros cstcs, s és t,
szeretnénk megtalalni a legrévidebb olyan utat s-bél t-be, amin legfeljebb egy fehér csics szerepel.
Adjon olyan algoritmust, ami O(n + e) 1épésben meghatarozza egy ilyen legrovidebb 1t hosszat.
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. (a) Ha egy kupacot faval reprezentdlunk, akkor mi az el6irds a fa alakjara? Mi a kupactulajdonsag?
(b) Mennyi egy n csicsot tartalmazé kupac magassdga? (Bizonyitani nem kell).
(c) Irja le, hogy hogyan kell a beszurédst végrehajtani egy faval reprezentélt kupacban.

. frja le a radixrendezés algoritmusat. Milyen alakd inputokra lehet haszndlni? Mennyi az eljaréas
lépésszama? A ladarendezést nem kell részetesen leirnia, az eljards josagat nem kell indokolni, de a
hasznalt jeloléseket magyarazza el.

. (a) Irja le a Ladapakolés feladatot és megolddsdra tanult 2-kozelité algoritmust.
(b) Amikor azt bizonyitottuk, hogy ez az algoritmus 2-kozelit6, akkor az optimalis megoldéasra (OPT)
adtunk egy alsé becslést. Mi ez és miért igaz?

. Az aldbbi hash-tabldban kitoroljiik a 11-et, majd beszirunk egy szdmot, ekdzben k 1itkozés torténik.
Mekkora lehet k legnagyobb értéke, ha linedris probat hasznalunk?

0 1 2 3 45 6 7 8 9 10
(11 ]12]2] [4]16][6] | [9]10]

. Bizonyitsa be, hogy az alabbi eldéntési probléma colN P-ben van.
Input: egy irdnyitatlan, élstulyozott, egyszeri G graf
Kérdés: Igaz-e, hogy G minden korének Gsszstilya legaldbb 20157

. Egy véros térképe egy n csicsi, irdnyitatlan, élsilyozott graffal adott. A graf pontjai csomépontokat
reprezentalnak, az élek ezek kozott vezetd kozvetlen utakat, az élsulyok pedig a megfeleld tutszakasz
hosszat adjak meg méterben. Egy operéciés rendszer j verzidéjat ablakokat abrézold éridsplakatokon
hirdetik a varosban, a plakatok a varos néhany csomdpontjiban vannak. Az operaciés rendszert
gyartd cég megneszelte, hogy egyesek pingvineket akarnak a plakatokra festeni, ezért Orizni szeretné a
plakétokat, de csak k egységet tudnak feldllitani (n > k > 2). (Ez kevesebb, mint ahdny plakat van.)
Azt szeretnék elérni, hogy ugy helyezzék el az egységeket k csomdépontba, hogy mindegyik plakatjuktdl
legfeljebb 500 méterre legyen figyel6 egység. (Két csomépont tavolsdga a koztik vezetd legrovidebb
grafbeli it hossza.) Adjon O(n**+2) 1épésszami algoritmust, ami taldl egy j6 elhelyezést vagy sz6l, ha
nincs ilyen.

. Igazolja, hogy vagy azt, hogy P-ben van vagy azt, hogy N P-teljes a PARTICIO feladat aldbbi
véltozata: inputként adott n > 2 darab pozitiv egész szamokbdl all6 S = {si,s2,s3,...,s,} hal-
mazrél kell eldonteni, hogy van-e olyan particiéja S-nek S7 és Sy részhalmazra, melyre igaz, hogy
s1 € 51, S2 € Sg, és az S1-beli és So-beli szamok Osszege megegyezik.

. Egy 2n x 2n-es tabldzat minden mezéjében egy egész szdm van. Adjon O(n?)-6s algoritmust, ami
megkeresi a legnagyobb 6sszstulyt n x n-es, négyzet alakd részt a tablazatban. Egy résztablazat
Osszstulya a benne szerepl6 szamok Osszege.
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. (a) Irja le a piros-fekete fa definici6jat!
(b) Adjon fels6 korlatot egy n kulcsot térol6 piros-fekete fédban vald keresés 1épésszdmara, hasznélja
az O jelolést. (A korlat helyességét nem kell beldtnia.)

. (a) Irja le Prim algoritmusét, amivel minimdlis stlyd fesz{t6fat lehet keresni.

(b) A Prim algoritmus kupacos-éllistds implementédciéjaban mit tarolunk a kupacban? A kupacépitésen
kiviil milyen és legfeljebb hiany kupacmiiveletet hajtunk végre egy n csucsi, e éli grafon vald fut-
tataskor?

(c) Mennyi a kupacos-éllistds implementécié teljes 1épésszéma? (Indokolni nem kell.)

. Ebben a kérdésben a Floyd algoritmussal kapcsolatos kérdésekre kell vélaszolnia (ez az algoritmus az
Osszes pontparra meghatarozza a legrovidebb utak hosszét).

(a) Irja le, hogy mit jelélnek az algoritmus k. ciklusdban kiszdmolt Fj, i, 7] mennyiségek.

(b) frja le, hogy milyen képlettel lehet az F}, értékeket kiszamolni az Fj_1-es értékekbdl és magyarizza
el, hogy miért helyes ez a képlet.

. Egy varos uthalézata szomszédossagi métrixaval adott, n csicsd irdnyitott gréffal irhaté le. Az élek
stulyozottak és azt adjak meg, hogy atlagosan mennyi idé alatt lehet az élnek megfelelé utszakaszon
autéval végigmenni. A varos egy kijelolt A pontjabdl egy masik kijelolt B pontjaba szeretnénk gyors
eljutdst biztositani. 2015 dtszakasz kivételével az utszakaszok kétiranytak (ekkor mindkét irdnyban
van egy-egy él, ugyanazon élsillyal), de van 2015 egyirdnyu szakasz, ezek koziil szeretnénk most
egyet kétiranyuva tenni. Melyik legyen ez az él, ha azt szeretnénk, hogy az A-bdl B-be eljutds a
lehetd leggyorsabbda véljon? (Az 4j kétirdnyu utszakasz élsilya mindkét irdnyban ugyanaz lesz, ami
az egyiranyié volt.) Adjon algoritmust, ami meghatérozza ezt az élet O(n?) idé alatt.

. Adott harom rendezett tomb, A, Ao, és A3. Mindhdrom témb n elemet tartalmaz, az elemek mind
kiilonbozéek. Adjon olyan csak Osszehasonlitdsokat haszndld algoritmust, ami e hiarom rendezett
tombbdl felépit egy bindris keres6fat O(n) dsszehasonlitassal vagy ldssa be, hogy nem létezik ilyen.

. Tegylik fel, hogy P # NP és legyen IP az egészértékli linedris programozas probléma és X az az
eldontési probléma, amikor egy grafrol azt kell eldonteni, hogy legfeljebb 7 Gsszefiiggé komponenshél
all-e. Az alabbi Karp-redukcidk kozil melyek lehetségesek?

(a) IP< SAT (b) X < SAT

. Igazolja vagy azt, hogy P-ben van vagy azt, hogy N P-teljes az alabbi eldontési feladat: egy irdanyitatlan
G grafrdl azt kell eldonteni, hogy két diszjunkt V; és Vs részre oszthaté-e a csicshalmaza ugy, hogy mind
a Vi, mind a V3 csticshalmaz dltal feszitett részgrafban van Hamilton-kor. (Egy V; csticshalmaz dltal
feszitett részgraf az eredeti grafnak pontosan azokat az éleit tartalmazza, melyek mindkét végpontja
Vi-ben van.)

. Egy online kurzusokat kinal6 oldalon n darab minket érdeklé kurzus van. Minden kurzusra ismert, hogy
melyik napon kezdédik és melyik napig tart. Egyszerre csak egy kurzust szeretnénk hallgatni (az még
lehetséges, hogy az egyik kurzus utolsé napja egybe esik egy masik vélasztott kurzus kezdénapjaval).
Szeretnénk a lehetd legtobb kurzust kivélasztani igy, de van egy kétrészes kurzus is (a méasodik rész
késébb van, mint az els6), amit mindenképpen fel akarunk venni (mindkét részét). Adjon algoritmust,
ami O(n?) 1épésben kivalasztja a lehetd legtébb kurzust a fenti feltételekkel.




Algoritmuselmélet zarthelyi
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. Legyen f(z) = max(z® — 1022 + 110z; 22 4+ 100z) és g(z) = 231°082(%) 4 3.2,
a) Igaz-e, hogy f = O(g)? D) Igaz-e, hogy g = O(f)?

. Két teherautéval n darab lddat szeretnénk elszéllitani. A ladak sulyai sq, so, .. ., S, egész szamok. Adj
olyan algoritmust, ami meghatarozza, hogyan kell elhelyezni a laddkat dgy, hogy a két teherautoéra
rakott Osszsily kiilonbsége minimadlis legyen! Az algoritmus lépésszéma legyen O(n - w), ahol w =

D ey Si-

. Legyenek a G graf pontjai a haromdimenzids tér azon racspontjai, amelyeknek minden koordinataja 0
és m kozott van. Két pont pontosan akkor legyen szomszédos, ha egyik koordinatdjuk pontosan 1-gyel
tér el, a masik két koordinatajuk megegyezik. (Példaul (2,3,4) és (2,4, 4) szomszédosak, de (2,7, 4)-el
nem szomszédos egyik sem.) Mekkora lesz a (0,0,0) pontbdl inditott szélességi kereséfa mélysége?

. A Dijkstra és a Bellman-Ford algoritmus is gy miikodik, hogy amikor meghatarozza az adott pontba
mutatd legrévidebb 1t hosszat, akkor valdjaban felfedezett egy ekkora hosszisigu legrovidebb utat.
Adj példat olyan irdnyitott grafra, melyben minden élen kiillonb6zo, egész, pozitiv sulyok vannak, és a
Dijsktra illetve Bellman-Ford két kiilénbozo legrovidebb utat taldl az « pontbdl az y pontbal

. Az A[l : 2n] tdmb egy kupacot reprezental.
a) Igaz-e, hogy az A[l : n] témb biztosan egy kupacot reprezentdl?
b) Igaz-e, hogy az A[n + 1 : 2n] témb biztosan egy kupacot reprezentél?

. A B[l : n] tomb kiilonb6z6 egészeket tartalmaz. A B[i] elem lokdlis minimum, ha B[i — 1] > Bli] és
Bli] < Bli + 1] teljesiil (B[1] ill. B[n] elég, ha az egy szomszédjanal kisebb). Adj algoritmust egy
lokélis minimum megkeresésére, mely legrosszabb esetben O(logn) 6sszehasonlitdst hasznédl! (Ha t&bb
lokdlis minimum van, ezek koziil mindegy melyiket taldljuk meg.)

. Az 1,2,3,4,5,8,10,9,7,6 tombot gyorsrendezéssel rendezziik, amit kétféleképpen is végrehajtunk. Az
egyik futtattatds soran mindig az éppen rendezendd tomb els6 elemét valasztjuk véletlen elemnek
a particios lépéshez, a masik futtatds sordn mindig a tomb utolsé elemét. Melyik esetben fogunk
kevesebb Gsszehasonlitast végezni?

. Egy piros-fekete fiban 13 elemet tédrolunk. Minimélisan hany piros cstics van a faban? (A teljes
megolddshoz be kell ldtni egy megfelels k-ra, hogy lehet k piros, és azt is, hogy nem lehet k — 1 piros.)
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. Milyen elemek rendezésére hasznalhaté a radixrendezés? frja le a radixrendezés algoritmusat! Mennyi
az algoritmus 1épésszama? (Sem az algoritmus helyességét, sem a lépésszamot nem kell indokolni.)

. frja le a bindris keres6fa definiciéjat! Milyen értékek kozott valtozhat egy m csiicsi bindris kereséfa
magassiaga? (Nem kell indokolni a korldtokat.) Irja le, hogy hogyan kell keresni és tor6lni egy binéris
keres6faban!

. Adja meg az aldbbi, a minimalis feszit6fak keresésére szolgdld piros-kék algoritmusban szerepl6 fo-
galmak definicigjat: takaros szinezés, kék szabaly. Bizonyitsa be, hogy a kék szabdly alkalmazéasaval
takaros szinezésbol takaros szinezést kapunk.



. Egy hosszi-hosszt nyéri sziinet alatt tobb munkat szeretnénk elvallalni. Minden potencidlis munkardl
tudjuk, hogy mely egymadst koveté napokon kell azzal dolgoznunk (ha elvallaljuk az adott feladatot) és
azt is tudjuk, hogy mekkora bevételiink szarmazik a munka teljesitésébdl. Egyszerre csak egy munkat
tudunk végezni, azaz az elvallalt munkdk intervallumai nem lehetnek atfedéek. Adjon algoritmust,
ami eldonti, hogy mely munkédkat véllaljuk el, ha az Osszbevételiinket maximalizalni akarjuk. Az
algoritmus 1épésszdma n potencidlis munka esetén legyen O(n?).

. Kvadratikus maradék probdval hash-eliink egy M = 127 méretii hash-tablaba, a K mod M hash
fliggvényt hasznalva. A kulcsok a kovetkezd sorrendben érkeznek: M,2M,3M, ... M - M, ezzel a tédbla
meg is telik. Igaz-e, hogy az igy kapott tomb egy kupacot reprezental?

. Egy 5 csicsu grafon futtatva a Floyd-algoritmust,
az utolso frissités el6tt a kovetkezé matrixunk van.
Hogyan néz ki az utolsé frissités utan a matrix?

3 =2 0
1 -4 -2

2

0
Fy co 0 1
00
00

I
&8 8 o

O N W

00 0
S e's

. Bizonyitsa be, hogy ha a MAXKLIKK eldéntési probléma komplementere NP-teljes, akkor NP C
coNP.

. Igazolja, hogy az alabbi eldontési feladat NP-teljes:
Input: s, s9,..., s, pozitiv egész szamok

Kérdés: Van-e olyan I C {1,2,...,n} indexhalmaz, melyre | Z Si — Z si| <1 fennall?
i€l igl

Algoritmuselmélet vizsga
2014. junius 5.

. Adja meg a topologikus sorrend definicidjat! Hogyan lehet a mélységi bejarassal taldlni egy topologikus
sorrendet?

. Mi a Ladapakolds eldontési feladat? Hogyan miikodik a First Fit kozelito algoritmus? Bizonyitsa be,
hogy ez az algoritmus 2-kozelitd!

. Irja le a kupacos rendezést. Mennyi a kupacos rendezés 1épésszama n rendezendé elem esetén és miért?
(A kupacmiiveleteket nem kell részletesznie, ezek 1épésszamat nem kell belatnia.)

. Ellistajaval adott egy irdnyitott, élstlyozott graf, melyben nincsen negativ kér. Adjon O(n*) 1épésszamii
algoritmust egy olyan kor megkeresésére, ami a legaldbb harom élbol 4ll6 kordk kozott a legrévidebb
Osszsuly.

. Egy véaros uthalézata egy élsulyozott irdnyitatlan graf irja le, ami métrixos formédban adott. Az
élek silyai a csomoépontok kozott vezeté kozvetlen utak felijitdsi koltségét adjak meg. A véros
polgarmestere fel szeretné tjitani a hdzatdl a varoshazara vezetd legrévidebb utat, de hogy ez ne
legyen nagyon felting, ezért egy nagyobb tutfeltjitast tervez. Mely éleknek megfelel6 szakaszokat kel-
lene feldjitani, ha annak kell teljesiilnie, hogy:

(i) bdrhonnan barhova el lehet jutni feldjitott iton (hogy mindenki 6riiljon a varosban)

(ii) a polgdrmester hazatol a varoshazéara vezetd legrovidebb it minden része fel lesz djitva

(iii) a fenti két feltételt betartva a legkisebb koltségii feltjitast szeretnénk.

Adjon O(n?) 1épésszami algoritmust, ahol n a graf pontjainak szdma. (Az ismert, hogy a feltjitandé
legrovidebb 1t mely élekbdl 4l Gssze, ezt nem kell megkeresniink).



. Kett6s hash-elést haszndlva akarunk beszirni elemeket egy kezdetben iires, 11 elemil hash tablaba.
Els6 hash fiiggvénynek a K mod 11 fiiggvényt, masodik hash-fiiggvénynek az

1+(K mod 6) fliggvényt valasztjuk. Hogyan véltozik a tabla a 3,6, 14, 9,25 kulcsok ezen sorrendben
torténoé beszurdsa soran?

. Magyarézza el, hogy melyik ismert NP-teljes feladat egészértékii linearis programozasi feladatként vald
megfogalmazdasa a kovetkezo:
Adott ay, ..., an,by,...by, C egész szdmok esetén maximalizaljuk (z1a1+x2a2+. .. xpa,)-t a kovetkezd

n
feltételek mellett: 0 < z; < 1 minden 1 < i < n esetén, tovabba Z x;b; < C.
i=1

. Igazolja, hogy az alabbi eldontési feladat NP-teljes:
Input: G iranyitatlan graf

Kérdés: Van-e olyan 2014 olyan csticsa G-nek, melyre igaz, hogy a G-bol ezen csicsok elhagyasaval
keletkezé grafban van Hamilton-kor?

Algoritmuselmélet vizsga
2014. jinius 12.

. Ebben a feladatban kupacokkal kapcsolatos kérdésekre kell valaszolnia. Mi a kupactulajdonsdg? Mi
a kapcsolat egy kupac fas és tombos reprezentécidja kozott? Hogyan kell megvaldsitani a MINTOR
miiveletet fas reprezentacio esetén?

. frja le a Bellman-Ford algoritmus (legkisebb Osszsilyd utak megtaldldsa egy pontbdl mindenhova)
lényegét alkoté rekurzidos formulat, magyardzza el a benne szereplo jeloléseket és indokolja meg, hogy
a formula miért helyes.

. Adja meg az alébbi eldontési problémak pontos definiciéjat: MAXKLIKK, PARTICIO, PRIM. Lissa
be egyikiikrél, hogy N P-beli és lassa be egyikiikrol, hogy coN P-beli!

. Egy n-szer n-es tabldzat minden mezdje egy egész szdmot tartalmaz (negativ szamok is lehetnek). A
bal fels6 sarokbdl szeretnénk a jobb alsé sarokba eljutni gy, hogy egy 1épésben vagy egy sorral lejjebb
vagy egy oszloppal jobbra lépiink. Egy ilyen 1t értéke az titon szerepld szdmok szorzata. Adjon O(n?)
lépésszamu algoritmust a legnagyobb értékli Gt megkeresésére.

. Adott két, egész szamokat tartalmazé tomb: A[l : n| és B[l : m|, ahol n < m. (Az egyes tombokon
beliil nincs ismétlédés.) Adjon O(mlogn) lépést hasznalé algoritmust, ami meghatérozza, hogy hany
olyan szam van, ami mindkét tombben benne van!

. Az alabbi bindris kereséfdb6l a bindris ke- (8)
res6faknal tanult eljarassal kitoroljik a 12-es e @
kulesot. Igaz-e, hogy a sziikséges iires le-

velek besziurdasa utdn a fa csdcsai piros és ° 0 @

fekete szinnel kiszinezhetok 1gy, hogy egy e e
piros-fekete fat kapjunk?

. Igazolja vagy céfolja, hogy az alabbi eldontési probléma NP-teljességébdl kovetkezne, hogy P = N P.
Input: G irdnyitatlan graf

Kérdés: Igaz-e, hogy G 0Osszefiiggé komponenseinek szama legaldbb 177

. Igazolja, hogy az alabbi eldontési feladat NP-teljes:
Input: G1, Go, G3 irdnyitatlan grafok

Kérdés: Igaz-e, hogy G1-nek van Ga-vel és G3-mal izomorf részgrafja is?



Algoritmuselmélet vizsga
2014. junius 19.

. Mi a 2-3 fa definicigja? Milyen korlatok kozott mozoghat egy n kulcsot tarolé 2-3 fa magassaga?
(Bizonyitani nem kell.)

. Mondja ki és bizonyitsa be az Osszehasonlitds-alapi rendezések lépészamanak alsé korlatjardl szold
tételt!

. frja le részletesen, hogy hogyan kell megvaldsitani a beszurast és a keresést kettds hash esetén!

. Dijkstra algoritmusa nem feltétleniil taldlja meg a legrévidebb utat, ha van a grafban negativ silyd
él. Bizonyitsa be, hogy ha egy irdnyitott, élstlyozott grafban csak egyetlen negativ silyu él van, ami
raadasul elvagéél (azaz elhagydsdval nem minden pont érheté el az s kiindulépontbdl), akkor Dijsktra
algoritmusa minden pontba helyesen taldlja meg a legrovidebb utakat az s kiindulépontbdl!

. Az univerzumban szamos helyen talalhatok csillagkapuk, melyek kozott féregjaratokon lehet kozle-
kedni. Barmely két csillagkapu kozott 1étesitheté kapcsolat, de ehhez energidra van sziikség annél a
kapunal, ahonnan a jaratot inditjuk. Ismerjiik tetszoleges két csillagkapura, hogy mekkora energia
sziikséges egy koztiik vezeto féregjarat inditasdhoz és azt is ismerjiik, hogy az egyes csillagkapuknal
mekkora energiaforrasok dllnak rendelkezéstinkre. Ezen ismeretek birtokaban hatarozzuk meg, hogy
a Foldon levo ketté csillagkapu valamelyikétol el tudunk-e jutni az Atlantiszon levé csillagkapuhoz és
ha igen, akkor legaldbb hany féregjaratot kell ehhez haszndlnunk egymds utan.

. Az alabbi szomszédossagi listaval adott grafon (ahol x és y ismeretelen, nem feltétlentil egész élsiilyok)
Prim algoritmusat futtattuk.

A B(1),C(2);B : A(1),C(2), D(); C : Ax), B(2), D(y), E(y): D : B(x),C(y), E(1);

E: D(1),C(y)

Mik lehetnek x és y lehetséges értékei, ha tudjuk, hogy az A csicsbdl inditott algoritmus az AB, BD, DE, BC
éleket valasztotta ki, ebben a sorrendben.

. Igazolja vagy céfolja, hogy az alabbi eldontési probléma NP-teljességébol kovetkezne, hogy P = N P.
Input: G irdnyitatlan graf

Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben van 2014 fliggetlen csics, gy, hogy a graf minden maés csicsa legfeljebb
két éllel elérhetd valamelyikbol?

. Igazolja, hogy az alabbi eldontési feladat NP-teljes:
Input: G, Gs irdnyitatlan grafok és k pozitiv egész szam

Kérdés: Igaz-e, hogy a két grafnak van kozos (egymassal izomorf) k cstcsu részgrafja?




Algoritmuselmélet zarthelyi
2013. aprilis 3.

. Mi az a legkisebb r racionalis szam, melyre teljesiil, hogy v/1 + V2 + - 4+ /n = O(n")?

. Egy Ali, j] n x n-es tablazat minden mezG&jébe egy egész szam van irva (nem feltétleniil csak
pozitivak). Adjon O(n?) lépésszami algoritmust, ami eldonti, hogy melyik az a téglalap
alaka része a tablazatnak, melynek bal fels§ sarka egybe esik a nagy tablazat bal felsd
sarkaval és benne az elemek Osszege az (egyik) legnagyobb. (Vagyis olyan k,[-t keresiink,
amire Z Ali, j] maximaélis.)

i<k,
J<l

(Feltételezziik, hogy az alapmiiveletek barmekkora szamokkal 1 lépésben elvégezhetdek.)

. Kaphatjuk-e az 1,7,3,6,11,15,22,17, 14, 12,9 szamsorozatot ugy, hogy egy (a szokasos ren-
dezést hasznald) binaris keres6faban tarolt elemeket posztorder sorrendben kiolvasunk?

. Adjacencia-matrixaval adott n csicsu, irdnyitott grafként ismerjiik egy varos uthalozatat.
El szeretnénk jutni A pontbél B pontba, de sajnos minden csomoépontban varnunk kell a
nagy hoesés miatt, a varakozas hossza minden csomoépontra ismert és fiiggetlen attol, hogy
merre akarunk tovabmenni. Adjon algoritmust, ami O(n?) lépésben eldonti, hogy merre
menjiink, hogy a lehetd legkevesebbet kelljen varni dsszességében. (A csomdpontok kézitti
utak hosszdnak megtétele a varakozdshoz képest elhanyagolhato iddbe telik, tekintsik 0-nak.
A-ban és B-ben nem kell virakozni.)

. Adjacencia-matrixaval adott n cstcsu, élsulyozott, iranyitatlan grafként ismerjiik egy orszag
uthélozatat (a csomopontok a varosok, az élek a kozvetlen Gsszekottetések a varosok kozott).
Az élek sulya a varosok kozti tavolsagot adja meg. (Feltehetjiik, hogy a tavolsagok egészek.)
Adjon O(n®) lépésszami algoritmust, ami eldonti, hogy lehetséges-e ugy kivéalasztani ot
varost, hogy ezektsl barmely mas varos legfeljebb 50 kilométerre van. (Ezekbe a vdrosokba
lenne érdemes hokotrokat telepiteni.)

. Egy tombben adott n darab 0-t6l kiillonb6z6 egész szam (lehetnek negativak is koztiik) és
adott egy k egész szam is. Adjon O(nlogn) lépésszamu algoritmust, ami eldonti, hogy
melyik az a k elem a tombben, melyek szorzata maximalis.

. Az A[1..2013] témbben egy kupac adatstrukturat tarolunk, minden térolt elem kiilonb6zd.
Tudjuk, hogy ebben a kupacban a legnagyobb elem Ai]. Hatarozza meg i 6sszes lehetséges
értékét!

. Igaz-e, hogy egy piros-fekete fa tetszsleges belss fekete cstcsdhoz tartozo részfa (az a részfa,
aminek ez a fekete cstcs a gyokere) is egy piros-fekete fa? Igaz-e ugyanez egy tetszéleges
bels6 piros csiicshoz tartozo részfara?

Algoritmuselmélet vizsgazarthelyi 2013. méjus 23.

. Tudjuk, hogy az f(n),g(n) : N — N fiiggvényekre igaz, hogy f(n) = Qlogn) és g(n) =
©(n'). Lehetséges-e, hogy

(a) f(n) =0O(g(n))?

(b) g(n) = O(f(n))?

(Ez két, egymastol fiiggetleniil megvalaszolando kérdés.)



. Tavmunkaban fogunk dolgozni mostantél n napon at. Nem kell minden nap bejarnunk, de
az alabbi harom feltételt be kell tartanunk :

(i) két egymaést kovetd benti munkanap kozott legfeljebb &k nap telhet el

(ii) az n nap soran legfeljebb egyszer maradhatunk pontosan k napig tavol,

(iii) az els6 és az n. napon be kell menniink.

Sajnos a kék metroval jarunk dolgozni, ami hol jar, hol nem, de szerencsére megjosoltak
nekiink, hogy a kovetkez6 n napban mely napokon lesz iizemzavar, ezeken a napokon nem
akarunk dolgozni menni (az els§ és az utols6 napon nem lesz iizemzavar).

Adjon algoritmust, ami a joslas eredményének ismeretében O(nk) lépésben meghatéarozza,
hogy legkevesebb hany bemenéssel tudjuk meguszni ezt az n munkanapot.

. Egy iskola minden osztalyaban anyak napi tinnepséget szeretnének tartani, az tinnepségeknek
délutan 6t orakor kell kezdGdniiik. Az iskolaba azonban testvérparok is jarnak, ezért azt sze-
retnék elérni, hogy a testvérek iinnepségei ne egy napon legyenek. Adjon algoritmust, ami
annak ismeretében, hogy ki kinek a testvére és melyik gyerek melyik osztalyba jar, eldonti,
hogy lehetséges-e két napra elosztani az dsszes {innepséget. Az algoritmus lépésszama O(n?)
legyen, ha az iskolaban n osztaly van. (Egy osztalyban legfeljebb 32 gyerek van, inputként
a testvérparok listajat kapjuk, ezen jelezve van, hogy melyik testvér melyik osztalyba jar.)

. Hany éle van legaldbb annak a 6 ponti, egyszertd, iranyitatlan grafnak, melyen a Dijkstra
algoritmust futtatva a D tomb kezdetben igy néz ki: 0, 2, 5, 1, oo, 7; a végén pedig igy néz
ki: 0, 2, 4, 1, 10, 7?7 Mutasson egy konkrét példat a szélsGértéket elérs grafra és lassa be,
hogy ez valoban szélsGérték.

. Egy kupac elemeit preorder bejaras szerint kiolvasva az alabbi szdmsorozatot kapjuk: 1, 17,
19, 21, 22, 31, 37, 2, 8, 3. Rekonstrualhaté-e ebbdl a kupac?

. Egy k elemi szamhalmaz mediédnjan a rendezés szerinti [k/2]-edik elemet értsiik. Tervez-
zen olyan adatstruktirat, amiben n elem tarolasa esetén a BESZUR és MEDIANTOROL
értelemszerti eljarasok minden esetben végrehajthatoak O(logn) lépésben.

. Egy binaris kereséfaban n kiillonb6z6 egész szamot tarolunk. Adjon algoritmust, ami O(n)
lépésben eldonti, hogy van-e a tarolt szamok koézott két olyan, melyek kiilonbsége 2013.

. Egy piros-fekete faban minden gyokértél kiillonb6zé belsd cstics szinét ellentétesre valtoztat-
tuk és igy is egy piros-fekete fat kaptunk. Jellemezze azokat a piros-fekete fakat, amikre ez
megtorténhetett!

Algoritmuselmélet vizsga
2013. majus 30.

. Ebben a feladatban a Floyd algoritmussal kapcsolatos kérdésekre kell valaszolnia. (A Floyd-
algoritmus egy grafban minden pontpéarra meghatarozza a koztiik levé legrévidebb ut hosszat.)
(a) Mit jelol az Fy matrix Fyli, j] eleme?

(b) Hogyan kell kiszamolni az Fj,_; matrixbol az Fj, matrixot?

(c) Igazolja, hogy ez a kiszamitasi mod helyes!

(d) Mennyi a lépsszama a (b) lépés egyszeri végrehajtasanak? (A lépésszamot nem kell
igazolni.)

. Adja meg a 2-3 fa definiciojat! Adjon felsG becslést a fa szintszaméra n tarolt elem esetén,
allitasat bizonyitsa is!

. Adjon meg egy MAXKLIKK~< RESZGRAFIZO Karp-redukeiot és mutassa meg, hogy ez
valoban Karp-redukcio!



. Van egy tabla (n x m kockabol 4ll6) mogyoros csokink. Az A n x m-es matrixban adott, hogy
az egyes kockdkban hany mogyoro6 van (a mogyorok nem lognak at egyik kockabol a masikba).
Két gyerek akar osztozkodni a csokin, tgy, hogy a csokit kétfelé torik (egyenes vonal mentén,
parhuzamosan a tébla valamelyik szélével). Egy osztozkodas igazségtalansagi faktorat a
kovetkezdképpen kaphatjuk: ha az egyik darabban k; kocka csoki és m; darab mogyord van,
a masikban pedig ks kocka csoki és msy darab mogyoro, akkor az igazsagtalansagi faktor
(k1 +ma) = (k2 +m2)|.

Adjon O(nm) lépést hasznélo algoritmust, ami eldonti, hogy melyik szétosztasnak a legkisebb
az igazsagtalansagi faktora. (Egy lépésnek szamit, ha kiolvasunk egy értéket az A méatrixbol
vagy ha Osszeadast illetve kivonast hajtunk végre két szamon.)

. Bgy algoritmus 1épésszaméarol tudjuk, hogy T'(n) = T'(|n/4]) + O(n?) és tudjuk azt is, hogy
T(1) =T(2) = T(3) = 1. Bizonyitsa be, hogy T'(n) = O(n?).

. Egy orszag n kis szigetbdl all. Szeretnénk néhany hajojaratot inditani a szigetek kozott tgy,
hogy barhonnan béarhova el lehessen jutni (esetleg atszallassal). Ehhez ismerjiik barmely
két szigetre, hogy mennyibe keriil egy évben a hajojarat fenntartasa kozottik illetve azt
is tudjuk, hogy mekkora az itt varhatd éves bevétel. Adjon algoritmust, ami ezen adatok
ismeretében O(n?) id6ben meghatarozza, hogy hol inditsuk el a hajojaratokat, ha a lehets
legnagyobb varhato éves hasznot (vagy a lehetd legkisebb veszteséget) szeretnénk elérni.
(Egy szigeten egy hajoallomas van csak.)

. Igaz-e, hogy ha egy X eldontési problémarol be tudnank latni, hogy X € NP\ P (vagyis X
NP-ben van, de nincs P-ben), akkor 3-SZIN¢ P?

. Igazolja, hogy a kovetkez6 eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes!
Input: G iranyitatlan graf

Kérdés: Igaz-e, hogy mind a G-ben talalhat6 legnagyobb fliggetlen ponthalmaz, mind a
G-ben talalhato legnagyobb klikk is pontosan 2013 csticsot tartalmaz?

Algoritmuselmélet vizsga
2013. junius 6.

. Ebben a feladatban a mélységi bejaréassal kapcsolatos kérdésekre kell vilaszolnia.

(a) Adja meg a keresztél definicidjat!

(b) A mélységi bejaras soran hogyan lehet a mélységi és a befejezési szamok alapjan felismerni
a keresztéleket?

(c) Bizonyitsa be, hogy iranyitatlan graf mélységi bejarasanal nincsenek keresztélek!

. Milyen miiveletek vannak a nyitott cimzésti hash-elésnél? Hogyan kell megvalositani a kere-
sést, ha a nyitott cimzést hashelésnél kvadratikus maradék probat hasznalunk?

. Adja meg az UNIO-HOLVAN adatszerkezet definiciojat! (A fakkal valé implementalast
nem kell lefrnia.) Mutassa meg, hogy mikor és hogyan hasznaljuk az UNIO és a HOLVAN
miveleteket a Kruskal algoritmusban!

. Pista bécsi fel akar ugralni egy n hosszu, fekete illetve fehér fokokbol allo csigalépcsén. Leg-
feljebb k fokot tud ugrani, de arra vigyaznia kell, hogy paros (> 2) sok foknyi ugras utan
paratlan sokat és paratlan sok utan mindig paros (> 2) sokat ugorjon. Adjon O(nk) lépés-
szamu algoritmust, amely megmondja, hogy fel tud-e gy ugralni a csigalépcsé tetejére, hogy
csak egyféle szind lépcssfokokat hasznél. (A lépess fokai rendszerteleniil vannak szinezve, a
szinezést ismerjiik.)



5. A hatizsakprobléma oOran tanult algoritmusat futtattuk egy konkrét inputon, melyben 3
targy szerepel. Mi lehetett ez a konkrét input, ha az alabbi tablazat keletkezett?

0/112(3[|4 |5 |6 |7
110(0]0(0]10]10]10 |10
210|055 1010|1515
310|055 |13 |13]18] 18

6. Egy iranyitatlan, élsulyozott graf az alabbi éllistaval adott (zarojelben az élsilyok):
A:B(1),D(3), E(2); B:A(1),C(3), E(1); C:B(3), D(y), E(3); D:A(3),C(y), E(x);
E:A(2), B(1),C(3), D(z).
(a) Mi lehet z és y értéke, ha tudjuk, hogy az élstilyok egész szamok és azt is tudjuk, hogy a
B cstcsbol inditott Prim-algoritmus az alabbi sorrendben vette be az éleket: BE, ED, BA,
BC.
(b) Mely éleket és milyen sorrendben valasztja ki a Kruskal-algoritmus? (Ha t6bb lehetséges
megoldés is van, akkor az Gsszeset adja meg.)
(Az algoritmusok egyenld élsulyu élek koziil véletleniil valasztanak.)

7. Létezik-e olyan X eldontési probléma, amire X ¢ NP és X < SAT egyszerre fennall?

8. P-ben van vagy NP-teljes az alabbi eldontési probléma:
Input: iranyitatlan G graf

Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben vagy van Hamilton-it vagy G 3 szinnel szinezhets?

Algoritmuselmélet vizsga
2013. janius 13.

1. Tegyiik fel, hogy f(n),g(n) : N — N. Mit jelent az, hogy f(n) = Q(g(n))? Mit jelent az,
hogy g(n) = O(f(n))? Adjon részletes bizonyitast arra, hogy n* + 5n® = O(n®).

2. (a) Az A[l : n] tomb elemeinek rendezésére mikor hasznalhatunk ladarendezést?
(b) Irja le a ladarendezés algoritmusat és adja meg a lépésszamat! (Bizonyitani nem kell.)

c stz

désekre kell vélaszolnia. Mi az algoritmus soran hasznalt (az 6ran KOZEL és MINSULY
nevii) tombok jelentése? Hogyan kell ezeket inicializalni? Hogyan kell ezeket a tomboket az
algoritmus futasa soran frissiteni?

4. Adott egy élsulyozott iranyitatlan G graf, mely nem tartalmaz negativ 6sszhosszisagu kort.
A Floyd algoritmussal meghatéarozzuk az Gsszes pontparra a legréovidebb utak hosszat és
kozben azt tapasztaljuk, hogy a métrix csak minden masodik frissités soran valtozik. Milyen
felsé becslést adhatunk ez alapjan a kapott legrovidebb utak élszadmara?

5. Vérosunkban trafikok fognak nyilni, Gsszesen 3n darab, ezekre palyézatot frtunk ki. A
palyazok kozott van n baratunk, azt szeretnénk, ha mindegyikdjiik pontosan 3 trafikot kapna
(nem mindenki palyazott mindenhova). Adjon algoritmust, ami annak ismeretében, hogy
melyik baratunk melyik trafikokra palyazott O(n3) lépésben eldénti, hogy eloszthatok-e a
trafikok a fenti feltételekkel és ha igen, akkor javasol is egy elosztést.

6. Epitsiink piros-fekete fat a kovetkezd elemek egymas utani beszurasaval: 21,32, 15,64, 75.

7. Lehetséges-e, hogy valamely X eldontési problamara X € NP és HAM < X egyszerre
fennélljon?



8. P-ben van vagy NP-teljes az alabbi eldontési probléma:
Input: iranyitatlan G graf
Kérdés: Igaz-e, hogy G csticsai lefedhetdk két (nem feltétleniil azonos csiicsszami) pontdisz-
junkt teljes graffal?

Algoritmuselmélet vizsga
2013. junius 20.

1. Irja le a kupacépités algoritmusat. (Az épités soran hasznélt segédeljarasokat is irja le
részletesen). Mennyi a kupacépits eljaras lépésszama, ha n elembdl épitiink kupacot? (A
lépészamot nem kell igazolni.)

2. Egy iranyitott grafrol mélységi bejaras segitségével szeretnénk eldénteni, hogy DAG-e. Mondja
ki és bizonyitsa be a kapcsolodo tételt.

3. Irja le a piros-fekete fa definiciojat!

4. A kovetkezé n munkanap mindegyikén egy-egy munka érkezik hozzank. Ha az i. munkat el-
vallaljuk, akkor azzal h; forintot keresiink, de a munka elvégzéséhez n; napra van sziikségilink
és igy a munkafelvételi napot kévets n; — 1 napon nem tudunk tjabb munkat elvallalni (ha
egy munkat nem vallalunk el aznap, amikor érkezik, akkor arrdl végleg lemaradunk). Adjon
algoritmust, ami a h;, n; értékek (1 < i < n) ismeretében O(n?) lépésben eldonti, hogy mely
munkékat vallaljuk el, hogy a hasznunk maximalis legyen. (Az nem baj, ha az utolsé munka
elvégzése nem fér bele az n napba.)

5. Egy varos uthéalozatat egy adjacencia matrixaval adott n csicsa irdnyitatlan graf irja le.

A graf cstuicsai a csomopontoknak, az élek pedig a csomépontok kozotti kozvetlen utaknak
felelnek meg, a matrix megadja barmely két csomopontra az utazasi idét autoval a kozvetlen
aton.
Adott két (nem feltétleniil szomszédos) csomopont, A és B, azt szeretnénk elérni, hogy
nehezebb legyen A-bol B-be eljutni (azaz a leggyorsabb eljutéasi id6 ndjon), ehhez egyetlen
csomoépont-par kézott vezets kozvetlen utat egyiranyava tehetiink. Adjon O(n?) 1épésszami
algoritmust, ami eldonti, hogy lehetséges-e ez (és ha igen, akkor javasol is egy olyan pontpért,
ahol az egyiranyusitast érdemes megtenntink.)

6. Gyorsrendezéssel akarunk rendezni, a rendezendd elemek szama 5m? log m.

Igaz-e, hogy ekkor atlagosan O(m?®) az 6sszehasonlitdsok szdma?

7. Jelolje A és B a kovetkezd eldontési problémakat. Kovetkezik-e A < B-bol az, hogy P=NP?
A:
Input: iranyitatlan G graf, k szam
Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben van k cstcsu teljes részgraf?
B:
Input: G paros graf, k szam

Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben van k éld parositas?

8. P-ben van vagy NP-teljes az aldbbi eldontési probléma:
Input: iranyitatlan, n cstcst G graf és egy k < n egész szam
Kérdés: Igaz-e, hogy G olyan kiilonleges, hogy G-ben van k fliggetlen csiics és G cstcsai 3
szinnel szinezhet&k?




Algoritmuselmélet zarthelyi
2012. marcius 26.

. Tudjuk, hogy az f(n), g(n) pozitiv értékeket felvevd fiiggvényekre igaz, hogy f(n) = O(g(n)).

Kovetkezik-¢ ebbl, hogy 2012'°6™ + f(n) = O(555n*""* + g(n))?

. Egy w méter széles folyén szeretnénk atkelni a folyd medrébe lerakott n darab colop segitségével.
A c0lopok a folyd két partja kozott, a folyd partjara merdleges egyenes vonalban helyezkednek
el, 0 < x1 < w9 < ...z, < w méterre a kiindulasi parttdl (w és az Osszes x; tavolsag egész
szam). Az els6 1épésben egy métert ugorhatunk, utdna pedig az igaz, hogy minden ugras vagy
pontosan egy méterrel nagyobb vagy pontosan egy méterrel kisebb, vagy ugyanakkora, mint
az el6z6. Adjunk algoritmust, ami az z; szdmok ismeretében O(nw) lépésben eldonti, hogy &t
tudunk-e jutni a tilsé partra anélkiil, hogy a vizbe esnénk.

. Egy varosban 17 busztarsasag kozlekedik, az egyes tarsasdgok buszait csak a tarsasag sajat
buszbérletével lehet hasznélni. Nekiink maximum két térsasag bérletére van pénziink (a bérletek
ugyanannyiba keriilnek). A varos buszhalézatéat ismerjiik: barmely két megélléra adott, hogy
van-e kozottitk kozvetlen jarat (amelyik kozben nem all meg mashol) és ha igen, akkor melyik
tarsasag tizemelteti (lehet tobb tdrsasdsgnak is jarata ugyanott). Adjunk O(n?) 1épésszdmu
eljarast, ami n buszmegallé esetén eldonti, hogy melyik két bérletet vegytlik meg, hogy a lehet6
legtobb buszmegélléba el tudjunk jutni a lakdsunkhoz legkozelebb esé megéllébol gyaloglas
nélkiil. (Az atszallasok szdmadra nincs korlatozés.)

. Egy irdnyitott graf csicshalmaza {A, B,C, D, E, F}, az élek és silyaik pedig az aldabbiak:
s(A,B) =2,s5(A,C)=7,5(A,D)=3,s(A, F)=6,s(C,E)=3,s(D,B) =-2,s(D,C) = —4,
s(D,E)= -2, s(E,F)=4.

Futtassa ezen a grafon a Bellman-Ford algoritmust az A csticsbdl vett legrovidebb utak hosszanak
meghatarozasara.

. Egy szalagon n = 2F kiilonbozé stlyi csomag vérakozik, ezeket szeretnénk sorbarendezni sily
szerint novekvoen. Két eszkoziink van ehhez: egy mérlegeld szerkezet, ami a sorban elol &ll6 és
egy tetszéleges mésik csomagrél megmondja, hogy melyik a nehezebb (anélkiil, hogy a csomagok
helyzetén valtoztatna) és egy daru, ami tetszéleges csomagot a sor végére tud rakni (ekkor
persze a hatrarakott csomag utdni csomagok mind egy-egy hellyel elérébb csisznak). Adjon
olyan eljardst, ami a fenti két mfiveletbl O(nk)-t hasznalva sorbarakja az n = 2¥ csomagot.
A fenti két eszkozon kiviil mast nem tehetiink a csomagokkal, pl. nem rakhatjuk le ket a
szalagrol, nem mérhetjiikk meg egyesével a stlyukat, de azt pl. nyilvantarthatjuk, hogy melyik
csomagokat mozgattuk eddig.

. Epitsen kupacot az 6rdan tanult (linedris idejii) kupacépité algoritmussal az aldbbi témbbol:
17,12,13,8,4,2,1. Minden lényegi 1épés utan adja meg az aktudlis allapotot és jelezze, hogy
miért tortént valtozas.

. Egy binaris keres6faban 100-nél kisebb, kiillonb6zo egész szamokat tarolunk. Egy keresés soran
az aldbbi szémokat lattuk (ebben a sorrendben): 7,x,8,97,20,10. Mik x lehetséges értékei?

. Egy piros-fekete faban az 1,2,...,10 egész szamokat taroljuk. Mely szamok allhatnak a fa
gyokerében?

Algoritmuselmélet vizsga
2012. majus 24.

. Mikor mondjuk az f(n),g(n) : N — N fiiggvényekrol, hogy f(n) = O(g(n))? Igazolja, hogy ha
f(n) = O(g(n)), akkor g(n) = Q(f(n)).



. Irja le, hogy hogyan torténik a beszirds a nyitott cimzésti hash-elésnél, ha kettds hash-elést
hasznalunk!

. Hogyan zajlik a BESZUR eljaras a kupacoknal? Mennyi az eljaras lépésszama n elemet tar-
talmaz6 kupac esetén és miért? (Az indoklds sordan a kupac magassagéara vonatkozé allitést is
igazolja.)

. Egy foly6 mellett két varos teriil el egymassal szemben, a varosok uthalézata egy-egy adja-
cencia matrixaval adott iranyitott graf, a két varosban osszesen n csomépont van. A varosok
vezetése gyalogoshidat tervez épiteni a foly6én &t (jelenleg semmilyen hid sincs), szavazni le-
het, hogy ki hol szeretné latni a hidat, ehhez adott a lehetséges hidak listaja (két foly6parti
csomopont kozott legfeljebb egy terv van). Ugy szeretnénk szavazni, hogy az egyik varosban
levd A csomépontbeli lakdsunkbol a masik varosban fekvo B csomépontbeli egyetemiinkre
minél gyorsabban el tudjunk jutni gyalog. Ismerjiik a két varoson beliil a csomépontok kozti
gyaloglési iddinket és azt is, hogy a potencidlis hidakon milyen gyorsan tudnank atgyalogolni.
Adjon algoritmust, ami O(n?) 1épésben meghatdrozza, hogy melyik gyalogoshidra adjuk a sza-
vazatunkat.

. Milyen sorrendben veszi be az E pontbdl futtatott Prim algoritmus az éleket a minimalis
feszitofaba az alabbi grafban?

. Tegytik fel, hogy coNP C P. Kovetkezik-e ebbol, hogy az alabbi eldontési feladat NP-beli?
Input: G iranyitatlan graf és egy k egész szam

Kérdés: Igaz-e, hogy G nem szinezhetd k szinnel?

. Igazolja, hogy a kovetkez6 dontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes!

Input: G iranyitatlan graf

v(Q)

[ o
5019 hosszu at?

Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben létezik legalabb

(Itt v(G) a graf csicsainak szdmét jeldli.)

. Kiilfoldi 6sztondijakat szeretnénk megpalydzni, ezekhez ajanlélevelekre van szitkségiink. Ossze-
sen n helyre adunk be palyazatot, minden palyazathoz két ajanlélevél sziikséges. Ajanlélevelet
m darab embert6l tudunk kérni, de nem akarunk senkit sem tilsdgosan terhelni, ezért egy
embertdl legfeljebb egy ajanlélevelet akarunk kérni. (Az ajanldlevelek egyediek, egy levelet
csak egy palyazatnal tudunk felhasznélni.) Sajnos a pélyazatok olyanok, hogy nem minden
lehetséges ajanlé személy j6 minden helyre (azt tudjuk, hogy ki hova j6). Adjon algoritmust,
ami O((n + m)nm) lépésben javasol egy lehetséges megoldést!

Algoritmuselmélet vizsga
2012. majus 31.

. frja le a ladarendezés algoritmusat! Mennyi az algoritmus lépésszama, ha n rendezendd egész
szamunk van, melyek az [1,m] tartoméanyba esnek? A lépésszdamot indokolja is meg!



. Piros-fekete faban mit értiink egy cstics fekete-magassagan? Mondja ki és bizonyitsa be a
magassag és a fekete-magassag kozt fenndllé Gsszefliggéseket!

. Adja meg a MAXKLIKK és RESZGRAFIZO problémak pontos definicijdt és adjon meg egy
MAXKLIKK < RESZGRAFIZO Karp-redukciét! (A Karp-redukeié josagat nem kell igazolni.)

. Egy nagy nyari fesztivalon tobb helyszinen zajlanak a programok, 0sszesen n esemény van.
Elore eldontjiik, hogy mik érdekelnek minket és azt is eldontjiik, hogy amire elmegytink, azon
az elejétdl a végéig ott lesziink. Tudjuk, hogy melyik program mikor kezdodik és végzdodik
(tegyiik fel, hogy cstszas nincs) és ismerjiik azt is, hogy a helyszinek kozott mennyi id6 alatt
lehet 4térni. Adjon O(n?) lépésszdmu algoritmust, ami a minket érdekld programok koziil
kivalasztja a lehet6 legtobbet, amin részt tudunk venni.

. Egy 2-3 fdban az alabbi kulcsokat taroljuk: 1,5,7,8,12,13,20,21, a levelek feletti szinten a
csucsoknak (balrdl jobbra haladva) 3, 3,2 levelik van.

(a) Rajzolja fel a 2-3 fat, adja meg a belsé csicsokban levé cimkéket is!

(b) Szirja be a fdba a 6-ot, adja meg az igy kapott fat (a bels6 csicsokban levé cimkéket is)!

. Egy varos uthalozatat egy adjacenciamatrixaval adott irdnyitatlan, n csicsu graf irja le. A
varos utjai kivétel nélkiil feltjitasra szorulnak, minden élre adott a megfelel6 titszakasz felijitasi
koltsége. Szerencsére a varos annyi pénzt igényelhet tutfeldjitasra, amennyit csak akar, de az
Osszes tervezett utfelujitast egyszerre kell elvégezni és ha egy utszakaszon dolgoznak, akkor az
az él nem hasznéalhaté. Szeretnénk a lehetd legnagyobb koltségii felijitast megtalalni azzal a
feltétellel, hogy a varosnak jarhatonak kell maradnia ekozben, azaz barmely két csics kozott
kell, hogy legyen 1t feltijitds ald nem esé élekbél. Adjon algoritmust, ami O(n?) idében taldl
egy ilyen felujitast!

. Jelolje Y az alabbi eldontési feladatot:
Input: G irdnyitatlan graf és egy k egész szam
Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben nincsen k-foku cstcs?

Lehetséges-e, hogy NP # P ésY < RH egyszerre fennall?

. Igazolja, hogy a kovetkezd eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes!
Input: G iranyitatlan graf és G egy kijelolt v cstcsa

Kérdés: Igaz-e, hogy G kiszinezhetd 4 szinnel gy, hogy v szomszédainak szinei kozott a v
csucsatol kiilonbozo osszes tobbi 3 szin elofordul?

Algoritmuselmélet vizsga
2012. junius 7.

. Irjale a beszurasos rendezés bindris keresést hasznalé valtozatanak algoritmusat! Hany 6sszeha-
sonlitast és hany mozgatast hasznal az algoritmus n rendezendo elem esetén? A 1épésszamokat
bizonyitsa is be! (A bindris keresés 1épésszamat fel lehet hasznalni bizonyitas nélkiil.)

. Ebben a feladatban a piros-kék algoritmussal kapcsolatos kérdésekre kell valaszolnia. Mit
jelent az, hogy egy szinezés takaros? Mondja ki a kék szabalyt és mutassa be, hogy a Prim
algoritmusban hogyan hasznaljuk a kék szabalyt!

. frja le a Bellman-Ford algoritmus lényegét add rekurzios formulat és magyarazza el a benne
szerepld Osszefiiggést!



. Egy varos uthalozatat egy adjacencia matrixaval adott n csicsu irdanyitott graf irja le. A graf
egyik csucsdaban levé allatkertbol 6t elefant szokott meg, ezeket szerencsére elfogtak, a varos
ot kiilonbozo pontjan tartjak oket ketrecben. Szeretnénk egy elefant-szallité autéval mindet
begytijteni, de az elefantok és az auté is nehéz, nem minden iton tudunk vele haladni. Minden
élre ismert, hogy ott hany elefanttal tudunk kozlekedni és ismert az élhez tartozd 1t hossza
is. Adjon O(n?) 1épésszamu algoritmust, ami eldonti, hogy be tudjuk-e egy korben gytijteni az
Osszes elefantot (az allatkertbdl indulva és 6t elefénttal oda visszaérkezve) és ha ez lehetséges,
akkor javasol is egy lehetséges legrovidebb utvonalat. (Ha egy elefantot felvettiink, akkor azt
csak az allatkertben engedjiik ki. )

. Javasoljon adatszerkezetet nagy létszamu szobeli vizsgan felkésziilés kozben levo hallgatok nyil-
vantartasara. A kovetkezé harom miiveletet van:

TETELT- KAP(X, T): bejegyzi, hogy az X Neptun-kédu hallgaté T idépontban tételt kapott
(egy idépontban egy ember kap csak tételt)

KOVETKEZO: a legrégebben késziilo hallgaté Neptun-kédjat adja meg
VIZSGAZNIMEGY (X): X kédu hallgat6t kiveszi a felkésziild hallgaték koziil (nem mindig a
legrégebben késziilé hallgaté megy Vlzsgaznl)

Ha n felkésziil6 hallgaté van, akkor a KOVETKEZO miivelet lépésszama legyen O(1), a méasik
kett6é O(logn).

. Hajtsa végre az A csucsbdl a mélységi bejarast az alabbi éllistaval megadott iranyitott grafon,
rajzolja fel a kapott feszitéfat és osztalyozza a graf éleit! A graf éllistaja A:D, E; B:A, G;
C:D,G; D:B, F; E:C; F: B; G:D.

. Jelolje Y az alabbi eldontési feladatot:

Input: G irdnyitatlan graf

Kérdés: Igaz-e, hogy GG-ben nincsen 2012 elemt fliggetlen csicshalmaz?

Igaz-e, hogy ha SAT< Y fenndl, akkor P # N P?

. Igazolja, hogy a kovetkezo eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes!
Input: S = {s1,82,...,8, | $; € Q" minden 1 < i <n esetén}

Kérdés: Igaz-e, hogy létezik olyan diszjunkt S = S; U Sy U {s;} felosztdsa a szdmoknak, hogy
az Si-beli szamok Osszege megegyezik az Sa-beli szamok Gsszegével?

Algoritmuselmélet vizsga
2012. janius 14.

. Az alabbi feladatban a Dijkstra algoritmussal kapcsolatos kérdésekre kell vélaszolnia. Hogyan
(mikor) keriil egy elem a KESZ halmazba? Hogyan frissitjiikk a D tombdt, miutan egy x cstcs
a KESZ halmazba keriilt?

. frja le, hogy hogyan kell elemet tordlni egy 2-3 fabol! Mennyi a miivelet 1épésszama, ha a faban
n elemet tarolunk? (A lépésszamot nem kell igazolni.)

. Adja meg a 3-SZIN és a MAXFTLEN eldontési problémék pontos definiciéjat és adjon meg
egy 3-SZIN< MAXFTLEN Karp-redukciét! (A Karp-redukcié helyességét nem kell igazolni.)

. Két utazdiigynok érkezik Csillagvarosba tizleti utra. A varos uthalézatat egy n + 1 csicsu
iranyitatlan graf irja le, ahol a kozponti vy ponthoz a vy,...,v, pontok egy-egy éllel csillag-
szeriien kapcsolédnak, a varosban més Ut nincs. Minden (v, v;) élre ismert, hogy hany (egész)
percig tart végigutazni rajta (barmelyik irdnyban), illetve minden v; (1 < ¢ < n) csicshoz



tartozik egy h; (egész) szam is, ekkora bevételt lehet elérni az adott cstics meglatogatasaval (a
latogatds pillanatszert).

Az iigynokok egymastdl fliggetlentil haladnak, de utjukat mindketten a vy csicesbdl inditjak és
ott is fejezik be, egy v; (1 < i < n) csicsba legfeljebb az egyikiik latogathat el és legfeljebb
egyszer. Az utazasra Osszesen fejenként 1" perc (1" pozitiv egész) éll rendelkezésiikre. Javasoljon
O(nT?) koltségli algoritmust, amely meghatdrozza a kettejiik altal kozosen elérhetd maximélis
bevételt!

. Ellistéval adott egy iranyitatlan élsilyozott G graf és benne egy kijelolt v cstcs. Javasoljon
O(elogn) lépésszamu algoritmust, ami eldonti, hogy létezik-e olyan minimalis stlyt feszit6fa
G-ben, amelyben a v cstcs elséfokt, és ha létezik, akkor meg is ad egy ilyet.

. Az alabbi iranyitott G grafnak
(a) adja meg egy topologikus sorrendjét, majd
(b) hatarozza meg minden cstcsra a B cstcsbdl oda vezetd leghosszabb 1t hosszat!

. Tegyiik fel, hogy NP C P. Kovetkezik-e ebbdl, hogy az aldbbi eldontési feladat coNP-beli?
Input: G iranyitatlan, paros graf

Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben létezik két éldiszjunkt maximélis péarosités?

. Igazolja, hogy a kovetkezo eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes!
Input: G irdnyitatlan graf

Kérdés: Igaz-e, hogy G cstcsait két diszjunkt halmazra lehet osztani ugy, hogy a két halmazon
beliil 0sszesen legfeljebb 2012 él fut?




Algoritmuselmélet zarthelyi
2011. maércius 28.

. Egy problémara két algoritmusunk van.

Az A algoritmus az n > 2 méretii problémabdl 10 1épéssel 2 db n — 1 méretiit készit és ezeket oldja meg
rekurzivan.

A B az n > 2 méretii probléméabdl 3 lépéssel 4 db n — 1 méretiit készit és ezeket oldja meg rekurzivan.
Az n =1 esetben mindkét eljaras 1 1épést hasznal.

Melyik algoritmus lesz nagy n értékekre a gyorsabb?

. Van b darab boritékunk, az i-ediknek a hossza h;, a magassiga m;. Az i-edik boritékba akkor tudjuk
berakni a j-edik boritékot, ha h; < h; és m; < m; is teljesiil (nem forgatjuk és nem is hajtogatjuk a
boritékokat). Célunk, hogy minél hosszabb olyan lancot alakitsunk ki, hogy az i-edikben benne van a
j-edik, abban a k-adik, stb.

Legyen adott egy L > 0 egész és a h; és m; szamok. Hogyan lehet O(b?) lépésben eldénteni, hogy
kialakithaté-e a boritékokbol egy L hosszu lanc?

. Az A t6mb n kilonboz6 egész szamot tartalmaz, A[l] < A[2] < --- < A[n]. A B tomb is n egész szamot
tartalmaz, és tudjuk, hogy A[i] < B[i] < A[i] + 2 minden 1 < ¢ < n esetén. Hogyan lehet a B tombot
O(n) 6sszehasonlitdssal rendezni?

. Egy jatékban 4 szdmlalé értékét lehet allitgatni. Mindegyik a {0,1,2,...,n — 1} halmazbdl vesz fel
értéket. Egy lépésben egyetlen szamlélo értékét tudjuk valtoztatni, az i értékbdl i + 1 (mod n) vagy
i —1 (mod n) lehet. Adott a kezdeti pozicié (A1, Az, Az, Ay) és a cél (By, Be, Bs, By), valamint tiltott
pozicicknak egy listdja. Adjon algoritmust, amely O(n*) idében meghatarozza a minimalis lépésszamot,
amivel a kezd6poziciébdl eljuthatunk a célba tigy, hogy kozben egyetlen tiltott poziciét sem érintiink.

. Dijkstra-algoritmussal hatdrozza meg az aldbbi grafon az A pontbdl a tobbi pontba vezetd legrévidebb
utak hosszat az x pozitiv valés paraméter fliggvényében! Az algoritmus minden 1épése utan irja fel az
uthosszakat tartalmazé tomb allapotéat és a KESZ halmaz elemeit!

25
A
5
3 C
14 N
E
20

Milyen x értékre szerepel a neki megfeleld él valamelyik legrovidebb itban?
. Egy kupacban 7 elemet tarolunk. Hol helyezkedhet el a rendezés szerinti k6zéps6 elem?

. Egy bindris keres6faban az 1,2,3...,2% — 2 elemeket téroljuk. Tudjuk, hogy a fa egy teljes bindris fa.
Be akarjuk illeszteni a 0 szamot is a faba gy, hogy a végén megint olyan binaris keres6fat kapjunk, ami
teljes binaris fa. Igazolja, hogy ehhez az Osszes elemet el kell mozgatni a faban!

. Egy piros-fekete faban a 2010, 42, 1007, 1848, 3 elemeket taroljuk tigy, hogy a gytkérben levo elem a 42.
Hogyan nézhet ki a fa? (Adja meg az Osszeset és indokolja meg, hogy mds nincs!)




Algoritmuselmélet vizsgazarthelyi
2011. majus 26.

. Definiélja, hogy mit neveziink kupacnak és irjale a KUPACEP{TES eljarast! Mennyi az eljaras 1épésszama?
(Indokoléds nem kell.)

. frja le a gyorsrendezés algoritmusat! Milyen becslés ismert az algoritmus 1épésszamara a legrosszabb,
illetve atlagos esetben? (Indokolds nem kell.)

. frja le a Prim-algoritmust és indokolja meg, hogy ez piros-kék algoritmus!

. Egy A algoritmus az n > 4 hosszii bemenetek esetén 1 1épésben 8 darab n — 4 méretiit készit és ezeket
oldja meg rekurzivan. Tudjuk még, hogy ha n < 4, akkor a lépésszam legfeljebb 5. Kovetkezik-e ebbél,
hogy az A 1épésszéma

(a) O(2™) ? (b) O(n'&m) ?

. Egy 11 méreti hash-tabldba kettos hash-elést alkalmazva szirja be a 10, 22, 32, 4, 15, 28, 17 szdmokat a
megadott sorrendben! Legyen a hash-fiiggvény és a méasodlagos hash-fliggvény

h(z) =z (mod 11), h'(x) =z (mod 10) + 1.
A tébla allapotat minden besziras utdn adja meg!

. P-beli vagy NP-teljes az az eldontési probléma, melynek bemenete az
ai,as, ..., an, b, k pozitiv egészek, és az a kérdés, hogy b eléill-e legfeljebb k darab kiillonb6z6 a; Gssze-
geként?

. Adott egy G = (V, E) egyszerli, iranyitatlan graf, melynek az élei pozitiv szdmokkal vannak silyozva.
Olyan maximalis stilyu részgrafjat keressiik, mely ko6zos csiics nélkiili korokbol all és G minden csticsat
tartalmazza. Fogalmazza meg a problémat egészértékii programozasi feladatként! (A kapott EP feladatot
nem kell megoldanil)

. Egy konferencian egy id6ben két eldadés folyhat, az egyik egy nagyobb, a masik egy kisebb teremben.
Minden el6adéds egész orakor kezdddik, egy orat tart. Az el6adasok varhaté népszertisége alapjan mér
adott, hogy melyik eléadas melyik terembe keriil, ezen nem valtoztathatunk. Témaiuitkozések miatt
bizonyos eléadasparokat a szervezdk nem akarnak azonos idépontra tenni. Az megengedett, hogy egy
idében csak egy eléadas menjen, de a szervezék az egész konferencia hosszét (az el6addsokkal toltott 6rdk
szamét) a lehetd legkisebbnek szeretnék. Adjon meg egy polinom idejli algoritmust amivel a szervezdk
eléllithatnak egy, a feltételeknek megfelel§ beosztést!

Algoritmuselmélet vizsgazarthelyi
2011. junius 2.

. frja le a legrovidebb utak keresésére szolgalé Dijkstra-algoritmust! Mi az alkalmazdsanak feltétele? (Az
algoritmus helyességét nem kell bizonyitani.)

. Definidlja az UNIO-HOLVAN adatszerkezetet, és irja le, hogyan lehet fikkal megvaldsitani! Mennyi lesz
ebben az esetben az egyes miiveletek 1épésszama? (Indokolni nem kell.)

. Definidlja a Karp-redukciét, és igazolja, hogy ez tranzitiv!

. Legyen f(n) = f(|n/2]) 4+ 3n, han >2és f(1) =1. Mi az a legkisebb ¢, amelyre f(n) = O(n¢) ?



. Egy n > 2 elemet tarolé piros-fekete fa kicsit megsériilt. Minden adott réla, kivéve, hogy a gyokér baloldali
fidnak mi a szine és mi az ott tarolt elem. Adjon O(logn) lépésszamu algoritmust, amely meghatédrozza
az Osszes lehetdséget, hogy mi lehetett a cstics szine és az ott tarolt elem értéke!

. P-beli vagy NP-teljes a PARTICIO probléménak az a véltozata, amikor olyan megoldést keresiink, ahol
(a) a particié egyik felében csak péaros szamok vannak?

(b) a partici6 egyik felében csak paros, a masikban csak paratlan szdmok vannak?

. Az n > 3 elemli T halmaz minden ¢ eleméhez tartozik egy a(t) érték, ami egy egész szam. Egy részhalmaz
értéke legyen a benne levé elemek értékeinek Gsszege. Adott a T néhany részhalmaza Hy, Ho, ..., Hy C T.

A T halmaznak egy olyan maximalis érték(i S C T részhalmazdt keressiik, amelyik minden H; halmazbdl
legfeljebb 5 elemet tartalmaz.

Fogalmazza meg a problémét egészértékii programozasi feladatként! (A kapott EP feladatot nem kell
megoldani!)

. Ellistaval adott egy G = (V, E) irdnyitott graf és minden v csicsdhoz egy sily, s(v) € R. Tegyiik fel, hogy
a grafban nincs irdnyitott kor. Adjon O(|V| + |E|) 1épésszamu algoritmust, amely minden = csicshoz
meghatarozza a legkisebb silyu olyan csicsot, amibdl x irdnyitott ton elérhetd!

Algoritmuselmélet vizsgazarthelyi
2011. jinius 9.

. Definidlja a 2-3 fat, sorolja fel a miiveleteit (ezek algoritmusat nem kell leirni)! Ha n elemet tarolunk,
akkor milyen messze lehetnek ezek az elemek a gyokértol? Viélaszat indokolja is meg!

. frja le a legrovidebb utak keresésére szolgdlé Floyd-algoritmust! Mennyi az algoritmus lépésszama
matrixos megadas esetén? (Indokolni nem kell.)

. Mit neveziink hatékony tantusitvanynak és mikor mondjuk, hogy egy probléma NP-ben van? Adjon egy
példét is egy NP-beli problémadra (ne csak a nevét, pontos definiciét is irjon), és indokolja meg, hogy ez
miért NP-beli!

. Legyen f(n) <3f(n—1), han > 2 pdros, és f(n) < f(n—1)+8 han > 3 paratlan, f(1) = 5. Kovetkezik-e
ebbdl, hogy f(n) = O(3"), illetve, hogy f(n) = Q(n+8) ?

. Az aldbbi hash-tablat az tiresbdl kiindulva beszurasok sorozataval kaptuk. Hatdrozza meg a beszurdsok
Osszes lehetséges sorrendjét, ha a hash-fliggvény a h(z) = 3z (mod 10) volt és a nyitott cimzésli hash-elést
linedris préobaval alkalmaztuk!

0123|456 |7]8]9
5119133323

. Ellistaval adott a G = (V, E) irdnyitott graf. Valaki azt éllitotta, hogy a grafban barmely u,v € V
cstcsra, u # v, teljesiil, hogy legfeljebb 1 1t mentén juthatunk el u-bél v-be. Adjon O(|V] + |E|)
1épésszamu algoritmust, amivel ellendrizni lehet, hogy igaz-e az allitas!

. Egy tobbnapos kirdnduldsndl a kornyék térképe egy iranyitatlan gréaffal adott. Célunk, hogy a graf
egyik csicsdban legyen a széllasunk, ahonnan minden nap egy gréafbeli utat jarunk be (egy it mentén
elmegyiink valameddig, és azutan ugyanezen az ttvonalon tériink vissza). Azt szeretnénk, hogy minden
nap csupa Uj latnivaléhoz jussunk el, azaz a szédllason kiviil ne legyen kozos pontja a kiilonb6z6 napokon
bejart utaknak. Kérdés, hogy meg tudjuk-e valasztani a széllashelyet gy, hogy ily médon a graf minden
pontjaban jarjunk (a napok szaméra nincs korlat, addig maradunk, amig van djabb utvonal).

Vagy adjon a feladatra polinom idejii algoritmust vagy mutassa meg, hogy az eldontési probléma NP-
teljes!



8. A hatizsdkproblémanak tekintsiik azt a specidlis esetét, amikor mind az n darab targy s; sulyara és v;
értékére fenndall, hogy s; < v; < 2s; és azt is tudjuk, hogy minden térgy silya legfeljebb a stlykorlat 1/3-
a. Adjon O(n) lépésszamu algoritmust, amely ilyen feltételek mellett c-kozelité algoritmus valamilyen
konstans ¢ szdmral

Algoritmuselmélet vizsgazarthelyi
2011. junius 16.

1. Irja le a radix rendezés algoritmusat! Mikor alkalmazhaté és mennyi az algoritmus lépésszdma? (A
lépésszamot nem kell indokolni.)

2. Definidlja a piros-fekete fat! (A miiveletek leirdsa nem kell.) frja le a magassag és a fekete magassig
kozotti Osszefliggést, és indokolja meg, miért teljesiil!

3. frja le a tanult mddszert, ahogyan egy éllistdjaval megadott, mar topologikusan rendezett silyozott
grafban linedris idében meg lehet hatarozni egy adott v csiicsbdl az 6sszes tobbi csticsba mend legrovidebb
Ut hosszat!

4. Az aldbbi fiiggvényeket rendezze sorba oly mdédon, hogy ha f; utdn kozvetleniil f; kovetkezik, akkor
fi = O(f;) teljesiiljon!

fi(n) = 6™ + 100n, fo(n) = 42n518™ — 3n2, f3(n) = 2011n!/(|n/2]").

5. Van egy hatizsakunk, amelybe legfeljebb b 6sszsilyt dolgot rakhatunk. Egy raktarban p kiilonb6z6 polcon
vannak elhelyezve targyak, minden polcon legfeljebb d darab. Az i-edik polc j-edik tdrgydnak silya s; ;,
dra a; ;. Adjon algoritmust, amely a b, s;;, a;; pozitiv egész szdmok ismeretében meghatdrozza, hogy
maximum mennyi lehet a hatizsdkba rakott targyak arainak 0sszege, ha minden polcrdl legfeljebb 1 darab
targyat valaszthatunk! Az algoritmus lépésszama legyen O(pbd).

6. Ellistaval adott a G irdanyitatlan egyszeri, Osszefiigg6 graf, melynek n csicsa, e éle van és minden f éléhez
egy 1 < s(f) < negész suly tartozik. Olyan feszit6fat keresiink G-ben, amelyben az élek silya nem nagyon
tér el egymdstdl, azaz van hozzd egy k > 0 egész, amire a feszitéfa minden f élére 28 < s(f) < 2F+!
teljesiil. Adjon O(elogn) 1épésszamu algoritmust, amely a feltételeknek megfeleld feszitéfak kozil egy
minimdalis sulyit taldl (ha egyaltaldn van ilyen feszit6fa)!

7. Az aldbbi két eldéntési problémadra teljesiil-e, hogy A < B, illetve, hogy B < A 7
A: bemenete egy G = (V, F) irdnyitatlan gréaf, kérdés, igaz-e, hogy legaldbb 3 szin kell a csicsainak a
kiszinezéséhez.
B: bemenete egy G1 = (V1, E1) és egy Ga = (Va, Es) irdnyitatlan graf, kérdés, igaz-e, hogy Gi-nek van
G-vel izomorf részgrafja.

8. Egy G = (V, E) irdnyitatlan gréfban olyan legkisebb A C V' ponthalmazt keresiink, amelyre igaz, hogy
minden v € V' cstcsnak van legaldbb egy olyan {v,u} éle, hogy u € A.

Fogalmazza meg a problémat az éran tanult alaki egészértékii programozési feladatként! (A kapott EP
feladatot nem kell megoldani!)




Algoritmuselmélet zarthelyi
2010. aprilis 19.

. Legyen fi(n) = n31%8" és fo(n) = 2010 - 41°8™18" Tgaz-e hogy f1 = O(f2), illetve, hogy fo = O(f1) ?

. Igaz-e, hogy az A[l] = 3, A[2] = 15, A[3] = 10, A[4] = 25, A[5] = 29, A[6] = 17, A[8] = 28, A[9] = 30
tomb egy kupacot tartalmaz? Ha igen, rajzolja le a kupacot és a rajzon hajtsa végre a BESZUR(11)
miiveletet!

. Az A toémbben n kiilénb6z6 szdmot térolunk. Tudjuk, hogy A[l] > A[2] és A[n — 1] < A[n]. Adjon
algoritmust, mely O(logn) Gsszehasonlitdssal megtaldl a tombben egy lokélis minimumot (ha van), azaz
egy olyan 1 <i < n indexet, hogy A[i] témbbeli szomszédai nagyobbak, mint A[i].

. Adott 2F — 1 kiilonb6z6 szdm, mindegyik az {1,2,...,n} halmazbél, ezekbdl kell egy O(k) mélységii
bindris keres6fat késziteni. Adjon olyan algoritmust, amely ezt O(n) 1épésben megcsinéljal

. El6fordulhat-e, hogy egy piros-fekete faban a KERES miivelet végrehajtasa soran bejart nem levél
cstcsokban sorban a 2, 20, 12, 5, 8, 15, 10 elemeket talaljuk?

. Egy M mérett hash-tdblaba n < M elemet raktunk be nyitott cimzéssel, kvadratikus prébaval, a h(z)
hash-fiiggvényt hasznalva. Ennek sorén ¢ litkdzés tortént (ennyiszer kellett tovdbb préobélkoznunk, egy
elem beszirasa sordn tobb iitkozés is lehetett). Ugyanezt az n elemet ugyanabban a sorrendben beszirtuk
egy M? méretii hash-tablédba is, de most lineéris probaval, M - h(x)+ 1 hash-fiiggvénnyel, ekkor t5 iitkozés
tortént. Igazolja, hogy to < t;.

. Egy n x k méreti tablazatban van néhany megjelolt elem. A tablazat bal alsé sarkabdl akarunk eljutni a
jobb fels6 sarkaba gy, hogy minden 1épésben a tablazat egy elemérol vagy a kozvetlen felette vagy a tole
jobbra levé elemre mehetiink (ha van ilyen). Adjon O(nk) idejii algoritmust, amely a megjelolt elemek
helyét ismerve meghatarozza, hogy egy ilyen 1t sordn maximalisan hany alkalommal tudunk megjelolt
elemre 1épni!

. A husvéti nyul belefaradt, hogy mindenki ajandékot var téle. Ezentidl ugy jar el, hogy az elsd helyen, ahova
odamegy nem ad ajandékot, a masodik helyen ad ajandékot, a kévetkezén megint nem ad, és igy tovabb.
Adott egy G = (V, E) egyszer(i irdnyitott graf, ami azt mutatja, hogy az = csicsnak megfelel6 helyrél
a nyudl kovetkezd 1épése mely y csticsokba vihet, az él silya jelzi az atjutdshoz sziikséges idét. Tegyiik
fel, hogy matrixaval adott a graf, tudjuk, hogy a nyidl az f € V fészkébdl indul, a mi helyzetiinket az
m € V cstics jelzi. Adjon O(|V[?) idejii algoritmust, amellyel meghatérozhatjuk, hogy mi az a legkordbbi
idépont, amikor a nyuil ajandékoszt6 kedvvel érhet hozzank! (A nyil ttja soran egy csticsot tobbszor is
meglitogathat és nem kell minden cstcsba eljutnia.)




Algoritmuselmélet vizsgazarthelyi
2010. majus 27.

. Definidlja a binaris keres6fat (a miiveleteit is sorolja fel)! frja le részletesen a TOROL eljarést!

. frja le az egy pontbdl szamitott legrévidebb utak meghatirozasara valé Bellman-Ford-algoritmust és
magyarazza meg, miért helyes az algoritmus! Métrixos megadas esetén mennyi a lépésszama? (Ezt nem
kell indokolni.)

. frja le a LADAPAKOLAS problémara szolgalé First Fit algoritmust! Igazolja hogy ez egy 2-kozelitd
eljéras!

. Tudjuk, hogy az f(n) figgvényre f(1) = f(2) = 1 és minden n > 2 esetben f(n) = 3f(n — 2) + 2n.
Kovetkezik-e ebbdl, hogy f(n) = O(n?), illetve, hogy f(n) = Q(27/2) ?

. Tudjuk, hogy az a1, as, ..., a, lista egy csupa pozitiv elemii rendezett listabdl gy keletkezett, hogy annak
minden elemét vagy 2-vel vagy (—2)-vel szoroztuk. Adjon algoritmust, ami az a; listdit O(n) 1épésben
rendezi!

. Adott egy G = (V, E) iranyitatlan, Osszefiiggd, silyozott graf az éllistdjaval valamint egy f € E él.
Tegyiik fel, hogy a grafban minden él silya kiilonb6z6. Adjon O(|V|+ |E|) 1épésszami algoritmust annak
eldéntésére, hogy van-e olyan minimélis feszit6fa G-ben, amely tartalmazza az f élet!

. Az X probléma bemenete egy binarisan felirt N > 0 egész szam, és akkor lesz a valasz igen, ha N nem
2-hatvany. Az Y probléma bemenete egy G egyszeri graf, és akkor lesz a vélasz igen, ha G csiicsainak
szinezéséhez 3-nél tobb szin kell. Ha feltessziik, hogy P # NP, akkor van-e X < Y illetve ¥ < X
Karp-redukcié?

. Az arviz tobb helyen fenyegeti a gatakat, tudjuk, hogy n kritikus hely van. Ezek koziil az i-ediknél a gat
megfeleld megerdsitéséhez h; darab homokzsdk kell. Ha az erésités nem torténik meg (vagy csak kevesebb
homokzsdkkal), akkor az i-edik helyen k; kért okoz a folyé. Adottak a h; és k; pozitiv szdmok, tovabbd a
gatak megerdsitéséhez Gsszesen rendelkezésre 8116 homokzsdkok Z szdma (Z > 0 egész). Azt szeretnénk
meghatarozni, hogy ennyi homokzsakkal hogyan tudjuk a kart minimalizalni, ha feltessziik, hogy a meg
nem erésitett pontokon keletkez6 karok Gsszeadédnak.

Fogalmazza meg a feladatot eldontési problémaként és vagy adjon ré polinomidlis algoritmust vagy iga-
zolja, hogy a probléma NP-teljes!

Algoritmuselmélet vizsgazarthelyi
2010. junius 3.

. Irja le az Osszefésiilés és Osszefésiiléses rendezés algoritmusat! Melyiknek mennyi a 1épésszéama és miért?

. Irja le a minimalis feszitéfakra hasznalt piros és kék szabdlyt, valamint a piros-kék algoritmust! (A Prim-
és Kruskal-algoritmust nem kell lefrni!)

. Definidlja a Karp-redukciét és igazolja, hogy ha X <Y és Y € P, akkor X € P.

. Tudjuk, hogy f(n) = O(g(n)). Ha n > akkor legyen h(n) = EIZP f(2i). Kovetkezik-e, hogy
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h(n) = O(g(n)), illetve, hogy h(n) = Q(g(n))?



5. A rajzon lathaté faban hanyféleképpen lehet kijelolni, hogy melyik csics legyen piros és melyik fekete
gy, hogy ez megfeleljen egy piros-fekete fa szinezésének?

/

6. Egy falutorténet iréja n kordbbi lakosrodl gyiijtott informéciokat. A kérdésekre kapott valaszok a kovetkezd
tipusiak voltak:

¢ S; személy meghalt S; sziiletése el6tt;
e S; szemdély élete sordn sziiletett Sj;
e S; személy kordbban sziiletett, mint S;;

e S; kordbban halt meg, mint S;.

Egy S;, S; parra nem biztos, hogy szerepel minden vélasztipus, és olyan par is lehet, amely egyetlen
valaszban sem szerepel egyltt. Mivel az emberek idénként rosszul emlékeznek, nem biztos, hogy minden
kapott informécié helyes. Adjon algoritmust, amivel k db fenti tipusi vélaszrél O(n + k) 1épésben
eldonthetd, hogy van-e kozottiik ellentmondas.

7. P-beli vagy NP-teljes az aldbbi probléma? Adott egy G = (V, E) egyszerii graf és egy k > 0 egész szam.
Kérdés, hogy van-e G-nek néhany Osszefliggé6 komponense, melyek pontszamainak 6sszege éppen k.

8. Fogalmazza meg egész értékii programozési feladatként az aldbbi problémét! Egy adott G = (V, E)
iranyitatlan egyszerli grafban keresiink olyan maximalis méreti D C V csucshalmazt, melyre teljesiil,
hogy minden x € V csicsnak legfeljebb 2 szomszédja van a D halmazban!

Algoritmuselmélet vizsgazarthelyi
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1. Definidlja a 2-3 fikat (a miiveletek felsoroldasdval egyiitt)! Mennyi lehet egy n elemet tarolé 2-3 fa
szintszama és miért?

2. frja le a mélységi bejaras algoritmusat és hogy hogyan lehet kozben az éleket is osztdlyozni! Mennyi az
algoritmus 1épésszama éllistés esetben? (Indokolni nem kell.)

3. Mit jelent az NP és hogy valami NP-teljes? Adja meg az aldbbi probléméak pontos definiciéjat: SSZfN,
RH, X3C, és az egyikr6l magyardzza meg, miért van NP-ben!

4. Az f(n) fiiggvényre minden n > 1 esetben f(n) < f(|n/2]) + 3logn és f(1) = 2 teljesiil. Kovetkezik-e
ebbél, hogy f(n) = O(n), illetve, hogy f(n) = O((logn)?) ?

5. Egy pozitiv egész élstulyokkal ellatott iranyitott grafon a A|B|C|D|E]|F
Dijkstra-algoritmust futtattuk az A csticsbdl inditva. Az 0l | 9] 3]c0]10
alabbi, kissé toredékes, tablazatunk van az eredményrél. Mi- 0l151 8131 21 6
lyen értékek szerepelhettek a tabldzatban az x és y helyeken? ol1al 713151 6
Véget ért-e az algoritmus, és ha nem, adja meg a tablazat 010y [3]5]6

Osszes lehetséges folytatasat!



. Ellistéjéval adott egy G = (V, E) egyszerii, Osszefiiggd, irdnyitatlan graf, melynek éleihez csupa kiilénboz6
sulyt rendeltiink. A gréfot ugy akarjuk felosztani k darab G1 = (V4, E1), ..., Gy = (Vi, E)) Osszefiiggd
részgrafra, hogy GG minden csiicsa pontosan egy Vi-ben legyen benne. KEgy ilyen felbontds értéke a
kiilonboz6 V; cstcshalmazok kozott mend élek sulyai koziil a legkisebb. Adjon O(|E|log |E|) 1épésszamu
algoritmust, mely adott G és k esetén meghatiroz egy maximalis értéki felosztast!

. Keréknek hivjuk az olyan grafokat, mint amilyen az abran lathaté (a
példa egy 12 pontu kerék). Az X problémandl adott egy irdnyitatlan G
graf és egy k > 0 egész szam, kérdés, hogy részgrafként van-e a G-ben
egy legaldbb k pontu kerék? Igaz-e, hogy X < H, illetve H < X (ahol
H a Hamilton-kor problémét jeloli)?

. Adott egy egyszeril irdnyitatlan graf, az élein pozitiv egész silyokkal. A grafban egy parositas silya a
benne levd élek silyainak Osszege. Olyan parositast keresiink a grafban, amelynek a silya maximalis
(az nem szamit, héany élbol all, csak a stlya az érdekes). Hogyan lehet ezt a problémét egészértéki
programozasi feladatként felirni? (A kapott EP feladatot nem kell megoldanil)
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. frja le, hogy a nyitott cimzésti hash-elésnél hogyan miikodik a KERES eljaras, ha linedris, illetve ha
kvadratikus prébét haszndlunk!

. Igazolja, hogy a Prim-algoritmus egy piros-kék algoritmus! Mennyi az algoritmus lépésszama métrixos,
illetve éllistds esetben? (A lépésszamokat nem kell indokolni.)

. Irja le az NP és NP-teljesség definici6jat! Adja meg az alabbi problémék pontos definiciéjat: MAXFTL,
RH, 3DH, és az egyikrél magyarizza meg, miért van NP-ben!

. Tudjuk, hogy az f(n) fliggvényre f(1) = 3, valamint minden n > 1 esetben f(n) = 2- f(|n/2]) + 5n.
Ko6vetkezik-e ebbol, hogy

(a) f(n) =0(n?) ?

(b) f(n) = O(nlogn) ?

. Adott az n elemit A[1] < A2] < ... < A[n] tomb. Hogyan lehet O(logn) lépésben meghatarozni, hogy
az n kozil hdny elemnek az értéke egyezik meg az A[1] értékkel?

. A G = (V,E) osszefiiggd, irdnyitatlan silyozott grafban |E| < |V| 4 100. Adjon O(]V]) 1épésszamu
algoritmust egy minimaélis feszit6fa meghatdrozaséral

. Az X problémaban adott egy G dag és egy k pozitiv egész szdm, a kérdés, hogy van-e G-ben egy legalabb
k éli ut. Igaz-e, hogy X < 3SZIN, illetve, hogy 3SZIN < X 7

. Adott egy G = (V, E) egyszerli, irdnyitatlan graf. Egy olyan W C V halmazt keresiink, amely a lehetd
legtobb csticsbdl all és teljestil rd, hogy a grafban barmely 2 fiiggetlen él 4 végpontjabdl W legfeljebb 2
pontot tartalmaz.

Hogyan lehet ezt a problémat egészértékii programozasi feladatként felirni? (A kapott EP feladatot nem
kell megoldanil!)




