Nyelvek és automatak 2021

7. Turing-gépek, R, RE

1. Legyen M egy véges automata, aminek abécéje ¥ = {0,1,2,3}. Hogyan lehet ebbdl egy olyan M’ véges
automatat késziteni, aminek abécéje X' = {0,1} és az L(M') szavait ugy kapjuk L(M) szavaibol, hogy ¥
karakterei helyett a megfelels két-két bitet irjuk egymas utan. (Példaul, ha 0103 € L(M), akkor 00010011 €
L(M’).)

Megoldds: Otlet: képzeljitk azt, hogy M atmenetei két bitesek. Ez igy a biteken nem lenne szabalyos VA,
hiszen annak atmenetei csak egy-egy karaktertol fiigghetnek. Ugy kaphatunk egy (szabalyos) M’ véges
automatat, hogy minden eredeti atmenetet két 1épéssel helyettesitiink.

Az M minden ¢ allapotahoz vegyiink fel két tovabbi allapotot: ¢q,¢1. Az M minden (g, a) — ¢’ dtmenetéhez
(ahol a = b1be € {00,01,10,11}) tartozzon az M'-ben a (q,b1) — qp, és a (qp,,b2) — ¢ atmenet.

Kezddsallapot az M kezdgGallaota, elfogaddk az M elfogado allaotai.

annyi lépésbdl allnak), a két automata ugyanazokat a szavakat fogadja el.

2. Véazolja, hogyan kell az el6z6 feladat konstrukcidjat modositani, kiegésziteni, ha véges automatak helyett
Turing-gépekrél van sz6.

Megoldds: A Turing-gép feliil is tudja irni a szalag tartalmat, és a fejét is megfeleléen mozgatni kell. Itt 1
eredeti 1épést nem két 1épés fog helyettesiteni, mert két 1épés kell ahhoz, hogy a bemeneti informéaciot ossze-
gytljtsiik, és ez utan lehet csak feliilirni a szalagot és a fejet a megfelels helyre vinni. Pl. egy szalagos esetben
egy 6(q,a) = (¢, ¢, B) atmenetet a = ajag, ¢ = cico esetén a kovetkezs lépéssorozattal helyettesithetjiik":

beolvasas+2. bit felillirasa: (¢, a1) = (¢a,, 01, B),  (¢ay,a2) = (¢a1 a0, 2, B)

1. bit feliilirasa: (9a1,a9-01) = (¢',c1, B)
ahol qq,, qa,,a, 8z eredeti atmenethez tartozoé 14j allapotok.
Ha a fej eredetileg helyben marad, akkor hasonlé jo, csak az utolséd lépésben nem B, hanem H kell (és ezzel
az els6 biten 4all a fej). A jobbra lépéshez itt is meg még egyszer jobbra kell 1épni (amihez tjabb &allapot
sziikséegs).

3. Igazolja, hogy Lg
(a) rekurzivan felsorolhato!

(b) nem rekurziv!

Megoldds: Lg={w:w & Ly} = {w: nem TG kod vagy w € L(M,,)}.
(a) Ehhez azt kell megmutatni, hogy van az Ly nyelvet elfogadé TG. Vazolunk egyet.
Az M gép egy w bemeneten
e ellendrzi, hogy w egy TG kbédja-e. Ha nem, akkor M &lljon meg elfogad6 allapotban.
o Futtatja az M, gépet a w bemeneten.
— Ha ez elfogad, akkor M is alljon meg elfogadoban.
— Ha M,, megall és elutasit, akkor M is alljon meg egy nem elfogadé allapotban.
(Természetesen, ha M, nem all meg, akkor az ezt futtaté M sem fog.)

Ekkor L(M) az els§ pont miatt tartalmazza a nem kodokat, tovabbé, a masodik miatt azokat a w szavakat,
melyekre M, elfogadja w-t — és pont ez amit akartunk.

(b) Ha Ly egy rekurziv nyelv, akkor a komplementere is az, de Ly ¢ RE és ezért Ly € R.

4. Legyen L = {w#s : w € Ly és M, nem fogadja el az s szot }. Igaz-e, hogy
(a) L € R?
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(b) L € RE?

Megoldas: Egyik sem igaz. Ehhez vegyiik észre, hogy {w : w#w € L} = Ly. Nézziik el6ébb a (b) pontot.

(b) Tegytik fel, hogy igaz, ami azt jelenti, hogy van olyan M TG, amire L(M) = L. Ebbdl készithetiink
egy, az Lq nyelvet felismers My TG-t:
M, egy tetszOleges w bemeneten azt csinalja, hogy futtatja az M gépet a w#w szén. Az My pontosan akkor
fogadjon el, ha M igy tesz. Ekkor L(My) = Lg, ami azt is jelentené, hogy L, rekurzivan felsorolhato. De
tudjuk, hogy Lg € RE, tehat L ¢ RE.

(a) Ha L ¢ RE, akkor L ¢ R, hiszen R C RE.

5. Igazolja, hogy ha L rekurziv, akkor L* is rekurziv!

Megoldds: L rekurziv, tehét van olyan 1 szalagos, determinisztikus M TG, ami minden bemeneten megall
és L(M)=L.

Egy adott w bemeneten M *-nak azt kell eldontenie, hogy w felbonthaté-e néhany részre tigy, hogy mindegyik
rész L-ben legyen. Az M™* TG a kiévetkezd algoritmust valositja meg: Ha a bemenet az iires sz6, akkor megall,
elfogad. Egyébként, egy nem iires w bement esetén sorban veszi ennek a kiilonb6z6 felbontasait (1 részre,
2 részre az Osszes lehetséges modon, stb., egészen a |w| részre, azaz betiikre bontasig). Az M™* az aktuélis
felbontas minden darabjan egymés utan futtatja az M gépet. Ha valamelyik felbontdsnal mindegyik futtatas
elfogadassal zarul, akkor M* alljon meg elfogado allapotban. Ha ez egyszer sem torténik meg, akkor amikor
M* az eljaras végére ért, alljon meg elutasité allapotban.

Igy M* pontosan akkor fogadja el a w szot, ha w € L*.

Ezt egyszertien meg lehet valositani, pl. egy 4 szalagos TG-vel: A méasodikra a szalag elejének megjeldlése
utan lemésoljuk a bemenetet (ez csak azért kell, hogy a bemenetnek egyszertien vissza tudjunk menni az
elejére). A 3. szalag az aktualis felbontas és az aktudlisan vizsgalt darab nyilvantartasara szolgal. A 4.
szalagra masolja 4t M™ a megfelel6 darabot, és ezen futtatja M-et.

Minden w sz6 esetén véges sok lehetdség van a felbontéasra, ezek mindegyikénél véges sok darab van, amikre

az M-et futtatni kell. Mivel a feltevés szerint M mindig megall, ez az egész egy véges eljaras lesz.

6. Igazolja, hogy ha L rekurzivan felsorolhato, akkor L* is rekurzivan felsorolhato!

Megoldds: Az el6z6, a rekurziv nyelvre vonatkozo megoldéassal itt az a baj, hogy ha egy széra M nem
all meg, akkor nem lenne lehetdség a kivetkezd felbontast kiprobalni. Ezért a szokésos 1épésszémkorlétos
futtatast kell bevezetni, példaul igy:

¢ =1,2,... esetén nézziik sorban végig az Osszes lehetséges felbontast (csak véges sok van!), mindegyiknél
minden darabon ¢ 1épésig futtassuk az M gépet. Ha valamelyik felbontasnal minden darabot elfogad M ezen
a lépésszamon beliil, akkor M* alljon meg elfogadé allapotban, kiilonben folytassa az eljarast.

Ekkor, ha w € L*, akkor van olyan felbontas, és olyan ¢, hogy az adott felbontas minden darabjat az M gép
£ 1épésen beliil elfogadja. Ilyen esetben pedig az M* megéll elfogadd allapotban.

Ha viszont w ¢ L*, akkor ez az M™* nem fog megallni, és ezért persze nem is fogad el, ami helyes miikddés.
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