Dimenziocsokkentési eljarasok
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A valésagban el6fordulé adathalmazok jellemz&en nehezen attekinthetdek, hiszen ketténél tobb valtozot
(dimenziét) tartalmaznak, ezért az adathalmazban rejld osszefiiggések konnyen rejtve maradhatnak. Az
adatok megfelel6 prezentaldsa, a helyes “rélatési szog” meghatarozasa kulcsfontossigu.

A dimenzidcsokkentési eljarasok kulcsfontossdguak a sok dimenziéval rendelkezé adathalmazok attekintéséhez.
Tekintsiik példaul az alabbi adathalmazt, amely az egyes orszagok étkezési szokasait jellemzi alapvetd
élelmiszerek fogyasztdsdnak mérésével (1973-as adatok).

data.file <- read.table("protein.txt", NB? TRUE)
data <- data.filel[,-1]
rownames (data) <- data.filel[,1]

head(data)

## RedMeat WhiteMeat Eggs Milk Fish Cereals Starch Nuts Fr.Veg
## Albania 10.1 1.4 0.5 8.9 0.2 42.3 0.6 5.5 1.7
## Austria 8.9 14.0 4.3 19.9 2.1 28.0 3.6 1.3 4.3
## Belgium 13.5 9.3 4.1 17.5 4.5 26.6 5.7 2.1 4.0



Figure 1: Az elefant és a vakok esete



## Bulgaria 7.8 6.0 1.6 8.3 1.2 56.7 1.1 3.7 4.2
## Czechoslovakia 9.7 11.4 2.8 12.5 2.0 34.3 5.0 1.1 4.0
## Denmark 10.6 10.8 3.7 25.0 9.9 21.9 4.8 0. 2.4

Jol lathatd, hogy Osszesen 9 élelmiszer tipust sorol fel a tablazat, igy azt is mondhatjuk, hogy az egyes
orszagokhoz a 9 dimenziés térben elhelyezhetiink egy pontot, amely azt az orszigot jellemzi. Vildgos, hogy
9 dimenzids dbrazolas kozvetleniil nem végezhetd el, tehat valamiképpen csokkenteniink kell a dimenzidk
szamat.

A dimenzicsokkentés feladatanak szamos motivaciéja lehet. Az egyik cél, hogy az adathalmazt kisebb helyen
tudjuk térolni, tehat tomoritsitk. A masik - és itt els6sorban ezzel foglalkozunk -, hogy az adatok attekintését
segitse, az adathalmazban taldlhat6 informéaciokat alacsonyabb dimenzids térben is megorizhessiik. Mind az
adatfeldolgozas, mind az adatok dbrézolasa a csokkentett dimenzids térben is megtérténhet. Itt elsésorban az
abrazolasi és attekintési feladatokban fogjuk kihasznalni a dimenzidcstkkentési lehetoségeket.

Projekcié transzformacié nélkiil

Szamos esetben az adat projekcié énmagaban is elegend6 a dimenziészam csokkentéséhez. Elképzelhetd, hogy
szamos attribitum elhagyhaté, hiszen vagy nem képezi a vizsgalodasunk targyat, vagy éppen nem jarul hozza
az adathalmazhoz informéciéval (pl. az értéke konstans). Ha példaul csak egyetlen dimenziéra vagyunk
kivéncsiak, akkor kivdlasztjuk az egyik dimenziét (pl. a halakat), és dbrdzolhatjuk az egyes pontok (sorok)
értékeit:

barplot(data$Fish, rownames (data), 2, "Fish")
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Jol latszik, hogy Magyarorszag, Roménia, Albania és Jugoszliavia nagyon kevés halat fogyasztanak. Az
abréazolast megtehetjiik egyesével az 0sszes dimenzidra:

for(name in names(data))

{

barplot(datal[namel], rownames (data) , 2, name)

}
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Ha esetleg az egyes adatsorok elhelyezkedését szeretnénk vizsgalni két kivalasztott dimenzié terében, akkor
mar két dimenzids projekciét végziink. Példaul, ha a fehér hiisok és tojas fogyasztasanak ardnyara vagyunk
kivancsiak, kivalaszhatjuk az elsé két dimenziét, és abrazolhatjuk:

plot (WhiteMeat~Eggs, data, c(0,5), c(0,15))
text (WhiteMeat~Eggs, data, rownames (data) , 1)
grid()
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Az érdekes, hogy ebben az esetben két, esetleg harom jol elkiilonitheté csoportot latunk az egyes orszagok
kozott, hiszen a jobb felsé orszagok (pl. Magyarorszag, Ausztria, stb.) esetében a magas tojds fogyasztas



magas fehér hus fogyasztdssal jar (nem biztos, hogy ok-okozati az Osszefiiggés), mig példaul Portugélia és
Romaéanidban mindkett6 alacsony. Az 6sszes dimenziérél kaphatunk némi attekintést, ha egyszeriien az Gsszes
dimenziét az 6sszes masik dimenzidval abrazoljuk. Ez értelemszertien N dimenzi6 esetén (g ) abrat fog

jelenteni legaldbb (jelen esetben 36 darab &bra).

plot(data)
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Fokomponens analizis

Az egyik leggyakoribb, és legalapvetébb dimenzidcstkkentési eljards az Gn. f6komponens analizis (PCA -
Principal Component Analysis).

Motivacié
A PCA motivaciéjadhoz tekintsiik az aldbbi két adathalmazt (m1,m2), melyek egy dimenzids projekcidit
hisztogrammként abrazoljuk.

mi<-matrix(rnorm(10000,0,1), 2)
m2<-matrix (rnorm(10000,0,1), 2)
m2<-m2 %x*% matrix(c(1,0,0.9,0.435), 2)
par( c(2,2))

hist(mil[,1])

hist(mi[,2])

hist(m2[,1])

hist(m2[,2])



Histogram of m1][, 1] Histogram of m1][, 2]

> >
8 o 8 o
S g -
o o
LL LL
C T i i | C T i i i |
-4 -2 0 2 -4 -2 0 2 4
m1][, 1] m1[, 2]
Histogram of m2[, 1] Histogram of m2][, 2]
o
8
3 > =
g S S
=) © S o
g g S
LL LL
e i i i | e i i i |
-2 0 2 4 -2 0 2 4
m2[, 1] m2[, 2]
par ( c(1,1))

Habér a hisztogrammok hasonlénak tiinnek, a két adathalmaz nem azonos, és ez a kiillonbség az egyes valtozok
osszefiiggéseiben keresend6k (pontosabban a kovariancidban).

plot(mi, i)
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plot(m2, 1
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m2],1]
cov(ml)
## [,1] [,2]

## [1,] 0.95162582 -0.01896358
## [2,] -0.01896358 0.99028535

cov(m2)

## [,1] [,2]
## [1,] 0.9969901 0.9034656
## [2,] 0.9034656 1.0051455

A f6komponens analizis alapotlete, hogy forgassuk el az adatokat tgy, hogy a transzforméalt adatpontokra
a kovariancia métrix diagonélis legyen. Igy az egyes komponensek - a fSkomponensek (PC - principal
component) - egymdstél fiiggetlenek lesznek. A f6komponensek az eredeti adathalmaz valtozéinak a linedris
kombindciéi. Példaul, készitsiik el a bemutatott adahalmaz (m2) f6komponens analizisét, és rajzoljuk ki
nyilakkal a f6komponensek irdnyat:

p<-prcomp (m2)
plot(m2, 1)

arrows(0,0,p$sdev[1]*p$rotation[1,1],pPsdev[1]*p$rotation[2,1], 'red', 0.1)
arrows(0,0,p$sdev[2] *p$rotation[1,2],pPsdev[2] *p$rotation[2,2], 'green', 0.1)
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Lathatjuk az dbréan, hogy az els6 f6komponens abba az irdnyba mutat, amerre a legnagyobb az adathalmaz
szorasa, a masodik komponens predig erre meréleges.
Linearis kombinacié
Tételezziik fel, hogy van két szamunk, példaul az 5 és a 8. Ezek linedris kombinacidja az alabbi kifejezés:

a-5+b-8

Persze linearis kombinédcié nem csak szamokra, hanem vektorokra is értelmezhet6, példaul:

3 1
o[3] [}
Tekintsiik példaul az iris adathalmaz els6 sorat:

iris[1,]

##  Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width Species
## 1 5.1 3.5 1.4 0.2 setosa

Ezt felirhatjuk a szokasos bazisvektorok segitségével:

1 0 0 0 5.1
0 1 0 0 3.5
5.1 0 +3.5 0 +14 1 +0.2 ol = 114
0 0 0 1 0.2

A kérdés, van-e olyan bazis, amiben az egyes koordinatak (innentél score vagy pontszdm) jobban reprezentaljak
az adatokat? Példaul felirhatjuk a kovetkez6t is:

1 3 0 0 5.1
0 1 2 0 3.5
—-1.2 0 +2.1 0 +0.7 9 +0.2 ol = 114
0 0 0 1 0.2
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Az egyetlen kérdés innentdl, hogy miként hatarozzuk meg a béazisvektorokat. A kovetkezOkben az tn. f6kom-
ponens analizist fogjuk alkalmazni, amely lehet6vé teszi szamunkra egy specidlis bazisrendszer kivalasztasat.
A fékomponens analizis szamitasa és értelmezése

A f8komponens analizist az iris adathalmazon mutatjuk be. A kévetkez6 dbra mutatja az iris virdg leveleinek
elnevezését és méreteit.

Figure 2: Az iris n6vény leveleinek elnevezése és méretei

Toltsiik be az adathalmazt, és tekintsiik at! Tavolitsuk el a Species véltozdt!

df<-iris

summary (df)

##  Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width
## Min. :4.300 Min. :2.000 Min. :1.000 Min. :0.100

## 1st Qu.:5.100 1st Qu.:2.800 1st Qu.:1.600 1st Qu.:0.300
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## Median :5.800 Median :3.000 Median :4.350 Median :1.300
## Mean :5.843 Mean :3.057 Mean :3.758 Mean :1.199
## 3rd Qu.:6.400 3rd Qu.:3.300 3rd Qu.:5.100 3rd Qu.:1.800

## Max. :7.900 Max. :4.400 Max. :6.900 Max. :2.500
## Species
## setosa :50

## versicolor:50
## virginica :50
#
#
#

df<-df[,1:4]

A f6komponens analizis vizsgdlatdhoz az adathalmaz el kell tolni az origéba. Szerencsére, erre a scale
fliggvényt tudjuk hasznalni. Szamos esetben célszerti az adathalmazt normalizalni, azaz az egyes valtozok
szorasat 1-re skalazni. Ennek megvaldsitdsara ugyancsak a scale fliggvény hasznalhaté. Jelen esetben ezt
most nem tessziik meg, mivel az egyes valtozdk dsszemérhetd mennyiségek.

df<-as.data.frame(scale(df,scale=F,center=T))
plot(df,col=as.numeric(iris$Species)+1)
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Végezziik el a fékomponens-analizist! Erre a prcomp fiiggvényth hasznalhatjuk:

p<-prcomp (df)

print (p)

## Standard deviations (1, .., p=4):

## [1] 2.0562689 0.4926162 0.2796596 0.1543862

##

## Rotation (n x k) = (4 x 4):

## PC1 PC2 PC3 PC4

## Sepal.Length 0.36138659 -0.65658877 0.58202985 0.3154872
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## Sepal.Width -0.08452251
## Petal.Length 0.85667061
## Petal.Width 0.35828920

summary (p)

## Importance of components:
#it

## Standard deviation 2
## Proportion of Variance 0.
## Cumulative Proportion O.

Lathatjuk, hogy visszakaptuk a f6komponenseket (PC1-4). Az egyes komponensek csokkend fontossagban
szerepelnek, az utolsé sorban lathatjuk a kommulativ ardnyat a lefedett szérasnégyzetnek. Mar az elsé két
fékomponens a szorasnégyzet 97.77 szazalékat lefedi, azaz az elsé két f6komponens felel az adathalmazban

-0.73016143 -0.
0.17337266 -0.
0.07548102 -0.

PC1
.0663 0.49262 0.

PC2

9246 0.05307 O.
9246 0.97769 O.

talalhat6 informéciok nagy részéért.

A f6komponensek tulajdonsagai

Nézziik meg a f6komponensek par fontos tulajdonsigat! Az adathalmaz a f6komponensek terében (azaz az

59791083 -0.3197231
07623608 -0.4798390
54583143 0.7536574

PC3 pPC4

2797 0.15439
0171 0.00521
9948 1.00000

fékomponensekre forgatott adathalmaz) az x mezé&ben érhetd el:

head (p$x)

## PC1 PC2
## [1,] -2.684126 -0.3193972
## [2,] -2.714142 0.1770012
## [3,] -2.888991 0.1449494
## [4,] -2.745343 0.3182990
## [5,] -2.728717 -0.3267545
## [6,] -2.280860 -0.7413304

PC3

.02791483
.21046427
.01790026
.03155937
.09007924
.16867766

PC4

.002262437
.099026550
.019968390
.075575817
.061258593
.024200858

A forgatasért felel6s transzformaciéban a fékomponensek szerepelnek:

p$rotation

## PC1

PC2

PC3 pPC4

## Sepal.Length 0.36138659 -0.65658877 0.58202985 0.3154872
## Sepal.Width -0.08452251 -0.73016143 -0.59791083 -0.3197231
0.17337266 -0.07623608 -0.4798390
## Petal.Width  0.35828920 0.07548102 -0.54583143 0.7536574

## Petal.Length 0.85667061

A fékomponensek merolegesek egymadsra, és egységnyi hosszisaguak:

sum(p$rotation[,1] * p$rotation[,2])

## [1] -1.353084e-16
pSrotation %*% t(p$rotation)

## Sepal.Length

## Sepal.Width 4.163336e-16

## Petal.Length 2.775558e-17 -1.942890e-16

## Petal.Width 2.775558e-17
apply(p$rotation”2,2,sum)

## PC1 PC2 PC3 PC4
## 1 1 1 1

Sepal.Width Petal.Length Petal.Width
## Sepal.Length 1.000000e+00 4.163336e-16 2.775558e-17 2.775558e-17
1.000000e+00 -1.942890e-16 1.110223e-16
1.000000e+00 0.000000e+00
1.110223e-16 0.000000e+00 1.000000e+00
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A fékomponensek terében az egyes transzformalt valtozdk szérasa megegyezik a fékomponensekhez tartozd
szorassal:

apply (p$x,2,sd)

## PC1 PC2 PC3 PC4
## 2.0562689 0.4926162 0.2796596 0.1543862

A fékomponensek terében a kovarianciamatrix diagonalis:

cov (p$x)

## PC1 PC2 PC3 pPC4
## PC1 4.228242e+00 5.493016e-16 1.997781le-16 7.969223e-16
## PC2 5.493016e-16 2.426707e-01 -5.859776e-17 -1.343738e-16
## PC3 1.997781le-16 -5.859776e-17 7.820950e-02 -1.628916e-17
## PC4 7.969223e-16 -1.343738e-16 -1.628916e-17 2.383509e-02

A f6komponensek értelmezése

A fékomponensek az eredeti valtozok linedris kombindcidja, és azt jelolik, hogy mekkora ardnyban vesz
részt az adott f6komponensben az eredeti adathalmaz adott valtozdja. Az egyes transzformalt adatpontok
koordinatait score-nak hivjuk, és azt jelolik, hogy az adott adatpontban az adott fékomponens mekkora
sullyal bir. Példaul tekintsiik az els6 adatsort, és a fékomponenseket:

p$x[1,]

## PC1 PC2 PC3 PC4

## -2.684125626 -0.319397247 0.027914828 0.002262437
p$rotation

## PC1 PC2 PC3 PC4

## Sepal.Length 0.36138659 -0.65658877 0.58202985 0.3154872
## Sepal.Width -0.08452251 -0.73016143 -0.59791083 -0.3197231
## Petal.Length 0.85667061 0.17337266 -0.07623608 -0.4798390
## Petal.Width  0.35828920 0.07548102 -0.54583143 0.7536574

Az eredeti adatsor helyredllithaté az egyes fokomponensek megfelel$ linearis kombinaciéjaval:
p$x[1,1] * p$rotation[,1] + p$x[1,2] * p$rotation[,2] +
p$x[1,3] * p$rotation[,3] + p$x[1,4] * p$rotation[,4]
## Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width
## -0.7433333 0.4426667 -2.3580000 -0.9993333
p$x[1,] %*% t(p$rotation)
## Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width
## [1,] -0.7433333 0.4426667 -2.358 -0.9993333
print(df[1,])

##  Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width
## 1 -0.7433333  0.4426667 -2.358 -0.9993333

A f6komponensek abrazolasa

A fékomponensek, és a hozza tartozo transzformalt adatpontok abrézolasa tn. biplot segitségével torténhet.
Fontos megemliteni, hogy a biplot két dimenzids abrézolas, és tipikusan az elsé két fékomponens informéciéit
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tartalmazza. A biplot akkor tekinthet6 helyesnek, ha az els6 két f6komponens a szérasnégyzet legalabb 90-95
szazalékat lefedi, egyébként erésen torzit:

library(compositions)
## Welcome to compositions, a package for compositional data analysis.
## Find an intro with "7 compositions"

#i#
## Attaching package: ’compositions’

## The following objects are masked from ’package:stats’:
##
## cor, cov, dist, var

## The following objects are masked from ’package:base’:

##
#t %*%, norm, scale, scale.default
coloredBiplot (p, as.numeric(iris$Species), 1, 0.7,
as.numeric(iris$Species)+1)
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coloredBiplot (p, as.numeric(iris$Species), 1,
iris$Species, 0.7, as.numeric(iris$Species)+1)
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Az egyes nyilak a valtozokat, a pontok az adatpontokat mutatjak az els§ két f6komponens terében. A
kovetkezo megjegyzéseket kell tenniink:

o A nyilak hossza a valtoz6 szérasaval ardnyos

o A nyilak irdnya mutatja az egyes valtozok f6komponensekben elfoglalt fontossagat
o Az egyes nyilak bezart szogének koszinusza az egyes valtozdk korrelaciojat mutatja
o Két nyil skalaris szorzata a két valtozé kovariancidjat mutatja

e Az egyes adatpontok tavolsdga ardnyos a két adatsor Mahalanobis-tavolsagdval

e Egy nyil és egy adatpont skalaris szorzata aranyos az eredeti adatsorral

Adattomorités

A f6komponens analizis nagy el6nye, hogy lehet&séget ad az adatok tomoritésére is. Jelen esetben a célunk
ezzel, hogy a f6komponens-analizis értelmezését megerésitsiik. A kulecsmozzanat az adattémoritésben, hogy
az adatokat le tudjuk irni hatékonyan a fékomponensek egy alhalmazaval is. Mint ahogy emlitettiik, az
adathalmaz helyreallithaté a transzformacié (forgatds) ellentettjével:

head (p$x %*% t(p$rotation))

## Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width
## [1,] -0.7433333 0.44266667 -2.358 -0.9993333
## [2,] -0.9433333 -0.05733333 -2.358 -0.9993333
## [3,] -1.1433333 0.14266667 -2.458 -0.9993333
## [4,] -1.2433333 0.04266667 -2.258 -0.9993333
## [5,] -0.8433333 0.54266667 -2.358 -0.9993333
## [6,] -0.4433333 0.84266667 -2.058 -0.7993333

head (df)

##  Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width

## 1 -0.7433333 0.44266667 -2.358 -0.9993333
## 2 -0.9433333 -0.05733333 -2.358 -0.9993333
## 3  -1.1433333 0.14266667 -2.458 -0.9993333
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## 4 -1.2433333 0.04266667 -2.258 -0.9993333
## 5  -0.8433333 0.54266667 -2.358 -0.9993333
## 6  -0.4433333 0.84266667 -2.058 -0.7993333

A helyreallitas soran nem feltétleniil sziikséges az Osszes f6komponenst haszndlnunk, az adatok egyfajta
kozelitését érhetjiik el, ha csak az els6 par f6komponenst hasznaljuk. (Itt kozelités alatt az tin. Frobenius-
normét minimalizaljuk az eredeti adathalmaz és a helyreallitott adathalmaz kozott, azaz masnéven a négyzetes
eltérést minimalizaljuk.)

df<-as.data.frame(scale(iris[,1:4],scale=F))

plot(df,asp=1,col=as.numeric(iris$Species)+1)
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reconst<-as.data.frame(p$x[,1:1] %*% t(p$rotation[,1:1]))
plot(reconst,asp=1,col=as.numeric(iris$Species)+1)
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reconst<-as.data.frame(p$x[,1:2] %*% t(p$rotation[,1:2]))
plot(reconst, 1, as.numeric(iris$Species)+1)
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reconst<-as.data.frame(p$x[,1:3] %*% t(p$rotation[,1:3]))
plot(reconst, 1, as.numeric(iris$Species)+1)
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reconst<-as.data.frame(p$x[,1:4] %*% t(p$rotation([,1:4]))
plot(reconst,asp=1,col=as.numeric(iris$Species)+1)
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reconst<-as.data.frame(p$x[,3:4] %*% t(p$rotation[,3:4]))
plot(reconst,asp=1,col=as.numeric(iris$Species)+1)
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A f6komponens analizis célja tobbdimenziés adathalmazok dttekintésének elésegitése, dimenzidszaméanak
csOkkentése, az adatok jobb megértése. A f6komponens-analizis szamos értelmezéssel bir, itt felsoroljuk a
legfontosabbakat:

o A f6komponens-analizis megkeresi azt az ortogondlis bazisrendszert (a f6komponenseket), amelyekben

az adathalmaz dekorreldltta valik, azaz kovarianciamatrixsza diagondlissa valik, az egyes f6komponensek
fliggetlenek lesznek.

A f6komponens-analizist tekinthetjiik egy iterativ folyamatnak is. Az els§ f6komponens megkeresi
az adathalmazban a legnagyobb széras irdnyat, majd megkeresi az erre merdleges legnagyobb széras
irdnyat, és igy tovabb.

A f6komponens analizis megkeresi a megfigyelt viltozdk (adatoszlopok) mogott rejld, rejtett (14tens)
okokat, tn. lIdtens vdltozdkat (a f6komponenseket). Ezek a ldtens valtozok azt mutatjik, hogy
az adathalmaz alakulasidt milyen hattérfolyamatok vezérlik, azok az informacidtartalomhoz mennyire
jarulnak hozza. Emiatt a f6komponens-analizis tekintheto egyfajta feliigyelet nélkiili tanulasi médszernek
is.

FSékomponens analizis, mint generativ modell (haladd)

A fékomponens analizis lehet&séget nytjt szamunkra j adatpontok generalasara. Ehhez vegyiik észre, hogy
az egyes f6komponensek fiiggetlenek, és tekinthetjiik Sket egyfajta latens valtozénak. Az egyes latens valtozdok
eloszlasanak ismeretében tudunk 4j mintdkat generalni a latens valtozdkra, majd ezeket a f6komponens
mintékat az eredeti adatok terébe vissza tudjuk transzformalni.

Készitsiik el az iris adathalmaz f6komponens analizisét:

df<-as.data.frame(scale(iris[,1:4], )
p<-prcomp (df)

Tekintsiik meg példaul az els6 f6komponens pontjainak eloszlasat:
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plot(density(p$x[,11))

density.default(x = p$x[, 1])

Density
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Kiséreljitkk meg 100 4j pont generalasat a fSkomponensek pontjainak eloszlasa alapjan! Abréazoljuk az elsé
fékomponens eredeti és generalt mintainak eloszlasat:

count<-100
pc_samples<-sapply(1:4, function(idx) {
s<-sample(p$x[,idx],count, T)+rnorm(count,0, bw.nrd0(p$x[,idx]/5))
b
plot(density(p$x[,1]))
lines(density(pc_samples[,1]), 'red')
legend(3,0.2, c('Eredeti', 'Generalt'), 1:2, 1)
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Density

density.default(x = p$x][, 1])
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A generalt pontokat transzformaljuk vissza az eredeti adatok terébe! Hasonlitsuk Ossze az eredeti iris
adathalmazzal a transzformalt pontokat!

gen_samples<-pc_samples %x*% t(p$rotation)

gen_samples<-as.data.frame(gen_samples)
plot(gen_samples)
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plot(df)

Sepal.Length - =
= Petal.Width
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Fékomponens analizis matematikai hattere (haladé)

A f6komponens analizis szamos, ekvivalens médon levezetheté matematikai formédban, itt most az egyik
legegyszeriibbel foglalkozunk. A fékomponens analizis alapkérdése, hogy taldlhatunk-e egy olyan T transz-
forméciot, amellyel az adatokat transzformalva (tehdt X’ = XT') a kovarianciamétrix diagondlmatrixsza
alakul:

2
>\N OnN

Ennél a pontnal két dolgot kell kiemelniink. A T transzformécié ortogonalis transzformaécié, tehét ortogonalis
matrix, amelynek kdvetkezménye, hogy az egyes bazisvektorokat gy transzformalja, hogy azok egymaésra
merélegesek maradnak. Specidlisan, két és harom dimenzidban forgatasrél beszélhetiink, azaz a transzformacio
az adathalmazt elforgatja. Masrészt, vegyiik észre, hogy a diagondlis kovarianca matrix legfontosabb jelentése,
hogy az egyes valtozdk korreldlatlanna valnak, azaz, kozottiik nincs 6sszefiiggés. Pongyoldn fogalmazva,
forgassuk el az adatokat ugy, hogy a két tengelyiink iranydban az adatok korreldlatlanok legyenek!

Szerencsére a matematika erre kész megoldassal jelentkezik, hiszen az un. spektrdlfelbontds azt mondja, hogy
minden kvadratikus métrixhoz létezik olyan bazis (transzformdcio), amelyben felirhaté diagondlmatrixként.
Azaz, ha létezik egy N X N méreti A méatrix, akkor

A
_ -1 _ Az 1
A=UDU =U , U

AN
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Ebben a felirdsban a \; értékek az un. sajatértékek és az U matrix oszlopaiban az adott sajatértékhez
tartoz6 sajatvektorok allnak. A sajatértékeket és a sajatvektorokat dltalaban nagysag szerinti sorrendben
szoktdk szerepeltetni, azaz A1 > Ay > --- > AN.

Tobbdimenziés-skalazas (Multi Dimensional Scaling - MDS)

Némely esetben sziikség lehet olyan reprezentaciora, amikor az egyes tavolsagokat szeretnénk megorizni az
adatpontok kozott. Az MDS algoritmus egy olyan kisebb dimenzids ponthalmazt general, amelyben az egyes
pontok tavolsagat probalja megérizni az egyes pontok kozott.

plot(iris, iris$Species)
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d<-dist(iris)

## Warning in stats::dist(cdt(x), ...): NAs introduced by coercion

ret<-cmdscale(d,?2)
plot(ret, iris$Species)
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Linearis diszkriminancia-analizis (haladd)

A lineéris diszkriminancia-analizis (LDA - Linear Discriminant Analysis) egy specidlis médszer az adatok
transzforméalasara, amely lehet6vé teszi egyes kiilonallé osztalyok leheté legnagyobb mértékii elkiilonitését.
Az LDA feltételezi tehat, hogy az adatainkban meg tudunk kiilonboztetni osztélyokat (azaz csoportokat) az
adatok kozott. Tekintsiik példaul az alabbi adathalmazt:

d<-read.csv("lda2.csv")

head(d)

## X y cl

## 1 5 8.0 1

## 2 6 9.6 1

## 3 7 11.2 1

## 4 8 12.8 1

## 5 9 14.4 1

## 6 10 16.0 1
plot(y~x, d, d$cl)
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Ha erre az adathalmazra fékomponens analizis futtatunk, akkor az alabbi transzformaciét kapjuk:

p<-prcomp(d[1:2])
plot (p$x, d$cl)

PC2
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PC1

plot(dl[1:2], 1)
m <- apply(d[1:2],2,mean)
lines(t(matrix(c(0,0,p$rotation[,1]*p$sdev([1])+m,2,2)),

"red", 2)
lines(t(matrix(c(0,0,p$rotation[,2] *p$sdev([2])+m,2,2)),
"green", 2)
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distance<-dist(d)
c<-cmdscale(distance,1)

plot(c,rep(0,length(c)), d$cl)
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Ha ezt az adathalmazt levetitjik az els§ komponensre (elvégezziik a dimenziécsokkentést), akkor sajnos az
egyes osztalyok nem kiiloniilnek el, ahogy azt az dbran latjuk:

plot (p$x[,1] ,rep(0,dim(p$x) [1]), d$cl, e "PC1")
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Az 1n. linedris diszkriminancia-analizis ezzel szemben egy olyan tengelyt keres az adathalmazban, amely
mentén az egyes osztalyok tavolsaga maximalis lesz, azaz els6sorban akkor hasznos ez a megoldas, ha az egyes
adatcsomoprtokat prébéljuk elkiiloniteni (diszkrimindlni). Az LDA algoritmust részletesen nem mutatjuk be
itt, arrél a (Fisher 1936) miiben olvashatunk. Az LDA algoritmus futtatdsdra a lda fliggvény hasznalhaté:

g<-1lda(cl ~ ., d)
plot(g)
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c<-coef (g)

plot(d[1:2], c(-2,25), c(-5,30), 1)
arrows(0,0,c[1]1*10,c[2]*10, 0.1, "red")
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A kovetkezdkben egy példat tekintiink meg a dimenzidcsokkentés témakorében.

Pizza értékelés

Az adathalmaz az egyes pizzatipusok tapanyagtartalmat mutatja, 100 grammra vetitve.

adathalmazt!

df<-read.csv("Pizza.csv",

summary (df)

## brand id

## H : 33 Min. 114003
## D : 32 1st Qu.:14094
## J . 32 Median :24020
## B . 31 Mean 120841
## F : 30 3rd Qu.:24110
## A : 29 Max. 134045
## (Other):113

## ash sodium
## Min. :1.170 Min. :0.2
## 1st Qu.:1.450 1st Qu.:0.4
## Median :2.225 Median :0.4
## Mean :2.633 Mean :0.6
## 3rd Qu.:3.592 3rd Qu.:0.7
## Max. :5.430 Max. :1.7
##

T)

mois

:25.
:30.
143,
:40.
149.
:57.

prot
Min. : 6.
1st Qu.: 8.
Median :10.
Mean :13.
3rd Qu.:20.
Max. :28.

00
90
30
90
12
22

98
06
44
37
02
48

Min.
1st Qu.
Median
Mean
3rd Qu.
Max.
carb cal
Min. : 0
1st Qu.: 3
Median :23
Mean 122
3rd Qu.:41
Max. 148

Min.
1st Qu.:
Median
Mean

3rd Qu.:
Max.

500
500
900
694
025
900

.510
.467
.245
.865
.337
.640

O wwwNN

29

fat
. 4.38

Min.
1st Qu.:
Median
Mean

3rd Qu.:
Max.

.180
.910
.215
.271
.520
.080

:17.
:20

147

Toltsiik be az

14.77
14
.23
.43
.20
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boxplot (df[,-(1:2)1)
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hist(df$fat)

Histogram of df$fat
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Abrézoljuk a tdpanyagtartalmat markénként kiilon szinnel! Ha megviszgaljuk a korreldcids matrixot, lathatjuk,
hogy az egyes adatok kozott erds korrelacidk talalhatoak:
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plot(df[,3:9], as.factor(df$brand))
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cor(df[,3:91)
## mois prot fat ash sodium carb
## mois 1.0000000 0.3602477 -0.1713182 0.2655555 -0.1022789 -0.59180165
## prot 0.3602477 1.0000000 0.4980017 0.8238437 0.4291295 -0.85354226
## fat -0.1713182 0.4980017 1.0000000 0.7916340 0.9333252 -0.64023817
## ash 0.2655555 0.8238437 0.7916340 1.0000000 0.8081221 -0.89898837
## sodium -0.1022789 0.4291295 0.9333252 0.8081221 1.0000000 -0.62017634
## carb -0.5918017 -0.8535423 -0.6402382 -0.8989884 -0.6201763 1.00000000
## cal -0.7644405 0.0702581 0.7645671 0.3264685 0.6719575 -0.02348458
## cal
## mois -0.76444054
## prot 0.07025810
## fat 0.76456710
## ash 0.32646845
## sodium 0.67195750
## carb -0.02348458
## cal 1.00000000

Végezziink fékomponens analizist, de figyeljink oda, hogy normalizaljuk az adatokat, hiszen az egyes

tapanyagok abszolut mértéke hibas kovetkeztetésekre sarkallhat minket:
p<-prcomp(df[,3:9],

T)

summary (p)

## Importance of components:

#i# PC1 pPC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PCT7
## Standard deviation 2.042 1.5134 0.64387 0.3085 0.16636 0.01837 0.003085
## Proportion of Variance 0.596 0.3272 0.05922 0.0136 0.00395 0.00005 0.000000
## Cumulative Proportion 0.596 0.9232 0.98240 0.9960 0.99995 1.00000 1.000000
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print (p)

## Standard deviations (1, .., p=7):
## [1] 2.042494038 1.513425713 0.643865158 0.308503205 0.166364113 0.018374149
## [7] 0.003085252
##
## Rotation (n x k) = (7 x 7):
## PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6
## mois 0.06470937 -0.6282759 0.42166894 0.2207216 0.006470293 -0.4464499018
## prot 0.37876090 -0.2697067 -0.74602744 0.0105932 0.387982788 0.0001715203
## fat 0.44666592 0.2343791 0.19930871 0.5070422 -0.173367634 0.5254028685
## ash 0.47188953 -0.1109904 -0.05627269 -0.5523985 -0.670885701 -0.0588609281
## sodium 0.43570289 0.2016617 0.45516887 -0.4462769 0.602614079 -0.0031309852
## carb  -0.42491371 0.3203121 -0.05223651 -0.3343395 -0.007436899 0.0005088535
## cal 0.24448730 0.5674576 -0.11331559 0.2792632 -0.078003175 -0.7219138527
## PC7
## mois -0.4185690354
## prot -0.2767646428
## fat -0.3776715255
## ash -0.0560214003
## sodium 0.0005243238
## carb -0.7760679112
## cal -0.0120598098
plot(p)
p

q— p—

m p—
3
=
8 N
3
>

‘_{ —

o C—

Az elsé két f8komponens a variancia 92 szézalékaért felel, ez fontos informécié! Abrézoljuk most a két elsé

fékomponens sikjaban az adathalmazt, jelolve az egyes markékat!

1 n 1 )
df$brand,

plot (p$x,

text (p$x, as.numeric(df$brand))
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PC2

PC1

plot(p$x, as.numeric(df$brand))
legend (3, levels(df$brand), 1:length(levels(df$brand)), 0.8)

o — og%
o

w

PC2
CTIOTMMOOm>

OP ¥k RJO X+ DO

PC1
Vizsgaljuk meg a biplot abrat, amely az egyes valtozok korrelacidinak a vizsgalatat is segiti. Lathatjuk, hogy
els6sorban a zsir és a natrium koézott van erds kapcsolat.

palette("default")
coloredBiplot (p, as.numeric(df$brand), 1,
df$brand, 0.7, as.numeric(df$brand)+1)
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PC1
Az adathalmazra alkalmazhatunk két dimenzidos MDS algoritmust is, ennek abrajan is jol elkiilonithetOk az
egyes pizza csoportok:
d<-dist(df[,-(1:2)]1)
c<-cmdscale(d,?2, T)
print (sprintf ("GOF: %g",c$GOF))
## [1] "GOF: 0.968508" "GOF: 0.968508"

plot(c$points, 'n')
text (c$points, df$brand, as.numeric(df$brand))
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c$points[,1]

dret <- dist(c$points)
error<- dret - d
print (sqrt(sum(error~2))/(nrow(df) "2))

## [1] 0.004921815

summary (dret)

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu.
## 0.00 10.39 26.63 27.47 43.27

df .scaled<-scale(df[,-(1:2)])
p<-lda(df.scaled,df$brand)
print (p)

## Call:

## lda(df.scaled, grouping = df$brand)
##

## Prior probabilities of groups:

## A B C

## 0.09666667 0.10333333 0.09000000 0.10666667 0.09333333 0.10000000 0.09666667

## H I J
## 0.11000000 0.09666667 0.10666667
##

## Group means:

## mois prot fat

## A -1.1448629 1.04651292 2.5867031 1
## B 1.0891542 0.04120716 0.8234259 O
## C 0.8975560 1.96630671 -0.1179214 O
## D 0.7084887 1.37661536 0.1577354 1
## E -0.5045388 -0.87664992 -0.5697431 -0
## F -1.2036794 -0.85098427 -0.4239095 -0
## G -1.3254527 -0.79836831 -0.5109085 -0
## H -0.5315526 -0.85152116 -0.6615691 -0

Max.
64.40

D

ash

.8754078
.6539337
.5120012
.32562524
.9113495
.9132434
.9343268
.9664881
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E

sodium

.6644695
.8517136
.5523988
.1231242
.5943288
.5599991
.6091594
.6840397

20

F

carb

.1857016
.0479967
.1546750
.0387579
.9277667
.2159126
.3071170
.9827757
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## Coefficients of linear discriminants:

## I 1

## J O

## cal

## A 2.42372594

## B -0.12907716

## C -0.68078676

## D -0.43152858

## E -0.02753304

## F 0.52416459

## G 0.52282985

## H -0.07492255

## I -1.43034367

## J -0.63313034

##

## LD1
## mois -6.335858 -
## prot  -6.593992
## fat -1.251370
## ash -1.010374
## sodium -1.716567
## carb 2.244512
## cal -2.060415
## LD7
## mois 132.9218497
## prot 84.5099925
## fat 110.6785976
## ash 17.9193099
## sodium -0.7950004
## carb 237.5302253
## cal 11.3732787
##

11
-0

-1
2

-9.

-1

## Proportion of trace:
#i# LD1 LD2 LD3
## 0.7689 0.1396 0.0853 0.0056 0.0004 0.0001 0.0000

plot(p,

LD2

.0453512 3.
.9358961 -3.
-4.

1936959 1

.2197786 -2.
.9287232 5.
1741730 O.
.0093191 -0.

LD4

LD3
2996335565 -2
809027134 1

.485057905 -0
977076473 -7.
.0215234 3.

629814731 3

009423866 -4.
.9300474 -10.

102393138 -0

LD5 LD6

2, as.numeric(df$brand))
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LD4

.2240480 30.
.7454941 25.
.8922595 39.

1166665 3.

9456335 69.

LD7

LD5
059038
975118
673960
171028
055311
914579
849910

30.
-36

.4330274 -0.46476234 -0.7986984 -0.4213181 -0.4918450 -0.1663503
.56372072 -0.43629865 -0.4351180 -0.2114995 -0.1485726 0.1037826

LD6
.352910
.368211
.241417
.461449
.200271
101694
.169588
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Gyakorlo feladatok

1. Végezzik el az iris adathalmaz PCA felbontasat normalizalt valtozdkra is. Mit tapasztal?

2. A fehérje adatbézisra (protein.txt) végezze el az adatok PCA felbontdsat, és elemezze az adathalmazt!
Sziikséges az adathalmazt normalizdlni? Az els6 két f6komponens az informéciék hiny szazalékat
tartalmazza? Az els6 két komponens alapjén tudnank csoportositani az egyes orszagokat? Az els6
fékomponensben melyik fehérjeforrds szerepel a legnagyobb sullyal (hatdrozza meg a fékomponens
vektorok alapjan és biplot alapjdn is)?

3. A fehérje adathalmazra futtassunk MDS algoritmust! Hasonlitsuk 6ssze a PCA esetében az elsé két
fékomponenst tekintve! Milyen kiilonbséget latunk? Gondoljuk at, van-e értelme MDS algoritmust
haszndlni erre az adathalmazra (van az egyes sorok tévolsidgénak jelentése?)!

Irodalom

Fisher, R. A. 1936. “The Use of Multiple Measurements in Taxonomic Problems.” https://digital.library.
adelaide.edu.au/dspace/bitstream,/2440/15227/1/138.pdf.
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