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1. El6sz6, hasznalati tanacsok

Jelen feladatgytijteményben tobbnyire az elmult években a gyakorlataimon feladott feladatok szerepelnek.
Sok feladat régebbi ZH-kon, vizsgakon szerepelt.

A megoldasok f6leg az tletek leirdasara helyezik a hangsulyt, sokszor az egyszeri technikai részletek
hidnyoznak. Feltételezem, hogy ezeket mindenki képes 6nalléan is megfogalmazni. Mechanikus feladatbol
kevés van (nem is szerepel minden tipus), hiszen ezeket az el6adasokbol és a weben talalhato animaciokbol
sokkal konnyebb megtanulni.

A megoldéasokat megtanulni, vagy a feladatokat megoldasokkal egyiitt nézni nem tanacsos, hiszen a
szamonkéréseken teljesen ismeretlen feladatok lesznek, amiket 6nall6an kell megoldani. A legcélravezetSbb
modszer az, hogy ha valaki 6nallban megprobalja tires papiron megoldani a feladatokat, majd az itt
talalhato megoldassal osszeveti (kiilonos tekintettel az indokléasra).

Minden témakorben az els6 néhany feladat bevezets és/vagy tipusfeladat. Természetesen ez nem jelenti
azt, hogy csak ilyenek szerepelnek szamonkérésen. A tobbi feladat tobbé-kevésbé nehézség szerint van
rendezve.

A jegyzet kinyomtatasat nem javaslom, egyrészt papirtakarékossiagi okokbol, mésrészt elképzelhetd,
hogy az id6k folyaman néhany helyen javitani fogok rajta, esetleg 1j feladatokkal b&viil.
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Nagysagrendek

. Bizonyitsuk be, hogy

(a) logy f(n) = ©(logyq f(n)) (f(n) >0)

() f(z) = apz* +ap_12* 1+ +ag (apr #0) = f(n) =0O(n*)
(c) 2"t = O(2"), de 22" # O(2")

(d) max(f(n),g(n)) = ©(f(n) +9(n)) (f(n),g9(n)>0)

2. [Vizsga: 2007. janius 12.] Egy A algoritmusrol azt tudjuk, hogy n hosszii bemeneteken a lépés-
szama O(nlogn). Lehetséges-e, hogy
(a) van olyan z bemenet, amin a lépésszdma 2?7
(b) minden 2 bemeneten legfeljebb 2007|z| 1épést hasznal?

(Szokas szerint |z| az x sz6 hosszat jeloli.)

3. Jeloljiik T'(n)-nel egy algoritmus legnagyobb lehetséges 1épésszamat az n mérett inputokon. Tudjuk,
hogy T'(n) < 10, han < 5 és T(n) < T(n —1) +n/3, ha n > 5. Ekkor mit tudunk mondani
T(n) = O(n), T(n) = O(n?) és T(n) = O(n?) egyenléségek helyességérsl?

4. [ZH: 2011. marcius 28.] Egy problémara két algoritmusunk van.

Az A algoritmus az n > 2 méreti probléméboél 10 1épéssel 2 db n — 1 méretiit készit és ezeket oldja
meg rekurzivan.

A B az n > 2 problémabol 3 1épéssel 4 db n — 1 méretiit készit és ezeket oldja meg rekurzivan. Az
n = 1 esetben mindkét eljaras 1 1épést hasznal.

Melyik algoritmus lesz nagy n értékekre gyorsabb?

5. Igaz-e, hogy
(a) ha f = 0O(g) és g = O(h), akkor f = O(h)

(b) ha f = Q(g) és g = Q(h), akkor f = Q(h)

6. Az alabbi fiiggvényeket rendezziik olyan sorozatba, hogy ha f; utan kozvetleniil f; kovetkezik a sorban,
akkor f;(n) = O(f;(n)) teljestiljon!

fi(n) =8n%%,  fo(n) = 5v/n +1000n, f3(n) = glog®n fa(n) = 2008n?logn

7. Az A algoritmusrél azt tudjuk, hogy n hosszii bemeneteken a lépésszama O(n?). Lehetséges-e, hogy
(a) Vn hosszti bemeneten O(n) lépést hasznal?

(b) 3z, hogy az x bemeneten az algoritmus lépésszama 10|z|? log |z| — 800 (ahol |z| az = bemenet
hosszat jeloli)?

8. [Vizsga: 2007. junius 19.] Az alabbi fuggvényeket rendezze olyan sorozatba, hogy ha f; utan
kozvetleniil f; kovetkezik a sorban, akkor f;(n) = O(f;(n)) teljestiljon!

filn) =210 — 2200 fy(n) = 20070%,  fo(n) = 3"

9. [Vizsga: 2007. junius 5.] Jelolje egy algoritmus maximalis 1épésszamat az n hosszt bemeneteken
L(n). Azt tudjuk, hogy minden n = 2k > 4 paros szamra L(2k) < L(2k — 2) + 1 teljesiil, és hogy
L(4) = 10. Kovetkezik-e ebbdl, hogy az algoritmus lépésszama O(n)?

10. [PZH: 2011. aprilis 22.] Egy problémara két algoritmusunk van.

Az A algoritmus az n > 2 méreti problémabol 5 lépéssel 2 db legfeljebb n/2 méretiit készit és ezeket
oldja meg rekurzivan.

A B algoritmusrdl azt tudjuk, hogy lépésszdma az n méretii problémakon O(n?).

Ha ennyibdl lehetséges, hatarozza meg, melyik algoritmus lesz nagy n értékekre gyorsabb! Ha ennyi
informaciobol még nem kovetkezik, hogy A vagy B lesz a gyorsabb, akkor indokolja meg, miért nem!
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Tudjuk, hogy f(x) = O(h(z)) és g(x) = O(h(x)). Igaz-e, hogy
(a) ha h(z) = 3z, akkor f(g(x)) = O(h(z))
(b) f(g(x)) = O(h(x)) Vh fiiggvényre

Dinamikus programozas

. [ZH: 2008. marcius 28.] Egy n x n méreti tablazat minden eleme egy egész szam. A tablazat bal

also sarkabol akarunk eljutni a jobb fels6 sarkdba gy, hogy egy lépésben a tablazatban vagy felfelé
vagy jobbra egyet lépiink. Azt szeretnénk, hogy a lépegetés soran latott elemek névekvs sorrendben
kovessék egymast. Egy ilyen it értéke a benne szerepls szdmok osszege. Adjon O(n?) futasi idejd
algoritmust, ami meghatarozza, hogy az adott tabldzatban a szabalyok szerinti utak értékei kozott
mekkora a legnagyobb!

. Adott egy fa, melynek csticsaihoz stlyok vannak rendelve. Adjunk linearis algoritmust, ami megha-

tarozza a faban talalhato maximalis sulyu fliggetlen ponthalmaz sulyéat!

. [Vizsga: 2007. janius 12.] Egy n és egy m karakterbol allo szévegben meg akarjuk taldlni a

legnagyobb azonos darabot, azaz ha az egyik szoveg aias - --a, és a masik bybs - - - b,,, akkor olyan
1 <i<nésl<j<m indexeket keresiink, hogy

i1 = bjy1,aiv2 = bjya, ..o, Gt = bjqe

teljesiiljon a lehets legnagyobb t szamra. Adjon erre a feladatra O(mn) 1épést haszn4lo algoritmust!

. [Vizsga: 2007. majus 29.] Legyen w = wyws - - - w, egy n betbdl &llo sz6. Hivjuk részszonak w

egy tetszlleges w;w;11 - - - wik darabjat (1 < i <mn-—1,1 <k <n —1i). Adjunk algoritmust, ami
O(n) lépésben meghatéarozza az osszes a-val kezd6d6 és b-re végz6ds részszo szamat.

. Egy jatékban egy n x m racs bal fels6 sarkabol kell eljutnunk a jobb alsé sarokba. Egy 1épés soran

a racs mentén vizszintesen vagy fligg6legesen tudunk a kovetkezs racspontba lépni. Azonban van
néhany keresztez6dés, ahova nem szabad lépniink. Ezek helyét az R t6mb irja le, R[i,j] = 1, ha az
(i,7) keresztez6désbe nem léphetiink, egyébként R[i, j] = 0. Adjunk O(nm) futési idejii algoritmust
annak meghatéarozasara, hogy pontosan n + m — 2 lépést téve a racson hanyféleképpen tudjuk a célt
elérni!

. [ZH: 2010. aprilis 19.] Egy n x k méretd tablazatban van néhany megjelolt elem. A tablazat

bal als6 sarkabol akarunk eljutni a jobb fels6 sarkdba tgy, hogy minden lépésben a tablazat egy
elemérdl vagy a kozvetlen felette vagy a téle jobbra 1évs elemre mehetiink (ha van ilyen). Adjon
O(nk) ideji algoritmust, amely a megjeldlt elemek helyét ismerve meghatarozza, hogy egy ilyen it
soran maximalisan hany alkalommal tudunk megjelolt elemre 1épni!

. Legyenek a1, as, . . ., a, tetszbleges egész szamok és m < n? egész. Adjunk algoritmust, amely a binaris

alakjukkal megadott aq,as,...,a, és m szdmokrdl eldonti polinom id6ben, hogy az a1, as,...,a,
szamok kozill kivalaszthato-e néhany gy, hogy az Gsszegiik m-mel osztva egyet adjon maradékul!

. Adjunk algoritmust, ami egy n cstcsu faban lineéris id6ben meghatarozza a faban levg leghosszabb

at hosszat!

. [Vizsga: 2009. janius 11.] A véges hosszu 0-1 sorozatok egy részét valamilyen szempontbol jonak

tekintjiik, a tobbit rossznak. Van egy A algoritmusunk, mely adott n hosszi 0-1 sorozatrol O(log(n!))
lépésben megmondja, hogy a sorozat j6 vagy rossz.

Adjon olyan eljarast, mely A-t felhasznélva, ha adott egy m hosszu 0-1 sorozat, ¥y = y1ys2 - - * Ym, akkor
eldonti, hogy y el6all-e néhany jo sorozat egymas utan flizésébsl. Az eljaras 1épésszama Gsszesen legyen
O(m*).

Segitség: log(n!) =~ O(nlogn) = O(n?).
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Egy n szobol allo szoveget kell sorokra tordelni. A szoveg i-edik szava f; karakterbsl all, egy sor s
karakter hosszti. Ha egy sor a széveg i-edik szavaval kezdddik és a j-edik széval végzddik, akkor az
elvalaszto szokozoket is figyelembe véve t = s — (¢;+4; 11 +- - -+ £+ j—1) tires hely marad a sor végén.
Egy ilyen sor hibaja legyen 2. A térdelés hibaja a nem iires sorok hibainak 6sszege. Adjunk O(n?)
lépéses algoritmust egy legkisebb hibaju tordelés meghatarozasara! (A szavak sorrendje rogzitett.)
Az 1,2,...,n szamoknak adott két permutécidja, xi,...,2, €8 y1,...,Yn. A két sorozat egy kozos
részsorozata egy 1 < i1 < -+ <1 <m, ésegy 1 < j1 < ... < jr < n indexsorozattal adhaté meg,
ahol z;,, = y;,. teljesiil minden 1 < m < k esetén. Adjunk O(n?) lépésszami algoritmust, ami az =
és y sorozatokban meghatéaroz egy leghosszabb kozos részsorozatot!

[MSc felvételi 2009. tavasz]| Adott egy n és egy m hosszt 0-1 sorozat, ai,as,...,a,, illetve
bi,ba,...,b,. Ezek alapjan egy T tombot toltottiink ki a kovetkezé modon:

Ha 0 < i <mn, akkor T[;,0] = 0. Ha 0 < j < m, akkor T0, j] = 0.

T[’L—L]—”'f'l haai:bj

max(T[i,j —1],T[t —1,7]) haa; # b,

Irja le, hogy mi a jelentése a TTi,j] értéknek! A két sorozatnak milyen tulajdonsigat adja meg a
T[n,m] értek?

Adottak My, Mo, ..., M, munkdk H;, Hs,..., Hs hataridékkel és Py, Ps, ..., P, profitokkal. Mind-
egyik munka elvégzése pontosan 1 napunkba keriil (egy napon csak egy munkat végezhetiink el).
Adjunk O(n?) 1épésszami algoritmust, amely meghatarozza, hogy mely munkékat véllaljuk el a pro-
fit maximalizaldsa érdekében!

Halgignés1§j§m,akkorT[i,j]—{

Szélességi bejaras, legrovidebb utak, parositasok

. Hatarozzuk meg a Bellmann-Ford algoritmussal a legrévidebb utat s és ¢ kdzott, nyomon kovetve az

algoritmust!

. [ZH: 2009. aprilis 24.] Dijsktra-algoritmussal hatérozza meg az alabbi grafban az A pontbdl az

Osszes tobbi pontba mend legrévidebb utak hosszat az x pozitiv valos paraméter fliggvényében. Min-

den 1épésnél irja fel a tavolsagokat tartalmazo D tomb allapotat és a KESZ halmaz elemeit.
B 3 C

3

N

D E

. Hogy néz ki egy iranyitatlan teljes graf szélességi bejarasa?
. [Vizsga: 2012. majus 24.] Kilfoldi 6sztondijakat szeretnénk megpalyazni, ehhez ajanlélevelekre van

sziikségiink. Osszesen n helyre adjuk be a palyazatot, minden palyazathoz két ajanlolevél sziikséges.
Ajanlolevelet m darab emberts] tudunk kérni, de nem akarunk senkit sem tulsadgosan terhelni, ezért
egy embertdl legfeljebb egy ajanlolevelet akarunk kérni. (Az ajanlolevelek egyediek, egy levelet csak
egy palyazatnal tudunk felhasznalni.) Sajnos a palyazatok olyanok, hogy nem minden lehetséges
ajanlo személy jo minden helyre (azt tudjuk, ki hova jo). Adjon algoritmust, ami O((n + m)nm)
lépésben javasol egy lehetséges megoldast!
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. Ellistaval adott a stlyozott élti G(V, E) graf. Tegyiik fel, hogy az élek stilyai az 1,2, 3 szamok koziil

valok. Javasoljunk O(n + e) koltségii algoritmust az s € V' pontbdl az Gsszes tovabbi v € V' pontokba
vivg legrévidebb utak hosszénak meghatarozasaral

. Legfeljebb hany komponensbdl allhat egy iranyitott graf szélességi bejarasa soran keletkezs erds?
. Hatarozzuk meg a kovetkezd grafban az élsulyokat tgy, hogy a Dijkstra algoritmus rossz eredményt

adjon!

. Adjuk meg az Gsszes olyan minimélis élszamu iranyitott grafot (élsulyokkal egyiitt), amely(ek)re az

alabbi tablazat a Dijkstra algoritmusban szerepls D[] tomb valtozasait mutathatja. Adjuk meg a
legrévidebb utakat tartalmazo P[] tomb allapotait is!
[v1 [ 02 [vs [ 0a [ 05 [ s]

0 2 6 |0 | o0 | 7
01259 || 6
021|516 916
021|516 8 | 6
02|51 6 716

. [ZH: 2009. aprilis 24.] Egy kezdd autovezets a varosban vald kozlekedése soran szeretne gyakorla-

tanak megfelelg utvonalat valasztani. Az uthalozat egy iranyitatlan grafként van megadva, a csiicsok
a keresztezddések, az élek az utak, a csicsoknal adott, hogy nehéz-e szaméra a keresztezédés. (Az
hogy nehéz, a keresztezddés tulajdonsiga, nem azon milik, merrdl érkezik oda és és merre akar rajta
athaladni.) Irjon le egy algoritmust, amivel meg lehet hatarozni, hogy az autés az egyik adott csticsnal
levs otthonabol mely cstucsokba tud autéval gy eljutni, hogy ttja soran két nehéz csiics soha nem
jon kozvetleniil egymas utan. Az algoritmus lépésszama éllistas megadas esetén legyen O(n + e), ahol
n a csucsok és e az élek szama.

Egy G grafban pontosan egy él silya negativ, és nincs a grafban negativ Gsszstulyd iranyitott kor.
Adjunk O(n?) 1épésszami algoritmust az s € V(G) pontbol az Ssszes tobbi pontba vezetd legrévidebb
utak meghatarozasara!

[ZH: 2007. aprilis 27.] Kutyasétaltataskor egy parkban egy gazda rogzitett, egyenes szakaszokbol
allo utvonalon halad, aminek toréspontjai t1, ..., t,, a bejaratot jelolje g, a kijaratot ¢,41. A kutyaja
szabadon szaladgél, de a t; pontokban talalkozik a gazdajaval. A t; és t;;1 pontokban valo talalkozés
kozott a kutya szeretne egy fat is meglatogatni (minden ¢ = 0,1, ..., n esetén legfeljebb egyet-egyet).
Legyenek adottak az s(t;,t;11) tavolsagok (0 < i < m), valamint minden fanak az Gsszes ¢; ponttol
vett tavolsaga. Tegyiik fel, hogy két talalkozas kozott a kutya legfeljebb kétszer akkora tavolsagot
tud megtenni, mint a gazda. Adjon algoritmust, ami segit a kutyanak eldénteni, hogy mikor melyik
fat latogassa meg ha a kutya célja, hogy minél t6bb fanal jarjon. Az algoritmus lépésszama legyen
O(n?f +nf?), ahol f a parkban levé fak szamat jeldli.

Legyen G = (V, E) matrixszal adott n pontu, stlyozott éld iranyitott graf! Tegyiik fel, hogy G nem
tartalmaz negativ 6sszhosszusagu iranyitott kort, tovabba azt, hogy a G-beli egyszert iranyitott utak
legfeljebb 25 &lbél allnak. Javasoljunk O(n?) koltségt modszert az 1 € V pontbol az dsszes tovabbi
v € V pontokba vivs legrévidebb utak hosszédnak a meghatérozéasaral

Adott éllistaval egy n pontu, e éld G Gsszefliggs iranyitatlan graf. Adjunk O(e) koltségii algoritmust
olyan X C V(G) kozponti ponthalmaz keresésére, melyre |X| < n/2 teljesiil! Az X C V(G) egy
kézponti ponthalmaz, ha G minden pontja vagy X-beli, vagy egyetlen éllel elérhetd valamelyik X-beli
pontbol.

Kupacok



. [PZH: 2008. méajus 9.] A 10 elemi A t6mb els6 8 elemére legyen Afi] = 2i(1 < i < 8), és tekintsiik
ezt, mint egy 8 elemti kupacot. Rajzolja le az ehhez tartozo fat! Hajtsa végre rajta a BESZUR(3),
BESZUR(1), MINTOR miiveletsort, rajzolja le az egyes miiveletek utan a kupacot (és jelezze a kézben
sziikséges részlépéseket is)!

. [ZH: 2008. marcius 28.] Egy orvosi rendel6ben a regisztracional kell bejelentkezni, ahol az ott
dolgozok eldontik, hogy a beteg az épp rendeld két orvos koziil A-hoz vagy B-hez kell keriiljon, vagy
barmelyikiikh6z keriilhet. Ezen kiviil, a beutald ismeretében, a beteghez egy, a silirgésséget kifejezd,
szamot is rendelnek. Amikor valamelyik orvos végzett egy beteggel, akkor azon betegek koziil, akiket
nem csak a méasik orvos lathat el behivja a legnagyobb siirgésségi szamut. Tegyiik fel, hogy a kiosztott
slirgdsségi szamok egymastol kiilonbozéek. Irjon le egy olyan adatszerkezetet, ami abban az esetben
ha n beteg varakozik, akkor a regisztracion az j beteg beillesztését, illetve az orvosoknak a kovetkezd
beteg kivalasztasat O(logn) lépésben lehet6vé teszi.

. [Vizsga: 2008. majus 27.] Egy kupacba beraktunk egy j z elemet, majd végrehajtottunk egy
MINTOR miveletet. Mikor fordul els, hogy végiil az eredeti kupacot kapjuk vissza?

. Adjunk hatékony (hehe :)) algoritmust egy kupac tizedik legkisebb elemének meghatéarozasaral

. Adott egy n elemet tartalmazo kupac és egy k kulcs. Keressiik meg a kupac k-nal kisebb elemeit! Ha
m ilyen elem van, akkor az algoritmus O(m) elemi lépést hasznalhat.

. Adjunk konstans szorzo erejéig optimalis koltésgii algoritmust az alabbi problémaéral

INPUT: Egy A[l : n] témb, amely eredetileg az 1,...,n szamokat tartalmazta kupacba rendezve, de
Ot elem megsériilt, és a helyére * keriilt.

FELADAT: Talaljuk meg a tomb 6sszes olyan kitoltését, ami lehetett az eredeti!

. Tervezziink olyan adatszerkezetet, ami egy rendezett halmaz elemeinek tarolasara szolgal. A megva-
lositando mitveletek: Felépit(n): n elembdl felépiti a struktarat; Mintér, Maxtér: a min. illetve max.
elem torlése; Beszur(x): az x elemet a strukturaba illeszti. Az egyes miveletek koltsége ne legyen
t6bb, mint Felépit: O(n); Mintér, Mazxtor, Beszir: O(logn), ahol n a tarolt elemek szama.

. Igazoljuk, hogy egy n elembdl 4llo kupac felépitése Q(n) Osszehasonlitast igényel!

Keresés, rendezés

. Legalabb hany 0sszehasonlitas kell ahhoz, hogy egy n elemd témbbdl egy olyan tagot talaljunk meg,
ami a tomb 10 legkisebb eleme kozé tartozik?

. [ZH: 2004. aprilis 8.] Az A[l : n] témbben levs elemekrdl tudjuk, hogy A[1] # A[n]. Adjon O(logn)
Osszehasonlitast hasznalo algoritmust, amely talal egy olyan ¢ indexet, hogy A[i] # Ali + 1]!

. [ZH: 2004. marcius 29.] Az A[l...n] tdmbben egész szamokat tarolunk, ugyanaz a szam t6bbszor
is szerepelhet. Hatarozzuk meg O(nlogn) lépésben az Gsszes olyan szamot, amelyik egynél tobbszor
fordul el6 a témbben.

. [Vizsga: 2007. junius 19.] Adott a sikon n pont, melyek koordinatai (ai,b:1)...(an,b,). Olyan
P = (z,y) pontot keresiink a sikon, amire az alabbi 6sszeg minimaélis.

n

> (las — x| +1bs - y))

i=1
Adjon algoritmust, ami O(nlogn) lépésben meghatéroz egy ilyen P pontot.
. Vazoljunk egy O(n) id6igény algoritmust (az id6korlat bizonyitasaval egyiitt) n olyan egész szambol
4ll6 sorozat rendezésére, melynek elemei az

(a) {1,...,3n} tartomanyba esnek!
(b) {1,...,n" — 1} tartomanyba esnek!




10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. [ZH: 2007. aprilis 27.] A valos szamokbol 4llo a? . ..a2 sorozat egy darabig nd, utana csokken.

n
Adjon O(n) 6sszehasonlitast hasznalo algoritmust, ami rendezi az ay, . . . a,, sorozat!

. Az A[l : n] témbben egy rendezett univerzum n kiilonb6z6 eleme volt, nagysag szerint novekvs

sorrendben. Valaki id6kozben megkeverte a témb elemeit, de csak annyira, hogy minden egyes elem
1j helye az eredetitsl legfeljebb 5 tavolsagra esik. Adjunk O(n) futésideji algoritmust az eredeti
allapot helyreallitasara!

. [ZH: 2010. aprilis 19.] Az A témbben n kiilonb6z6 szamot tarolunk. Tudjuk, hogy A[1] > A[2] és

Aln —1] < Aln]. Adjon algoritmust, mely O(logn) dsszehasonlitassal megtalal a tombben egy lokalis
minimumot (ha van), azaz egy olyan 1 < i < n indexet, hogy A[i] témbbeli szomszédai nagyobbak,
mint A[i].

. A (novekvSen) rendezett A[l : n] tomb k elemét valaki megvaltoztatta. A valtoztatésok helyeit nem

ismerjiik. Javasoljunk O(n + klog k) koltségii algoritmust az igy modositott témb rendezésére!

Legyen adott egy egészekbdl allo A[l : n] tomb valamint egy b egész szam. Szeretnénk hatékonyan
eldonteni, hogy van-e két olyan 4,5 € {1,...,n} index, melyekre A[i] + A[j] = b. Oldjuk meg ezt a
feladatot O(nlogn) id6ben!

[Vizsga: 2009. junius 11.] Adott a szamegyenesen n intervallum, [a1,b1],..., [an, b,]. Azt akarjuk
tudni, hogy egyiitt milyen hosszu részt fednek le a szamegyenesbdl (azaz, hogy mennyi az Ul [a;, b;)
osszhossza). Adjon O(nlogn) lépéses algoritmust ennek a hossznak a meghatarozasaral!

Adottak a sik egész koordinataja P = (z1,y1),..., Pn = (Tn,Yyn) koordinataju pontjai. Javasol-
junk O(n) koltségi modszert olyan P; # P; pontok kivalasztasara, amelyeken dtmend egyenes altal
meghatarozott félsikok koziil az egyik tartalmazza az Gsszes pontot!

[Vizsga: 2004. junius 10.] Az n méretd (nem feltétleniil rendezett) A tomb elemei kiilonbo6zd
pozitiv egész szamok. Adjon algoritmust, amely meghataroz egy 1 < k < n szamot és kivalaszt k
kiilénb6z6 elemet az A tombbdl gy, hogy a kivalasztott elemek sszege nem tobb, mint k3. Ha nincs
ilyen k, akkor az algoritmus jelezze ezt a tényt! Az algoritmus lépésszama legyen O(nlogn)! (Keét
szam Osszehasonlitasa, Osszaddsa vagy szorzasa egy lépésnek szamit.)

[Vizsga: 2004. janius 3.] A 2¥ — 1 elemt A t6mb elemei mind kiilénbézek és ndvekvs sorrendben
vannak. Minden elemet egy k hosszt bitsorozat ir le, tehat tekinthetjiik tgy, hogy a 0,1,2,...,2F —1
szamokat taroljuk egy kivételével. A feladat ennek a hidnyz6 szidmnak a megkeresése. Ehhez egy
lépésben valamelyik elem egy bitjére kérdezhetiink ra: a BIT'(i,j) eljaras az Ali] elem j-edik bitjét
mondja meg. Adjon olyan algoritmust, amely a BIT eljaras O(k)-szori hivasaval megtalalja a hianyzo
szamot (bitsorozatot).

Adott egy dobozban n kiilonb6z6 méretl anyacsavar, valamint egy mésik dobozban a hozzajuk ill§
apacsavarok. Kizarolag a kovetkez6 Gsszehasonlitasi lehetGségiink van: egy apacsavarhoz hozzapro-
balunk egy anyacsavart. A probanak haromféle kimenete lehet: apa<anya, apa=anya, apa>anya,
annak megfelelGen, hogy az apacsavar kiils6 atmérGje hogyan viszonyul az anyacsavar bels§ atmérs-
jéhez. Szeretnénk minden anyacsavarhoz megtalalni a megfelel§ apacsavart. Adjunk erre a feladatra
dtlagosan O(nlogn) dsszehasonlitast felhasznalo modszert!

A 4 elemi I abc felett adott két sz6: © = z129... 2, éS Y = Y1Y2... Yk, ahol 1 < k < n és Vi,j :
23,y; € I. Keressiik az o szoban az olyan részszavakat, amelyek anagrammai y-nak, azaz az olyan
i indexeket, hogy az x;, x;41,...,%;4k—1 betiik megfelels sorrendbe rakva az y szét adjak. Adjunk
algoritmust, ami z-ben az Osszes ilyen ¢ helyet O(n) lépésben meghatéarozzal

[Vizsga: 2003. majus 30.] Adott Gsszesen 2n kiilonbozs szam két n elemi halmazban, A =
{a1,...,an} és B = {by,...,by}. Azt szeretnénk eldonteni minimalis szamu Osszehasonlitasssal,
hogy a 2n szam koziil a legnagyobb az A vagy a B halmazban van-e. (Azaz nem kell feltétleniil
meghatarozni, melyik elem a legnagyobb, csak azt, hogy melyik halmazba tartozik.) Mutassa meg,
hogy ehhez a feladathoz is legalabb annyi Gsszehasonlitas kell, amennyi 2n elem koziil a maximaélis
meghatéarozasadhoz sziikséges.

[ZH: 2002. aprilis 8.] Adottak a ¢, ca, ..., ¢, kiilonboz6 egész szamok. Ezeket szeretnénk nagysag
szerint rendezni névekvd, vagy csokkend sorrendbe gy, hogy a szokésos Gsszehasonlitas helyett, most
a kovetkezd kérdéseket lehet feltenni: Hdrom kivdlasztott elem kézil melyik a kozépsd? Bizonyitsuk
be, hogy a leghatékonyabb algoritmus ©(n log, n) Gsszehasonlitast hasznal!



7.

Keresoéfak, p-f fak, 2-3 fak

. [Vizsga: 2007. junius 5.] Adott egy n cstcsu és egy k cstesu piros-fekete fa. A két faban tarolt

Gsszes elembdl O(n + k) lépésben készitsen rendezett tombot.

. [ZH: 2004. marcius 29.] Egy binéris keres6faban csupa kiilonb6z6 egész szdmot tarolunk.

Lehetséges-e, hogy egy KERES(x) hivas soran a keresési ut mentén a 20,18,3,15,5,8,9 kulcso-
kat latjuk ebben a sorrendben? Ha nem lehetséges, indokolja meg miért nem, ha pedig lehetséges,
hatarozza meg az Osszes olyan = egész szamot, amire ez megtorténhet.

. [ZH: 2009. aprilis 24.] Egy binaris fa cstcsai 0 és 9 kozotti egész szamokkal vannak megcimkézve.

Az inorder bejaras soran a cimkék sorrendje: 9, 3, 1, 0, 4, 2, 7, 6, 8, 5, a postorder bejarasnél pedig
9,1,4,0,3,x, 7,5,y 2. Mi lehet az x és mi az y?

. [ZH: 2009. aprilis 24.] Egy 2-3 fa gyokerének harom fia van, a benne szerepls két érték 40 és 50.

Mennyi lehet a tarolt elemek minimaélis, illetve maximélis szama, ha tudjuk, hogy csak pozitiv egész
szamokat tarol a fa?

. [Vizsga: 2009. janius 17.] Az MSc-re jelentkezknek a felvételit alkoté 3 témakor mindegyikébdl

lesz egy irasbeli pontszamuk (Py, Py, P3), és keletkezik egy felvélteli pontszamuk is (F'P). Tegyiik fel,
hogy a P;-k 1 és 30 kozotti egészek, mig az F'P tetszbleges pozitiv egész szam lehet. Adjon meg egy
olyan adatszerkezetet, amivel a kovetkez6 mtiveletek az adott idSben végrehajthatoak (n a jelentkezsk
szamat jeloli)!

BESZUR(Py, P, Ps, FP): az adott pontszamok beillesztése — O(logn)

KERES(p): a pontosan p felvételi ponttal (F'P = p) rendelkezs jelentkez6k szamat hatarozza meg —
O(logn)

KORLAT (i, q): az frasbelin az i-edik témakérbsl legalabb g pontot elért jelentkezék szamat hatarozza
meg — O(1)

. Az [1,178] intervallum Osszes egészei egy 2-3 faban helyezkednek el. Tudjuk, hogy a gyokérben két

kulcs van, és ezek koziil az els6 17. Mi lehet a méasodik? Miért?

10.

11.

(a) Lehet-e tetszoleges (adott) kulcshalmaz esetén olyan piros-fekete fat épiteni, hogy az azonos
szinten 1évé elemek azonos szintiek legyenek?
(b) Van-e olyan piros-fekete fa, ami nem igy néz ki?

. [ZH: 2007. aprilis 27.] Egy piros-fekete faban lehetséges-e, hogy a piros-fekete tulajdonsag meg-

sértése nélkiil

(a) néhéany fekete csticsot atvaltoztathatunk pirosra?
(b) valamelyik (csak egy) fekete cstuicsot atvaltoztathatjuk pirosra?

(Méast nem valtoztatunk a fan.)

. Az S; és Sy kulcshalmazokat kiegészitett 2-3 fakban taroljuk. Ezek az eredeti 2-3 fatél annyiban

kiilonb6znek csak, hogy minden cstcsban nyilvan van tartva az onnan induld részfa magassaga.
Tudjuk tovabba, hogy az Si-beli kulcsok mind kisebbek, mint az Ss-beliek. Javasoljunk hatékony
algoritmust a két fa egyesitésére!

[ZH: 2009. jtnius 4.] Mutassa meg, hogyan kell a 2-3 fa BESZUR eljarasat modositani, ha a fa
minden v csticsdban a szokasos dolgokon kiviil azt is nyilvantartjuk, hogy hany levél van a v gyokerd
részfaban!

[PZH: 2008. majus 9.] Vazolja a 2-3 fanak (és miveleteinek) egy olyan modositasat, amiben
tovabbra is van KERES, BESZUR, TOROL, MIN, MAX mitivelet, és ezeken kiviil van még RANG
és K-ADIK miivelet is, ahol RANG(z) azt adja vissza, hogy a tarolt elemek kozott az © a rendezés
szerint hanyadik elem, a K-ADIK (%) pedig, hogy a rendezés szerint a tarolt elemek koziil melyik az
i-edik. A modositéas soran a felsorolt szokasos miiveletek 1épésszamanak nagységrendje ne valtozzon,
és mindkét 4j miivelet 1épésszama legyen O(logn), ahol n a tarolt elemek szama.
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[Vizsga: 2003. marcius 31.] Tervezzen adatstruktirat a kovetkezs feltételekkel. Természetes sza-
mokat kell tarolni, egy szam tobbszor is szerepelhet. A sziikséges miiveletek:

BESZUR(4): i egy tjabb példanyat taroljuk

TOROL(4): i egy példanyat toroljiik

MINDTOROL(7): i &sszes példanyat toroljiik

DARAB(i): visszaadja, hogy hany példany van i-bsl

ELEM(K): megmondja, a nagysag szerinti rendezésben a K-adik elem értékét.

Az adatstruktura legyen olyan, hogy ha m-féle elemet tarolunk, akkor mindegyik miivelet 1épésigénye
O(logm).

(Példaul ha a téarolt elemek 1,1, 3,3, 3,8, akkor DARAB(1) =2, ELEM(4) =3 és m = 3.)

[ZH: 2011. aprilis 19.] Adott 2% — 1 kiilénb6z6 szam, mindegyik az {1,2,...,n} halmazbol, ezekbsl
kell egy O(k) mélységt binaris keres6fat késziteni. Adjon olyan algoritmust, amely ezt O(n) lépésben
megcsinaljal

[Vizsga: 2009. majus 28.] Adott egy n cstcst binaris kerestfa. Ennek minden v csiicsara meg
akarjuk hatéarozni, hogy a v gyokerd részfaban hany darab v-nél kisebb elem van tarolva. Adjon
algoritmust, ami ezt a feladatot O(n) lépésben megoldja!

[ZH: 2009. aprilis 24.] Egy piros-feket faban jelolje  és y a gyokeér két fiat. Tudjuk, hogy fm(x) =
fm(y), de az x cstcs két gyerekének kiilonbozik a fekete magasséga. Milyen szini lehet az y csics?
[ZH: 2003. marcius 31.] Egy 2-3 faba egyméas utan 1000 1] elemet illesztettiink be. Mutassa meg,
hogy ha ennek soran egyszer sem kellett csticsot szétvagni, akkor a beillesztések sorozata el6tt méar
legalabb 2000 elemet taroltunk a faban.

Egy binaris keres6fa cstcsait egy, a gyokértsl egy levélig mend ut szerint harom osztalyba soroljuk: B
az uttol balra levs, U az utra es6, J pedig az uttol jobbra levs csticsok halmazat jeloli. Igaz-e mindig,
hogy minden B-beli cstics kulcsa kisebb tetszéleges U-beli cstcs kulcsdnal, és minden U-belis csiics
kulcsa kisebb tetszdleges J-beli csiics kulesanal?

Adott n pont a sikon, melyek paronként mindkét koordinatajukban kiillonboznek. Bizonyitsuk be,
hogy pontosan egy binaris fa létezik, melynek cstcsai az adott n pont, és az elsé koordinata szerint
a kereséfa tulajdonsaggal, a masodik szerint a kupac tulajdonsaggal rendelkezik! (A kupac tulajdon-
sagba most nem értjiik bele, hogy a fa teljes binaris fa legyen.)
[ZH: 2004. marcius 29.] Egy kezdetben iires 2-3 faba az 1,2,...,n szdmokat szirtuk be ebben a
sorrendben. Bizonyitsa be, hogy a keletkezett faban a harmadfoki cstcsok szama O(logn).
Adott egy n = 2% — 1 pontt teljes binéris kereséfa. A faban tarolt elemek egészek az I = [1,2F]
intervallumbél, és egy szam legfeljebb egyszer fordul el a faban. Utébbi feltétel szerint pontosan egy
olyan i egész szam van 1 és 2F kozott, amely nincs a faban. Adjunk O(logn) 1épésszamu algoritmust
1 meghatarozéasara!
Egy faban az x cstcs silya legyen x leszarmazottainak szama. Egy binaris fat szigortian binarisnak
mondunk, ha a levelek kivételével minden csticsnak pontosan 2 fia van. Tegyiik fel, hogy egy szigortian
binaris fa minden = cstucsara fennall, hogy

stly(bal(x))

1
< < 2.
3 < stly(jobb(x)) <

Bizonyitsuk be, hogy ez csakis egy teljes fa lehet, azaz ha k szintje van, akkor a csticsok szama 2% — 1.
(Ez nem kifejezetten keresdfazds feladat, de igy dltaldban érdekes.)

Hash

. Nyitott cimzéssel hash-eltiink egy 11 elemii tablaba a h(k) = k (mod 11) hash-fiiggvény segitségével.

A kovetkez6 kulcsok érkeztek (a megadott sorrendben): 10,22,31,4,15,28,17,88,59. Adjuk meg a
tabla végss allapotat a kovetkezd két probamodszerre:

(a) linearis proba;
(b) kvadratikus maradék probal

10



. [Vizsga: 2010. januar 21.] Kett&s hashelést haszndlva szarja be egy kezdetben iires, M = 11

méretd tablaba a kovetkezs kulcsokat (ebben a sorrendben): 26, 3, 48, 14, 15, 7. A hasznalt hash
fliggvény legyen
h(k) = (k  (mod M)),

a probasorozat hash fiiggvénye pedig
W(k)=1+(k (mod M —5)).

Minden beszuras utan rajzolja le a tabla pillanatnyi allapotat!

. [ZH: 2010. aprilis 19.] Egy M meéreti hash-tablaba n < M elemet raktunk be nyitott cimzéssel,

kvadratikus probéaval, a h(x) hash-fiiggvényt hasznélva. Ennek soran ¢y iitkozés tortént (ennyiszer
kellett tovabb probalkoznunk, egy elem beszurasa soran tobb iitkozés is lehetett). Ugyanezt az n
elemet ugyanabban a sorrendben besztrtuk egy M? méretti hash-tablaba is, de most linearis probaval,
M - h(z) + 1 hash-fiiggvénnyel, ekkor to iitkozés tortént. Igazolja, hogy to < t;.

10.

11.

9.

. [Vizsga: 2011. janius 9.] Az alabbi hash-tablat az tiresbdl kiindulva besztrasok sorozataval kaptuk.

Hatarozzuk meg a besztrasok osszes lehetséges sorrendjét, ha a hash-fiiggvény a h(x) = 3z (mod 10)
volt és a nyitott cimzést hash-elést lineéaris probaval alkalmaztuk!

011123456 7] 819
5119 3] 33|23

.AT[0 : M — 1] tablaban reckordokat tarolunk nyitott cimzést hashelt szervezéssel. Az iitkozésck

feloldasara linearis probat alkalmazunk. Tegyiik fel, hogy a tabla hasznalata soran egy hibas torlés

tortént: egy cellabdl kitoroltiink egy rekordot a torlés-bit beallitdsa nélkiil.

(a) Igaz-e, hogy a hibas torlés helye mindig megtalalhato?

(b) Adjunk hatékony (lineéris) algoritmust a tabla megjavitasara! (Modositsuk a tablat gy, hogy
megszlinjenek a hibas torlés negativ kévetkezmeényei!)

.ATI0: M — 1] tablaban 2n elemet helyeztiink el az els6 3n helyen egy ismeretlen hash-fliggvény

segitségével. A tablaban minden 3¢ indext hely iiresen maradt (0 < i < n). Legfeljebb hany titkozés
lehetett, ha az iitkozések feloldasara

(a) linearis probat hasznaltunk?

(b) kvadratikus probat hasznaltunk?

. [ZH: 2005. aprilis 8.] Egy m meéretd hash-tdblaban mar van néhany elem. Adjon O(m) lépés-

szamu algoritmust, amely meghatarozza, hogy egy ijabb elem linearis probaval térténd beszarasakor
maximum héany titkdzés torténhet.

. Mi a baja a h(k) = k? (mod 7) hash-fiiggvénynek, ha a tdbla 7 méret{i?
. Mutassuk meg, hogy nyitott cimzéses hashelés és linearis proba esetén mar két kulcshoz tartozéd

hash-fiiggvényérték megegyezése is okozhat tetszélegesen nagy méretd csomosodast!

[Vizsga: 2008. janius 3.] Az 1 és 91 kozotti Osszes 3-mal oszthaté egész szamot valamilyen sor-
rendben egy M méretii hash-tablaba raktuk a h(z) = 2 (mod M) hash-fiiggvény segitségével, linearis
probaval. Ennek soran hany titkozés fordulhatott elg, ha M = 35, illetve ha M = 367

[Vizsga: 2005. majus 26.] A kezdetben iires M méretd hash-tablaba sorban beraktuk a
k1, ko, ..., k, kulcsokat a h(z) = z (mod M) hash-fliggvénnyel, linearis probaval. Jelolje ¢1 a keletke-
zett tablaban az egyméas melletti foglalt mezdk maximalis szaméat. Amikor ugyanezt a kq, ko, ..., ky
sorozatot ugyanabban a sorrendben egy iires 2M méretd tablaba rakjuk be a h(z) = = (mod 2M)
hash-fiiggvénnyel, linearis probaval, akkor a kapott tablalban legyen ¢ az egymas melletti foglalt
mez6k maximalis szama.

(a) Igazolja, hogy t2 < t;

(b) Igaz-e, hogy t1 < 2t57

Mélységi bejaras, DAG, valamint alkalmazasaik

11



. A 6 pontu irdnyitott G graf cstcsait jeldlje x, y, z, u, v, w. A graf egy mélységi bejarasanél a mélységi,

ill. a befejezési szamok a kovetkezsk: x : 1,6; y:2,4; 2:6,5; w:3,3; v:4,1; w:5 2. Adjuk meg a
bejarashoz tartozo mélységi feszitGfa éleit! Rekonstrualhato-e G az el6z6 szamok ismeretében?

. [ZH: 2008. marcius 28.] Egy n x n méreti tablazat minden eleme egy egész szam. A tablazat bal

als6 sarkabol akarunk eljutni a jobb fels6 sarkaba tgy, hogy egy lépésben a tablazatban vagy felfelé
vagy jobbra egyet léplink. Azt szeretnénk, hogy a lépegetés soran latott elemek névekvs sorrendben
kovessék egymast. Egy ilyen it értéke a benne szerepls szamok osszege. Adjon O(n?) futasi idej
algoritmust, ami meghatarozza, hogy az adott tablazatban a szabalyok szerinti utak értékei kozott
mekkora a legnagyobb! (Persze, dinprog is kézenfekvd, de most DAG-gal!)

. [ZH: 2011. marcius 28.] Van b darab boritékunk, az i-ediknek a hossza h;, a magassaga m,. Az

i-edik boritékba akkor tudjuk berakni a j-edik boritékot, ha h; < h; és m; < m; is teljesiil (nem
forgatjuk és nem is hajtogatjuk a boritékokat). Célunk, hogy minél hosszabb olyan lancot alakitsunk
ki, hogy az i-edikben benne van a j-edik, abban a k-adik, stb.

Legyen adott egy L > 0 egész és a h; és m; szamok. Hogyan lehet O(b?) lépésben eldénteni, hogy
kialakithato-e a boritékokbol egy L hosszi lanc?

10.

. [Vizsga: 2008. majus 27.] Ellistaval adott egy n ponti e éld iranyitott graf. Azt szeretnénk tudni,

hogy van-e benne olyan minden pontot tartalmazo6 részgraf, ami egy, a gyokerétsl a levelek felé
iranyitott fa. Adjon O(ne + n?) 1épésszami algoritmust, ami ha van, talal egy ilyen részgrafot.

. [ZH: 2007. aprilis 27.] Az n x n mérettd tabla minden mezdjére egy pozitiv egész szam van irva,

az i-edik soranak j-edik elemére Ali, j], ahol 0 < 4,j < n. Feladat, hogy az els6 oszlopbdl eljussunk
az utols6 oszlopba gy, hogy egy lépésben mindig a kévetkezd oszlopba lépiink, és azon beliil, ha az
i-edik sorban voltunk, akkor a kovetkezs lépésben vagy az (i — 1) (mod n), vagy az i, vagy az (i + 1)
(mod n) szamt sorba keriilhetiink. Adjon O(n?) lépésszamu algoritmust, ami meghatarozza, hogy az
els oszlop melyik elemébdl induljunk, ha azt akarjuk, hogy a bejart mezdkon 1év6 szamok Osszege
minimalis legyen (az utolsé oszlop barmelyik mez&je lehet az utolsé olyan mezd, amire ralépiink).

. [Vizsga: 2010. junius 3.] Egy falutorténet irdja n korabbi lakosrdl gydjtott informaciokat. A kér-

désekre kapott valaszok a kovetkezs tipusiak voltak:
e S; személy meghalt S; sziiletése el6tt;
o 5; személy élete soran sziiletett Sj;
o S5; személy korabban sziiletett, mint S;;
e S; kordbban halt meg, mint S;.

Egy S;,S; parra nem biztos, hogy szerepel minden vélasztipus, és olyan par is lehet, amely egyetlen
valaszban sem szerepel egyiitt. Mivel az emberek idénként rosszul emlékeznek, nem biztos, hogy
minden kapott informécio helyes. Adjon algoritmust, amivel k db fenti tipusa valaszrol O(n + k)
lépésben eldonthetd, hogy van-e kozottiik ellentmondas.

. [ZH: 2005. aprilis 8.] Cirkuszi akrobatak egymas vallara dllva minél nagyobb tornyot szeretnének

létrehozni (a toronyban minden szinten csak egy akrobata lesz). Esztétikai és gyakorlati szempontok
miatt egy ember véllara csak egy olyan allhat, aki nala alacsonyabb és kénnyebb is. A cirkuszban
n akrobata van, adott mindegyikiik magassiga és stilya. Adjon algoritmust, amely O(n?) lépésben
megadja a lehetséges legtobb emberbdl allo torony Gsszeallitasat.

. [ZH: 2007. aprilis 27.] Tekintsiik az olyan G iranyitott grafokat, amelyekben ha eltekintiink az

élek iranyitasatol, akkor a kapott iranyitatlan G’ graf 6sszefiiges. A G graf egy mélységi bejarasanal
maximélisan hany olyan cstcs lehet, amelyre a mélységi és a befejezési szam megegyezik?

. Adjunk algoritmust, mely egy éllistaval megadott iranyitatlan grafban vagy talal egy kort, vagy

igazolja a graf kormentességét O(|V]) idSben (fiiggetleniil attol, hogy |E| akar sokkal nagyobb is
lehet, mint |V])!

[Vizsga: 2007. junius 12.] Egy szamitogéphalozatban n szamitogép van. Minden olyan eseményt,
hogy az i-edik gép tizenetet kiild a j-ediknek (i,7,¢) forméaban feljegyeziink, ahol a ¢ egész szam
az lizenet kiildésének idépontjat jeloli. Ugyanabban a ¢ id6pontban egy gép tobb gépnek is kiildhet
izenetet. Ha a ¢t id6pontban az i-edik gép virusos volt, akkor egy (i,7,t) iizenet hatasara a j-edik
gép mefertézédhet, ami azt jelenti, hogy a t + 1 id6ponttdl kezdve mar a j-edik gép is virusos lehet.
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11.

12.

13.

14.

Legyen adott az (i,7,t) harmasoknak egy m hossza listaja, valamint x,y és tg < t; egész szamok.
Azt kell eldonteniink, hogy ha az z-edik gép a ty id6pontban virusos volt, akkor lehet-e emiatt az
y-adik gép a t; idépontban virusos. Adjon algoritmust, ami ezt a kérdést O((t1 — to)n + m) lépés
utan megvalaszolja.

[Vizsga: 2007. junius 19.] Egy el6re rogzitett atvonalon ugy indulunk el, hogy az auté L literes
tankja tele van. Uticélunkhoz tgy akarunk eljutni, hogy legalabb egy fél tanknyi benzin maradjon
az autoban. Tudjuk, hogy az utunkba esé n benzinkut koziil melyikben mennyibe keriil a benzin,
tovabba, hogy két szomszédos benzinkat koézott, valamint a kiinduléponttél az els6 benzinkutig,
illetve az utolsé benzinkuttol a célunkig mennyi benzint fogyaszt az autd. Az egyszeriiség kedvéért ha
megéllunk egy benzinkttnal, akkor mindig tele tankolunk. Adjon algoritmust, ami O(Ln?) lépésben
megmondja, hogy hol alljunk meg tankolni ha azt akarjuk, hogy utunk soréan a benzinkoltség minimélis
legyen. (Kiegészités: feltessziik, hogy L egész, tovdbbd a fogyasztds mindig egész liter.

A G(V,E) osszefliggs, iranyitott graf minden éle az 1,2,...k szamok valmelyikével van stlyozva.
Egy ut értéke legyen az tuton talalhato élek stlyainak maximuma. Adjunk O(|E|logk) futasidejd
algoritmust az adott x,y € V cstucsok kozti legkisebb stlyt ut értékének meghatéarozasaral

[Vizsga: 2003. majus 30.] Ellistaval adott egy G graf, melynek n cstcsa és e éle van. A graf
minden csicséhoz hozza van rendelve egy 1 és k kozotti egész szam (cimke). Talaljunk (ha létezik)
olyan tarka utat a grafban, amelyben minden 1 < i < k cimke pontosan egyszer fordul els. Az
algoritmus lépésszama legyen O(k!(e + n)).

Bizonyitsuk be, hogy minden G = (V, E) iranyitott graf felbonthato két DAG-ra; pontosabban az
élhalmazéanak van olyan E7, E5 particioja (E = E; U Ey és E1 N Ey = (), hogy a G1 = (V, E1) és a
G = (V, Es) grafok DAG-ok!

10. Minimalis koltségii feszitéfak
1. Mennyi az alabbi grafban a minimalis feszitéfa salya? (Gyakorlasképpen mindharom modszerrel —

2.

3.

Prim, Kruskal, Borivka — csinaljuk meg a feszitéfa-keresést!)

Egy teljes graf ponthalmaza x4, z2, . .., Tk, Y1, Y2, - - -, Yi- Az (x4, x;) élek koltsége (sulya) 1, az (y;,y;)
éleké 2, az (x;,y;) éleké 3. Mennyibe keriil a legolcsobb feszitofa?

[Vizsga: 2005. janius 23.] Iranyitatlan graf tarolasara adjon meg egy adatszerkezetet az alabbi
miiveletekkel:

UJCSUCS(v): a grathoz hozzaad egy 1j csticsot;

UJEL(u,v): a mar létezd u és v csticsok kozé felvesz egy élet;

VANUT (u,v): igen értéket ad vissza, ha vezet az u és v csticsok kozdtt ut, egyébként pedig nem
értéket.

Ha a tarolt grafnak n cstucsa van, akkor mindharom mivelet lépésszama legyen O(logn).

. [Vizsga: 2010. majus 27.] Adott egy G = (V, E) iranyitatlan, osszefliggs, sulyozott graf az él-

listdjaval valamint egy f € FE él. Tegyiik fel, hogy a grafban minden él sulya kiillonbézs. Adjon
O(|V| + |E|) 1épésszamu algoritmust annak eldéntésére, hogy van-e olyan minimalis feszitéfa G-ben,
amely tartalmazza az f élet!
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5.

10.
11.

12.

[Vizsga: 2008. junius 3.] Ellistaval adott a G = (V, E) egyszert, Gsszefiiggs graf. A graf élei su-
lyozottak, a silyfiiggvény ¢ : E — {—1,1}. Adjon algoritmust, ami G-ben O(|V| + |E|) 1épésben
meghatéarozza, hogy mennyi a minimaélis sulya egy olyan részgrafnak, ami G minden pontjat tartal-
mazza és Osszefliggd.

. [Vizsga: 2007. janius 5.] Utépitéskor a kornyéken sok helyen felszedték a jardat. Az épitk 1-

t6l n-ig megszdmoztak a fontos pontokat (kapualj, utkeresztezddés, stb.). A kornyék allapotat két
n x n tablazat irja le. A J tablazatban J[i,j] = 1, ha az 7 és j pontok az utcan szomszédosak és
megmaradt az ezeket 0sszekots részen a jarda, egyébként az érték 0. A P tablazat az ideiglenesen
elhelyezhetd pallokat irja le: ha az i és j pontok OsszekothetSek egy palloval, akkor PJi, j] ennek a
pallonak a koltsége. Amennyiben a két pont nem koéthets Gssze egy palloval, akkor a téablazatban
x szerepel. (Minden pallé pontosan két pontot érint.) Szeretnénk biztositani, hogy mindenhonnan
mindenhova el tudjunk jutni (hol jardan hol pallén haladva). Az épitsk célja, hogy tgy valasszik
meg a pallok helyét, hogy minél kevesebb pallét kelljen hasznélniuk, és ezen beliil a pallok értékeinek
dsszege minimalis legyen. Irjon le egy algoritmust, ami O(n?) lépésben javasol egy ilyen elhelyezést.
(Egy pontra tetszGlegesen sok pallo illeszkedhet, és a gyalogosok az egy pontra illeszkeds pallok
barmelyikérsl barmelyikére at tudnak lépni.)

. Matrixaval adott egy G iranyitatlan silyozott graf. Adott még a G-nek egy F' minimalis salyu feszi-

tofaja, és az F-nek egy f éle. Adjon O(n?) lépésszami algoritmust, ami meghatarozza, hogy az f él
sulyat meddig lehet ugy felemelni, hogy az F' a graf minimalis feszit6faja maradjon.

. [Vizsga: 2008. majus 27.] Ellistaval adott egy egyszert, Gsszefiiggs, stlyozott iranyitatlan G =

(V,E) graf amiben nincs két egyforma silya él. Adjon O(|V] - |E|) lépésszamt algoritmust, ami
megadja a grafban a masodik legkisebb sulyu feszitofat.

. Legyen adva egy (egyszert, iranyitatlan, Osszefliggs) n csiucst G graf éllistaval, az élek sulyozaséval

egyiitt. Tegyiik fel, hogy a G-bdl a v csics, valamint a vp-re illeszkedd élek elhagyasaval keletkezd
G’ graf még mindig Osszefiiggd, és adott a G’ egy minimalis koltségl feszit6faja. Adjunk O(nlogn)
futési ideji algoritmust a G graf egy minimalis koltségii feszitéfajanak elkészitésére!

Hény éle van az n pontu egyszerd Osszefiiggd grafnak, ha pontosan 3 kiilonb6zé feszitéfaja van?

Ellistaval adott egy Osszefiiggs, egyszerd, iranyitatlan, n cstcsi, e éld G graf csupa kiilonbozs élstullyal.
Adjunk egy olyan O(e) koltségii algoritmust, ami a G graf egy minimélis feszit6fajanak legalabb
%n élét elsallitja! (Azaz egy olyan élhalmazt keresiink, ami biztosan része egy minimalis koltségd
feszitéfanak.)

Bizonyitsuk be, hogy a piros-kék algoritmus akkor is helyesen miikodik, ha egy feszitéfa koltségét az
élsulyok Osszege helyett az élsulyok maximuméval definialjuk!

11. Bonyolultsagelmélet

1.

Lassuk be, hogy az alabbi problémak NP-beliek! Melyekr6l tudjuk megmondani, hogy coNP-ben
vannak? Melyekrél, hogy P-ben?

(a) m = {(G, k) | G graf kiszinezhetd k szinnel}

(b) ma = {G | G iranyitatlan grafban van Euler-kor}

(¢) 13 = {(G, k) | G iranyitatlan grafban van k fiiggetlen pont}

. Bizonyitsuk be, hogy a kiévetkezs probléma P-beli:

G graf kiszinezhet$ a piros, zold, sarga, kék szinekkel ugy,
T=<G b Lo ) . )
hogy pontosan egy cstcs legyen piros és pontosan két csics legyen kék

. Tegyiik fel, hogy van egy olyan F eljarasunk, ami egy input G gréafra és k szamra 1 lépés alatt meg-

mondja, hogy van-e G-ben legaldbb k méretd fliggetlen ponthalmaz. Tervezziink olyan algoritmust,
ami polinomidében

(a) meghatarozza a(G)-t!
(b) talal egy a(G) mérett fliggetlen ponthalmazt!
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. Adjunk Karp-redukciot a 3-SZIN nyelvrsl a 4-SZIN nyelvre!
. [Vizsga: 2007. majus 29.] A G irdnyitatlan graf minden x pontjahoz tartozik egy s(x) sily. Célunk,

hogy olyan feszitéfat taladljunk a grafban, amiben a levelekhez tartozo silyok Osszege minimaélis.
Fogalmazza meg a feladathoz tartozo nyelvet és vagy lassa be rola, hogy P-ben van vagy azt, hogy
N P-teljes.

. Bizonyitsuk be a kiévetkezd probléméarol, hogy N P-teljes, vagy azt, hogy P-beli!

L = {G | G iranyitatlan teljes graf, amiben van Hamilton-kor}

. [Vizsga: 2008. junius 10.] Tegyiik fel, hogy P # NP. Az alabbi feltételek koziil melyikbol kovet-

kezik és melyikbdl nem kovetkezik hogy az X eldontési probléma nem P-beli?

(a) Egy N P-teljes Y problémara X Karp-redukélhato.
(b) Egy N P-teljes Y probléma Karp-redukalhato X-re.
(¢) az X probléma N P-beli.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Lassuk be, hogy az alabbi problémak NP-beliek! Melyekrsl tudjuk megmondani, hogy coNP-ben

vannak? Melyekrél, hogy P-ben?

a) m = {(G, k) | G paros grafban van teljes parositas}

) w2 = {(G, k) | G paros gratban van k élbél allo parositas}

) m3 = {G | G iranyitatlan graf, van benne pontosan 100 élbél allo kor}
)

)

3
()
|

w4 = {(G, k) | G iranyitatlan graf, van benne legalabb k élbsl allo kor}

. A G iranyitatlan graf minden = pontjahoz tartozik egy s(z) sily. Célunk, hogy olyan feszitéfat talal-

junk a grafban, amiben a levelekhez tartozo stlyok Gsszege minimalis. Fogalmazzuk meg a feladathoz
tartozo eldontési problémaét, és bizonyitsuk be, hogy N P-beli!

Tegyiik fel, hogy van egy algoritmusunk, ami polinom id6ben megmondja, hogy adott G graf
kiszinezhetG-e legfeljebb k db szinnel! (Vagyis input: G és k; output: igen/nem). Hogy tudnank ennek
segitségével polinom idében meghatarozni x(G)-t?

Tegyiik fel, hogy van egy algoritmusunk, ami polinom id6ben megmondja, hogy adott G graf
kiszinezhet6-e legfeljebb k db szinnel! A fentiek értelmében azt is megtudhatjuk polinom id&ben,
hogy mennyi x(G). Hogyan tudnank kiszinezni polinom idében a grafot x(G) szinnel?

Legyen a m dontési probléma inputja egy G graf, az output pedig pontosan akkor .gen”, ha G
sikbarajzolhaté. Mutassuk meg, hogy m € NP NcoNP.

Mi az alabbi probléméak bonyolultsiga, ha az input egy G(V, E) graf (|V| = n, |E| = e)? Természetesen
bizonyitsuk is bel!

(a) Van-e G-ben egy legalabb 15 pont teljes részgraf?

(b) Van-e G-ben legalabb n/100 hosszusagu kor?

(¢) Van-e G-ben olyan feszitéfa, amelyben a maximalis fokszam legfeljebb 27
(d) Van-e G-ben olyan feszitéfa, amelyben a maximalis fokszam legfeljebb 37

Bizonyitsuk be, hogy a leghosszabb it meghatarozésa egy iranyitott, élsulyozott G grafban N P-teljes!
(Pontosabban az ehhez tartozo eldontési probléma.) Masképpen: bizonyitsuk be, hogy

L = {(G, k) | G iranyitott, élstlyozott graf, van benne legalabb k stlyd at}

N P-teljes!
[Vizsga: 2007. janius 12.] Tudjuk, hogy a sikgrafokbol allé nyelv P-ben van. Legyen a SIK-
MAXKLIKK nyelv a kévetkezs:

{(G,k) | G egy sikgraf, amiben van k pontu klikk}

Mutassa meg, hogy ez a nyelv NP-teljes, vagy mutassa meg, hogy a nyelv P-ben van.
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16.

17.

18.

19.

20.

[Vizsga: 2009. majus 28.] P-beli vagy N P-teljes az alabbi probléma? Adott egy G = (V, E)
irdnyitatlan graf és az a kérdés, hogy van-e olyan C' kor a grafban, melyhez minden v ¢ C' csticsbdl
vezet él.

[Vizsga: 2010. majus 27.] Az arviz tobb helyen fenyegeti a gatakat, tudjuk, hogy n kritikus
hely van. Ezek koziil az i-ediknél a gat megfelel megerdsitéséhez h; darab homokzsak kell. Ha az
er6sités nem torténik meg (vagy csak kevesebb homokzsakkal), akkor az i-edik helyen k; kart okoz
a foly6. Adottak a h; és k; pozitiv szamok, tovabba a gatak megerdsitéséhez Osszesen rendelkezésre
all6 homokzsakok Z szdma (Z > 0 egész). Azt szeretnénk meghatarozni, hogy ennyi homokzsakkal
hogyan tudjuk a kart minimalizalni, ha feltessziik, hogy a meg nem erdsitett pontokon keletkezd karok
Osszeadodnak.

Fogalmazza meg a feladatot eldontési problémaként és vagy adjon ra polinomialis algoritmust vagy
igazolja, hogy a probléma NP-teljes!

[Vizsga: 2010. majus 27.] Az X probléma bemenete egy binérisan felirt N > 0 egész szam, és
akkor lesz a valasz igen, ha N nem 2-hatvany. Az Y probléma bemenete egy G egyszert graf, és akkor
lesz a valasz igen, ha G cstucsainak szinezéséhez 3-nél t6bb szin kell. Ha feltessziik, hogy P # NP,
akkor van-e X <Y illetve Y < X Karp-redukci6?

[Vizsga: 2010. janius 17.] Az X probléméaban adott egy G dag és egy k pozitiv egész szam, a
kérdés, hogy van-e G-ben legalabb k éld ut. Igaz-e, hogy X < 3SZIN, illetve, hogy 3SZIN < X?
[Vizsga: 2007. janius 12.] Igazolja, hogy ha a 3SZIN nyelv benne van coN P-ben, akkor NP =
coNP.

12. Egészértéki programozas

1.

[Vizsga: 2009. janius 11.] Egy adott egyszert, iranyitatlan grafban maximéalis méreti parositast
akarunk talalni. Irja le ezt a problémat egy egész értékd programozasi feladatként! (A kapott egész
értekd programozési feladatot nem kell megoldani.)

. [Vizsga: 2009. junius 4.] Egy adott egyszer, iranyitatlan grafban maximalis méretd teljes részg-

rafot akarunk talalni. Trja le ezt a problémat egy egész értéki programozasi feladatként! (A kapott
egész értéki programozasi feladatot nem kell megoldani.)

. [Vizsga: 2010. janius 3.] Fogalmazza meg egész értékii programozasi feladatként az alabbi prob-

lémat! Egy adott G = (V, E) iranyitatlan egyszert grafban keresiink olyan maximaélis méretd D C V
csticshalmazt, melyre teljesiil, hogy minden = € V csticsnak legfeljebb 2 szomszédja van a D halmaz-
ban!

. [Vizsga: 2010. janius 17.] Adott egy G = (V, E) egyszert, iranyitatlan graf. Egy olyan W C V

halmaszt keresiink, amely a lehets legtobb csticsbol all és teljesiil ra, hogy a grafban barmely 2 fiiggetlen
él 4 végpontjabol W legfeljebb 2 pontot tartalmaz.

Hogyan lehet ezt a problémat egészértékd programozasi feladatként felirni? (A kapott EP feladatot
nem kell megoldani!)

13. Kozelit6 algoritmusok
1. Bizonyitsuk be, hogy a kévetkezd algoritmus legfeljebb 27(G) ponttal lefog egy tetszdleges G grafot:

Keresiink egy tovabb nem bévithetd fiiggetlen élhalmazt, és kivalasztjuk ezen élek végpontjait. Eles
ez a korlat?
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2. [Vizsga: 2009. janius 17.] A Ladapakolas problémanak tekintsiik azt a specialis esetét, amikor az
n targy mindegyike vagy a vagy b mérett, ahol 0 < a < b < 1 és a+b = 1. Adjon ennek megoldasara
O(n) lépésszami algoritmust!

3. [Vizsga: 2009. majus 28.] Egy csomagkiild§ szolgalatnal csupa egyforma dobozokba pakoljak az
elkiildendd arut. Céljuk az, hogy a ladakban marado {ires helyet kitolté anyaghol minél kevesebbre
legyen sziikség. Igaz-e, hogy a Ladapakolasra megismert First Fit eljaras erre a problémara is egy
2-kozelit6 algoritmus?

4. [Vizsga: 2006. junius 12.] Van n fajlunk, az i-edik fajl hosszat jelolje h;. Tegyiik fel, hogy a fajlok
hosszuk szerint nem csokkend sorrendben kovetik egymaést, azaz 0 < hy < hg < --- < h,,. Mentéskor
két egyforma méretii lemez all rendelkezésiinkre. A mentésnek sorban kell torténnie, el6bb az els6
fajlrol kell megmondani, melyik lemezre keriiljon, azutan a masodikrol, stb. (Fajlokat szétvagni nem
szabad, minden fajl teljes egészében keriil az egyik vagy a masik lemezre.) Amikor a soron kévetkezs
fajl mar egyik lemezre sem fér ra, akkor abbahagyjuk az eljarast. Egy ilyen eljaras optimalis, ha a
lehetd legtobb fajlt lehet segitségével kimenteni.

Mutassa meg, hogy az a moho eljaras, amikor a kovetkezs fajlt oda tessziik, ahol toébb hely van, nem
feltétleniil optimalis. Legfeljebb hany fajllal fogunk kevesebbet kimenteni ezzel a moho eljarassal az
optimalis (szintén sorrendben ments) megoldashoz képest?
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