Fontos
Mindig van pumpalas és Rice-tétel!

1. eloadas

Jelolések
e I: karakterek/betlik halmaza
e X' ihosszu sorozatok/szavak halmaza
o 3 bsszes sz6
w € X1 sz6 hossza: |w|
€: Ures sz6 (0 hosszu)
e L C 3 nyelv (szavak tetszSleges halmaza)

o ¥ teljes nyelv, az Ures sz6 is benne van
o (@: Ures nyelv, Ures szo sincs benne
o {e}: Ures szbébdl &ll6 nyelv

* rr J74 ra ra
o a :csupa a betlbdl allé szavak nyelve

Véges automata

Q: allapotok

X: karakterek halmaza

§: atmeneti fuggvények, megmondjak, hogy mikddnek a lépések
q: kezddallapot

F: elfogado allapotok

Formak
e Determinisztikus, ha minden allapot-karakter parra van atmenet.
e Nemdeterminisztikus, ha tdbb atmenet is van ugyanarra.
e Hianyos, ha nincs mindenhol értelmezve.
e Teljes, ha mindenhol értelmezve van.

Az automata olvas a bemeneten, az alapjan csinal valamit. Szamitasi ut: legalis |épések
egy sorozata. Az automata elfogad egy sz6t, ha van szamitasi ut F-be. Az elfogadott szavak
halmaza az elfogadott nyelv. Egy nyelv regularis, ha van hozza véges automata, az
mindegy, hogy milyen. Ugy is le szokas irni az automatat, hogy L(M), vagyis L nyelvet
elfogadé M automata.

Minden hianyos véges automatahoz van ekvivalens teljes, akar determinisztikus is. Ekkor ha
példaul A-bol A-ba és B-be is megy a 0, akkor felvesziink egy AB allapotot, ahova és csak is
ahova fut A-bdl a 0. Egy példa atdolgozas arra a feladatra, hogy az utolsé el6tti karakter 1:



Lehet olvasas nélkil is atugrani egy masik allapotba, ez az £ atmenet, példaul ezzel a “van

benne 101 vagy 11” feladat tomérithetd. Ez mar alapbdl nemdeterminisztikussa teszi.
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Tétel viszont, hogy nemdeterminisztikusbdl at lehet alakitani determinisztikussa. Példaul
vegylk azt, hogy az el6zében hova lehet Gres atmenettel jutni:
E(A) = [A]L E(B) = |B.CL E(C) = |C} E{D) = [D]

A megoldas:

Az ABC ugy jon létre, hogy az A-bdl az 1 tud menni A-ba és B-be is, viszont ezek E-jét kell
nézni, vagyis a C is elérhetd a nullatmenet miatt. A-bdl 0-val az A-ba, B-bél C-be, C-bél
sehova nem tudunk menni, éppen ezért az ABC egy AC allapotba jut, ha 0-t olvas. llyen
logika szerint kell folytatni a feladatot.

Miveletek nyelvekkel
e Unio: L1 U L2 - valamelyikben benne van a sz6

o Metszet: L1 N L2 - mindkettében benne van a sz6

e Kuilonbség: L —L,6-az elsében benne van a sz6, de a masodikban nincs

e Komplementer: L2 - barmi, ami a 3 része, de nem Lz-nek

e Konkatenalas: LL,- elsé fele L, masodik fele L, része, a vagas helye barhol lehet

e Tranzitiv lezart: L: - barhanyszor, akar 0-szor szerepel egymas utan egy j6 szé

A regularis nyelvek ezekre zartak. Bizonyitja, hogy mindre fel lehet irni DVA-t
(determinisztikus véges automata).



2. eloadas

Minimalizalas

Adott nyelvhez minél kisebb automatat akarunk csinalni, vagyis a legkevesebb allapotu
determinisztikus teljes automatat. Minden regularis nyelvhez létezik minimalautomata.
Ehhez az egyforman viselkedd (vagyis ekvivalens) atmeneteket 6ssze kell vonni. Ha van két
ekvivalens allapot, és azokbdl tovabbmegyiink egy betilivel, azok az allapotok ugyanugy
ekvivalensek lesznek. Ha van két ekvivalens allapot, és az egyik elfogadd, akkor a masik is
az.

L/x: olyan szavak, amiket x sz6 utan irva L-ben érvényes szavak allnak eld. Szavak (pl. x és
y) akkor ekvivalensek, ha L/x = L/y. Ha két sz6 ekvivalens, akkor ekvivalens uton jutnak
kezdballapotbdl végallapotba. Ha a két sz6 megklldnbdztethetd, akkor nem ekvivalens
allapotba jutunk vellik. Ebbdl az jon le, hogy n kildn sz6 legalabb n kildn allapot. Ekvivalens
szavak halmazat ekvivalenciaosztalyoknak hivjuk. Ha annyi allapotunk van, ahany
ekvivalenciaosztaly, akkor minimal az automata. Ez algoritmizalhato:

e Legyen két allapothalmaz, A1 = nemelfogad6 és A2 = elfogado.

e Megnézzik az atmeneteket, és ha van két olyan, amik egy adott halmazbdl két
kalonb6z6 halmazba mennek at, akkor eszerint kettévagjuk a széban forgoé halmazt.
e Megallunk, ha nincs mit elvagni.

A vagas alapja szemléltetve, azt is bemutatva, hogy attél még, hogy az ésszes b ugyanoda
mutat, az a-k k6zt még lehet eltérés:




Példanak vegylnk egy olyan automatéat, hogy legalabb 2 hosszu, kilénb6zé utolsd 2 betls
szavakat fogad el (a BA-bdl AB-be mutaté b atmenet kimaradt):

F "
| AL
S,

I & ) =4 AR

Egy nagyon jo trikk felirni a vagasi pontot, és hogy melyik betl mit csinal:

v /0
5 A B_AA BB AE  BA
RS

Itt ezek a halmazaink:

a és b is marad (S)

a marad, b atmegy, nem elfogadé (A, AA)
b marad, a atmegy, nem elfogadé (B, BB)
a marad, b atmegy, elfogadé (AB)

b marad, a atmegy, elfogadé (BA)

Egyelemi halmazok nyilvan nem vaghatok szét, elég A-t és AA-t, illetve B-t és BB-t
megnézni paronként. Mivel ugyanugy viselkednek, nem vagodik semmi tovabb, felrajzolhatd
a minimalautomata:

Megoldhat6 tablazatosan, ahol a sorok és oszlopok az allapotok. Ez szimmetrikus, a felsé
vagy alsé haromszog nélkil is j6. Elsé l1épés, hogy ahol az egyik index elfogadd, a masik
nem, ott irjunk be 0-t, mashol semmit. Innentdl a j. kérben j kerll a tablazatba, ha a két
vizsgalt elemnél ugyanaz a betli nem ugyanabba a halmazba megy, és addig van kér, amig
lehetséges beirni Uj szamokat Ures helyekre. Ahol nem az atléban marad lUres mezd, azokat
az allapotokat 6ssze lehet vonni. Az el6z6 példa megoldasa igy:
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Nemdeterminisztikus véges automatara (NVA-ra) nincs ilyen eljaras. Két nyelv kozel van
egymashoz, ha csak véges sok széban kulénbdznek. A minimalizalas kiterjeszthet6, hogy a
kozeli nyelveket meghatarozza.

Regularis kifejezések

Van 3 elemi tipus, az Ures nyelv (@), az Ures sz0 (g), €s a betl (a € X). Az utdbbi kettébdl
van nyelv, pl. Ures szonak megfelel6 nyelv (L = {e}). A nyelvek kozt értelmezett az unio (
L UL, elfogadott szavak Osszevonasa), konkatenalas (L1Lz’ elfogadott szavak egymas

’ . ra ya ra ra * ya ra ra . ya re
utan illesztése), és a lezaras (L1’ elfogadott szavak barhanyszor, akar nullaszor ismétlése).

Regularis kifejezés az elemi tipusokkal és ezzel a harom mivelettel leirhato, pl. aba

(legaldbb 1 b-t tartalmazé szavak) vagy (a + b)* (a-bdl és b-bél allé szavak). Ha olyan
analdgiat allitunk, hogy @= 0 és € = 1, akkor kijonnek a szorzas és 6sszeadas képletei, pl.
R + 0 = R. Aregularis kifejezésekkel leirhaté nyelvek a regularis nyelvek.



3. eloadas

L(i, j, t): i-bél j allapotba legfeljebb t 1épésben jutunk el. Ha az 6sszes ilyet fel tudjuk irni

regularis kifejezéskeént, vagyis R(i, j, t) alakban, kész vagyunk. Ha t = 0, akkor nincs kdztes

allapot, tehat az ilyenkor vonatkozo regularis kifejezés a betlik 6sszege, amik az atmenetet

okozzak. Ha i = j, akkor hurokrdl van sz, azt is igy kezeljiuk, de az ¢ is legyen a

halmazban. Ha t # 0, rekurzivan visszavezethet§ arra, itt t barmely kdztes allapotot jelenti:
RLiLOD=R{LLt=1)+RLLt=1) R{tt,t=1) R{LjLt-1)

07, 30
‘tq A
\t_.l

Nézzuk azt a nyelvet, ami a b-ket tartalmazé szavakat fogadija el:
Példa: Kell: R(1,2,2)

R{1_1,u}=£l—ﬂ- R(1,2,0) = l’:l

_* R(2.1,0) = g R(2,2,0) = f-&- crh

R(L,1.1) = R(L,1.0) +R(1,1,0) R(L1O)R(1,1,0) = grar(ete) (e ol 5
=f+a+a = QF (649

R(1,2,1) = R(1,2,0) + R(1,1,0) R(1.1,0)"R(1,2,0) = DH§ =&\ L#'C»T'rj
=ph+a"h = ah

R(2,1,1) = R(2,1,0) +R(2,1,0) R(1,1,0)° uci.l.n}=,ﬂ4£ ot ,@

R(2,2,1) = R(2,2,0) + R(2,1,0) R(1,1,0) H{l’ﬂ}—i%"ﬂ""b
R(1,2,2)=R(1,2,1) +R(1,2,1) R(2.2,1)°R(2,2,1)= QA h'l- d"h(ﬁj‘-ﬂr

= o’h (f«* b)"

Regularis-e egy nyelv?

Alapbdl az ekvivalenciaosztalyok felsorolasaval lehetne megoldani, de végtelen sok sz6 is
lehet, széval inkdbb van a pumpalasi lemma, ami ilyesmi, csak a koroket jol kezeli. A
lemma: ha van egy regularis nyelvink, akkor van egy olyan p > 0 pumpalasi hossza, hogy

minden sz6 felbonthaté egy olyan u v w alakra, hogy v legalabb 1 hosszu, és uv'wis a
nyelv szava, ha k = 0. Ha egy nyelv nem regularis, ugy bizonyitjuk, hogy nem igaz ra a

ISV ON] s s o) n,n 7 . s
pumpalasi lemma. Példaul nem reguléris az a b nyelv, ebben barmilyen u v w felosztésra

2 , . ;o . . . . -
az uv w mar nincs a nyelvben. Van regularis nyelv, ami pumpalhaté, tehat a nem regularis
nyelveket nem lehet vele keresni, csak azt bizonyitani, hogy valami nem regularis.



4, eloadas

Nyelvtanok
Egy formalis G nyelvtanban van:

V - valtozok nem Ures halmaza
Y - abécé
S € V - kezd6valtozd

P - levezetési szabalyok, egy olyan alakbdl, amiben legaldbb egy valtozé van,
barmivé atalakithat

Levezetés = eljutottunk olyan alakra, ahol mar csak abécében lévé betiik vannak, nem
pedig valtozok. Nyelvtant megadhatunk csak a szabalyokkal, ezeket a bal oldalon dssze is
lehet vonni, pl. X > aés X - besetén X - a | b.

Chomsky-nyelvosztalyok
A nyelvek osztalyat az adja meg, hogy milyen osztalyu nyelvtannal lehet generaini.

e (. osztaly - generativ nyelvtan: nincs megkdtés, mindig general valamit

e 1. osztaly - kdrnyezetfliggé (CS) nyelvtan: csak valtozokat lehet helyettesiteni, de a
valtozé elbtt és utan bal- és jobboldalt ugyanaz marad

e 2. osztaly - kdrnyezetfliggetlen (CF) nyelvtan: baloldalt csak egy valtozo lehet

e 3. osztaly - regularis nyelvtan: csak A - a és A - aB forma megengedett

Vannak majdnem regularis nyelvek, amiknek a szabalyai A - a és A — ¢ alakuak, de az ¢
szabaly regularis nyelvben tilos. Tétel, hogy ez elhagyhaté. El6szér meg kell hozza
hatarozni az E halmazt (mikbdl lehet €), az ebben Iévd szabalyokat ketté kell bontani e-t
megengedd szabdlyokra, illetve olyanokra, amikben az dsszes e-ban végz6dd levezetés be
van helyettesitve. Egy példa:

e S—>aA|bB|e

e A-bB|c

e B—-bS|a
I_I.* A
5,4 t]oh|~1vd
f.—%-ﬁk‘wafl
A= LY
t.*’-f'ﬂélfﬂ\‘*-

Minden regularis nyelvtanhoz van regularis nyelv. Ezt az bizonyitja, hogy automatat lehet
bel6le generalni:

e A — a szabalyokra egy elfogadd atmenetet irunk fel,
e A — aB szabalyokra sima atmenetet irunk fel.

Példa regularis nyelvtanbdl felrajzolt automatara:



e S—>aA|bB|¢
e A—-aB
e B-oDbB|dA|b

)~ A

o | ﬁ//fr

Q
Minden regularis nyelvhez van regularis nyelvtan, ami az el6z6 visszafelé:

o clfogadd atmenetekbdl A — a szabalyt irunk fel,
e sima atmenetekbél A — aB szabalyt irunk fel.

Példa: a nyelv a paratlan sok a-t és paratlan sok b-t tartalmazé szavakat fogadja el:

A0
a | ’1\3'

Megoldas:

A - aB|bC
B - cA|bD
C - bA|aD
D — aC | bB | €, de az e-t megtanultuk eltlintetni.

Ha egy nyelvtan minden szabalya A —» a alaku (majdnem CF), akkor van CF nyelvtana,
amihez szintén annyit kell csinalni, hogy az e-okat felszamoljuk. Fel kell irni az i Iépésben
elenyész6 e-ok halmazait, de el6szor elkulonitjuk azokat, amik nem generalnak e-t. Az
elenyész§ valtozok jele ismét E, nézzink példat:

e S— ABCD

e A->CD|AC|AB
e B->Ch|Sh

e (—als

e D—-bD|e

Ekkor E1 = {C, D}, mivel azok mennek e-ba. E2 = {C,D, A}, mert az A - CD egy olyan

szabaly, ahol jobb oldalon csak El-beli elemek vannak. E3 = {C, D, A}, mert se S, se B nem

tud elenyészni. Mivel nem Kkerllt Uj valtozé6 a halmazba, megallunk. Most az 0Osszes
elenyész6 valtozot felirjuk az 6sszes allapotra, legyen az E, barmelyik, akar tébb eleme:



e S—> ABCD|BCD|ABD|ABC|BD|BC|AB|B
e A-CD|D|C|AC|A|C|AB|B

e B->Ch|b|Sb

e (C—-a

e D->bD|b

Egy masik atalakitas, hogy a lancszabalyokat hagyjuk el, amikkel nincs haladas, pl. A - B
és B — A. Ezeket érdemes behelyettesiteni, és azt megoldani, hogy ne legyen kor. Ehhez
el6szér meg kell hatadrozni minden valtozéhoz, hogy onnan mi érhet6 el egyszeres
szaballyal, akar tobb Iépésben is. Ez alapjan mar lehet 6sszevonni, példaul a kdvetkez6
nyelvet:

e S—aB|A|B|a
e A-aal|aC

e B—-aB|C

e C—>bS|B

Segit egy rajz az egyszeres szabalyokrol:

B
DD

Ekkor

° NS = {4, B, C} (a C tranzitiv),

¢ N, =0
e N, = {c3,
® N.= {B}.

Eredmény behelyettesitésekkel egy esetben: S - aB|a|aa|aC | aB | bS.



5. el6adas

Felesleges szimbolumok
Legyen mondjuk

e S—al|Aa

e A-Aa|AB|CC
e B-bb

e (- bC

e D — abab

Probléma: C-t6l nem szabadulunk (1. tipus), D-t nem tudjuk elérni (2. tipus), mindkett6é
felesleges szimbolum. Elészér az 1., majd a 2. tipusuakat kell kisziirni, ha forditva
kezdjuk, maradhat még 2. tipusu.

1. tipus felszamolasa
Kiindulunk a Z-bdl, majd bévitjik az igy megkezdett T0 halmazt azokkal a valtozokkal, amik
T-beli szimbdlumokka alakithatok (van A — a alak), ezt ismételgetjik Ti minden elemére. A
példara:

o T, ={ab}

e T ={abBD,S}

° T2 = {a, b, B, D, S} - nem valtozott

Itt ledllt a dolog, kimarad az A és C — azokat tartalmaz6 minden kuka, az uj nyelvtan

e S—oa
e B-obb
e D — abab

2. tipus felszamolasa

Az elérhetbket kell feltérképezni. Ehhez a kezd&valtozobdl indulva ugy bévitlink ki egy S
halmazt, hogy hova lehet onnan eljutni. Ami kimarad, eldobjuk a szabalyait. Az el6z6
kukazas utani allapotot folytatva:

° SO= {5}
o S = {S, a}

o S = {S, a} - végeztink, egyedil az S — a szabaly marad.

Levezetési fa
CF nyelvtanbdl elég evidens:

{Afhﬁb %‘R

AA oY °ﬁ‘\ﬁ\b
> C sb C



Példa a paratlan hosszu palindromok nyelvtana: S — aSa | bSb | a | b, ennek legyen a példa
levezetése az S = aSa = abSha = abbba:

5
P
a ST
S~
LSDH
\

b

Ha minden levezethet6 sz6hoz csak egy fa van, akkor egyértelm( a nyelvtan. Ha a nyelvhez
van egyértelml CF nyelvtan, akkor egyértelml a nyelv. Van nem egyértelmd CF nyelv, és
nincs algoritmus az egyértelmiség eldontésére. A CF-ek zartak az uniora, konkatenalasra,
és tranzitiv lezartakra, akarcsak a regularis kifejezések, a tobbi miveletre viszont nem zart.

Veremautomata
e () - allapotok halmaza
e I -abécé
e [ - veremabécé (szimbdlumok)
[ J

q, € Q - kezdéallapot

° ZO € I - kezd6szimbolum (verem alja)
e F C (- elfogadd allapotok
§ - atmeneti fuggveny

Mint egy sima automata, csak egy verembe pakolunk vagy abbdl veszink ki. Egy atmenet
6(q, a, A) alaku, g allapotban vagyunk, a-t latunk a bemeneten, ettél a verembe A-t tesziink.
Egy lépés formaja (q, ax, AB) — (r, x, af). Itt lehet pl. t6réIni a verembdl (ha o = ¢€), vagy
nem haladni a bemeneten (ha a = €). Ha nincs alkalmazhaté atmenet, elakad. Elfogado
allapot, ha a bemenetrél € jon, és ha ilyenbe eljutunk, elfogadja az automata a szét. A sz6
végén még lehet I1épni, de ha itt akad el, mar elfogadta.

Példa: L = {a"b":n > 0}, erre tipp, hogy a veremben taroljuk az a betiiket, &s szedijiik ki
6ket minden b-re, csak az ezutani Ures verem elfogadd. Az ilyen automatak rajzan az élek
szOvege, hogy milyen bemenetre mi torténik a verem tetejével. A példat megoldé automata:

@(._mm (3,) (2. £ A)
b, Ak

£i%2

5 a0 it



Vegyuk példaul az A — AA atmenetet, ez az allapot ugy irhatoé le, hogy 8(q,a,4) = (q,A4),
vagyis a q, allapotban, ha a bemeneten a érkezik, akkor az A tetejli verem teteje AA-va
valtozik, és maradunk a q, allapotban. Az utolsé él azt ellenérzi, hogy a verem allapota
maradt-e az, amivel indult, tehat akkor fogadjuk csak el, ha nincs szemét az aljan.

Determinisztikus veremautomata: mindig legfeliebb egy lehetéség van atmenetre.
Determinisztikus egy CF nyelv, ha van hozza determinisztikus veremautomata. Mivel van
nemdeterminisztikus CF nyelv, ezért veremautomata nem determinizdlhaté. Minden

determinisztikus CF nyelv egyértelml, de van nemdeterminisztikus is koztik (pl.
palindromok nyelve).
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Ures veremmel elfogadé veremautomata
Akkor fogad el egy szét, ha (r, €, €) allapotba jut. Kimarad az F (elfogadé allapotok) halmaz,

de amugy ugyanugy miakodik, mint a sima veremautomata. Egy ilyen példa az {anbn: n > 1}
nyelvre:

b‘ A~¢

Ay
(¢3370) _
(az ott fent Z,—A akar lenni)

Ha egy nyelv elfogadhatd veremautomataval, akkor elfogadhaté Ures veremmel is. Ez
visszafelé is érvényes. Emiatt inkabb prébaljunk mindig Ures veremmel elfogadét csinalni.
CF nyelvtanbdl példaul ugy, hogy levezetjik a veremben, és a sz6 kdvetkezd karaktere kell
eléallion a verem tetején. Ebbél jon, hogy minden CF nyelvre van azt elfogadd
veremautomata.

FPélda: 5—+aSa|bSbla|b

Az ures veremmel elfogadé automata:

Q = [q). Fr=Vvui={s.ab] -

8(q,€5) = {(q,a8a), (q.bSh), (q.a).(q.b)}, &(g.a.a)={(q.e)}, &(qbh) f[q.lf}}

Hogyan lassuk be, hogy valami CF-e? Példa: {a"b"c":n > 0}, itt a megkilonboztethetdség
€s a pumpalas jon jol. A regularis nyelveknél a DVA-ban van kor, tehat pumpalhato, de a
CF-ek esetében hasznalt PDA nem determinisztikus, mas kell. Ett6l még van koér, lasd
levezetési fa:

A /,:“.\

ababbaa




A regularis pumpalasnal az uvw-t pumpaltuk v w alakba, itt uvwxy-t pumpalunk
uvkkay alakba. A CF feltétel, hogy vx nem lehet Ures, és vwx hossza < p. Egy példa,
hogy {a"b":n > 0} pumpélhatd u =d" ', v=a w=2¢ x = by =b" " alakban. Ha egy
nyelv kdrnyezetfliggetlen, ez a lemma alkalmazhato ra, tehat indirekt bizonyithatd, hogy egy

nyelv nem CF. Ha egy nyelvben Iév6 sz6t ugy pumpalunk, hogy az mar nincs a nyelvben,
akkor megdélt a CF felvetés. Van olyan nyelv, ami pumpalhaté, de nem CF.
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Algoritmikus kérdések
Ha egy nyelv regularis, megadhatjuk leirassal, véges automataval, regularis nyelvtannal,
regularis kifejezéssel.

Beletartozas
DVA-t végigkovetjik

e NVA-ban minden szamitasi utat bejarunk, de ez exponencialis, széval determinizaljuk
e Regularis kifejezésbél vagy nyelvtanbdl: NVA — DVA
e CF: elagazas és korlatozas tipusu médszer (nem tananyag)

Uresség

e VA: utat kereslink a grafban a kezddallapotbdl egy elfogaddba - bejaras, esetleg
minimalizalhatunk, és ha az Ures nyelv automatajat kapjuk, akkor Ures
Regularis kifejezésbdl: szerepel minden tagban az @, akarR = a @+ b *Q@
Regularis nyelvtanbdl: levezethet6-e barmilyen sz6 a felesleges szimbolumok
eltintetése utan

e CF nyelvek: pumpalasi lemma, a p-nél kisebb szavak benne vannak-e

Végesség
e Regularis kifejezésnél minden véges, amiben nincs *
e VA: ha elfogadé utakban nincs kor, véges
e CF nyelveknél: pumpalasi lemmaval: ha p + 1 és 2p kdzti hosszu szavak nincsenek
L-ben, hosszabbak sem

Diszjunktsag
e VA: metszetet elfogadd automata elfogad-e valamit
e Regularis kifejezéshez és nyelvhez VA-t kell késziteni
e CF nyelvre nincs algoritmus

EgyenlGség
e Minimalizaljunk VA-kat, és ha a két automata izomorf, egyenl6k
e CF nyelvre nincs algoritmus

Chomsky-normalformaju nyelvtan

CNF nyelvtan: olyan CF nyelvtan, amiben az S — € szabalyon kivil csak A - BC és A = a
alakok lehetnek. Minden CF nyelvtan atalakithatd CNF nyelvtanna. Ehhez minden a
betlihdz, ami nem egyedill szerepel szabaly jobb oldalan, bevezetjik az x, valtozét és az

x —a szabalyt. Ezutan minden A — a szabalyban, ahol a nem egyedil volt, lecseréljik az a
betlket x -ra. Utolso lépésként siman feldaraboljuk a hosszu szabdalyokat. Ha van olyan,

hogy A — BCDEF..., akkor legyen sok uj valtozo, velik pedig Iépegesstink mindig ugy, hogya
kovetkez§ tagot hozza ki sorban a szabaly: A —» BY ,Y - CY,Y —DY,..
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Algoritmus, ami CNF nyelvtant general: CYK-algoritmus. Egy tablazatot kell felrajzolni, hogy
az adott hosszu résszd milyen karakterekbdl vezetheto le.

n. | Tln1]

LT T3 | [ TTin]

Iy aas Xy L=

Kezdjuk az aljan, ahol 1 hosszu résszavakat vezetlnk le, vagyis amihez van 4 —» X, szabaly.

A feljebbi mez6 azt jelenti, hogy ami alatta van legalul, az onnan kezd6dé k betls résszo
levezethetd belSle. Nem csak a valtozot irjuk be, hanem hogy hogyan vezetjuk le (alsé
indexbe a szabaly sorszama, és az, hogy melyik sorban keressiik az els6 elemét:

Il.

k. As ., A= BC a2 szabily

1. B

..f‘| . I - I'n ] [ e

Itt példaul azt irja le, hogy a 2. szabaly alapjan az m. sor az elsé karakter, innen mar
evidens, hogy hol kell keresni a C-t. Ha egy sor kész, ugrunk feljebb, példaul a 2. sorban azt
keressuk, hogy az alattuk indulé 2 hosszu szavak hogy jonnek ki. A harmadik sorban mar
tobb lehetéséget is meg kell nézni, a haromszogekre érdemes figyelni. Lehet példaul a 3.
sor 1. mezdje olyan, hogy a 2. sor 1. és 1. sor 3. mezdje teszi ki, de az is, hogy az 1. sor 1.
és 2. sor 2. Még egy lehet6ség neki, hogy az 1. sor 1-3. mezdbket is leirhatja egy szabaly.

- S24 Az
Aya 912 S5
| ) ;‘r‘ c'iﬂ
- S - AB|BC
1 2
; - g"h"'l Bt.tz A—BA|a
3
2. | Ay, By E!.-'I Ay B - CC|b
Sga Sa, 4 S2,4 4
: & 8 c A C 3 A"“C (.—-;Hm

b a a b a » = haaha



Elég az utols6 sorban a kezddallapotokat leirni, abbdl lehet érvényes levezetési fat
visszarajzolni. Az egyértelmliség meghatarozasara is j0 ez az algoritmus, ugyanis ha tobb
kezd&allapot kertl a legfelsd sorba, akkor tdbb lehetséges levezetés is létezik:

&) 3 I\

G 3 i /

Q A B 3 C

' [ S10 520 / [ AN

| —  Axs ® \ﬁ. C C'. b A 6\

— ] 1l 4% e \

TR Ll LA

. [ . X s, L U\

* ] L - * b AB &

| B AC AC B ‘1:_ | y !
o~ b

Regularis nyelvtan lehet nem egyértelm(, de regularis nyelv mar egyértelm.
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Turing gépek

Jele M, van benne k darab szalag, akar a jobb oldalukon végtelenek, és az is megvan, hogy
milyen betlk lehetnek rajtuk. A bemenet is szalag, az els6 szalagra ra van irva. Minden
szalagnak van egy ir6-olvaso feje, ami balra-jobbra mozog.

)

|

Q: allapotok

X: dbécé

I': szalagabéce, ezek kerilhetnek a szalagokra
q,: kezddallapot

F: elfogado allapotok
*: Ures mez6 jele, alapbdl minden mezében ez van, ami nem bemenet
e §: atmeneti fuggvények

Egy atmeneti flggvény formaja 6(q, a, . ak) = (r, b1' bz,... b . ik). Itt g-bdl r allapotba

i,0,
K12
lép, és az a-kat (minden szalag jelenlegi karaktere) felllirja b-kkel (szalagok karaktereit
felllird karakterek), ez akkor torténik, ha mind a k szalagon a megfelel6 karakter van. Miutan
a fellliras megtortént, az i-k jelentik azt, hogy merre lépnek a fejek. Ez lehet egyet balra,

egyet jobbra, vagy semerre.

Ha nincs olyan allapotatmenet, ami az adott allapotban érvényes, akkor megall, és ez lehet
elfogadd allapot. Ha a gép nem all meg (végtelen ciklus), akkor biztos nem fogad el. Az
elfogadott nyelv L(M), ami azokbdl a w szavakbdl all, amiket a gép elfogad. Egy véges
automata (VA) biztos megall, elfogadas feltétele a végigolvasas. A veremautomata (PDA)
nem feltétlenll all meg, az elfogadas feltétele a végigolvasas, még ha végtelen ciklusban is
ragad. A Turing gépnek (TG) mar végig se kell olvasni az elfogadashoz (pl. 1-gyel kezd8d8
szavak elfogadasa).

Egy nyelv rekurzivan felsorolhaté (recursively enumerable, RE) avagy felismerhetd, ha van
azt elfogadd TG. Egy nyelv rekurziv (recursive, R) avagy elddnthetd, ha van olyan TG, ami
minden bemeneten véges szamu lépésben megall, és azt fogadja el. R € RE. Ez azt is
jelenti, hogy ha RE gépulnk van, az csak arra ad garanciat, hogy a nyelvbe tartozé szavakat
jelzi, de ha mar nem tartozik bele a sz6, a nemleges valaszt sem biztos, hogy megkapjuk.

Church-Turing-tézis: Ha van algoritmus egy nyelvbe tartozasi problémara, akkor L € R, ez
visszafelé is igaz. Ha van eljaras, ami nem biztos, hogy megall a nyelvbe nem tartozé
szavakra, akkor L € RE, ez is igaz forditva.

Van olyan nem CF nyelv, amihez van TG, pl. {a"b"c":n > 1}, ennek a megoldasa egy
szalaggal is megoldhato, el6szdr atirunk egy a-t x-re, navigalunk egy b-re, ami y lesz, aztan



egy c lesz z. Ha ezt a kort ismételjuk, akkor ha elfogynak az a-k, azt kell nézni, hogy
elfogyott-e mas is. Ez mindig megall, tehat a nyelv R-ben van.

Minden nyelv, amire van TG, megoldhaté 1 szalaggal is. Erre az a trikk, hogy 2k savra
osztunk egyetlen szalagot, a paratlanok lesznek a régi szalagok adatai, a parosakat pedig
arra hasznaljuk, hogy a fej helyét rogzitsék. Végigpasztazzuk az allapotokért, majd még

egyszer a visszairasokért, és ettdl a gép O(nz)-es lesz. A szalagabécének része kell legyen
az Ures karakter (x) és az 1 (ez jeldli a fej helyét).

Létezik nemdeterminisztikus Turing-gép (NTG): van olyan szamitasi ut, amin elfogad, de
lehet olyan szamitasi ut, amin meg sem all. Minden NTG-hez van megfeleld determinisztikus
TG.

Egy TG-t alapbdl atmeneti fuggvényekkel és egyéb paraméterekkel irunk le. Ha ezt mindet
leirjuk, atfordithatd egy 0-1 sorozatra, ezt mondhatjuk ugy, hogy a Turing-gép kédja. Innentél
egy 0-1 sorozat lehet szé vagy Turing-gép is, és igazolni lehet, hogy egy sorozat TG-e,
raadasul ez R-beli nyelv, mert van ra algoritmus.

Diagonadlis nyelv: olyan nyelv, ami szabalyos Turing-gép kodokat fogad el (0-1
karakterekbdl), barmilyet is kap bemenetként, kivéve sajat magat. Ez nem RE, vagyis nincs
ehhez algoritmus vagy TG. A bizonyitas, hogy ha van TG, akkor az illeszkedik a nyelvbe, ezt
pedig el kellene fogadnia, de ez ellentmondas.

Univerzalis nyelv: két részbdl all a bemenet, a # elvalasztd karakter: w#x, ahol w egy TG
kodja, x pedig egy bemenet, és az univerzalis nyelv azokat a w#x-eket tartalmazza, ahol w
elfogadja x-et. Tehat ez a nyelv tartalmazza az 6sszes lehetséges Turing-gép és bemenet
parost, és ha benne van, akkor a gép elfogadja.

Megallasi nyelv (halting problem): ugyanez, csak nem elfogadja x-et, hanem megall ra. Az
univerzalis és megallasi nyelv RE, de nem R. Ez azt jelenti, hogy nincs algoritmus, ami
elmondana, hogy egy TG elfogad-e vagy megaill.
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PRIM algoritmus: elddnti, hogy egy szam prim-e. Mivel algoritmus, R-ben van. R-nél kicsit
nagyobb halmaz a rekurzivan felsorolhat6 feladatok halmaza, ebbe tartozik, de nem rekurziv
az univerzalis és megallasi nyelv. A diagonalis nyelv nincs RE-ben.

R

Ha egy nyelv rekurziv, a komplementere (L) is rekurziv. Egyszerien az elfogad6 és nem
elfogad6 allapotokat kell felcserélni hozza. Ez a logika nem mikodik RE-re, mert sem igy,
sem ugy nem all meg. Ha L és a komplementere is RE, akkor L € R. Az univerzalis (Lu) és

megallasi (Lh) nyelv komplementere nem RE.

Egy nyelvosztaly komplementere (nem nyelv komplementere) co X, és azok a nyelvek
tartoznak bele, amiknek a komplementere a nyelvosztaly eleme. Tehat a komplementerek
nem biztos, hogy benne vannak, de ha egy nyelv és a komplementere is eleme X-nek, akkor
igen. Igaz, hogy cocoX = X, és azis, hogy X € Y = co X S coY. Még parilyen: coR = R
€s RE N coRE = R. R és RE zartak az unidra, metszetre, konkatenalasra, és tranzitiv
lezartra. L: Ures bemenetre megallé Turing-gépek osztalya, L_€ RE — R. Az L@ osztaly mar

csak a semmit elfogadd Turing-gépek (pl. végtelen ciklusok), ez a co RE osztalyban van,
mikdzben RE-ben nincs. Ehhez annyit kell csak belatni, hogy% € co RE. Azt is tudjuk, hogy

g ¢ RE, igy R-ben sincs.

T egy nyelvi tulajdonsag, pl. csupa paros hosszu szoét tartalmaz. Egy nyelvi tulajdonsag
akkor nem ftrivialis, ha létezik két olyan RE nyelv, amik k6zul csak az egyikre igaz. Masképp:
T nyelvek egy halmaza, amik kdzt van RE nyelv, de a komplementerében is van RE nyelv.
Lehet hozza egy L, nyelvet rendelni. Lehetséges tulajdonsagok, hogy a nyelv Ures, véges,

vagy regularis. Az mar nem nyelvi tulajdonsag, hogy megall-e a TG. Két esetben lehet
trivialis a nyelv, ha vagy minden tartalmazott nyelv RE-beli (pl. érvényes Turing-gép kodok),
vagy egyik sem (pl. a semmi).

Ha T egy trivialis nyelvi tulajdonsag, akkor L.€R és L- & R, de ha nemtrivialis, akkor mar

nem igaz ez. Ennek hozomanya, hogy ha el akarjuk dénteni, hogy egy TG elfogad-e egy
adott tulajdonsagu nyelvet, az nem lehetséges algoritmikusan, mert nem lesz rekurziv.
Trivialis tulajdonsag kizarélag a minden vagy a semmi.

Rice-tétel: Ha T egy nemtrivialis nyelvi tulajdonsag, akkor LT ¢ R. Ebbdl kdvetkezik, hogy
L_ nem rekurziv, illetve minden a kovetkezd el6adas elején. Rice-tételes feladat szinte

@
mindig van zh-n.



Speedrun

L €RE,L € RE,L & RE
u h d

LERSLE R, RE esetében nem igaz

LeEREésLE RE& L €R

coX ={L: L€ X}

cocoX =X

XS Y=>coX S coY

coR =R

RE NncoRE =R

R és RE zartak az uniéra, metszetre, konkatenalasra, és tranzitiv lezartra
Ures bemenetre megallé Turing-gépek osztalya: L € RE — R

L® € coRE, L® ¢ co RE, L® ¢ RE, L® ¢ R

LT: T tulajdonsaghoz rendelt nyelv

Trivialis nyelvi tulajdonsag: L. €R L &R

Nemtrivialis nyelvi tulajdonsag: 3 L1' LZ: L1’ L2 € RE és L1 €Tés L2 T, LT ¢ R,

T N RE #Q, T N RE #Q

nem (ires bemenetre
megdllé nyelv

RE

univerzdlis nyelv

megdllasi nyelv

diagondlis nyelv

lires bemenetre
megdlldsi nyelv

nem trividlis
tulajdonsdgok

trividlis
tulajdonsdgok
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Ha azt akarjuk bizonyitani, hogy egy tulajdonsag nem rekurziv (ami igazabdl szinte
mindig igaz, mint belattuk), akkor csak adni kell egy olyan nyelvet, amire érvényes, és
egy olyat, amire nem:

1. Ty: anyelv nem iires Ly, = [w: IM,,. M, elfogad valamilyen sz6t } € R

nem trivi: I, = () ERENT, L;=0€RE —T (reguldris is)
2. T,: a nyelv véges Ly, = {w: 3 M, M,, véges sok sz6t fogad el } &R
nem trivi: L, = pf Ly = O
3 T,:|L] =2020 Lyy = (w: 3 M, M, 2020 sz6t fogad el } € R
L te2 _
L < d0,0 0% = o
4. Ty:011€L Ly, = (w: 3 M. M,, elfogadja a 011 szét ) €R
L,= {011] L™ Y
5. Ts:L requldris Lre = [w: 3IM,,, L(M,,,-hez van VA is ] €R
Lyzg L,< Palindvgm
e TgiL=X Ly, = [w: 3 M, M,, mindent elfogad } € R
- - -
L=< L= &
7. T,:LER Ly, = (w: 3M,J0M,) rekurziv ) €R
L= 2 L= L,
Dominéprobléma

Vannak 1x1-es csempék, amiknek az oldalai cimkézettek, és csak azonosan cimkézett két
oldal kerllhet egymas mellé:

d

éﬁ (

b ¢

5]

A kérdés, hogy lefedheté-e a (végtelen) sik a készletiinkkel, amit olyan formaban kapunk
meg, hogy K = {(a, b, b, b), (a, a, b, b)}. Ezekkel nem lefedhet, hiszen fuggbleges tengelyen
mindkét elhelyezés rossz. A domind nyelve D = {készlet: a sik lefedhets vele}. Igaz, hogy
K € D & minden paros oldalhosszusagu négyzet lefedhet6 fele. Ez azt jelenti, ha el tudunk
indulni 2x2-bél, majd koré tudunk épulni egy kerettel, aztan akoré is..., akkor le van fedve a

sik. D € coRE < D€ RE,D ¢ R,D ¢ RE.



Post megfeleltetési problémaja
Vegylnk egy véges szétart, pl. magyar-angolt (azonos abécé kell), és az a kérdés, hogy
van-e olyan mondat, ami mindkét nyelven ugyanugy néz ki. Erre néhany példa:

1 2 3 1 b
1. {(ab,aba),( ab,ba),( aba,ba)} vV ' 3 :. 51% ‘:;‘

2 3
2. 1(1.141},(10111.10}1.{1&0): v 13 "q 9 ]
L/ t’l 11&] “' m =y - v <

% {(ab,a),(ab,ba),(b,ba))} ”il E
N &lu N1n
- l:,anlJ H L} , L.ﬂ‘ﬁ la 11 4 l_' 19
a 2, - Yt LY o

Itt a 3. azért nem igaz, mert az els6 nyelv minden szava b végli, a masiknal meg a, igy eleve
nem tudnak a mondatok ugyanugy végzdédni.

A megfeleltetési probléma nyelve PCP = {szo6tar, amire van megoldas}. PCP € RE, és
legalabb 2 betlis abécékre PCP ¢ R. L = {egyértelmii CF nyelvtanok} & R.



12. el6adas

Minden (0. osztalyu) nyelvtanhoz van olyan Turing-gép, aminek az elfogadasa azonos azzal.
Ez forditva is igaz. Minden 1. osztalyu G nyelvtan esetén L(G) € R, de ez mar nem igaz
forditva. CF nyelvekkel olyan 1 szalagos NTG ekvivalens, ami n hosszu bemenetre nem
megy a szalagon 0(n)-nél messzebb. Chomsky-nyelvosztalyokra L,cL,cl cL =RE.

melyik miveletre zdrtak

nyelvtan nyelvoszt automata u n komipl. konkat
3 requldris VA + + + + +
2 CF PDA " - - N +
det CF DPDA - - + + ¥
1 cs Linkorldtos TG + + + - +
o RE TG * + - * *

Felsoroloé Turing-gép

Olyan, mint a TG, de nincs elfogadé allapot, nem kap bemenetet, és lehetnek
munkaszalagjai. Van kimeneti szalagja, ami csak irhatd, és visszalépni se lehet rajta. A
kimeneti szalagon elvélasztojel van a szavak kozt. Az ilyen M altal kikdpott szavakat felsorolt
nyelvnek hivjuk. Ha M megall, akkor csak véges nyelvet tud felsorolni. Egy nyelv csak akkor
rekurzivan felsorolhaté (RE), ha van olyan TG, ami felsorolja, innen a neve. Egy végtelen
nyelv csak akkor rekurziv, ha van a szavait sorrendben felsorold TG. Véges nyelvekhez is
van ilyen gép.

Kimenetes automata: valamit kiszamol, nem csak elfogad, rendes kimenete van. A VA és
PDA forditd, a TG fuggvényt kiszamitd. VA-nal két egyszer(i modell: minden allapot vagy
atmenet ad egy kimenetet. Az el6bbit hivjuk ugy, hogy Moore-automata:

e (: allapothalmaz

e X: abécé

e A: kimeneti abécé

e §: allapotatmenetek

e u: kimeneti fliggvény

® q,€ Q: kezddallapot

Itt nincs olyan, hogy elfogadd allapot. Lényegében van egy szokasos teljes DVA-nk, ezt
egészitjik ki azzal, hogy minden Q-hoz hozzarendelink egy A-beli karaktert, ezt a p
fuggvény teszi meg. A Ay q, 9y szamitasi uton a kimenet u(qo), u(ql), u(qz)... Ezt a p-t ki

lehet terjeszteni szavakra. Amit itt leirtunk, az hossztartd, de ez nem mindig van igy.
llyen automata pl. az ellentétképzé:

~
ol

L. 0 ) wooo)= 4]
6 114
w01 = 100

Az allapotban a neve mellett az van, hogy mit ir ki, ha belép az allapotba.
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Mealy-automata
A Moore minden allapotra irt ki valamit, ez minden atmenetre. Ugyanugy teljes DVA:

e (: allapothalmaz
e X: abécé

e A: kimeneti abécé

e §: allapotatmenetek
e T kimeneti fliggvény
® q,€ Q: kezddallapot

Ebbdl is van olyan verzio, hogy az atmenet szavakra kiterjeszthetd, de alapbdl hossztarté.
Minden Moore-automata atalakithaté Mealy-automatava. A modot nagyon egyszer(ien ez a
kép irja le:

a//‘; s
6,97 a;’a
&,

b/5

A Moore 1épés utan ir ki valamit, a Mealy ezt a Iépés kdzben tegye meg. Az az automata,
ami a bemenetet invertalja, igy néz ki mindkét médon:

4 110
B SR I O
A Ao

Minden Mealy-automata atalakithaté Moore automatava. Ehhez olyan médszert hasznalunk,
ahol a célallapotot szedjuk szét:

Példa az invertalé automata:

G 91

o )1

@Ps @GNy,



Példa arra, hogy minden 1-gyel kezd6d6 blokk elsé 1-e maradjon meg:
H0/o 1/ 79
° W

- . A
Qﬁ@ o
A
Q
94

U0 \

Egy Mealy-automata teljes értékkészlete regularis. A véges forditd egy olyan
Mealy-automata, ami megengedi tetszbleges hosszu karaktersor kiirasat, vagyis az ¢ is
lehetséges egy atmeneten. llyen példaul az automata, ami paronként kiirja, hogy azonosak
vagy ellentétesek-e:

afl a/o Maababbbba)=
P A9 o
:, b/e W a/e z: —
b/0O b/1

Véges forditdé: egy nemdeterminisztikus VA, amiben lehetnek es-mozgasok is. Itt mar
forditasokrél beszéllink, vagyis konkrét szoparokrél, egy szoétarrol. Véges forditas az a
relacio, amihez létezik véges forditd. Regularis nyelv forditdsa szintén regularis nyelv. CF
nyelv forditasa szintén CF nyelv.
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Ahogy az automatakat, a veremautomatakat is forditova tehetjik, igy jon létre a
veremfordité, eredménye a veremforditas. Ha elakad, sikertelen a forditas. Ennek az
atmenete kap egy extra paramétert a jobb oldalon, a kimenetre irt karaktert.

Példa: Q=1qq, q1 L, £=1{0,1}, I' = {Zg, AB}, A ={a,b}

8:(90.0,£) = (qo. A a) O: {—A; O
Eq:. LA) = Eq?;ulﬂ ,)@)O : ! O E'] #"’5_; b

(Q.8A) = (&) A2 €y,
I

Szintaxisvezeérelt forditasi séma
Van két ABC alapjan mikéd6é nyelvtan, de parhuzamosan irnak ki dolgokat.
G = (V,L,AP,S). A valtozok ugyanott helyezkednek el a szabalyokban, csak a koztuk 1évé
karakterek kulénbdznek:

V- véltozdk, £ A: két abe, S €V: kezddviltozd

P: nyelvtani szabdlyok: A= a; a; o E(ZUV), az € (AUV)

0 =Xg ANy Ag o Njog MM+ Oz =¥p Ag¥y Az Yiems Al
X; € I- y, EA° AEV

:‘I_r}r.l-f}nn Cant .[ﬂ"'l
1. példa: S=0S; 051 | 01; 01 2. $= 05a Y1
Egqy levezetés: S = 05;051 = 005; 00511 = 0005 ;0005111 = 00001; 00001111
o W .
Forditds = f{f_}"'dj o™ 1 ) : f},.-l} .
1 i 3 L !
2. példa: S—=AC; OAOC |C; C A= aAbA; 1AA |ab; 2 C= ¢; ?
)

Eqy levezetés: 5= AC, 0AQC = albpac : Q1A QC =
- » - - -
aabbAC; 912A0cC A sobbab C ; Q1220cC =
acbbobe | 012203

5 pﬂdd'l-' E+T: ET+ |T:T Lﬂ"""ﬂ!i' - F.-SF=
. . E=E : B H Y -2 T o . -
F=() ;E |a;a For; FRoh i
\ [‘E‘*‘T}"’F,' ETEFH = . =
vl
(ﬂ.ﬂ’\'v{d % = {.,.-l.a)ua-’" ax4d = ¥

~)
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Foglalkozunk azzal, hogy milyen gyorsan végez a Turing-gép. M gép id6igénye TM(n), eza

lépések szama n hosszu bemeneten. A tarigény a maximalisan hasznalt szalagmez&k
szama, jele SM(n). A tarigénybe nem szamit a bemenet, ha nem irhaté felul. Ha tudunk felsé

becslést adni valamelyikre, akkor idékorlatos vagy tarkorlatos a TG. Ez nem elég jo

besorolas, osztalyozunk:

TIME(f(n)): van DTG, ami felismeri, és iddigénye 0(f(n))
SPACE(f(n)): van DTG, ami felismeri, és tarigénye O0(f(n))
NTIME(f(n)): van NTG, ami felismeri, és id6igénye 0(f(n))
NSPACE(f(n)): van NTG, ami felismeri, és tarigénye 0(f(n))

Még osztalyok:

P: polinomialis id6ben felismerhet6 nyelvek osztalya

NP: nemdeterminisztikus gépekkel polinom idében felismerhetd nyelvek osztalya
P és NP zart az unioéra, metszetre, konkatenaciora, tranzitiv lezartra

Tarhelyre ugyanez a PSPACE és NPSPACE (amugy ezek egyenl6k)

EXP: exponencialis idében felismerhetd nyelvek osztalya

Tulajdonsagaik (leszopod magad):

TIME(f(n)) € NTIME(f(n)) € R

SPACE(f(n)) € NSPACE(f(n)) € RE

TIME(f(n)) € TIME(g(n)), haf(n) < g(n), n = 1, 2...
SPACE(f(n)) € SPACE(g(n)), haf(n) < g(n), n = 1, 2...
TIME(f(n)) = coTIME(f(n))

SPACE(f(n)) = co SPACE(f(n))

SPACE(f(n)) € R

P © NP € PSPACE < EXP

P # EXP

P=coP

P S coNP

Ha f(n) = n, akkor NTIME(f(n)) € TIME(2
Ha f(n) = log n, akkor NSPACE(f(n)) < SPACE(fz(n))

c*f (n))
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e [ € RE: x € L-re van véges hosszu bizonyiték

€ co RE: x & L-re van véges hosszu bizonyiték

€ RE N coRE: x € L-re és x ¢ L-re is van véges hosszu bizonyiték
€ R: x € L eldontésére van algoritmus (megallé TG)

€ NP: x € L-re van polinom hosszu bizonyiték

€ co NP: x & L-re van polinom hosszu bizonyiték

€ NP N coNP: x € L-re és x ¢ L-re is van polinom hosszu bizonyiték
€ P: x € L eldontésére van polinom idejd algoritmus

e 6 6 o o o o
O~ o~ o~~~

Karp-redukcié

Az Osszes lehetséges szora (2*) értelmezett L1 és L2 nyelv, ezek kézt egy olyan f(x)
fuggvényt hivunk Karp-redukcionak, ami ugy képez le, hogy ami L -en beldli, az L,-n bellli
lesz, de ami azon kivuli, az kivlil marad, és ez P. Ha létezik, akkor jele: L1 < Lz' Ez azt
szimbolizalja, hogy L, legalabb olyan nehéz, mint L. Ha van Turing-gép az L -re, €s meg is

all, akkor Ll-re is. Ha az egyik gép P vagy PSPACE, a masik is az lesz.

Egy nyelv NP-teljes, ha minden NP-beli nyelv visszavezethetd ra, tehat a legnehezebbek
kdézt van NP-n belll. Ugyanilyen logika szerint van PSPACE-teljes és P-teljes nyelv is, de
utodbbinal a logaritmikus tarban szamolhatdsag a feltétel. NP-teljes feladat példaul grafokban
Hamilton-korék keresése, az utazdigynok, és a hatizsak probléma. PSPACE-teljes példaul a
mindent elfogadd NVA, CS nyelvtanok nyelve, kvantoros Boole-formulék igazsaganak
ellendrzése.

A Turing-gépek jok, mert egy lIépésben kevés dolog torténik, jol lehet becsulni a
Iépésszamot. A mai szamitdgépek mar kozvetlen elérési gépek (Random Access Machine),
a becslések mégis j6l hasznalhatdk, mivel a gép szintén idealizalt és determinisztikus, csak
szalag helyett memadria van, de a Iépések az utasitaskészletben elég egyszeriiek. Kilon
kezeljuk a programmemoriat és adatmemoridt, illetve a bemeneti és kimeneti szalagot.
Minden DTG-hez van ekvivalens RAM program.



