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1. valtozat

1. FElészor feldobunk két szabdlyos érmét. Ha nincs fej, eqyszer, ha van fej, kétszer dobunk fel egy
szabdlyos dobdkockdt. Mennyi a valdszindsége, hogy lesz hatos? (20 pont)

Megoldas. A teljes valdsziniiség tételét hasznéljuk, a kovetkezd események bevezetésével (3
pont):

A : van fej
B : wvan hatos

Az érmedobdssal kapcsolatos valdszintiségek (5 pont):

- 1
P(A) = -
() =
3
PA) = -
() = 5
A kockadobéssal kapcsolatos feltételes valészintiségek (5 pont):
2 11
pBlA) = 1-2_1
36 36
- 1
P(B|A) = 6

Innen kiszdmithaté a végeredmény (7 pont a TVT felirdsaért):

11,113 6+33

P(B)=--4+_-Z = ~ 0.271
(B) 64+364 144 0.27

2. Milyen c értékre lesz a kovetkezd fligguény siriségfiggvény? Hatdrozza meg azon vdltozd
vdrhato értékét, amelynek a siriségfigguénye

cel*l haxe[-1,2]
f(@) _{ 0 kiilonben.

(20 pont)
Megoldéas. A kovetkezonek kell teljesiilnie (3 pont):

/_O; flz)dz =1

A konkrét esetben:

oo 2 0 2
/ flx)de = / cel®ldg = / ce *dx —|—/ ce®dx =
oo ~1 -1 0

= [—ce71]21 + [cem]g =-—c+cetce’ —c=

(2 pont) cle+e?—2)=1,
1



ahonnan (1 pont)
c= (€+62—2)_1.

A vérhat6 érték (a képlet dnmagéban 3 pont):

oo 2 0 2
/ af(x)de = c/ zel®lde = c/ ze “dr + c/ zedr =
—oo -1 0
(5 pont) 0 —x 12 2 T
po e “dx + [xe®]; — e“dr | =
—1 0

= cl—e— efm L T2 2 ["”]g):

2
—e—1+e+ 22 —|—1)(22m>062:€2fﬁz0.911

= ¢
3. Legyenek X,Y € U(0,1) fiuggetlenck, Z = 2X +Y. Szamolja ki Z siriségfigguényét! (20
pont)

Megoldas konvoliciéval. Konnyen belathatd, hogy 2X € U(0,2) (3 pont), ezutdn kiszdmolhatjuk
a konvoltcids stiriiségfiiggvényt:

S min{¢,2}
faxiv () “¥“>‘/ .hxhﬁﬁ4thM7“¥ml/ %d &pm”;(mmet 1} — min{t, 2})
- max{0,t—1}

,hat <0

,hat €0,1)

,hat €[1,2)

ha t € [2,3)

,hat > 3.

~~

(5 pont)

O wlolol= © 8
—
w
|
~
SN—

Megoldés geometriai médszerrel. Abrazoljuk a [0,1] x [0, 1] halmazon a kévetkezd teriiletet
t lehetséges értékeire:
2X +Y <t

Ezen teriiletek adjak meg a P(2X +Y < t) = Fox4y (t) valésziniiségeket (10 pont). Kiszamolhatd,
hogy a teriiletek értékei ¢ kiilonféle értékeire a kovetkezOképp szdmolhatdk (8 pont):

t<0: 0,
2
te[0,1): 127 1
tel,2): Qt—z,
te2,3): 1—i(t2—6t+9),
t>3: 1.

Innen derivaldssal kaphat6 a sfirtiségfiiggvény (2 pont).

4. Dobjunk tizszer egy szabdlyos dobdkockdval! Jeldlje X a hatosok, Y pedig a pdros dobdsok
szamdt! Szamolja ki az E[Y|X] regresszict! (20 pont)

Megoldas. Szamoljuk ki Y feltételes eloszldsat az X = x feltétel mellett (az Osszes y > x értékre):

10! 1\ (2 3\10—y
oy PV =y, X =2)  sig=anmo=y (8) (3)" ()
P(Y =y|X =z) o (p(;: ) ): = '(1010;1/)‘ 61 m65 10— :,36
2!(10—x)! (6 (6)

- ) 660
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(8 pont) 10 — 2 z y—x § 10—y
N y—x 5 5 ’
amivel belattuk, hogy Y — X feltételes eloszlasa az X = x feltétel mellett binomidlis, konkrétan

B (10 -z, %) (2 pont, ha a fenti bizonyitas nélkiil jon erre rd, akkor az eddigi 15 pont helyett 12
jar.). Innen adédik tehdt, hogy (5 pont)

2
Zx,

E[Y|X=s]= (10-2)=4-

azaz

E[Y|X]=4— %X.

5. Legyen X € N(—1,2),Y =3X+48, Z =5-2X. Szdamolja ki az R(Y, Z) korreldcids egyiitthatot!
(10 pont)
Megoldas. Jdl latszik, hogy Y és Z kozott linedris a kapcesolat:

Y -8
X = —=

3
Y -8 16 2. 31 2
Z = 5-2X=5-2—" =5+ ——y=""_2Zy
g g 3 T3 3 33

Innen kovetkezik, hogy |R(Y, Z)| = 1 (7 pont), és mivel a fenti kifejezésben Y egylitthatéja negativ,
igy R(Y,Z) = —1 (3 pont).

6. Mit dllit a Chapman—Kolmogorov-tétel a homogén Markov-ldncok dtmenetvaldszinidség-mdtrizairol?

Megoldas. Legyen Xy, X1, Xs,... n allapotd Markov-lanc Il atmenetvaldszinliség-matrixszal,
melynek elemei (2 pont):

[H]ij:pij:P(XlzﬂXO:i) (1§iaj§”)-
Jelolje TI(™) a t-lépéses adtmenetval6szintiség-matrixot (1 pont):

(O] =pl = P(X, = jIXo=1) (1<i,j<n).
ij

Ekkor tetszéleges t > 1, 1 < s < t esetén teljesiil a kovetkez6 (7 pont):

o® = 1) t=»),

azaz
n® =1t

(Barmelyik alak elfogadhatd, a t = 2 specidlis eset is).



