Valoszintiségszamitas 1. vizsga megoldokulcs

1. A 13,20, 55, 78,90 szamokat jatszottuk meg a lottén. Legyen A az az esemény, hogy
az elsoként kihuzott két szamot el fogjuk taldlni, B pedig az, hogy legaldbb harom
taldlatunk lesz. P (A + B) =?

Megoldas
P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB) (5 pont)

Annak a valdsziniisége, hogy az els6 kettd kihtzott szdmot eltaldljuk (5 pont):

.4-88-87- 2
o 88 - 8786 — ~ 0.002496

P(A) = =
(4) 90-89-88-87-86 801

Annak a valdszintisége, hogy 3, 4 vagy 5 taldlatunk lesz (5 pont):

by DD+ O+ Q) o0r

(950) 2441626

Annak a valészintisége, hogy az els6 kettd kihizott szamot eltalaljuk, és ezen feliil
még lesz legaldbb egy taldlatunk (5 pont):

P<AB):5-4~(3~3-85'84+3-3~2~85+3'2~1) _ 5483 ~ 0.00024951
90-89-88-87-86 21974634

P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB) ~ 0.00307

2. Egy dobozban hdrom piros, két fehér és egy zold golyé van. Visszatevéssel tizszer
hidzunk a dobozbdl. Jelolje X a pirosak szamat! Adja meg a Z = (X +2) (X — 2)
varhato értékét!

Megoldas

X € B(10, %), n=10,p= % (10 pont)

EZ=E(X+2)(X —-2)=E(X?—-4)=EX?—4 (3 pont)
EX? =0’X + (EX)? = np(1 — p) + n?p? = 2 (5 pont)

EZ = 23.5 (2 pont)
3. Az X és Y egyiittes slrlségfuggvénye

[ a(@® 422y +3y*), hat<az,y<1
Pex(@y) = { 0, egyébként '
a.) Mennyi az a értéke?

b.) Fiiggetlen-e X ésY ?
c.) cov(X,Y) =7

Megoldas



1,1

6
//a(:p2+2xy+3y2)dxdy:1:>a:ﬁ(4p0nt)
0 Jo

b.)
@ = [ vy =222+ %2t 5 (2 pony
) = s = — X — X — 11
X ; xy\Z,y)ay 11 11 11 p
1 2 6 18
— dr = = + — 4+ — 42 (2 pont
Ty (y) i Ixy(x,y)dr 11+11y+11y (2 pont)
6 12 18
Ixy(x,y) = ﬁx +ﬁ y+11y

Mivel fxy(z,y) # fx(x) - fy(y) ezért X és Y nem fiiggetlenek. (2 pont)
c.) cov(X,Y) =E(XY) - EXEY (2 pont)

1 rl 13
E(XY) =/ / zy - fxy(z,y)dedy = o= (2 pont)
—2 (2 pont)
15

1
1
/Oy Jy (y)dy 5

EX = /m fx(z)dx =

(2 pont)

13

COV(X, Y) = —@

~ —0.0089532 (2pont)

. Dobjunk tizszer egy szabdlyos dobdkockaval! Jelolje X a hatos, Y pedig a hdrommal
oszthaté szamok dobdsainak szamat! Szamolja ki az E (Y | X)) regressziét!

Megoldas

a.)
r(t) = BE(Y|X =t) = Z@P —i|X =1t) (2 pont)

Arra a valészintiségre vagyunk kivancsiak, hogy 10—t-szer dobva milyen valészintiséggel
kapunk ¢ — ¢ darab hdrommal oszthaté szémot az {1,2,3,4,5} szdmok koziil:

P(Y —i[X = 1) = (1;)__;) (é)i_t (%)10_t_(i_t) (5 pont)

Behelyettesitve:
10 i—t 10—t—(i—t)
10—-1t\ /1 4
) = - - =
o =375 6) G)
10 it 10—t—(i—t) 10 i—t
10—-1t\ /1 4 10—-1t\ (/1
= .—t —_— t f—
xe-o(i)6) G 2 () 6)

1=t

5

A\ 10-t=(i=)
(—) (5 pont)



Elvégezve a k = i — t behelyettesitést:

o-E ) QTR

Az elsé szumma utdn egy B(10 — ¢, 1) valészintiségi véltozé varhaté értéke 4ll, a
masodik utan pedig a biztos esemény valdszintisége.

1 4
r(t):(lO—t)g—l—t‘l:?—i—gt (3 pont)

EY|X)=r(X)=2+ %X (2 pont)

b.) Legyen Z =Y-X. Z éppen a 3-asok szama azon dobasok kozott, amikor nem
6-ost dobtunk. Igy Z|X =t € B(10—t, 1) eloszldst, azaz E(Z|X = t) = (10—1)1.
Tehat

1 4
EY|X=t)=EZ+X|X =t)=E(Z|X =t)+E(X|X =t) = (10—t)g+t = 2+gt,

azaz 4
B(Y|X) =2+ X,

. Igazolja, hogy n > 50000 megfigyelés esetén egy 2-nél nem nagyobb szérasi valdszinliségi
valtozé értékeinek atlaga legalabb 80%-os valdsziniiséggel a varhaté érték 0.02 sugart
kornyezetébe esik!

Megoldas
a.) A Csebisev-egyenl6tlenségbdl, mivel 02X, = % (5 pont):

P (‘Zz:l —

2
4
? (10 pont) > 1

n n - (0.02) 50000 - oo

< 0.02) >1—

b.) Legyen EX; = p, 0 X; = 0. A kérdés az, hogy
P (‘ Zz:l —

2

< 0.02) >0.8
n

A centralis hatdreloszlas tételbdl

P E?:l XZ —np
Vno

P(MQ):P(Z&_WMQ :P@:_l_wg)
=1

< x) ~ ®(z) (5 pont)

Vno

A kérdéses valdszintiség:

X ¢ "X
P (‘Zz—l—u < 0.02) =P <Z’—1—u<0.02)—P (2’—1—# <—0.02) =
n n

n

= 0.8 (5 pont)



Mivel 0.02 = %:

0y (ST (SO o (V21 5oy 20 (ST )y

> 24 (2.2) — 1 (5 pont) ~ 2-0.986 — 1 = 0.972 > 0.8

Megjegyzés: A centrélis hatareloszlas-tételen alapuld bizonyitds nem teljesen korrekt,
hiszen nem vizsgaltuk, hogy a kozelités mennyire pontos. Ez egyébként nem is olyan
egyszeri, mert a pontossagra vonatkozé standard korlatok (az in. Berry-Esseen-tétel és
annak kiillonbozo javitott valtozatai) tobbnyire a 3. (centrélis) momentumot hasznaljék,
amely esetlinkben akér végtelen is lehet.



