4. Analizis a komplex frekvenciatartomanyban

Mint az el6z6 részben lattuk: a jeleknek és a linedris, invaridns rendszereknek a
frekvenciatartomanyban  torténé leirdsanak ¢és analizisének sok elénye van az
id6tartomanybeli leirashoz képest. igy példaul egy linedris, invarians rendszer vélaszat az
idétartomanybeli konvoltcio helyett a frekvenciatartomanyban szorzassal allithatjuk eld.
A frekvenciatartomanybeli leirdsnak természetesen hatranyai is vannak. Ezek
egyike az, hogy — nagyon egyszerli esetektSl eltekintve — a valasz id6fiiggvényének
meghatarozasa numerikus eljarast igényel, ezért Aaltalanos kovetkeztetések levonasa
gyakran nehéz. Egy tovabbi nehézséget jelenthet nem stabilis rendszerek és nem abszoliit
Osszegezhet6 DI gerjesztések illetve nem abszolut integralhat6 FI gerjesztések kezelése.

A rendszer jellemzése az idétartomdnyban impulzusvélaszaval kiilonosen akkor
szemléletes, ha a rendszer els6- vagy masodrendii. A rendszer jellemzése a
frekvenciatartomdnyban  4tviteli karakterisztikdjaval (linedris vagy logaritmikus
amplitido-karakterisztikdjaval és fazis-karakterisztikdjaval) szemléletes, de alkalmazasa
gyakorlatot igényel. Sok esetben a két leirasmod koziil csak az egyik hasznalhatd, de néha
az idStartomanybeli és a frekvenciatartomanybeli leirds egyardnt nehezen kezelhetd.

A viézolt nehézségek indokolttd teszik egy harmadik leirasmdd bevezetését is,
amelyet ebben a részben targyalunk. Ez a komplex frekvenciatartomanybeli analizis
(matematikailag a folytonos idejii illetve a diszkrét idejii Laplace-transzformacioé
alkalmazisa). Amint latni fogjuk ez egy kényelmes és témér leirdsmod, alkalmazisa nem
igényel mély matematikai ismerteket. A rendszeranalizis a komplex frekvencia-
tartomanyban kiilénésen egyszerii a gyakran eléfordulo bekapcsolasi folyamatok esetén.
Ez a leirasméd megkoénnyiti bizonyos realizacios feladatok megoldasat is.

Ezeknek az elénytknek azonban az az ara, hogy a modszer fizikailag nehezen
értelmezhet6, a komplex frekvenciatartomanybeli lefrasok kézvetleniil nem mérhetok.

A haromféle leirasméd (iddtartomany, frekvenciatartomany, komplex frekvencia-
tartomany) nem helyettesiti, hanem kiegésziti egymast. Az id6tartomanybeli leiras
tekinthetd a legéltalanosabbnak. Mint lattuk: az allapotvaltozos leirds és a halozati
reprezentacio egyszerlien altalanosithaté nemlinedris és varidns rendszerekre. Mivel ez az
dltalanositds a frekvenciatartomanybeli és a komplex frekvenciatartomanybeli leirassal
csak nagyon korlatozottan tehet6 meg, ezért azzal nem is foglakozunk.

A 4.1. fejezetben a diszkrét idejli illetve a folytonos ideji jelek komplex
frekvenciatartoménybeli leirdsat targyaljuk, ami a diszkrét idejii illetve a folytonos ideji
Laplace-transzformacié alkalmazdsat jelenti. Ez a leirds 6nmagiban nem kiilonosen
hasznos, mivel a jelek komplex frekvenciatartoméanybeli alakjahoz nehéz fizikai tartalmat
kapcsolni, de ez teszi lehetdvé a rendszeranalizist a komplex frekvenciatartoményban,
tovabbd lehetséget ad a haldzati realizacidknak a megismertnél rugalmasabb
eloallitasara.
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A 42, fejezetben elOszor a lineéris, invaridns, kauzdlis rendszer komplex
frekvenciatartoménybeli leirdsat ismertetjiik, majd a rendszernek az adott gerjesztéshez
tartozo valaszanak szamitasat.

A 43. fejezetben a jelfolyam halézatok komplex frekvenciatartomanybeli
analizisét targyaljuk, tovabba modszereket mutatunk az adott atviteli fliggvényhez tartozé
jelfolyam halézatok meghatérozaséra.

A 4.4. fejezetben bemutatjuk a diszkrét idejli és a folytonos idejii jelek és
rendszerek két kapcsolatét: eldszor a FI rendszerek DI szimulacidjanak néhany médszerét,
azutdn a mintavételezett jelek leirdsanak mddjait. Ebben a fejezetben felhasznaljuk az
id6tartomanybeli, frekvenciatartomanybeli és komplex frekvenciatartomanybeli lefrast. Az
alapvetd gondolatok és egyes eljardsok nem kapcsolédnak a komplex frekvencia-
tartoméanyhoz, azokat a korabbi részekben is targyalhattuk volna.



4.1. Jelek leirdasa a komplex frekvenciatartomanyban

Jelek széles osztilya egyszerlien leirhaté a komplex frekvenciatartomanyban. Ennek a
leirasmddnak azonban az a hatranya, hogy nincs fizikai tartalma, ezért kozvetleniil nem
mérhetd.

E fejezet 4.1-1. szakaszdban bemutatjuk a diszkrét idejii illetve a folytonos idejii
jelek Laplace-transzformacidjanak legfontosabb szabalyait.

A 4.1-2. szakaszban az inverz DI és FI Laplace-transzformaci6 technikéjat
targyaljuk. A transzformacidk nagy el6nye, hogy viszonylag enyhe feltételeknek eleget
tevé jelekre is alkalmazhatok, a transzformécio formalis alkalmazasahoz nincs szikség
mély matematikai ismeretekre.

A tovibbiakban a Laplace-transzformécié az un. egyoldalas Laplace-
transzforméciét jelenti, amely nulldnak tekinti a k=0 illetve # =0 id8pont elétt fellépd
jelértékeket. Ez gy is megfogalmazhat6, hogy az (egyoldalas) Laplace-transzformacié
minden jelet beléponek tekint. A gyakorlati esetek jelentékeny részében belépd jeleket és
kauzalis rendszereket vizsgalunk, ezért az egyoldalas Laplace-transzformacio alkalmazésa
nem jelent lényeges megszoritst.

Az irodalomban a diszkrét idejli Laplace-transzformacié (illetve az inverz DI
Laplace-transzformacid) elterjedt neve z-transzformacio (illetve inverz z-transzformécio).
Az egységes targyalasmod érdekében ezt az elnevezést nem fogjuk hasznalni.

4.1-1. A DI és a FI Laplace-transzformacio
4.1-1.1. A transzformaciék definicioja

A DI és a FI jel Laplace-transzformaltjat formalisan fogjuk definialni, mivel szemléletesen
nehezen értelmezhetdk.

A Laplace-transzformalt kapcsolatat a Fourier-transzformalttal a 4.1-1.5. pontban
targyaljuk. Ez lehetévé teszi bizonyos feltételek mellett a jel Laplace-transzforméaltjidnak
szemléltetését is.

Egy x[k] diszkrét idejd jel X(z)=% {x[k]} DI Laplace-transzformdltjdnak (mas
néven z-transzforméltjdnak) illetve egy x(r) folytonos idejii jel X (s)=2 {x(r)} FI
Laplace-transzformdlitianak definicidja

=0 (4.1-1)
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Az x jel komplex értékii is lehet. A z vagy az s valtozé neve a mémoki gyakorlatban
komplex frekvencia. Matematikailag ezek komplex értékii valtozok.

A z valtoz6 dimenzio nélkiili mennyiség, néha radian (rad) mértékegységben adjak
meg, mint a DI kérfrekvenciat. Az s valtozé dimenzidja reciprok id6, rendszerint radidn
per masodperc (rad/s) mértékegységben adjak meg, mint a FI korfrekvenciat.

A FI Laplace-transzformacioban szereplé —0 alsé hatar arra utal, hogy ha a jel
tartalmaz 5(t) Dirac-impulzus dsszetevdt, akkor azt figyelembe kell venni az integral
szamitdsa soran.

A transzformaciok figyelmen kiviil hagyjdk a jeleknek a ke Z_ illetve a 1eR.
intervallumban felvett értékeit. Ebbél kovetkezik, hogy ha x,[k]=x,[k], kN illetve ha
x(t)=x,(t), 1R, ,akkor X,(z)=X,(z) illetve X,(s)=X,(s). Annak érdekében, hogy a
X7 {X(2)} illetve az 27 {X(s)} inverz transzformaltat egyértelmiivé tegyiik, azt belépd
Jelnek tekintjiik, azaz a

ZHx(2)}=0, keZ_; ' {x(s)}=0, 1R, (4.1-2)

valasztassal éliink. Az alkalmazasok soran x[k] illetve x{t) tobbnyire vaioban beléps jel.

Szoritkozzunk olyan jelekre, amelyekre a k =0 helyen x[0] véges illetve a =0
helyen x(f) vagy véges vagy legfeljebb o (t) Dirac-impulzusként valik végtelenné. Ekkor
az (1) definiciobol kovetkezik, hogy z™' — 0 (vagyis z — ®) esetén X(z)—> x[0] illetve
5 —> oo esetén Re {s}>0 mellett e —0, tehat X(s)—>1. Ebbdl az kovetkezik, hogy az
emlitett enyhe feltételek mellett

lim X(z)< co; lim X(s)<oo. (4.1-3)
Z0 gs?;?;;; 0
Specialisan, ha X(z) vagy X(s) racionalis fuggvénye valtozdjanak (ez DI esetben szinte
mindig, a FI esetben pedig gyakran teljesiil), akkor szdmialojanak fokszama nem lehet
nagyobb nevezdjének fokszamanal. Azok a jelek, amelyek nem tesznek eleget a
feltételnek (példaul k™', +2, a Dirac-impulzus derivaltja) a gyakorlatban ritkan fordulnak
€l0, ezért tovabbi vizsgalatainkbdl kirekesztjiik Oket.

A DI Laplace-transzformacio (1) definiciéjabol lathatd, hogy X(z) a z™' valtozd
hatvanysora. A konkrét alakban vagy z vagy z ' szerepel, s6t vegyes alkalmazis is
eléfordul. Ez a tobbféleség a FI Laplace-transzformacio soran ritkan fordul eld.

A kovetkezd szakaszban részletesen foglalkozunk az inverz Laplace-
transzformacio technikajaval. A teljesség kedvéért megadjuk a Laplace-transzformacio
inverzids integrdljat, amelyet azonban a tényleges szamitds soran nem fogunk alkalmazni
(részletesebben 1. a 4.1-1.5. pontot)

g&”f‘{X(z)}:Ei; X(2)z"dz, keZ;
|2t=

(4.1-4)

g+

g‘{X(s)}=£t—j [x(s)erds, reR

aj—jo

Az 7, sugarat illetve a o, abszcisszat olyan nagynak kell valasztani, hogy az X(z) minden
szingularitésa az |z/=r, sugard koron beliil, az X(s) minden szingularitisa a R {s}=0,
abszcisszatol balra helyezkedjék el. Ezek az integralok egy olyan jelet eredményeznek,
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amelynek DI illetve FI Laplace-transzformaltja az adott X{(z) illetve X{(s) és amely nulla a k
illetve ¢ negativ értékeire. Az integralok a komplex fliggvénytan reziduum-tételének
felhasznalasaval szamithatok. Akik nem érdekeltek a matematikai részletekben, azoknak
elegend6 annyit tudni, hogy Iétezik altalanos Osszefliggés a transzformacié
megforditasara, amelynek tényleges alkalmazasara a tovabbiakban nem lesz sziikség.

Megjegyezzilkk, hogy az x, (t), X, (t) két jel Laplace-transzformaltja akkor is
megegyezik, ha a két jel ¢ pozitiv értékeire csak bizonyos pontoktdl eltekintve (példaul
csak ¢ nem-egész értékeire) egyezik meg. Ilyen jelek gyakorlati feladatok soran nem
fordulnak el6, ezért ennek nincs jelentésége az alkalmazéasok soran.

4.1-1.2. Az impulzusok és az egységugras transzformaltja

Az altalanos tételek ismertetése elott hatdrozzuk meg néhany fontos DI illetve FI jel
Laplace-transzformaltjat a definicio alapjan.

A DI egységimpulzus (5 [0]=1 ,0 [k]= 0 egyébként) DI Laplace-transzformaltja az
(1) definiciobdl kozvetlentil adédik:

Z {s[k]}=1. (4.1-5)

Ugyancsak kézvetleniil belathatd, hogy a késleltetett, illetve a siettetett egységimpulzusra
ZAslk-rl=z",reN; L {lk-r]}=0,reZ.. (4.1-6)
Ebbol kovetkezik, hogy a véges hosszusdgu belépd diszkrét ideji jel DI Laplace-
transzformaltja a z™' véltozo polinomja:
x, [k]=Cyolk]+ ¢, 8lk-1]+C, 6[k-2]+..+C, 8k -L] =
X, (2)=Co+ Cz*+Cyz +...+C, 275 @17

Ez kifejezheté a z valtozd két polinomjanak hanyadosaként is:

C ' C 2+ C, 2+ + C
X, (z)==2 B L, (4.1-8)

z

Egyes alkalmazasoknal ez az alak a hasznosabb.
A Dirac-impulzus FI Laplace-transzformaltja az (1) definicio értelmében

=1.

=0

< {5(t)}=j[§(t)e-“d, e

Ezek szerint Dirac-impulzus F1 Laplace-transzformaltja

Z{@)=1. (4.1-9)

Hasonl6 médon kapjuk, hogy a késleltetett, illetve a siettetett Dirac-impulzusra
Z{(-T)=e"", TeR,; Z{5(t-T)}=0, TeR.. (4.1-10)

Ennek alapjan mar nem jelent nehézséget a késleltetett Dirac-impulzusok
sorozatabsl &l x(t)=C, 8(t)+C, 6(t—T)+...+C, 6(~T,),0<T, <---<T, jel FI
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Laplace-transzformaltjanak meghatdrozasa sem. A (10)-bdl lathatd, miért szikséges (3)-
ban a PRe {s}<0 megkstés. Ha példaul s valds, negativ és s — o, akkor e pozitiv T
esetén végtelenhez tart és nem nulldhoz mint pozitiv valés s esetén.

A Dl illetve az FI egységugras Laplace-transzformaltja az (1) definicié értelmében

©

Lll=Y el =3 2 {e(t)}ﬂe(r)e‘”dt - Jeas {‘le]

A mértani sor konvergens, ha [z7'|<1, azaz ha |z|>1. Az ¢’ nullahoz tart r — o esetén,
g

ha e {s}>0. Bzek szerint

K lelkl) = = =55

2|>1; 39{3(:)}%, Re{s}>0. (4.1-11)

A gyakorlatban elhagyjuk a z illetve az s valtozora vonatkozé feltételt. Az eredményt a z
illetve az s minden értékére (az egész z illetve s szdmsikon) érvényesnek tekintjitk a z =1
illetve az s = 0 szingularis pont kivételével (az analitikus folytatas elve, 1. a 4.1-1.5. pontot
is). Foglaljuk Gssze eredményeinket.

A DI illetve a FI egységugrds Laplace-transzformaltja

2 elkl}=—2-; %{g(t)}:%. (4.1-12)

z=1’

A Taplace-transzformacio definiciojabol kovetkezik, hogy a nem beléps f| [k]:l
vagy g[k]=2—g[k] DI jel Laplace-transzformaltja megegyezik a[k] fenti Laplace-
transzformaéltjdval. Az Olvaséra bizzuk néhany olyan nem belépé FI jelek
megkonstrudlasat, amelyek Laplace-transzformaltja 1/s, tovabba & {sgn k} és & {sgnt}
meghatirozasat.

4.1-1.3. A transzformaciok néhany tétele

A kdvetkezokben megadjuk a DI és a FI Laplace-transzformaci6 szamunkra fontos néhany
tételét. A bizonyitasokat elhagyjuk vagy csak vézoljuk, gyakran mell6zziik.

Linearitds

Mivel (1) és (4) értelmében mind a transzformaciok, mind az inverziik linearis miivelet,
ezért érvényes rajuk a szuperpozicid elve, amely szerint Osszegtartok és aranytartok,
vagyis

& {Cl xl[k]+ G xz[k]}:CI & {xl[k]}+C2 & {xz[k]};

(4.1-13)
Zz {CI xl(t)+C2 xz(t)}zcl Z {xl(t)}+C2§Z’ {xz(t)}'
Az inverz transzformacidkra vonatkozdan
%4{(;] X1(2)+ CzXz(Z)}: G %71{1\,1(2)}_‘_ & %_I{Xz(z)}; (4.1-14)

gl{chl(s)'*'CzXz(S)}:q S’"{Xl(s)}+(j2 2H{Xz(s)}'
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Ezek az Osszefliggések véges szamu tagra konnyen altalanosithatok, sét (a gyakorlati
esetek tobbségében teljesiilé konvergencia-feltételek mellett) végtelen sok tagra is.

Csillapitdsi tétel

Ha X(z)=& {x[k]} illetve X (s) =Z {x(t )}, akkor bérmely komplex g illetve p esetén

%{qu[k]}:x(g} Z {e” x(t)}= X (s - p). (4.1-15)

Ha g valos és —1< g <1 illetve ha p valds és —co < p <0, akkor az x jel szorzofiiggvénye
az idStartomdnyban exponencidlis csillapitast jelent — ez indokolja a csillapitési tétel
elnevezést. Az igazolas egyszerti, nem részietezziik.

A tétel alkalmazasaként a (12) felhasznélasaval kapjuk, hogy

_Z k __zlq . =1 bt =
G e e R e
Gyakori eléforduldsa miatt érdemes megjegyezni, hogy
ekl =25z {el)er}=——. (4.1-16)

z—q s—p

A q =1 vagy ap = 0 specialis eset a (12)-re vezet.

1. példa Legyen (16)-ban ¢ =¢'® és g=e7®. Ekkor

& {5[k]ejgk}: . z

i®
— el

Az Euler-relaci6 fethasznalasaval 6sszeadas illetve kivonas utan kapjuk, hogy

2’~(cos @)z (sin@)z

%{g[k]cos@k}:m, 7 2(c0s @)z 41"

Z {elk]sin @ k}=

Hasonlé modon kapjuk FI jelekre, hogy (a szamitast az Olvaséra bizzuk)

jart_ -l .
Z {e(e) e} i 2 ele)e 2} i
s . 0
Z{elt)cos 21)= TR & {g(t)sm.Qt}:m.

Az Olvasé ellen6rizheti, hogy a @ vagy az {2 valés paraméter szerinti id6tartoménybeli
paros és paratlan tulajdonsigot a Laplace-transzformacié megbrzi a komplex
frekvenciatartoméanyban. #
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Paraméter szerinti differenciadlds

Ha X(z,q)=Z{xk,q]} illetve X(s,p)=2 {x(t,p)}, akkor barmely komplex ¢ illetve p
paraméter esetén a paraméter szerinti differencidlds és a Laplace-transzformdacid
felcserélhetd:

P {0’*’ X[k,q]} _9X(zq). 3{5 X(t,p)} _9X(s.p) @.1-17)
q 9 p op

Alkalmazzuk a tételt az x[k,q] = k] q* Dljelre. A (16) értelmében

2z

(z-q)

(z-q)"

Teljes indukcidval nehézség nélkiil belathato, hogy

%{g[k]k(k_lxk_2)"'(k—(m—1))qk"”}=—(z—z— meZ,. (4.1-19)

m! _q)m+1 4
Az osszefliggésben szereplé tort a £ valtozé m-edfok polinomja, amely a binomiélis

iitthatéval k k!
€ va =
vt m) m!(k- m)!

Hasonl6 modon (16) alapjan FI jelre, hogy (a szamitast az Olvasora bizzuk)

2le[k]k ¢ )= ek (k- 1)g* }=

(4.1-18)

alakban is kifejezhet6.

Z e )=, Fl()rer =2 (4.1-20)
(s~p) (s-p)
Teljes indukcidval altalanositva kapjuk, hogy
g{g(t)iz'" e"‘}z ! —, meN. 4.1-21)
m! (s-p)"

Ezek az Osszefliggések majd az inverz transzformécid soran hasznosak lesznek
(4.1-2.4. pont, t5bbszords polusok esete).

2. példa Legyen (18)-ban g = 1, akkor

z 2z 2’4z
——, Zlelk|klk-1)}=—"5 = X {elk]k*j= :
=y {elkle (k-1)} oy {eli]*} =
Hasonldan szamithaté k°, k*, stb. DI jel Laplace-transzformaltja is. Nem ismert azonban
egyszerd osszefliggés a X {g[k]k”’ }, meN fliggvényre. #

2 ek k)=

Késleltetett belépd jel transzformaltja

Ha X(z)=2 {x[k]} illetve X(s)=< {x(¢)}, akkor

%{s[k—r]x[k—r]}zz”X(z), reN;

Fleli~T)x(e-T)=c*"X(s), TeR,. (4.1-22)
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A tételt szokas eltoldsi tételnek vagy késleltetési tételnek nevezni.
A tétel igazolasat a kdvetkezd, altalanosabb tétel utan targyaljuk.
Erdemes felimi a tétel inverz alakjat is:

&z {z"X(z)}= g{k —rxlk - r], reN;

e X(s)= et -T)x{t - T), TeR,, (*1-23)

vagyis az idéfiggvény nulla a k=r20 illetve a +=T2>0 idépont elétt. Azt is
mondhatjuk, hogy a jel az r illetve a T id6pontban 1ép be.

A tételek alkalmazasaként hatarozzuk meg a kovetkezs DI illetve FI jelek Laplace-
transzformaltjat (1. bra}:

x[k]=08", x(t)=e?";

x[k]= e[k]0.8, x(0)=elt)e™;

x,[k]= e[k —2]0.8%2, x,(1)=e(t - 0,5)e72¢-09;
x,[k}=08"7, x()=e 209,

A¥ fy

k] =08 2l x()=e™
A >

L11y
>0 W1 23 ar @

L]

A" x,[k] = ek10.8* M () = e(t)e™

3

1 !

l © \
2 -1 Yot 0 05 1t
‘ 2\1’ xz[k]=€[k—2]0,8}"2 2\1&‘ xz(t):g(t—(),S)e”z(M’s)
1 1
! l L. © {\ .
2 -1 01 2 3 4k G 0,5 i ¢
x4 x\,
- —2(2-0,5)

x,[k]=08*2 x,(f) =e

)
(>4

TG

2 -0 ot 2 3 4k 0 05 1

4.1-1. abra Exponenciilis jel, belép6 exponencidlis jel, késleltetett beléps exponencidlis jel, késleltetett
exponencialis jel
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A (16) értelmében azonnal felirhatjuk, hogy

z 1
= = . X()= x ()= .
X=X X6)=x(0)=—1
A (22) alkalmazasaval vagy az (1) definici6 alapjan
1 1
X.(z)=2z7 zZ - , X (s)=e 0 )
ife)== z-08 z(z-08) ()= s+2

Végiil x,[k]=0,87 (0,8)" illetve x,(t)=e-e™* felhasznalasaval kapjuk, hogy

1
X,(2)=08"—2—;  x,(s)= .
(=087 =05 Hl)me g

Tekintsiik most adottnak az X, transzformalt jeleket és keresettnek az eredetileg
adott x, id6fliggvényeket. Kbzvetleniil felirhatjuk, hogy

ZUX( =27 (X, (=08, keN; 2 (X ()= (X (o) =™, 1eR,;
Z2MHX,(z)} =082 08", keN; Zx,(s)y=e-e7*, teR,.
A (2) szerinti konvencionknak megfelelen azt is irhatjuk, hogy
ZHX(2) = 27X, () =elk]08", keZ; ZHx(s)=Z X, (s)}=£t)e™, teR;
27,2} = k0.8, keZ:  FUx(l=s)e?,  reR.
Az x, és x, ezen alakja nem egyezik meg az eredetileg megadottal, ovatossdgbol nem is
jeloltiik igy. Tudnunk kell ugyanis, hogy az inverz Laplace-transzformacié negativ k&

illetve ¢ értékekhez mindig nulla jelértéket rendel.

Hiba lenne arra kovetkeztetni, hogy X,(z) inverz transzforméltja 0,8"72 illetve

hogy X, (s) inverz transzformaltja e %) Ezek a jelek ugyanis nem nulla értékilek a &

= 0 ¢és 1 helyen vagy a 0<¢ < 0,5 intervallumban, ténylegesen e jelek Laplace-
transzformaltja X,(z) illetve X,(s). Ha mindig kiirjuk az g[k—r] illetve az &(-T)
tényezdt, akkor az ilyen hibakat elkeriilhetjiik.

3. példa Hatarozzuk meg a kovetkezé DI illetve FI jel Laplace-transzformaltjat:
k)= {elk] - ek 10} {1+ } + el - 10];
x(1)={elt) - ele = 2)fe "+ £t - 2).
Alakitsuk a jelek ablakozott kifejezését a kovetkezOképpen:
xlk]= ek {1 + &} + ek —10] { (k —10)~ 10};
x()=slt)e '+ et - 2) e e D4 1).
Most mar kdzvetleniil alkalmazhatjuk a (22) eltolasi tételt:

X(Z)z{z z)z}_z_m{ z +102}: 2 wz(102-9).

-1 (z-1 G-1f 21 (=17 G-1F

-2 -2
X(S)=L+e‘“{ ¢ +l}—L+e‘“Q%%SI)—H.
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Az eredmények mas alakra is rendezheték, de talan az itt megadottak a
legkényelmesebbek a tovabbi szamitasok soran. Az inverz Laplace-transzformécié soran
nem feltétleniil az eredetileg megadott id6fiiggvények adédnak, de célszerii az eredményt
arra az ablakozott alakra hozni.

A DI illetve az FI jel abrazolaséat az Olvasoéra bizzuk. #

Nem belépd DI jel késleltetése

Ha X(z)=& {x[k]}, akkor a késleltetett jel DI Laplace-transzformaéltja (igazolast 1. alabb)
Lk - =z X (2)+ -l r + 1] 27+ - 1] 20, ez, (41-24)

A nem beléps és késleltetett jel DI Laplace-transzformaltjit X(z) ismeretében nem
hatarozhatjuk meg, hiszen annak szamitasakor az x[-1}, x[-2],... értékeket nullanak
tekintettilk, tehdt ezeket kiilon figyelembe kell venniink. Ha ezek mindegyike nulla, akkor
(24) a (22) szerinti alakra egyszer(isodik. Specidlisan » = 1 és 2 esetén

& {x[k - l]}z 27 X(z)+ x[— l], %{x[k - 2]}= z‘ZX(z)+ x[— 2] + x[— l]z'l. (4.1-25)

E tétel F1 megfeleldjére ritkan van szilkség, ezért azzal nem is foglaikozunk.

4.példa Hatirozzuk meg  x[k]=08*? DI  Laplace-transzformaltjgt — annak
felhasznaldsval, hogy ha x[k]=0,8", akkor x,[k]=x[k-2].
Tudjuk, hogy & {0,8}=z/(z - 0,8). A (25) értelmében ezért
g2 08 *+2(z-0,8)+08(z-08) _ 0§27
z(z-08) 208"
Amint azt korabban lattuk, valoban ez a helyes eredmény. #

X,(z2)=27—2—+082+087z" =0,
z-0,8

A (22) és (24) tétel igazolasahoz az (1) definicié értelmében

& {xlk-r I= i x[k—r]z” i x[m]z 7+ =Z"i x[m]z"+ i x[m] 7 ez,

k=0 m=—r m=0 m=—r

Az elsd 6sszeg az X(z) fliggvényt adja, a masodik Gsszeg a (24) tobbi tagjét, illetve zérust,
ha x[k] belépd jel, ami a (22) szerinti Osszefiiggesre vezet.

Siettetett DI jel

Ha X(z)=& {x[k I}, akkor az egy titemmel siettetett (,,hatratolt”) jel transzformaltja

Z ik +1]}= z X(z)-x[0]z. (4.1-26)

Az 4ltalanositds tobb iitemre nem okoz nehézséget. A tétel FI megfeleldjének kicsi a
gyakorlati fontossaga, ezért nem targyaljuk.
Az (1) definici6 értelmében ugyanis

& xlk +1 =§ Ak +1]z7* =§ x[m]z "=z {i x[m]z —x[O]} ,

m=0

és ebbdl (26) mar kovetkezik.
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5. példa Legyen x[k]=0,8". Ekkor x[k +1]=0,8*"=0,8 x[k].
A (26) értelmében a 0,8*"" jel DI Laplace-transzforméltja

1o 0,8z

al_ z
%{0’8“}—22—0,8 Z-08

ami valoban 0,8 X{(z), amint lennie is kell. #
Folytonos idejii jel deriviltja

Ha & {x(t)}= X(s), akkor x(¢) altalanositott deriviltjanak, az x'(r)=x"(¢) jelnek a FI
Laplace- transzformaltja

2 )l—s X(5)-x(-0). @127)

Ha x{-0)=0, mint minden belépd jel esetén, akkor (27) a & {x'(t)}=s X(s) alakra
egyszeriisodik. A tétel akkor is érvényes, ha ¢ pozitiv értékeire x(f) esetleg nem folytonos,
de intervallumonként folytonos és differencidlhaté, mindeniitt van bal és jobb oldali
hatarértéke. A tétel ujabb alkalmazasaval kapjuk a masodik derivalt transzformaltjat:

Z {x(z)(t)}=s2X(s)— x(~0)s - xU(-0).

Az altalanositas tetsz6leges rendii derivaltra mar kézenfekvo:

n-l
Z &)= 5"x(s)- Y (= 0)s" . (4.1-28)
i=0
Toébbnyire x(¢) belépé jel, amelyekre a tétel a kovetkezd alakra egyszertisodik:
ZE@)=5"x(s) = x(f)=0, 1eR._ . (4.1-29)

Megjegyezzitk, hogy matematikai irodalomban a tétel kivetkezd alakja az
elterjedt. Ha az x(r)fiiggvény a ¢ pozitiv értékeire mindeniitt differencialhat6, akkor ennek

¢ls6 derivaltjanak Laplace-transzforméltia {degt)} =s5X(s)~x(+0).

6. példa Hatarozzuk meg (27) felhasznéldsdval a Dirac-impulzus Laplace-
transzformaltjat.

Tudjuk, hogy 8(r)=¢'(t), £(-0)=0 és & {&(r)}=1/s .Ezek felhasznalésaval a (27)
értelmében & {5 (t)} =s (l/s) —0=1, ami a helyes eredmény. #

A (27) tétel igazolasdhoz alkalmazzuk a parcialis integralas szabdlyat:

2 WO)= [xOe =)o T, + [x(0)serar.

-0

Az clsd tag a felsé hatdron nulla, ha PRe {s} értékét elég nagynak valasztjuk, az alsé
hataron pedig x(— 0). A masodik tag adja az s X{(s) dsszetevdt (27)-ben.
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Folytonos idejii jel integrdlja
Ha & {x(r)}= X{(s), akkor x(f) integraljanak a FI Laplace-transzformaltja
| 1
Z { fx(‘r)d‘r}:—X(s). (4.1-30)
-0

Ismételt integralas s-sel végzett ismételt osztasnak felel meg. Ha az integralas alsé hatdra
nem —0, akkor a negativ ¢ értékekre vonatkozé integral egy additiv allandot jelent, amely
X (s) ismeretében természetesen nem hatarozhatd meg.

7. példa Integraljuk az &(z)egységugrast ismételten, akkor kapjuk, hogy

2 {e))=5 3{6(t)%t2}=i3,...,g{g(t)it”’}z 1

s m! s

amint azt mar kordbban mds 1ton, a (21) szerint megkaptuk. #
A tétel igazolasahoz alkalmazzuk a parcialis integralas szabalyat:

j{Ix(r)dr}ewd,:[%_’ix(f)df}fo+_'£x(t)z‘;d,,

Az els tag a felsé hatéron nulla, ha ?Re{ } értékét elég nagynak vélasztjuk, mig az als6
hataron azért nulla, mert az integral hataral megegyeznek. A masodik tag adja az X(s)/s
eredményt (30)-ban.

Differencidlds a komplex frekvenciatartomdnyban

Ha Z{x[k]}= X (z)illetve ha & {x(¢)}= X(s), akkor
& {kx[k]}:—z%(—z-); Z {tx(t)}=- i‘%. (4.1-31)
A miivelet ismétlésével kapjuk, hogy
x {kz’x[k]}z z%{z d“gz)}; 2{rxr)=2 dfz(s). (4.1-32)

A tétel altalanos alakja

2 {k <fk]}= {—Z%}HX(z); Z )=y X6 L oN . @1-33)

Ezek a tételek egyes jelek transzformaltjanak szamitasanal hasznalhatok.
Az igazolas a definiciobol adédik, ezért nem részletezziik.

8.példa Azismert & {ek]}=z/(z 1) osszefiiggésbol kiindulva kapjuk hogy

d z z {g[k]k2}= d z Z' 4z

%{e[k]k}:—zaz_lzm, &

megegyezésben mas Gton kapott eredményiinkkel. #
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A jel kezdeti értéke

Ha Zifkll=X(z) illetve & {x(t)}= X(s),akkor X(z) illetve X(s) ismeretében
meghatarozhatjuk a jel x[0] illetve x(+ 0) kezderi érékét:
A0}]=1lim X(z); x(+0)= lim {s X(s)}. (4.1-34)
o Fels}o
A tétel akkor érvényes, ha x[0] illetve ha x(+0) létezik, de ez X(z) illetve X(s)
ismeretében nehezen donthetd el. Szerencsére a tétel a legtobb gyakorlati esetben
haszndlhatd. Még akkor is elfogadhaté eredményt kapunk, ha x(t):é'(t),g {é‘(t)}:
mert ekkor x{+0)=c0 adédik. Az Olvaso ellendrizheti a tétel érvényességét az eddig
vizsgalt jelekre. A hataratmentnél a z vagy s valtozot tekintsiik valdsnak és pozitivnak.
Hélézatok vagy rendszerek vizsgélata soran az x[0] illetve x(+0) kezdeti érték
gyakran valamilyen megfontolds alapjan meghatdrozhatd. Ilyenkor (34) felhasznalhatd
X(z) illetve X(s) ellendrzésére.
A tétel igazolhaté a definicié alapjan is vagy a késobb tirgyalandé hatvanysoros
el6allitas alapjan (4.1-2.2. pont).
A jel végértéke
Ha a jel x[wo]= 11m x[k] végértéke illetve x(co)= hm x(z) végértéke létezik, akkor az

X(z)=2 {«k]} 1lletve X(s)=2 {x(e)} 1smeretében meghatarozhato
o] = 11113 {z-D)x(z)};  xl(o)= lj_rg {s X(s)}. (4.1-35)

Ha csak X (z) illetve X (s) ismert, akkor a tétel alkalmazhatosdganak alapvetd
feltétele az, hogy X (z) minden z, szingularitisara lz,.]<1, illetve az X (s) minden s,
szingularitisira Re {s,}<0 teljesiilion. Ha X(z)illetve X (s) racionalis fuggvény, akkor
a z, illetve az s, szinguldris pontok a fuggvény polusait (t6bbnyire nevezdjének
nullahelyeit) jelentik. Korabban mar lattuk, hogy a nullahelyekre vonatkozo feltételek
teljesililése azok kiszamitdsa nélkiil is ellendrizhetd (2.2-3.2. pont).

A tétel igazoldsat az Olvaséra bizzuk, de célszerli a részlettortekre bontas
targyalasa utanra (4.1-2.3. pont) halasztani.

9. példa Vizsgaljuk meg a kovetkez6 Laplace-transzforméaltakat és hatarértékeket:

2 {elfla')= nm{(z—n

z->1

Zll)er}=——,  lim {s

S—p 50

}:0, ha g#1;
z2—4q

}zO, ha p#0.

s=p
Ha |g|<1, akkorlimg*=0, illetve ha Pe {p}<0,akkor lime™'=0, tehat (35)
helyes eredményt ad. Ha |g|>1, akkor 'qkl korlatlanul nd, illetve ha PRe {p}> 0, akkor

le” ’l korlatlanul né, tehat a (35) szerinti nulla nem helyes eredmény.
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Ha |q|=1 , akkor g=1 illetve ha p=0, akkor ¢”'=1, ekkor (35) ismét helyes
eredményt ad. Igazolhatd, hogy (35) még akkor is helyes eredményt ad, ha az X (z)
fiiggvénynek a z =1 helyen t8bbszdrds poélusa van, a tobbi polusa pedig az egységsugaru
kor belsejébe illetve ha az X' (s) fliggvénynek az s = 0 helyen tobbszords polusa van, a

tobbi polusa pedig a bal félsikra esik. A tétel viszont nem ad helyes eredményt, ha a péolus
az egységsugaru kor illetve a képzetes tengely més pontjara esik. #

Belépd jelek konvolucidja a komplex frekvenciatartomdnyban

Legyen x és y egyarant belépd jel. Ekkor konvolucidjuk is belépd jel, éspedig

Wloll= 3 loble -} x(0)%x(0)= ]x(r)y(t ~7)dr.  (41-36)

=0 2

]

Két belépd jel konvolucidjanak DI vagy FI Laplace-transzformdltja a
transzformaltjuk szorzata:

Z {Ak]k)=x()r(z); 2 {x(0)* y(e)=x(s)¥(s). (4.1-37)

A belép6 jelek konvolucidjara vonatkozo tétel nagyon fontos elvi szempontbol.
Szamitastechnikai célokra ritkdn hasznaljuk.

A tételek igazoldsdhoz tekintsiik elészor két nem belépd jel konvolicidjanak
transzformaltjat:

%{x{kl*y[ﬂ}:i{ix[ply[k_p]}

k=0

_ i o] {iY[k" p]z*(”)}= i x[p)z7 {gpy[m]z“};

k=0 p=—0

p=

Z () wy(e)) = j{ Talelle- r)dr} ¢ dt=

-0

_ f[x(f)e”ﬁy(t _ T)e—w—ﬂdt} dom Tx(f)e—”{ Ty(s)e«wds} ar.

~r-0

a0

—a0 —0

A miiveletek felcserélhetok, ha mindkét jelnek 1étezik a Laplace-transzformaltja. Ha x és y
egyarant belépd jel, akkor az utolsd sszegek alsé hatdra p =0, ezért m =0 is, illetve az
utolsé integralok alsé hatdra 7=-0, ezért $=-0 is. A két Osszeg illetve integral ily
moédon fiiggetlenné valik, eredményik az X(z) és az Y(z) illetve X(s) és az ¥(s)
fliggvény, amivel a (37) tételt igazoltuk.

Az x[k]y[k] illetve az x(t) y(t) szorzat Laplace-transzformaltja kifejezhetd X(z) és
Y(z) illetve X(s) és Y(s) konvolicidjaként, ami a komplex szamsikon végzett integrallal
fejezhetd ki. Ezeket az sszefiiggéscket nem részletezziik, mivel nehezen alkalmazhatok,
ezért a tovabbiakban ezt a tételt nem fogjuk felhasznalni.
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*4,1-1.4. Periodikus jelek transzformaltja

Legyen x{k] illetve x(f) egy periodikus jel :
e+ L]=xk], LeZ,; x(t+T)=x(), TeR,, (4.1-38)

ahol L illetve T a jel periddusideje. Célunk a Laplace-transzformalt meghatérozasa.
Vezessiik be az x; [k] illetve az x,(¢) jelet, amely leirja a jel ,,els&” periodusat:

x,[k]= {E[k] —elk—Lxlk];  x(t)={elt)- &t~ T)} x(z). (4.1-39)

A killetve ¢ pozitiv értékeire szoritkozva az ott periodikus x jel el6allithato ezen jel
ismételt késleltetésével és bsszegezéssel:

k)=x, [k]+ x, [k - L)+ x, [k - 2L]+ ... = &, [k] x, [K);
x(6)= %, (0)+ 2, (e = T)+ x, (6 - 2T )+ .= 6,(6) %, ().

ahol az ¢,[k] illetve az &,(t) ismétlési operdtort a (40) azonossag definidlja. A miiveletet
a 2. abra szemlélteti egy folytonos idejii jelre.

(4.1-40)

XA ()
/ 1
(2)
0
XA
xA8)
1
®) v >
-T 0 T 2T 3T ¢
XA & (O e(Dx(0)
I x(0) fxdtD) 2 x(t-2T)7
M VN V
: s s
P
© . DA A |
-T 0 T 2T 37 ¢

4.1-2. dbra (a) A folytonos idejii periodikus jel; (b) az els6 periddust leird jel; (c) a belépd, majd belépés
utén periodikus jel eldallitasa eltolassal és dsszegezéssel

Jeldlje az els6 periddust leiré jel Laplace-transzformaltjat

X, @)=& k] X, (s)=21x ()} (4.1-41)
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Az X,(z) a z"' polinomja, az X +(s) rendszerint ugyancsak meghatérozhaté egyszeril
szamitassal, utobbi csak kivételesen racionalis fiiggvény. A késleltetési tételt felhasznalva

kapjuk, hogy
{ L[k]x [k]} ( ) XL(Z)""Z‘ZLXL(Z)"'”-;

Z & ()2, ()= X1 (s)+ €™ X (s)+ €2 X s) +

A mértani sor konvergens, ha ‘z‘1‘<1, azaz ha ]z|>1 illetve ha Ie'”

Re {s }> 0. A periodikus jel Laplace-transzformaltjara vonatkozé végeredményiink:

1 1
2l 66 2 0n0ls—r X (). @i
Ha tehat egy X(z) illetve X(s) fiiggvény alakja a (42) szerinti és abban
XX, (2)}=0k2L illetve Z{X,(s)}=0,¢>T,akkor X(z) illetve X(s) inverz
transzformaltja periodikus jel, amelynek elsé periddusat xL[k]=% 'I{X L(z)} illetve

x:(1)=2{X,(s)} irja le.

1. példa Hatarozzuk meg a 2a abran vazolt folytonos idejii periodikus jel Laplace-
transzformaltjat!
Az abrabdl lathatd, hogy

o ()= {el)- 4 —,T)}%:s(t)%—g( _T){’_T.Ll}
1 _S,{l l}zl—e"‘T(sT+1).

X L
r(s)= Ts* ¢ Ts® s Ts?

A (42) felhasznalasaval kapjuk, hogy
-sT
X(s)= 1-e*"(sT+1)

T rstli—erT)

Az Olvaséra bizzuk annak eldontését, hogy van-e az X,(s) és az X(s)
fiiggvénynek szingularitasa az s = 0 helyen. #

Hasonlitsuk dssze X, (s) altalanos kifejezését a FI periodikus jel komplex Fourier-
egyiitthatdjanak kifejezésével:

T T
Xp(s)=[x()e"de, x5 ijx e P gr (4.1-43)
-0 T—o
Azonnal lithat6, hogy
X< :lx,(s) (4.1-44)
T s=jp2rn/T

Mivel X,(s) tobbnyire meghatarozhato integralas nélkiil, ezért (44) kényelmes lehetdség
periodikus FI jelek Fourier-egyiitthatdinak szamitdsara. A tétel DI alakja nem
kiilongsebben hasznos.
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2.példa A 2. 4brén vézolt periodikus FI jel komplex Fourier- egyutthatoinak

meghatérozésihoz hasznaljuk fel az el6z6 példa eredményét és az e'”>*=1 dsszefiiggést:
X :ll—e-ST({s-H) _ 12—(ij27[+1%= I T
r Ts s=jp2xiT T (JPZ”/T) .]pzﬂ

Hap=0,akkor e ~ 1 —sT + s*T? /2 felhasznalasaval X =1/2 adédik.
Az Olvasd ellenérizheti az eredményt X© szémitdsaval a 3.1-2.4. pontban targyalt

modon. #

*4,1-1.5. Jelek leirasa a frekvencia- és a komplex frekvenciatartomanyban

Egy DI illetve FI jel spektruma (Fourier-transzforméltja) és Laplace-transzformaltja
kolcsdndsen meghatarozzak egymast, ha bizonyos feltételek ki vannak elégitve.
Hasonlitsuk ssze egy DI illetve egy FI jel kétféle transzformaltjat:

F k)= X(e}&)=§ x]k)e™*, ha i]xlk] <w; ZUk]= X(z)sz'[k]z"‘;

X(s)= Ix(t) e™'dr.

1]

F ()= X(jo)= Ix(t)e'j”’dt, ha 'ﬂx(t} dt<oo; 2 {()
Ennek alapjan a kovetkezoket allapithatjuk meg.

Ha x[k] egy belépd és abszolit Osszegezherd DI jel, akkor X (ejs) spektruma
kifejezhetd X(z) Laplace-transzformaltjaval z=¢'® helyettesitéssel. Ha x(7) egy belépd és
abszolit integrdlhaté F1 jel, akkor X (j a)) spektruma kifejezheté X(s) Laplace-
transzformaltjaval s = jw helyettesitéssel:

X(ew):X(z)z:ew, ha x[k]=0, keZ. é D |xfk]| <oo;
o (4.1-45)
X(jo)=X(s) _,» hax(t)=0, reR. & [lx(r)]dr <eo.

Ha az abszolut dsszegezhetdségre vagy az abszolit integralhatésigra vonatkozd
feltételek nincsenek kielégitve, akkor X (ejsﬁ tovabbra is Ugy tekinthetd, mint az X(2)
fiiggvénynek az egységsugari koron a z=e'® helyen felvett értéke, illetve X(jo)
tovébbra is ugy tekinthetd, mint az X{(s) fliggvénynck a képzetes tengelyen az s=jo
helyen felvett értéke. Ilyenkor azonban ezek nem adjak meg a jel spektrumat.

Mindezek alapjan érthet, miért nevezik , komplex frekvencidnak” a z illetve az s
valtozot, tovabbéa az X (ejs) illetve az X(jw) jelolés hasznat az egyszeriibb, és ugyancsak
elterjedt X (3) illetve X (co) helyett. A 3 DI korfrekvencia a z DI komplex frekvencia
sz0ge, illetve az @ FI korfrekvencia az s FI komplex frekvencia képzetes része. Ezért nem
célszerlt az oOnmagiban helyes ,valés frekvencia” kifejezést haszndlni. Komplex
frekvencia helyett komplex korfrekvencia lenne a korrekt elnevezés, de a gyakorlatban a
révidebb alak hasznalatos, hiszen az nem félreérthetd.
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A (45) biztosan alkalmazhato, ha a jel belépd, korldtos és idSkorlatozott (véges
hosszusagl). Ugyancsak biztosan alkalmazhat6é a tétel, ha a jel belépd, korlatos és a
végtelenben exponencialisan nulldhoz tart, illetve alkalmas a* (0<a<1) illetve

e™! (a > 0) fiiggvénnyel majoralhatd. Nem alkalmazhato (45) példaul az e[k] illetve az
&(t), vagy az g[k] cos @k illetve az &(t)cos £2¢ nem abszoliit 5sszegezhetd illetve nem
, vagy a dk +1]

ali

abszolit integralhaté jelre. Nem alkalmazhaté a tétel az a" illetve e
illetve az &(f +1)— £(z — 1) nem belépd jelekre.

Az Olvasd ellendrizheti (45) helyességét olyan jelekre, amelyeknek mind a
spektrumdt, mind a Laplace-transzformaltjat ismeri. Tanulsagos olyan jelek vizsgalata,
amelyekre valamelyik feltétel nincs kielégitve.

Ha X(z) racionalis fiiggvény és minden g, pélusa az egységsugara koron beliil van
(minden ]q,.] <1) illetve ha X{s) racionalis fliggvény és minden p, pdlusa a bal félsikon
van (minden Qe {p,}<0), akkor (45) érvényes. Ilyenkor az x[k] illetve az x(r, ) értékek
numerikusan. A pélusokra vonatkozd feltétel ellendrizheté a nevezd nullahelyeinek
meghatdrozasa nélkil is (2.2-3.2. pont).

Az X(s) fuggveny nem csak s hatvanyait tartalmazhatja, hanem még e’ tipusi
tényezdket is. Altaldnosabban fogalmazva: a tétel akkor is alkalmazhatd, ha X(s) olyan
meromorf fiiggvény, amelynek minden polusa a bal félsikon van.

Ha a pélusokra vonatkozé feltétel nincs kielégitve, akkor a spektrum még abban az
esetben sem szamithato a (45) alapjan, ha a belépd jelnek egyébként értelmezett a
spektruma. Tipikus példa erre az g[k]DI egységugras, amelyre &~ {g[k]}z 2z - l) illetve
az &(r) FI egységugras, amelyre Z{e(¢)}=1/s.

*4.1-1.6. Konvergencia és inverzié

Ebben a pontban targyaljuk a DI és a FI Laplace-transzformacié néhany olyan
tulajdonsagat, amelyet a matematikai részletek irant nem érdeklédé olvasé kihagyhat
anélkiil, hogy ezzel veszélyeztetné a transzformacié alkalmazisat a tovabbiakban vizsgélt
feladatok megoldésa soran.

Konvergencia

A DI Laplace-transzformaciot definialé (1) hatvanysor konvergens valamilyen )z“l' <7’
tartoményban, azaz valamilyen |z|> 7, korkiilsében, ahol r, a DI jel konvergencia-sugara.
A FI Laplace-transzformaciot definialé (1) integral konvergens valamilyen He {s}>a,
félsikon, ahol o, a FI jel konvergencia-abszcisszdja. Az X(z) vagy az X(s) figgvény
analitikus ebben a tartoméanyban, minden szinguldris pontja e tartomédnyon kiviil van,
vagyis az r, sugari koron és annak belsejében vagy a o, konvergencia-abszcisszin és
atté] balra. Az analitikus folytatds elve alapjdn azonban az X(z) illetve az X(s) fliggvényt a
z vagy s komplex valtozé minden értékére értelmezetinek tekintjitk a szinguldris pontok
kivételével, ahol a fiiggvény nem értelmezett. A z=oo illetve az s =0 pont esetleg kiilon
megfontoldst igényel, ennek azonban ritkan van gyakorlati jelentdsége.

Ha X(z) illetve X{(s) racionalis (4ltalanosabban: meromorf) fiiggvény és szingularis
pontjait (azaz polusait) z, illetve s, jeldli, akkor a konvergencia-sugarat r, = zilmx, illetve
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a konvergencia-abszcisszit o, =(PRels,}),., adja meg. Ha 7, illetve o, nem értelmezett,

akkor a jelnek nincs Laplace-transzformaéltja. Meromorf az olyan fiiggvény, amelynek
minden véges szingularitdsa polus.
Az x[k] DI jel Laplace-transzformaltja Iétezik, ha x véges a £ eN véges értékeire

€s 1im(r+s)'kx[k]ﬁO(r,seR,,), barmilyen kicsi is & Az r legkisebb értéke az 7,
k-—>o

konvergencia-sugar. Igy példéul a DI egységimpulzusra 7, =0, a DI egységugrasra vagy
barmely korlétos DI jelre #, =1, az x[k]zk"qk (neN) jelre r, :‘q], mig az x[k]zZ(kZ)
jelre nem létezik ilyen r,, e jelnek nincs Laplace-transzformaltja.

Az x() FI jel Laplace-transzformaltja 1étezik, ha x véges a 1R, véges értékeire
(vagy legalabb integralhatd barmely véges 0<z<t<t,<o intervallumon) ¢és
lim e'("“)’x(t)—> 0(c,£€R,), barmilyen kicsi is & A o legkisebb értéke a o,

=0

konvergencia-abszcissza. Igy példaul a Dirac-impulzusra o, =-co, a FI egységugrasra
vagy barmely korlitos FI jelre o,= 0, az x(t)=¢"e¢” (neN) jelre o, =c,mig az

x(r)= el Jelre nem létezik ilyen oy, e jelnek nincs Laplace-transzformaltja.

Kapcsolat a Fourier-transzformdcicval

Most megmutatjuk, miként szarmaztathaté a Laplace-transzformacié a Fourier-
transzformaciobol.

Legyen x[k] illetve x(t) egy jel, amely nem feltétlenil tart nullshoz, ha [k| o
illetve ha ]tl—»oo. Szoritkozzunk olyan jelekre, amelyekre talalhaté olyan r > r, illetve

o> o, érték, amellyel az

slerl=elk]r*xk]; ¥t 0)=elr)e ()

jel abszolut dsszegezhetévé illetve abszolut integralhatdva tehetd. A legkisebb r, érték a
konvergencia-sugar, a legkisebb o, érték a konvergencia-abszcissza.
Az y[k r) illetve az (2, 0) jel spekiruma

Y(e”,r)so?{y[k,r]}: e[r] ej‘g" ix ]( )

k=—0 k=0

Y(jw,r)scg{y(t,a)}zjg(t i x(e) de = jx oriolgy.

Az Y(ej‘g,r) illetve az Y{jow,o) figgvény tekinthetd két valos valtozé fiiggvényének, de
tekintheté egyetlen z=re’’ illetve s=c+ jw komplex valtozé fliggvényének is. Az
utobbi felfogas szerint

%y . 3 —
Y(e )_X(Z)zzrew H Y(Jw’a—)—X(s)s:0+jm '
Itt X(z) az x[k] DI jel illetve X(s) az x(¢) FI jel Laplace-transzformaltja.
Ebbdl kovetkezik, hogy ha X(z) vagy X(s) ismert, akkor y[kr] illetve y(t0)
szamithato6 az inverz Fourier-transzformacidra vonatkozo dsszefliggéssel, ezért
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g[k]x[k]z rk_l_ ?Y(e”, r)e”kd.9; g(,)x(t)z e 2L J‘Y(j @, o_)ejmdw'
a —0

Ezekb6l az Osszefliggésekbdl mdr kovetkezik az inverzids integral (4) kifejezése.
Numerikusan ezen Osszefliggések alapjdn szdmithaté az inverz Laplace-transzformalt egy
alkalmas # illetve o megvalasztisa utan. Tobbnyire » = 1 illetve o = 0 is megfelels. Az
eljarast nem részletezziik.

Inverz Laplace-transzformdcio

Ujra megadjuk a (4) inverzids integrélokat:

1

%'l{X(z)}:T X(z)z" dz, n >, keZ;
3 e
oyt jo
gl{X(s)}:ﬁ; IX(s)e”ds, o,>0,, teR.
o jo

Itt r, a konvergencia-sugér illetve o, a konvergencia-abszcissza.
Ha keZ_ illetve ha reR_, akkor az integralok nullat eredményeznek. Ha kN
illetve ha ¢ eR,, akkor az integral egy olyan x[k] illetve x(¢) jelet szolgéltat, amelynek

Laplace-transzformaltja a megadott X(z) illetve X(s).
Az integral tényleges szamitasa a reziduum tétel felhasznalasaval torténhet:

ZHx(2)= Z chias {ZHX(Z)} keZ;

Y‘{X(s)}zZRfs {e”X(s)}, teR.

Itt Res G(Z) a G(z) fliggvény reziduuma a z=z, helyen, vagyis a (z—z,.)_1 tag

egyiitthatoja a G(z) Laurent-sordban. Ha G(z) raciondlis fiiggvény, akkor annak
reziduumai meghatarozhatdk részlettdrtekre bontdssal. Ha a G(z) figgvénynek a z=z,
helyen egyszeres pdlusa van, akkor a reziduum ott példaul a Res G(z):lim (z—zl.)G(z)

Osszefiiggéssel szamithatd.
Ezek a fogalmak és Gsszefliggések nem sziikségesek a kgvetkez$kben, mert a
tovabbiakban raciondlis X(z) vagy legfeljebb meromorf X(s) fliggvényekre szoritkozunk.
Ez nem jelenti azt, hogy nem léteznek olyan jelek, amelyek transzformaltja nem
esik a fenti kategoridba. Ilyenek példaul

1 > 1 . T g 7
%{g[k]ﬁ}= T g{g(t)wz}i{wze am -t

—Z
i k!

Az utébbi fiiggvény bizonyos tipusa parcialis differencialegyenletekkel leirt rendszerek
vizsgalata soran fordul el6. Ilyenekkel azonban nem foglalkozunk.
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4.1-1.F. Feladatok

F-1. Hatdrozza meg a kévetkez6 DI jelek Laplace-transzformaltjat:
(a) x[k] =a*. (») x[k] =4
(c) lk]=elkla*  (d@)x[k]=0-elk])p*+ £[k]a*.
(e)x[k])= 8k + a 8k 1)+ a* [k ~ 2]+ a* 5[k - 3]+ ... .
Vazolja fel a jeleket a =0,5,a =1 ésa = -2 esetére!

F-2. Hatirozza meg a kovetkezd FI jelek Laplace-transzformaltjat:

(@) x(t)=c". (b)x{r)=e"", ()x(t)=£(t)
(@) x)=-s0he "+ el)e". () )=~ (ar).

k=0 k'
Viézolja fel a jeleket o = 0,5, @ =0 és a = -0,5 esetére!

F-3. Hatirozza meg a kovetkezd véges hossziisagh DI jelek (DI ablakok) Laplace-
transzformaltjat (L € Z,):

(a) k)= elk]-elk -] (b) z[k]=(£[k]—e[k—LDa".

(c) x[k])= (e [k] glk - L])sin == 7
(d) x[k]=(£[k]—8[k—L])%+(g[ L] ok 2D - k

Vazolja fel a jeleket L = 10 esetére!

F-4. Hatdrozza meg a kovetkezd véges hosszisagn FI jelek (FI ablakok) Laplace-
transzformaltjat (7 € R,):

(a) x{6)=e(r)~ ele- 7). (b)x(6)={ole) - oo - T}

(©)x(t)=1{e(t)-et-The".  (d) x{t)={e(t)- &t~ T)}sin ”7’ .
(e) x(e)=2{elt)- et~ T)}+ {elt - T)- e(¢ — 27)}.
Véazolja fel a jeleket!
F-5. Hatarozza meg a kévetkezd DI jelek Laplace-transzformaltjat:
(a) x[k]=£[k]{4 cos @ k + Bsin © k}.
(b) x[k)=elk] 4k a*. () x[k]za[k]Akcos@k.

Oldja meg a feladatot arra az esetre is, amikor ethagyjuk az a{k] tényezot!

F-6. Hatirozza meg a kovetkezd FI jelek Laplace-transzformaltjat:
(a) x(t)=¢(t){4 cos 2¢+ Bsin 2¢}e™ .
(b) x(e)=e(t)dre™". (c) x{(t)=s(t) Atcos Q1.

Oldja meg a feladatot arra az esetre is, amikor elhagyjuk az £(t) tényezbt!
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F-7. Valassza ki az elézd feladatokban szereplé DI illetve FI jelek koziil azokat, amelyek
Fourier-transzformaltja eldallithaté a Laplace-transzforméltjabol z=e'’ illetve s=jw
helyettesitéssel!

*F-8. Igazolja a Laplace-transzformacié alkalmazasdval, hogy
Sk — L]« xlk]=xlk - L]; &(t—T)*x(t)=x{r-T).
Altalanos érvényii ez az igazolds?

F-9. A cos Q¢ illetve a sin £2¢F1 jel Laplace-transzformaltjanak ismeretében hatirozza
meg a masikat a derivalt jelre és az integralt jelre vonatkozo tétel alkalmazasaval!

F-10. Hatirozza meg x[0] illetve x(+0) és x{oo] illetve x(o) értékét az idéfiggvény
eldallitasa nélkil, ha x[k] iiletve x(r) Laplace-transzforméltja

(@) X()=——; x(s)==¢

z~05’ s+3
z7? 1-e™
) X(z)= s X(s)= .
(6) XC)= 3 =303

*F-11. Ertelmezziink egy DI illetve FI spektrumot a kovetkezé modon:
Gle'*)=2lelkl), s Glw)=2le()), .-

Ez azt jelenti, hogy az egységugris Laplace-transzformaltjaban elvégezziik a Fourier-
transzformaltra valo attérés formalis helyettesitését.
Hatérozza meg a

glel=7"{ce* ) 2()=2"{Glw))
jelet, ha ez Ichetséges. (Utmutatas. Hasznalja fel sgn & illetve sgn 7 spektrumat!)

4.1-1.M. Megoldisok

M-1. A jelek &k €N esetén azonosak, ezért mindegyikiik Laplace-transzformélja is
azonos:

M-2. A jelek ¢ R, esetén azonosak, ezért mindegyikiik Laplace-transzformalja is
azonos:
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M-3. Sziikség esetén alakitsa 4t a jelet &[k —r]fk —r] tipust jelek dsszegére.

(a) X(z)=z 1:’;. (b) X(2)=z 1‘2“_L2’L .
Oxea ol oox a2

Megszabadulhatunk a negativ kitevoktdl, de a csak pozitiv kitevoket tartalmazé alak nem
elényds.

M-4. Sziikség esetén alakitsa at a jelet g(t -T ) )/ (t -T ) tipusu jelek Osszegére.

(a)x(s)zl‘j’”. (v) X(s)=#}l)—eﬂ- (c) X(S):%e:‘

_ ams2T

7z l+e™T 2-e~7" —¢
_?S2+(72'/T)2' (e)X(s)— 7s

(d) X(s)
A véges hosszisagn FI jelek Laplace-transzformaltja nem racionalis, hanem meromorf
fuggvény!

M-5. Alkalmazhat6 a csillapitési tétel vagy a (31) osszefliggés.

_ Ay7*- (cos @) z{+ B (sin @)z
() X(:)= { zz—2a(cos}@)z+a2 ’

2)=_Aaz_ . :Z(cos@)zz—Zz+cos@.
(b)X() (Z_a)z' ()X() (ZZ—Z(COS@)z+1)Z

Az x[k] és az elk]x[k] Laplace-transzformaltja megegyezik.

M-6. Alkalmazhato a csillapitasi tétel vagy a (31) 6sszefiiggés.

A(s+a)+B02 _ As+(da+BQ)
Xis}= = .
(@) x() (s+af+@ s*+2as+(a®+2°)

0 X6~
-7
(c) X(s)=4 m .

Az x(?) és az £(t) x(¢) Laplace-transzforméltja megegyezik.

M-7. AzF-1.-ben: (c) és (e), ha|a| < 1.
Az F-2.-ben: (c) és (d), ha a > 0.
Az F-3.-ban: valamennyi.
Az F-4.-ben: valamennyi.
Az F-5.-ben: (b), ha |a| < 1.
Az F-6.-ban: (a) és (b), ha > 0.
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*M-8. Ha x[k] belépd és L €N vagy ha x(7) belépb és T eR,, akkor
z {é’[k - L]* x[k]}: z"'X(z); Z {§(t - T)* x(t)}: e’sTX(s) .
Ebbél a tétel L eN illetve T e R, esetén mar kovetkezik a mondott feltételek mellett.

Valéjaban ezek a kikotések foloslegesek, mert a megadott alak 4ltalanos érvényii.

M-9. Nem mindig igaz, hogy csak szorozni vagy osztani kell az s valtozéval!
[elt)cos 21] = 5()~ 2 6lt)sin 21 = 2 {elt)sin 2 t}:éi:l s i_g.} -2

ami ismert modon a helyes eredmény. A cos2¢ és az &(t)cos 2 Laplace-
transzforméltja megegyezik, de derivaltjuk Laplace-transzformaltia mar nem, mert az
utobbi jel a = 0 helyen nem folytonos.

s Q
S+ 7

' 1 1

elr)eos Rrdr=—c¢lt)sin 21 = Z\elt)sin 2tj=02~
J¢6) L) EWsin @il
ami ismét a helyes eredmény. A cos (2 fiiggvény helyett a sin £2¢ figgvénybdl is
kiindulhatunk, ezt nem részletezziik.

M-10. A (34) és a (35) felhasznalasaval

25

€
=0; 0)=1li =1;
x(+0)= lim s )

(a) x[0]=1im

2
2w Z (Z - 0,5) 52{?}>0
x[m]:lim—zi—zO; )c(oo):lims1~ - =0.
= 22(z=0,5) 550 S+3

(b) x[O]: 0; x(+ 0)= 1, mint eldbb, de x[oo] illetve x(c0) nem szamithaté a (35)
felhasznalasaval, mert a feltételek nincsenek kielégitve.

*M-11. A (3.2-16) és a (3.2-18) felhasznaldsaval

olk]= @g~n{_<i;‘g_} - @7-1{1 (tre®)+ (1= e“”)} _ % lsgn k+[]],

el’—1 2 [-e7?

glt)= 07"‘{-}—} L sgn 7.
jo| 2

A g[k] vagy a g(z) fiiggvény értelmezett, nem belépd jel, nem egyezik meg a DI
illetve a FI egységugrdssal, amelynek Laplace-transzformaltjabél kiindultunk. Az
egységugras Fourier-transzformaltja nem hatérozhaté meg a Laplace-transzforméltjabdl
z=¢'’ illetve s=jo helyettesitéssel. Ez megéllapithat6 akar az idStartomanybeli, akér a
komplex frekvenciatartomanybeli alakjabol.

A feladat és megoldasa azt mutatja, hogy a formalis eljaras kelld koriltekintés
nélkiil hibas eredményre vezethet.
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4.1-2. A DI és a FI Laplace-transzformicié inverzi6ja
4.1-2.1. A médszerek attekintése

Kiilonféle szamitdsi eljarasok ismertek az X(z) illetve az X(s) ismeretében az
x[k]:% “{X (z)} illetve az x(t)= Z7! {X (s)} id6fuggvény szamitisara, vagyis az inverz
DI illetve FI Laplace-transzformaci6 elvégzésére, a visszatérésre az idétartoméanyba.

Az dltaldnos eljardas a (4) inverzids integral alkalmazasa a reziduum-tétel
felhasznalasaval (4.1-1.6. pont). Ez azonban nem szitkséges az altalunk targyalandd
feladatok megoldésahoz.

Szerencsés esetben felismerhetjiik, hogy X(z) vagy X(s) egy ismert x[k] illetve x(¢)
Laplace-transzformaltja. Néha valamilyen tétel felhasznalasaval allithatjuk el6 az
idéfiiggvényt. Példaul X(z)=z72G(z) illetve X(s)=e™ G(s) esetén x[k] vagy x(¢)
elBallitdsa egyszerti, ha glk]=2"{G(z)} illetve g(r)= 2 {G(s)} ismert.

Ebben a szakaszban két olyan eljarast targyalunk, amelyek nem altaldnos
érvényliek, de a gyakorlati feladatok nagy t6bbségében hasznalhatok. Mindkét eljaras
biztosan alkalmazhato, ha X(z) illetve X(s) racionalis fiiggvény, tovabba altalanosithaté
arra az esetre, amikor X(s) nem csak s egész hatvanyait tartalmazza, hanem ™" (7; > 0)
tipust tényezoket is. Az elsé modszer polinomosztast igényel és tobbnyire az idofiiggvény
egy kozelitését adja. A masodik modszer részlettortekre bontast igényel. Utdbbi esetben
szitkség lehet egy polinomosztason alapulé el6készitd 1épésre.

Numerikus eljarasok alkalmazhatjdk a polinomosztas modszerét (ez foként a DI
esetben haszndlatos) vagy a részlettértekre bontds mddszerét is. Mint mar emlitettiik, az
inverz Laplace-transzformacié numerikusan elvégezhetd. A numerikus kozelitd
eljarasokat nem részletezziik a tovabbiakban.

4.1-2.2, Inverz transzformacié polinomosztassal

Legyen X(z) a z illetve X(s) az s valtozd raciondlis fuggvénye, vagyis két polinom
hanyadosa. Mint mar lattuk, a szadmlalé6 fokszdma nem lehet nagyobb a nevezd
fokszamanal. A fliggvények altalanos alakja ekkor

x(2)= byz"+bz" + b,z +...+b,_z+b,

2"+az" '+ a,2" 4. 4a,z+a,
(4.1-47)

n—1

—2
+b,s" 4. +b _s+h,
s"+a, s"+a, s va, s+a,

x(s)= bys™+b;s

A nevezd a, egyiitthatdjat az altalanossag csorbitasa nélkiil célszerlien 1-nek vélasztottuk.
Tetsz6leges szamii a, vagy b, egyiitthatdk értéke nulla lehet.

Osszuk el a valtozé csokkend hatvanyai szerint rendezett szamldlot a nevezdvel.
Az elsé tag b, lesz, ha b, # 0, mig az ellenkezd esetben b, z™' illetve b, s, ha b, # 0, és

igy tovabb. Ekkor egy z™' illetve s™'=1/s szerinti hatvanysort kapunk:

X(z)=c, +¢c 27 +c, 27+ 27+
1 (4.1-48)

1 1
X(s)=c0+cl—+c2—2+c3—3+....
s s s
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Az X(z) sordnak egyes tagjai akdr az (1) definicio, akdr a (6) alapjén transzformalhatok
vissza. Az X(s) soranak egyes tagjai a (21) integracios tétellel értelmezheték. Az
idéfiiggvény tehat a kdvetkez6 alaku:

k)= c,olk)+ e 0k = 1]+ ¢, 81k - 2} + ¢, 5[k -3} ...;

x(t): 005(t)+ 5(t){cl+ C, t+% Cy e+ % c, t3+...}. (4.1-49)

Az x[k] kifejezése azt jelenti, hogy a modszer x[0]=c,,x[l]=¢, ,... értekét
pontosan megadja. Ha X(z) eleve a z™' polinomja, akkor nincs sziikség polinomosztésra és
a véges hosszusagii x[k) jelet pontosan kapjuk meg. Altaldnos esetben semmit sem tudunk
azokrdl az x[k] értékekrél, amelyeket nem szadmitottunk ki. Specialis esetekben lehet
valami elképzelésiink a jel tovdbbi menetérdl. Ha példaul x[k] mar sok {itemen 4t 4llando,
akkor feltételezhetjiik, hogy ez az dllandosult értéke. Ez a megfontolds teljesen hamis is
lehet, hacsak nincs erre nézve valami elméleti indokunk.

Az x(1) kifejezése azt jelenti, hogy a ¢, megadja az x(f) jel Dirac-impulzus
komponensét, mig a tobbi tag az y(t)= x(t)«—c0 5(t) fiiggvénynek a =0 helyre
vonatkozé Taylor-sordt adja. Ezek szerint ¢,= y(+ 0) megadja az y(t) jel kezdeti értékét,
¢,=y'(+0) a kezdeti meredekségét, a tovabbi tagoknak mar nem adhaté ilyen egyszeril
értelmezés. Ezzel az x(f) egy olyan kozelitését kapjuk, amelynek hibaja rendszerint annal
kisebb, minél kisebb 7 értéke. Nem egyszer(i feladat a kozelités hibajat vagy annak egy
korlatjat akdr csak becsiilni is, vagy megtalalni azt a 7, értéket, ameddig egy adott
fokszamu koézelités egy hibahataron beliil marad.

Példa Hatirozzuk meg x[k] értékét a k = 0, 1, 2, 3 és 4 iitemekre, ha a jel DI Laplace-
transzformaltja

222-122+11z-1]
X Z = > E tl
( ) 24~ 0,6 2>+ 0,05 22
A polinomosztas szerkezete példaul:
(22-12224112-11):(z*- 0,6 22+ 0,05 2)=22"+127°-0,5 2™
-22°+122° -0z
S Loz-11
-1,02+0,6-0,05z"
-0,5-0,05z"

Ebbdl kévetkezik, hogy x[0] =0, x[1] = 2, x[2] = 0, {[3] = 1, x[4] = - 0,5. A tovabbi x[]
értékek ismeretlenek, amig nem végziink el tovdbbi osztasokat. A megoldds egy masik
alakja x[k|=26[k —1]+ sk -3]~ 0,5 5[k —4]+.....

Ellendrizhetjiik, hogy a polusok az egységsugari koron beliil helyezkednek
el (esetleg ki is szamithatjuk az értékilkket: g, =0,1,¢,=0,5, ¢3=¢g+=0). A (I8)
értelmében x[oo]=1lim {(z 1) X(z)}=0.

z-1

Az utols6 szamitott x[4] = —0,5 érték nem elég kicsi ahhoz, hogy feltételezhessiik: x[k]

mar elhanyagolhat6, ha k> 5.
A kovetkez6 pontban ezt a példat egy mas modszerrel is meg fogjuk oldani. #
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4.1-2.3. Inverz transzformacié részlettortekre bontassal

A DI és a FI Laplace-transzformacio egy hatékony moédszere a részlettortekre bontason
alapul. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a két esetben a részlettortek kissé eltérd alakuak.

Ebben a pontban arra az esetre szoritkozunk, amikor a visszatranszformalandé
fiiggvény raciondlis, altalanos alakja a (47) szerinti

x(z)= byz"+ bz + b,2" 4.+ b z+ b,
z"+ a,z"']+ azz"_2+ .ta,z+a, ’

(4.1-50)

n-1

bys"+b s +b,s"+...+b_s+b
X(s)= (\ 1 2”72 n

s"+a, " '+a, s+ . +a, s+a,

Ha X(z) kifejezésében b, =0 illetve ha X(s)kifejezésében b, =0, akkor
elkezdhetjiik a részlettSrtekre bontast. Egyébként egy eltkészitd 1épésre van szikségiink
(1. alabb). Az elokészitd 1épés akkor is hasznos, ha X{(z) kifejezésében az a,,a,_;, ...
egyiitthatok mind nulla értékiek.

Szamitogépes programmal tSbbnyire kozvetleniil el tudjuk allitani a
visszatranszformalasra alkalmas részlettdrtekre bontott alakot.

A részlettortekre bontas eldkészitése

Sziikség esetén alakitsuk at akar elemi megfontolassal, akr polinomosztissal X(z) vagy
X(s) kifejezését a kovetkez6 alakra:
X(z): cotz e,z L+ cr_lz_(r"') + z"F(z) ,
F(Z)E : Bz Bz B 2+ B,

n n-1 n-2
z' +az ta,z +..+a,,z+aq,

n-1 n-2
G(s)s BT+ B, s+ +f s+f,

n n-1 n-2 N
s'+a st ta,s TH.+a, sta,

: (4.1-51)

X(s)=c,+ G(s),

Ez azt jelenti, hogy F(z)z illetve G(s) valddi tortfiiggvény: szémlalojanak fokszdma
kisebb, mint nevezdjének fokszdma. Ez a tulajdonség kifejezhetd tgy is, hogy

1im£(i)=o; lim G(s)=0.

o0 Z K

Az X(z) kifejezésében az r legkisebb értéke a fliggvény altal meghatérozott. Nem
kévetiink el hibat, ha a polinomosztast a sziikségesnél tovabb folytatjuk, csak ekkor x[k]
kifejezése nem a legegyszertibb lesz.

A kovetkezokben flk]l=2{F(z)} illetve g(r)=2{G(s)} meghatirozasit
targyaljuk. Ezek ismeretében x[k] vagy x(¢) a kovetkezé alakot olti:

k)=, 0lk)+ 8k —1]+...+ ¢, 6k = (r = 1)]+ |k — ] flk ~ #];

x(t): C, 5(t)+ g(t)g(t).

Ez azt jelenti, hogy x[k] a k=0, 1, 2,..., —1 iitemekre egy adathalmazzal (az » szamu c,
egyiitthatéval) fejezhetd ki és csak a £ > r litemekre irhaté le egy f[k] elemi fiiggvénnyel.

(4.1-52)
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1. példa Adott a kovetkezd DI Laplace-transzformalt:
z—11

Viz)= .
(Z) 24~ 0,6 z°+ 0,05 2°

Kozvetleniil 1athatd, hogy ennek az (51) szerinti alakja
z-11

V(z)ezd,— 220
(=)= 7 062+005°

amelyben n = 2 és r = 3. Az atalakitas nem igényelt polinomosztast. #

2. példa Adott a kévetkezd DI Laplace-transzformalt:

2221222 +L1z-11 5,222 -1222+11z-11
X(z): ) 3 7 —Z 3 .
z°-0,62"+0,05z z°-0,6z+0,05

Az elsd alakban szerepld raciondlis fiiggvény valodi tort, negyedfoki nevezdjének viszont
kétszeres nullahelye van a z = 0 helyen. A mésodik alakban szerepld tort nevezdje csak
masodfok, viszont ez a tért nem valddi. Alakitsuk ezt at osztdssal:
22-12224112—-11):(>-0,6 2+0,05)=2z
~222+1,22°~01z
L0z-11

Ennek alapjan kapjuk a fiiggvény kovetkezd, (51) szerinti alakjat:
z-11

X(z):Zz‘l +z’32—2—~——~.
z"-0,6 z+ 0,05

Az x[k] szamitasat kés6bb végezzik el. #

3. példa Adott a kovetkezd FI Laplace-transzformalt:
2
X(S)_ 25" +7s+2 .

T s'43s+2

Ez nem valddi tort. Az atalakitast elvégezhetjiik akar polinomosztassal, akar elemi
atalakitassal lim X(s)=2 felhasznalasaval:
Famded

2 p—
X(s)=2+| 2552 plp, S22
S“+3s+2 S+3s5+2

Ez az (51) szerinti alak. Az x(f) meghatarozasaval késobb foglalkozunk. #

4. példa Az X(z) legcélszeriibb alakja nem feltétlentil az (51) szerinti. Legyen

z z V4 z Z“‘Z
Xiz)= —z70 = Xliz)= - = .
) =09  z-09 =) 7-09 2°(z—09) 21 -092°

Az eredeti alakbol azonnal lathat6, hogy az idéfiiggvény
k] = e[k]0.9* - e[k —10]0,9°= {e[k] - £[k —10]}0,9* ~&[k —10](1 — 0,9 }0,9*.
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Az utolsé alakbol (itt nem részletezett polinomosztassal) kapjuk, hogy
X(z)=1+09z7409°27 40,927 + 0927 +09°2° +0,9°2° +0,9"z 7+
+0.9°22 40,927 +(-1409°)2° —Z—; —1409" =-0,651.
z—-09
x[k]=6[k]+0,9 5k 1]+ 0,926k - 2]+ 0.9° 5[k - 3]+ 0,9 5[k — 4]+ 0.9° 5[k - 5]+
+0,956k — 6]+0,9” 5k — 7]+ 0,9° 5[k — 8]+ 0,9° 5k ~ 9] (10,9 ) el —10]0,94*.
Az x{k] két alakja ugyanazt a DI jelet itja le, de az els6 alak kényelmesebb. #
Gyakran célszerii (mint a 4. példa illusztralja) az

X(2)=X,(z)+ 2" X (2)+ 272 X,(z)+ ..+ 27 X (2); O<L,<L,<...<L, (4.1-53)
alakban megadott DI Laplace-transzformalthoz tartozé idofliggvényt
k)=elk]x [k]+ el — £, )0 [k —L,]+... + e[k - L, ] x, [k - L, ] (4.1-54)
alakban megadni vagy az ebbdl rendszerint elemi 4talakitissal szarmaztathatod

sli)={elk] - elk — L} go[k]+ {elk — L)~ elk - L, } g K]+
ot lelk L, ]-elk- LD g, [k]velk - L,]g, [k - L,]
alakban, vagyis ablakozott jelek 6sszegeként.

Ha az X(s) FI Laplace-transzformalt nem racionalis, akkor egy hasonlé 4talakitds
elkeriilhetetlen. Ezzel az esettel a kovetkezd pontban foglalkozunk.

(4.1-55)

Raciondlis fiiggveny pélusai

Tekintstink egy olyan F(z) /z illetve G(s) racionalis fliggvényt, amely valddi tort, vagyis
egy polinom osztva egy nala nagyobb fokszami polinommal:

P i L
F(Z)EZ (Z)EZ flz —:4{322 ;:2 + n—lz+ﬂn R
0z) " z'taz+a,z" . +a,, zta,
G(S)Ef@z ﬂls"“-!-ﬂzs"»z-#.,.+ﬂn_ls+ﬂn
o(s) s"+as™+ays 4. Aa, s+a,

(4.1-56)

A racionalis fliggvénynek ott van pdlusa, ahol végtelenné valik, vagyis ott lebet
polusa, ahol nevezdje nulla. Jelslje a nevezd nullahelyeit z =g, illetve s = p,, tehat

n n-1 n-2
zZ)=z+a,z" +a +.+ +a, 2545490059,
Q( ) a4 2Z daz+ 4, 992 q 4.1-57)

Q(S)Es"+a1 sy azs”'2+...+ A S+a,; STy Doseves Dy -

Ha van olyan z =g, illetve s=p, érték, amely nem csak a nevez6nek, hanem a

szamlalonak is nullahelye, akkor az nem feltétleniil polusa vagy zérusa a fiiggvénynek. Ha
példdul z=g, illetve s=p, a nevezdnek is és a szamldlonak is egyszeres nullahelye,

akkor az sem nem polus, sem nem zérus. A kozos nullahelyek és azok multiplicitasa
meghatarozhat6 a két egyenlet gydkeinek szamitasaval, de mas médon is. A tovébbiakban
a nevezd nullahelyeit ennek ellenére polusoknak fogjuk nevezni. Ez nem okoz az inverz
transzformdcié sordn zavart, legfeljebb bizonyos C, vagy D, allandok (1. aldbb) nulla
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értékiieknek adédnak. Az egymashoz nagyon kozeli vagy megegyezd pélusok és zérusok
fellépése numerikus bizonytalansag forrasa lehet.

Mivel a polusok egy valds egyiitthatos n-edfokil polinom nullahelyei, ezért azok
vagy valdsak, vagy konjugdit komplex pérokat alkotnak. Utébbiakat célszeri egyiitt
tekinteni, mert ekkor a fizikailag indokolt valos értékil eredményhez jutunk.

Eldszr azt az esetet vizsgaljuk, amikor a polusok egyszeresek (vagyis egymastél
kiilonbozoek), azutan ratériink az altalanosabb, ritkan eldfordulo eset tirgyalaséra.

A DI esetben az egységnyi abszolit értékil, az FI esetben a képzetes pélusok
egyszeres vagy tGbbszoros volta kozott elvileg 1ényeges kiilonbség lehet, amint a stabilitds
targyalasa soran latni fogjuk.

Raciondlis fiiggvény egyszeres polusokkal

Szoritkozzunk egyelére arra az esetre, amikor g,#g , illetve p,#p. (i#j esetén), vagyis
amikor a fiiggvény pélusai mind egyszeresek. A polusok ismeretében F(z) illetve Gls)
nevezdje felirhatd gyoktényez6s alakban:

F(Z)EZP—(Z—)EZ — _P(Z) —; EAC — — - .
Q(Z) (Z %)(Z 72)'“(2 qn) Q(S) (s pl)(S pz)...(S pn)

A P polinom fokszdma kisebb mint a nevezé » fokszdma. Az F (z)/z illetve a G(s)

racionalis fliggvény ekkor felirhaté részlettortjeinek dsszegeként:
F(Z): G G .o ‘C” ; Gls)= G . G oS
z =4 Z—q z—q, S—ph ST D S—D,

615 76) )

A C, egyiitthat6 a kovetkezOképpen szamithato példaul az elsé alakban:

tim 1~ PR _ Pla) _ ()

¢ {(Z ql)Q(Z)}— Ql(ql), QI(Z)_ z-q,
A P(g,) a P(z) polinom helyettesitési értéke a z=g, helyen. A nevezében szerepld
[ (z):(z—qz)(z—%)m(z—qn) polinom gy allithatd elo, hogy O(z) gyoktényezds
alakjaban elhagyjuk a (z - ¢,) tényezét. A tobbi C, egyiitthaté hasonlé médon szamithato.
A G(s) részlettortekre bontott alakja nem igényel kiilon magyarazatot, csak

bizonyos betiik cseréjérél van szo.
A (16) értelmében a részlettortekhez tartozé idéfiiggvény

gg-l{ z }=s[k]qk; 3“{——1—}:80)&:”’.

z—q s—-p

Ezek utan akar a DI, akar a FI teljes id6fiiggvény mar felirhatd.

Alabb képletszeriien is Osszefoglaljuk eredményeinket. Célszerlibb azonban a
képlet helyett az eljaras lényegét megjegyezni, tehat azt, hogy a F (z)/z illetve a G(s)
valddi tortfiiggvényt részlettortekre bontjuk és tagonként visszatranszformaljuk.

Legyen az F(z) diszkrét idejli Laplace-transzformalt raciondlis fliggvény egyszeres
polusokkal, akkor az fk]=2" {F(z)} diszkrét idejii jel kifejezése az F(z) részlettdrtekre
bontott alakja alapjan (amelyet nem sziikséges felirni)
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PG ) |
I e Rl ey iy wt e
P 06| Ly o P@). o
S0 Q=TT 0 Cgly ¢

f[k]:g[k]zn:c,. g ; kel

Az nszama Q,(g,)=0 feltétel fejezi ki azt, hogy a polusok egyszeresek.

Legyen a G(s) folytonos idejli Laplace-transzformalt raciondlis fliggvény
egyszeres podlusokkal, akkor a g(t):SZ“ ! {G(s)} folytonos idejl jel kifejezése a G(s)
részlettortekre bontott alakja alapjan (amelyet nem sziikséges felirni)

< Gs _Ps) ) !
FI: G(s) o) (s-p)is-p,)..(s-p,)’

- Pls) os)| L. Pp,) .
im—+4=0 ip. )= 0; C,=—7"5 4.1-59
- ) ’ Ql(pl) §—p; S:p‘_:ﬁ : Qi(pi) ¢ )

Az nszami Q,(p,)#0 feltétel fejezi ki azt, hogy a polusok egyszeresek.

Ha két pélus konjugalt komplex part alkot, vagyis ha g¢,=re'®,q, =re”®

illetve ha p, =0+ j 2, p,,,=0,—j £, akkor a megfeleld egyiitthatok is konjugalt parokat

alkotnak: C,=B,e’”,C, =Be””. A megfelels DI illetve FI jelek dsszege csillapitott
szinuszos jel:

B e’ rte'® 4 BeTPirke 1% =2 B 1t cos (0,k+P,);

_ _ _ _ (4.1-60)
B, eifiei el 4 B e ig eI = 2 B e cos (21+13,).
Ennek felhasznéalasa valamelyest egyszertisiti a szamitast.
Erdemes megemliteni, hogy mivel Q(q,)=0, ezért

i

i 20 _ . 0(z)-0(g) _ d0(z))
Qi(qi)_lz:n;Z—qi —11}:; P "4 Z=qi.
Igazolhato, hogy a
_doz) _d00s)
Qi(qi)“ dz . , O (pi)_ ds "

Osszefliggés akkor is alkalmazhatd, ha Q nem polinom, hanem un. egész fliggvény, vagyis
olyan komplex fiiggvény, amely valtozéjanak barmely véges értékére véges értéki. Ityen
példaul az exponencidlis fliggvény.

5. példa A 2. példaban az ott megadott X(z) fiiggvényt a kévetkezd alakra hoztuk:
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z(z~ L1)
22-0,62+0,05°
A O(z)=2"-0,62+0,05=0 masodfokii egyenlet megoldaséval kapjuk a fiiggvény
két polusét: g, =0,1, ¢,=0,5. A részlettdrtekre bontott alak

X(Z)=Zz']+z‘3_ﬁi_224+z {_gi+ C,z
(‘—OIXZ 05) z-01 z-05
- ~11l
Cl:i_li :2’5’ C2:Z 171
z—O,SO)1

X(z)=2z"+2"

=—15.

Az X{z) inverz transzformaltja az (58) értelmében
k) =2 80k - 1]+ el - 3){2,5(01) = 1,5(0,5)*}.
Behelyettesitéssel kapjuk az x{k] DI jel értékét az elsé néhany iitemre:
x[O] =0, x[l] =2, x[2] =0, x[3] =1 x[4] =-0,5. Ez megegyezik az el6z6 pont

példéjaban, a polinomosztassal kapott eredménytinkkel. A most kapott altaldnos alakbél
viszont kodzvetleniil 1athatd, hogy x{k] nulldhoz tart k ndvekedésével. #

6. példa A 3. példiban az X (s) fiiggvényt a kovetkezd alakra hoztuk:

s—2

Xis)=2+—————.
(,S) +sz+3s+2

A Q(s)s 52+ 35+ 2=0 mésodfokit egyenlet megoldasival kapjuk a fliggvény két
pélusat: p, =-1, p,=—2.A részlettdrtekre bontott alak

522 5, G, G m1m2 g m2-2

X(s)=2+———=2+— ;
(5) +(s+1)(s+2) Tl 52 ~1+2 P2+l

Az X(s) inverz transzformaltja

x(t)=26(¢) + &(t ){ 3e+4 e'z’}
Ellenérzésként:  x(+0)=lims X(s)=c0 és lims{X(s)-2}=1. Masrészt az
id6figgvénybél: ha £ — 0, akkor x(t)=25(¢) és x(t)-28(t)=1. #

*4,1-2.4. Inverz transzformicié tébbszorss pélusok esetén

Tekintsiik most azt az 4ltaldnosabb esetet, amikor a visszatranszformalandd raciondlis
F(z) vagy G(s) fiiggvénynek egyszeres poOlusa van a z=gq,,¢,,..,q, helyen illetve az

S=D,, Pas---» P, helyen, mig a z=gq,,, illetve az s=p,,, helyen 1év6 polus tobbszords,
multiplicitdsa » = n — /. A fliggvények ekkor felirhatok a kévetkezd alakban:

LA e e oy

o Z-q 29, 27y A2 ~ G .

ol)- ) P(s) | (4.1-61)
Q(S) (S‘P1)(S‘P2) (S“Ph)(s‘phﬂ)r

v

i
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Itt a P polinom fokszdma kisebb mint a nevezé n =r + h fokszdma. A fuggvények
részlettortekre bontott alakja

RN SCER N FERR N S R

=1 279, = qhn izt ST G| S—pM)

Az egyszeres polusokhoz tartozé C, (i=1,2,..., h) egyiitthatok ugyanigy szamithatok,
mint az el6z6 pontban mar lattuk:

c-Pa) 5,)=2E o _FR) 0,

- s

i ’ i\ /)~ i i D;
Qi(qi) zZ—q; =g, Qi(pi) =P,
Hasonlé megfontolassal kapjuk a legnagyobb kitevohoz tartozd D, egyiitthatot:

D= P(%m) Q(Z) 1 P(Ph+1)) Qh+\(ph+1)= Q(S) .

r s OhilGh )= - ;D
Qh+1(%+1) ’ (q ) (Z_qhﬂ) Qh+1(ph+1 (S_P;m)

(4.1-63)

It

. (4.1-64)

$=Dp)

'/

Ténylegesen azt tehetjitk, hogy a neveziben az i-edik, vagy a (h+1)-edik tényezdt 1-gyel
helyettesitjiik, a tobbi tényezdben elvégezzik a z= g, vagy z=g,, illetve az s = p, vagy
s=p,,, helyettesitést.

Meg kell még hatdroznunk a D,, D,,..., D, |
kovetkezd lehet. Vélasszunk tetszéleges valoés z=z,,z2,,...,z,, illetve s=s,,5,,...,5,
értékeket (egyik sem lehet polus!), helyettesitsiik ezeket a (62)-be. Ezzel r~1 szdmu
linedris egyenletet kapunk az ugyanennyi még ismeretlen D, egyiitthatéra.

Az egyttthatok meghatarozhatok kozos nevezbre hozdssal és az egyes
hatvényfliggvények egyiitthatéinak egyenidségét kifejezd r + A szamn egyenletbdl ad6do
linedris egyenletrendszer megoldasaval.

A D, egyiitthatok szamitasdra Altaldnos Osszefiiggés is adhatd, de annak
alkalmazdsa bonyolultsdga miatt nem célszert.

A (62) szerinti felbontds C; és D, egyiitthatoinak ismeretében eldallithatjuk az
idofliggvényt. A (19) vagy a (21) értelmében

%4{ zm+l}=g[k]k( Dk =2)--(k=[m—-1]) o

(z-q) m!
.SZ*I{( )mﬂ} (t)lt e m=1,2,....

Foglaljuk 6ssze a tobbszéros polus esetére vonatkozd eredményeinket.
A diszkrét idejii inverz Laplace-transzformadcio racionalis fiiggvények esetén a
tészlettrtekre bontott alak ismeretében, egyetlen tobbszérds polust is megengedve

egyiitthatokat. Ennek egy modszere a

C z D,z D,z D z
(Z) Z il Sl +— +¢_L___’ (41'65)
= £, Z Dhn (Z qh+1) (Z—qhﬂ )r
: - k- D(k-2)-- (k [r-2])
= [k]{ Ciqf+[D+D LAY kk 1)+...+ "
; ! : G ’ 2!‘1;+1 (r 1)' qh+1 h 1

Az flk] kifejezése elemi rendezés utan atirhatd a kovetkezd, attekinthetébb alakra:
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h
flx]= g[k]{z C.qf+ (D1 + B k+ B,k +...+ BHk"l) qr., } (4.1-66)
i=1
A folytonos idejii inverz Laplace-transzformdcié racionalis figgvények esetén a
részlettortekre bontott alak ismeretében, egyetlen tobbszords polust is megengedve
L C D, D, D

G(s)= LA + +..t+ —,
=1 STP; ST Dy (S ~Pha )2 (S —phﬂ)

h t2 tr—l ,
g(t)=£(t){§ Cel + (Dl +D,t+D, E+"' +D, m] efr } .

(4.1-67)

Az eljaras hasonlo, ha a visszatranszformalandé fuggvénynek tetsz6leges szamu
tobbszoros polusa van. Ha a tdbbszords polus komplex, akkor konjugdlt parokat alkot;
ekkor elegendé az egyiket tekinteni és a hozza tartozé idofiiggvény valds részének
kétszeresét venni.

Az r-szeres polus szamitastechnikailag kikeriilhets, ha azt r szami, egymaéshoz
nagyon kozeli polussal helyettesitjiik. Ha példaul ¢, = 0,5 egy haromszoros pélus, akkor
helyettesithetjiik példaul a g, = 0,5, ¢,=0,4999, ¢,=0,5001 hirom egyszeres pdlussal.
Minél kozelebbi pdlusokat valasztunk, annal kisebb lesz a helyettesités altal okozott hiba,
de anndl nagyobb a veszélye annak, hogy a kozeli szamok kiilonbségeként eldallo kis
szdm numerikus bizonytalansagot okoz. Gyakran éppen az ellenkezd eljaras noveli a
szAmitds megbizhatésdgat, amikor igen kozeli polusokat egyetlen, tobbszoros polussal
helyettesitiink.

1. példa Hatdrozzuk meg az x[k|= 2 ~'{X(z)} DI jelet, ha
(z _ 9z2+52-1 =, z(9zz+52—1)
Z(z+2)z-0,5) - (z+2)(z- 0,5)2 '
A masodik kifejezés mar a célszerti z z P(z)/Q(z) alaku. A részlettortekre bontott
alak (a pélusok: g, = — 2 egyszeres, ¢, = 0,5 kétszeres pdlus):

C z D z D,z
X — ,2 1 1 2 .
(e)=2 {z+2+z—0,5+(z—0,5)2}

A C, ésa D, egyiitthaté nehézség nélkiil szamithato:

_97°+5z-1 9z°+5z-1
" (z-05) z+2

=15.

z=0,5

» 2

z=-2

Ha z — oo, akkor a z> szorzdja az eredeti alakban — 9, a részlettdrtekre bontott alakban

pedig — C, + D,. Ebb8l kévetkezik, hogy D, =9 - C, =5. Ugyanezt az értéket kapjuk, ha

példaul az X(z)/z figgvényt vizsgaljuk z — oo esetén. Az idéfiiggvény ezek ismeretében
k)=l = 2] {8 (< 2§ 2+ [5+1,5 (k- 2)] 0,5 7.

Ha & — o0, akkor x[k]z (— 2)" , vagyis |x[k]| korlatlanul névekszik. #

1
(s + 1)2 (s + 2)2 ’
E fliggvény részlettortekre bontott alakja (p, = — 1, p, = — 2, kétszeresek):

2. példa Hatérozzuk meg az x(r)= ' {X(s)} FI jelet, ha X(s)=
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1 A A B B
X(s)= — 2 1 2 .
) (s+1) (s +2) s+1+(s+1)2+5+2+(s+2)2
[ (o . 1 1
Az A, ésa B, szamitisa egyszerii: 4, =(S—+2—)2s=—1=1, BZ:WF_z:L

Az A, ésa B, egyiitthaté meghatdrozasara helyettesitsiik példaul az s=0,s=-3
értékeket:

l=A1 +1+lB1 +l, l=LA1 +l+—l—B1 +1.

4 2 4 4 -2 4 -1

A lineéris egyenletrendszer megoldasa A4,=-2, B,=2. Az idéfiiggvény kifejezése

) =) {2+ 0)e + (2 +1)e™}.

Az 4, ésa B, szamithaté lim s X(s)=0 felhasznalasaval is. #

4.1-2.5. Nem racionalis fiiggvények inverz transzformaciéja

Gyakorlati fontossiga miatt vizsgaljuk meg a kovetkez6 FI Laplace-transzformalt
fiiggvényt: ‘

X(s)=X,(s)+ e " X, (s)+ e X, (s)+..+ e X (s); O<T,<T,<...<T,, (4.1-68)

ahol minden X (s) raciondlis figgvény, az ezekhez tartozé x,(t)=2Z'{X, (s)} FI jelek az
el6z6 pontokban leirt médon elvi nehézség nélkiill meghatirozhatok. Az eltolasi tétel
alkalmazasaval kapjuk az X{(s)-hez tartozo idéfiiggvényt:

x{t)=e(0) x () + 6t = 1) (- L)+ £~ L) 0, (- T, ) + ...

4.1-69
wtel-T)x,1-1T)). (*+1-69)
Az id6fiiggvény részletesebben felirt alakja
(1), 0<t<T,,
x(t): ':xo(t)+xl(t_Tl)’ T <t<T,, (4.1-70)

xo(t)+ x, (e~ Tl)+...+xq(t— Tq), T,<t<m.
Ezt az alakot ugy is eldallithatjuk, hogy az e tényezOket nulldnak tekintjiik,
amig 7 < T,, és a szamlalo egy szorzdtényezbjének tekintjiik amikor ¢ > T,.
Attekinthetdbb alakhoz jutunk, ha a jelet elemi Aatalakitdsokkal ablakozott
fliggvények osszegeként allitjuk elé:

x(e)={e(t)- et - T A () + {ele ~ 1) - e ~ 1)} £,()+... + £l - T, ) £, (1),

7= 50+ 56~ 1)t 5 -T). @170
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A gyakorlati esetek tobbségében ez az eljaras még akkor is alkalmazhatd, ha (69)-
ben végtelen szami tag szerepel. Ez a helyzet akkor, amikor a transzformalt figgvényt
e*7 szerinti hatvanysorként tudjuk eléallitan;,

A még altaldnosabb X(s) fliggvény visszatranszformdlasa nagyon bonyolult feladat
lehet. Célszerii részletes Laplace-transzformyciés tablazatot tanulmanyozni. Az altalunk
vizsgalt feladatok soran ilyenekre rendszerint nincs sziikség.

1. példa Hatarozzuk meg az x(t)=Z ' {X(s)} jelet, ha

I S
_[1 ¢ T]s+a'

Az X(s)=X,(s)+e™" X,(s) alaku felbontasban

s a —at
Xo(s)=;:—a—=1—s+a = x(t)=6()-aelt)e™,

és X,(s)=~X,(s), x,(t)=—x,(t). EbbSl kivetkezik, hogy
X()= {50 @ sli)e J- U ~T) a st~ T)e 7}
= 5(t)— a {e(t)— s(t - T)}e““— 5(; - T)+ a (1_e'aT )g( - T)e""("T).

A 5(t) tagokat kiilon kezeljik annak érdekében, hogy elkerilljiik a kétes jelentési
£(t)8(t), (e — T)8(t — T) tagok fellépését. #

1
2schsT’
Az X(s) fliggvénynek pllusa van a p, =0 helyen, tovabbi mindazokon a p,
helyeken, ahol

*2. példa Hatarozzuk meg az x(t)= 2 {X(s)} jelet, ha X(s)=

o T 2k—-1

ch p,T'=cos =0 = p, =1j k=123,....

z
T b

A végtelen szamu részlettdrtre bontds soran C,=1/2, tovabba (példaul a
L'Hospital-szabaly alkalmazésaval)

Comtim S=Pe - 1 1 _, ] ! Y
wn2schsT 2p, TshpT (2k-1)7rjsin2k Ter-)x

Ebbdl mar adédik az id6fliggvény kévetkezo kifejezése:

«(0)=elt) {—+Z2%{(2(k—);)—e(z“)’”/”}} { Z( cos(2k-1)%}.

k=1

Ez egy 4T periodusideji periodikus fliggvény Fourier-sora.
Az idéfliggvény egy mds alakjdnak eldallitdsdhoz alakitsuk 4t az eredeti alakot a
kovetkez6 médon:

= ! = ! =L —_1_ ~sT _ o=s3T | -s5T _
X(S)-zschsT—s(;erreﬂr) ;ﬁ+e"”)—s{e e +e }
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Ebbél 1athats, hogy x(#) =0, ha 0 <t < T'vagy 3T <t <A4T, és x(f) =1, ha T'<¢ <37, majd
ez periodikusan ismétlddik 47 periodusidével.

Egy tovabbi lehetdség X(s) atalakitisa olyan modon, hogy a periodikus jelekre a
4.1-1.4. pontban leirtak alkalmazhatok legyenek. Ekkor mas uton jutunk a periodikus jel
masodik alakjahoz. #

4.1-2.F. Feladatok

F-1. Hatdrozza meg az x[k] DI jelet, ha Laplace-transzformaltja

0,5z 1 22+22%+1
X@)=—2E . (b) X(2)= 5. X(z)= :
(@ x6)=5 O Xe)=mpmr O X=S5 e

2 2
A x(z)=— 2 "2 ()= 2%
(@) x(z) 22-0,62+0,05 (¢) X(z) 72402 2+0,05
1,52z -z +0,1 22z -2,52° +1,212° - 0,22z
X — > b . — > > b
) xt) Z+z+0,24 (¢) %) (z-05) (z-04)

Hatarozza meg polinomosztassal x[0], x[1] és x[2] értékét és ennck alapjan
ellendrizza x[k] helyettesitési értékeit!

'~ 7
__ -z C x )
(h) x (z) 0625005 (Mielott belekezd, gondolkozzon el a feladaton!)

F-2. Hatérozza meg az x(¢) FI jelet, ha Laplace-transzformaltja

P s+2)2 3s5+1
@x-322 ) xe-aLZ ( X(S>=m'
. 2as +a*+2?

DX e rsar O e VX aT

Ellendrizze az x(+ 0)=lim {s X (s)} kezdeti értéket!

F-3. Hatérozza meg az x[k] DI jelet, ha Laplace-transzformaltja

.09 1-092z7 z?°-0,9% 1—09202'20
X(2)= = (B) X = =0
(a) %)= (z—0,9) 09 () X(z)= 2 (z-09) . z-09

(©) X(e)= i (") fe)-2)

(2240,22-0,03) "27+0,22-0,03"

Mindharom esetben az els6 alak matematikai szempontbodl egységesebb, a masodik
alak azonban szempontunkboél célszeriibb.

F-4. Hatdrozza meg az x(?) FI jelet, ha Laplace-transzformaltja

-5

(@) X(s)= s:’3 . ) X(s):lli;_;_;zi_ (c) X(s)zl—se:3e~s
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*F-5. Hatdrozza meg az x[k] DI jelet, ha Laplace-transzformaltja

-t (b) X(z)— 2+z41 _ zl4 7724 770

3Z +z _ 1+Z )
(a) ()' 2°-1 1 P mz =
©) ¥6)-¢ ftat) | 1 1-ats

z—a)(zs—l) 1-z7° 1-az”

W

22°4+2°4022°-082°-2 2+z'+0227-082z7-27"°

*(d) x(z)=z Z-1)(z-08) N -z=)~08z7)

(Utmutatas. Bontsa fel a fiiggvényt két valodi tort dsszegére: az egyik nevezdje z - 0,8, a
masiké z° —1; ezek nem a szokésos részlettortek!)

*F-6. Hatirozza meg az x(¢) FI jelet, ha Laplace-transzformaltja

1-¢™ 1
= . X = .
s il—e‘zsi (b) (S) sil+e”

F-7. Vilassza ki az el6z6 hat feladatbol azokat a jeleket, amelyek Fourier-transzformaltja
meghatérozhat6 az adott Laplace-transzformaltbol z =e'? illetve s = jw helyettesitéssel.

F-8. Oldja meg az el6zd feladatot, ha az F-3(a) és (b) feladatban mind a szamlaléban,
mind a nevezdben 0,9 helyére 1,1 szamértéket vagy az F-4. feladatokban a nevezbben a 3
helyére —3 szamértéket frunk!

*F-9. Egy valos értékii, belépd DI illetve FI jel energiaja definicié szerint

E, :ixz[k]; E, =°]-x2(t) dr.

k=0

Igazolja, hogy ha E_ véges, akkor szamithato a jel Laplace-transzforméltjéb()l:
E,=YRest? x()x()  £= Y Res{x(s)x(-s)}.
Jal<l - Js,|<t S

A Res G(z) jelentését és szamitdsdnak modjat a 4.1-1.6. pontban targyaltuk. (Utmutatas.

Fejezze ki az x[k] illetve az x(¢) jelet az inverzids integrallal, szorozza meg az x{k] illetve

az x(7) jellel, cserélje meg a miiveletek sorrendjét, majd alkalmazza a reziduum tételt.)
Hatérozza meg a tétel alkalmazasaval a jel energiajat, ha

(a) k]=elk]a*, |d<1; »(t)=cle)e™, a>o0.
(6) xik]=e[k]k a*, la| <1; y(t)=elt)te™, a>0.

Ellendrizze az eredményt az iddtartomanyban végzett szamitassal, ha utdbbit el
tudja végezni! A példa mutatja, hogy a komplex frekvenciatartomanyban a szamitas néha
egyszeriibb.
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4.1-2.M. Megoldisok

M-1. Célszerii a (b) és (c) szerinti fliggvényeket eldbb egy mas alakra hozni.
(a) x[k]=0,5[k]0,5".

() X(z)=2" —Z'—~ «[k]=0,5 elkc - 2] 0.8+ (0.8} 2 };

(z-08)(z+0,8)’

X(Z) = z“(z_j,g)_z(zjo_g) : x[k] =0,625 g[k _ 1] {0’8[:—1__ (_ O’S)H } :

z
X(z)= —————— ; xfk]=-1,5625 5[k ]+ 0,78125 £[k| 0,8" 2
(Z) z(z—O,S)(z+(),8) x[ ] 6 [ ]+ 5[ ]{08 08) }

Ezek az alakok egyenértékiiek, az els6 a legcélszeriibb.
4 2(0,642+228)

(z-08)(z+0_8)’

xfk])= 8k — 2]+ 2 8]k - 3]+ e[k - 4] {1,745 (0.8)*-1,105(-0,8)" }

Ha az eredeti alakot megszorozzuk és elosztjuk z-vel, akkor a z = 0 helyen négyszeres
pélus addédik. Ekkor a visszatranszformalas hosszadalmas szamitast igényel és kevésbé

attekinthetd eredményre vezet. Nem deriil ki példaul ranézésre, hogy a jel a k =2 diszkrét
idépont elétt nulla.

(d) oK)=l .25 (0"~ 1,25 (0.5)}.
(e) x[k]=5,590 g[k](%rcos (2,034 k +1,391).

(c) X(z) =z7+227+2

(1) ok]=15 6[k]+ ele-115.7 (- 04) - 62 (-0,6)}.

z z 08z
(&) X6)= 5+ o7 tomod Gooa)

k)= g[k] {1+20)05)+1-26)(04)}.

(h) Ez nem lehet egy DI jel Laplace-transzformaltja, mert z—co esetén nincs véges
hatérértéke.

M-2. A (b) feladatban a racionalis fliggvény nem valédi tort!

(a) x(0)=e(){e"+ 27}
(6) x(t)=38(r)+ £lr){e "~ e},
() x(t)= () {7200 - (7 + 5y &7},

() x(t):g(t){cos4at—%sin4at}e‘3"’. ©) x(t):&(t){cos!)t—%sin[)t}e'“’
() x(t)ze(t){l—[cos Qt+%sin!)t:'e‘”}.
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M-3. A megoldasok harom tipikus alakja
xfi)=xfo]+ 2] ol —1)+...+ xlk ~ (L~ 1)] 6k — (L - 1))+ £l - L] £l - L],
k)= e[k glk]+ elk - L] Mk - L],
xk]={elk]- elk - LTt glk]+ elk - 2] /T - L].

Ha L nem nagyon kicsi, akkor a harmadik alak a legcélszeriibb. Mivel esetiinkben
L =20, ezért a harmadik alakot adjuk meg:

(a) xfk)={elk]- elk — 20} (0,9) - (0.9~ 0,97 ) el ~ 20]0.9° ; 0,9%~0,122.
(b) x[k]= {e[k]—e[k - 20]} (0,9)"; véges hosszusagu jel.
(¢) Elhanyagolva a (0,3)°~3107" ésa (0,1)°~ 10 szamokat
k)= {elk]— el — 20} £ 475 (0.0 + 5,75 (- 0.3) Jsfic — 20]{4,75(0,1) > - 5,75( 0,3} .

M-4. Alkalmazza a késleltetési (eltolasi) tételt!
(a) x(r)=slt)e™ — et —1)e ) = {elt) - e(t — 1)} e >~ [1— e et —1)e0.
(b) x(t)=elr) e — &t —1) e g(r —2) e =
={e(t)-slt 1)}~ [1—6’3 ] {elt —1)-elr - 2)} - [l+e‘3—e'6]g(t -2)e02),

(€) x(t)=elt) e~ et ~1)e ) = {¢(¢)~ gl —1)}e™". Véges hosszisagi jel.

*M-5. Az X(z) vagy egy periodikus DI jel transzformaltja vagy egy periodikus és egy
nem-periodikus jel sszegének transzforméltja.

(a) xlk]=¢,[k]x,[k); x,[k]=0lk-1]+6[k-2], 0<k<L=5.
) ()=t 2T o) )
filkl=26lk 1)+ o[k -2], 0<k<L=5.

() xk]=¢,[k]x,[k]; x,[k]={elk]- elk - 41}a*; L=5.
2z +24+z3= 2z z'l+z_2_
z-08 2°-1 z-08 1-z°"

Hk)=2 elk](0.8) + &, [k]g,[k]; g.lk]=6[k ~1]+ 8]k -2], 0k <L=5.

*(d) x(z)=

*M-6. Az X(s) vagy egy periodikus FI jel Laplace-transzformaltja vagy egy periodikus és
egy nem-periodikus jel 6sszegének Laplace-transzformaltja.

(a) x(t): gT(t)xT(t); xT(t)= g(t)— g(t - 1), O0<t<T=2.

(b) Mint (a), noha ez nem latszik els6 ranézésre.

(e) xe)=¢,()6(t)=6()+ St ~1)+ 5t -2)+....

(@) *(t)=o(t)+ &t =2)+ st - 4)+....
A jel abrazolasaval kénnyen belathato, hogy az egy 4+ (t / 2) és egy g(t): & (t) gr (t)
periodikus jel osszege, ahol
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1 T4 1] 20-A)s-1+(2A4s+1)e?
G(S)—s 1—-e7?* {s 2s21]_ 257 (l—e_“)
g, ()=0~- A)—5 0<t<T=2.

Az A allando tetszbleges, az A = 0, A =1 és A =1/2 vélasztasok ésszerliek.
M-7. A helyettesités megengedett, ha X(z) minden polusa az egységkordn belil vagy ha
X(s) minden polusa a bal félsikon helyezkedik el. Az F-1., 2., 3. és 4. feladatokban ez

teljestil, de az F-1(h) és az F-2(e, f) feladatokban csak akkor, ha « > 0. Az F-5. és 6.
feladatokban szerepld jelek egyikére sem megengedett a helyettesités.

M-8, Az X(e'*) illetve az X(jw) az F-3(b) illetve az F-4(c) feladatban a jel spektrumét
szolgéltatja, mivel az X(z) figgvénynek a z =11 helyen, illetve az X(s) fliggvénynek az
s =+3 helyen nincsen polusa. A tobbi emlitett feladatban az X (e”) illetve az X(jo)
fiiggvény nem belépd jel spektrumat adja.

*M-9. Felcserélve a miiveletek sorrendjét (ez megengedett, ha £ véges) a DI esetben
> 1
E =Y x*[k]=Y k] e ‘dz———— ’IX(Z){ zk}dz.
L= Bl 5 {6 e {2 Sl

Az utols6 Osszeg az x[k] Laplace-transzformaltja, de nem z hanem 1/z valtozoval. A F1
esetben hasonlé médon

Exzc]'x2 (t)dt = :[x(t {— mj}(s e’ ds} dr= —1— +J‘ {_fx(t) e” dz}

0 o—jo

Az utolsd sszeg az x(f) Laplace-transzformaltja, de nem s hanem —s valtozéval.
A megadott konkrét jelek esetén:

() £, = %‘lils{z z- azz_I a}zl{:as{(z—a)zl—az)}z1—1a2;

1 1 1 1
E = E R Res{+—<+—— .
i %ifo{s+a—s+a} s-ej{(ﬂa)(a s)} 20

i ‘<‘{ ‘z FE f} O e e

A Dl/(z—a) illetve a Dl/(s+a) tagot, vagy a benne szereplé D, reziduumot a

részlettdrtekre bontds technikdjaval hatirozhatjuk meg. Kiilonosen a (b) feladat esetén a
komplex frekvenciatartoméanybeli szamitis egyszeriibbnek tinik.




4.2. Rendszeranalizis a komplex frekvenciatartomanyban

E fejezet targya a linearis, invaridns, kauzalis, DI illetve FI rendszerek komplex
frekvencia-tartoméanybeli analizise, mas széval a diszkrét idejli és a folytonos idejti
Laplace- transzformdci6 alkalmazasa rendszeranalizisre.

A 42-1. szakaszban értelmezziik az ilyen rendszer Aatviteli fiiggvényét.
Megmutatjuk, miként lehet a rendszer 4tviteli fiiggvényét eldéllitani a rendszer
impulzusvalaszinak, rendszeregyenletének, éllapotvaltozos lefrisdnak vagy atviteli
karakterisztikdjanak ismeretében. Itt foglakozunk a gerjesztés-vélasz stabilitds
kritériumaival, valamint az étviteli fiiggvény é&brazolasénak médjaval is. Az atviteli
fuggvénynek a halozati reprezentacid alapjan torténd elBallitdsat a 4.3. fejezetben
targyaljuk.

A 42-2, szakasz targya az adott gerjesztéshez tartozé valasz szamitdsa a Laplace-
transzformicié felhasznaldsaval. A belépd gerjesztéshez tartozo vélaszt meghatarozhatjuk
az atviteli fliggvény ismeretében. Nem belép6 gerjesztéshez tartozé valasz
meghatarozasdhoz célszerli az impulzusvalasz sz4dmitdsa, majd konvolicié alkalmazasa.
Mddszert adunk a periodikus gerjesztéshez tartozo valasz olyan eldallitdsara, amely nem a
Fourier-felbontason alapul.

A 4.2-3. szakaszban néhény specialis linearis, invaridns, kauzalis rendszer
idotartomanybeli, frekvenciatartoménybeli és komplex frekvenciatartoméanybeli leirasét

tirgyaljuk. Itt lesz sz6 sztr8kkel kapcsolatos néhdny alapfogalomrél. A rendszerek
realizaci6javal a 4.3-2. szakaszban még fogunk foglalkozni.

4.2-1. Az atviteli fiiggvény
4.2-1.1. Az atviteli fiuiggvény definicioja
Tekintsiink egy linedris, invarians, kauzalis DI illetve FI rendszert, amelyet A[k] illetve

h(f) impulzusvélasza jellemez, amely a kauzalitis kovetkeztében belépd jel. Jeldlje az
impulzusvélasz Laplace-transzformaltjat

DI: H(z)=% {Hk]};

: Hls)=2 {nl1)}.

A kauzdlis rendszer altal meghatarozott H (z) illetve H ( ) a rendszer arviteli fliggvénye

(transzfer fliggvénye).

Az (1) lehetdséget ad az impulzusvalasz mérése és alkalmas fliggvénnyel t6rténd
approximalasa alapjan az atviteli figgvény meghatarozasat.

A rendszer valasza kifejezhetd az impulzusvalasz ¢€s gerjesztés konvolucidjaként
(2.1. szakasz):

@.2-1)
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ylk]=nlk]xulk]; y(e)=hle)*u(t).

A Laplace-transzformacié (4.1-37) konvolucio-tétele értelmében ez, kauzalis rendszer és
belép6 gerjesztés esetén kifejezhetd # és u Laplace-transzformaltjanak szorzataként:

DI: Y(z)=H()U(z); Hk]=0,ufk]=0, keZ;

FI: ¥(s)=H(s)U(s), K(r)=0, u(t)=0, reR.. (422)

A (2) értelmében a kauzalis rendszer atviteli fiiggvénye értelmezhet6 kozvetleniil a
komplex frekvenciatartomanyban az impulzusvélasztdl fiiggetleniil is:

~

UZ% ; u[k]: 0,keZ;

FI: H(s)=z~(s—); u(t)=0, teR..

DI: H(z)=
(4.23)

-
Z

A rendszer atviteli fiiggvényét rendszerint a (3) Osszefiiggéssel szamitjuk
rendszeregyenlete, dllapotvaltozos leirasa vagy halozati reprezenticioja ismeretében. Ezt a
kovetkezOkben részletezni fogjuk. ,

Az atviteli figgvény ismeretében (1) alapjan szamithatjuk a rendszer
impulzusvalaszat:

DI Hkl=2 {H(2));

FL. H)= 2 (s). #4249

Rendszerint ez az impulzusvdlasz szdmitdsanak a legegyszerlibb mddja.

A rendszer atviteli fiiggvénye a z illetve az s valtozd raciondlis fiiggvénye, ha az
alabbi feltételek barmelyike ki van elégitve:

— a rendszer impulzusvalasza exponencialis és csillapitott szinuszos fliggvények
szuperpozicidja, barmelyik meg lehet szorozva egy polinommal (2.1-1. és 2. szakasz).

— a rendszer jellemezhet6 a rendszeregyenietével (2.2-1. szakasz).

— a rendszer jellemezhetd az dllapotvdltozés leirdsaval (2.3-1. szakasz).

— a rendszer jellemezhet® egy olyan deviteli karakterisztikdval, amely az ¢’ illetve a jo
valtozo racionalis fiiggvénye.

Sok fontos folytonos idejii rendszer nem tartozik a fenti osztalyok egyikébe sem,
tehat atviteli fiiggvénye nem racionalis. Ilyenek példaul az id6késéssel (mas néven
holtidével) biré FI rendszerek.

Az atviteli fiiggvény és az impulzusvalasz kapcsolatat fentebb tisztaztuk, e szakasz
tovabbi pontjaiban a tébbi kapcsolatot vizsgaljuk.

1. példa Hatdrozzuk meg a DI illetve a FI rendszer atviteli fiiggvényét, ha
impulzusvalasza

Hkl=elklg®;  m(r)=e(r)e?’.

Mivel a rendszer kauzalis, ezért az impulzusvélasz Laplace-transzformaltjat
szamitva kapjuk, hogy
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H(z):ziq; H(s):s——p'

Az atviteli figgvény z = g vagy s = p pélusa megegyezik az impulzusvalaszban a DI
esetben a k kitevo alapjaval illetve a FI esetben a kitevében a ¢ szorzéjaval. #
*2. példa Hatdrozzuk meg a DI rendszer atviteli fiiggvényét, ha impulzusvalasza
1 1 1
hk]= 5[k]-5 8k - 2]+Z Slk-4]- o Slk—6]+
Tagonként képezve a Laplace-transzformaltakat kapjuk, hogy
[ S T -1
H() 1—52 "“52 —az +...=COS(Z )

Ez nem raciondlis fliggvénye a z véltozénak. A gyakorlatban nem szoktunk ilyen
impulzusvélasszal vagy atviteli fiiggvénnyel talalkozni. #

3. példa Hatdrozzuk meg a FI rendszer atviteli fliggvényét, ha explicit gerjesztés valasz
kapcsolata y(t)=u(t—T), TR, .

Az egyenlet Laplace-transzformaltjat képezve Y(s) =T U(s)=H(s)U (s).

A FI rendszer (a folytonos idejli késleltetd) atviteli fliggvénye ebbdl
H (s):e'ST,T eR, . Ez az atviteli figgvény az s valtozonak nem racionalis fiiggvénye.
Ha T eR_, akkor a rendszer nem kauzalis, atviteli fliggvénye nem értelmezett, a H (s)
ekkor nem nevezhet§ atviteli fiiggvénynek. #

4.2-1.2. Atviteli filggvény és rendszeregyenlet

Tekintsiik egy lineéris, invaridns, kauzalis DI illetve FI rendszer rendszeregyenletét
szokésos alakjaban adottnak (2.2-1.2. és 3. pont):
Dl: ylk]+a,y[k—1]+.. 4 a,y[k —n]=b, ulk]+ bulk —1]+ .. + b, ulk —m];
4.2-5)
FI: y(")(t)+ a y("*‘)(t)+ ..+a, y(t)=5, u(")(t)+ b u("'l)(t)+ b ult).

Itt y(r) az y(7) FI valasz i-edik 4ltalanositott derivéltja.
Feladatunk a rendszer atviteli fiiggvényének meghatarozasa.
Képezziikk az egyenlet Laplace-transzformaltjait abban az esetben, amikor u[k]

illetve u(r) belépd jel, ezért a kauzalitds kovetkeztében y{k] illetve y(t) is belépd jel. A
(4.1-22) eltolasi tétel értelmében ekkor & {y[k]}=z7¥(z), a (4.1-29) derivalt tétel
értelmében 2 {y?(¢)}=s" ¥(s), tchat
Y(z)+a, z7'Y(z)+...+a, z"Y(z)=b, U( )+ bz 'U(z)+..+b,27" Ulz);
s"Y(s)+as™ Y(2)+...+a,V(s)=b, s" Uls)+ b, s" Uls)+...+ b  Uls).
Ebbbl H(z)=Y(z)U(z) illetve H(s)=Y) (s)/U (s) nehézség nélkiil kifejezhetd.
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Az (5) rendszeregyenletével leirt DI illetve FI rendszer arviteli fiiggvénye

-1 -2 —-m
DI: H(z)=b°+blz +b,z7+...+b,2

1+az'+az7%+...+a,z™
(4.2-6)

FI:

n n-1 n-2
H(s):b"s +b 5" +b,z +...+b"_1s+bn.
s"+ta s +a,z"*+.. . +a, s+a,

Mind H(z), mind H{s)valtozdjanak raciondlis fuggvénye. Mindkét fiiggvény véges
értékhez (gyakran nulldhoz) tart, ha z — oo (z‘1 - O) illetve ha s > .
Ha a DI rendszerre n=0 (MA tipust vagy nem-rekurziv rendszer), akkor
H(z)=b, + bz + b,z 2+ b, 27" V4h 27" n=0. (4.2-7)

A DI atviteli fiiggvényt gyakran célszeribb olyan alakra hozni, hogy csak z pozitiv
hatvanyait tartalmazza:

by z"+b 2"+ .+ by z+b
H(Z)= 0 1]\H N-1 N

= . 4.2-8
ez , N =max (m,n) (4.2-8)

+otay, z+ay

A belépd gerjesztéshez tartozéd ugyancsak belépd vélasz ylk]=& YH(2)U (z)}
illetve y(t)=<"{H (s)U(s)} alakban inverz Laplace-transzformaciéval szamithato.

Az atviteli fiiggvény nevezdje megegyezik a rendszeregyenlet karakterisztikus
egyenletének bal oldalaval (2.2-2.2. pont). Ebbdl kovetkezik, hogy a rendszeregyenlet
valamennyi A, sajatértéke az atviteli fiiggvény nevezdjének egy nullahelye és ezért
tobbnyire egy polusa az atviteli fliggvénynek: 4, =g, illetve 4, = pi(i =12, n).

Ha azonban az 4tviteli fiiggvény redukalhatd, vagyis ha nevezdjének egyes
nullahelyei megegyeznek szamldldjanak  bizonyos nullahelyeivel, akkor a
rendszeregyenlet egyes sajatértékei nem polusai az atviteli fliggvénynek. Pontosabban
fogalmazva: az atviteli fuggvény polusainak multiplicitisa legfeljebb akkora, mint a
rendszeregyenlet megfeleld sajatértékeinek multiplicitasa.

A rendszeregyenlet és az atviteli fiiggvény kapcsolatat a gyakorlatban sokszor
forditva hasznaljuk: meghatarozzuk az atviteli fuggvényt (példaul a haldzati reprezentacid

eléallitjuk a rendszeregyenlet (5) szerinti formajat.
Példa Hatdrozzuk meg azon rendszer atviteli fiiggvényét, amelynek rendszeregyenlete
(2.2-1.2. és 3. pont)

Di: ylk]-yk - 1]+0,.24y[k — 2] =ufk]+ 0,5 ]k —1]- 0,2 ufk - 3] ;

FI: »3)+ 4y(l)(t)+ 3y(t)= Su(l)(t)-r ut).

Az atviteli fiiggvény kozvetleniil felirhato:

H(Z):1+0,52‘1_O,22’3 4 224052°-0,2 (s)= 55+1

=z ; =
1-z'+024 27 22— z+0,24 s+ 4s+3

A H(z) felirhat6 ugy is, hogy csak z pozitiv hatvinyai szerepeljenck benne. #
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4.2-1.3. Atviteli fiiggvény és allapotvaltozés leiras

A linedris, invarians, kauzalis, egy-gerjesztésli és egy-valaszi DI illetve FI rendszer
allapotvaltozos leirasdra kdzos alak adhat6 (2.3-1.2. és 3. pont):

x'=Ax+Bu, y=CT'x+Du. (4.2-9)

It x[k]=x[k+1] illetve x'() az x(r) altalanositott derivaltja. Az x, allapotvaltozok
szaméat AV jeloli, ez az allapotvaltozds leirds rendszdma.

Képezzik az egyenletek Laplace-transzforméltjat. A (4.1-26) illetve a (4.1-27)
értelmében & {x[k +1]}=2 X(z)-x[0]z illetve & {x'(¢)}=5 X(s)-x(~0), ahol beléps
getjesztés esetén x[0]=0 illetve x(~0)=0. Az atviteli fiiggvény szamitéshoz az utébbi
esetre szoritkozhatunk:

zX(z)=AX(z)+BU(z), sX(z)=A4X(s)+B U(s),
7(z2)=C" X(z)+ DU(z);  Y(s)=C" X(s)+ DU(s).
Az elsb egyenlet atrendezett alakja DI illetve FI rendszer esetén
27~ AlX(z)=BU(z); [s1-A]X(s)=BU(s). (4.2-10)

E linedris egyenletrendszer megoldasaval megkapjuk X(z) illetve X(s) rendezéit.
Formaélisan ez matrixinverzidval fejezhet6 ki:

X(z)=[z1-A]'BU(z); X(s)=[s1-A]'BU(s).
Helyettesitsiik ezt ¥(z) illetve ¥{s) kifejezésébe:
¥(@)={C [z1-a'B+D[U(z); ¥(s)={C"[s1~A]'B+D JU(s).

Ennek alapjdn a H (z) =Y (z)/ U (z) illetve a H (s): Y (s)/ U (s) arviteli fliggvény
kifejezése

DI:  H(z)=C"[z1-A4]'B+D;

(4.2-11)
FI:  H(s)=C"[sI-A]'B+D.

Az allapotvaltozés leirdssal jellemzett rendszer atviteli figgvénye egy raciondlis
fiiggvény, amelynek szamldldja nem nagyobb fokszamu mint nevezdje:

DI: H(z)— gz +g 2"+ gzt gy

sY+d 2" v dy 2 v+ dy 2+ d)] @2-12)

FI- ()_ gosN+g1SN_1+...+gN_1s+gN
)= N N1 N-2 .
sT+d s +dy st T s+ dy,

Hasonlitsuk ssze az atviteli fliggvénynek a rendszeregyenlet alapjan kapott (6) és
az allapotvéltozés leiras alapjan kapott (12) kifejezését. A gyakorlati esetek tobbségében
N=nés d =a,, g =b. Ha azonban a (12) szerinti szamlaloénak és a nevezének van c
szami kozos gyoktényezdje, akkor ezekkel egyszerisithetiink. Az igy eldallé redukalt
atviteli fliggvényre a szamlalo és a nevezd fokszama N — ¢ = n. Nehéz annak eldontése,
hogy a szamlalé és a nevezd két nullahelye valéban pontosan egyenlé-e. Ennck a
stabilitdsvizsgalat soran lehet jelentdség (4.2-1.5. pont).
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Példa Hatirozzuk meg annak a DI rendszemnek az atviteli fuggvényét, amelynek

allapotvéltozos leirasa
x 0 I x 0
= +| |u,
x| i—a, —a x| !

-l e

2

:l+Du.

A transzformdlt allapotvektorra vonatkozo egyenlet és annak megoldésa:

e e S e W

Az Y(z) kifejezésébe helyettesitve kapjuk a transzformdlt vélaszt és az atviteli figgvényt:

¥(z)= {ﬁiciz— + D} Ulz) =

2
z'+az+a,

H(z): C+C,z +DED22+(C2+a1D)z+(Cl+a2D)
Z+az+a, Z’+a, z+a,

Ez a (12) szerinti alak N =2 esetére. Az a,,C,,D paraméterek specialis értéke mellett
el6fordulhat, hogy az atviteli fiiggvény csak els6fokq. #

A DI Laplace-transzformicié alkalmazasival egyszerlien igazolhatjuk az
allapotvaltozos leiras (2.3-28) szerinti elsé Frobenius-alakjat (ezt itt nem ismételjik meg;
l. a 2.3-1.4. pontot). Belépd jelekre szoritkozva az allapotegyenlet egyes sorainak a
Laplace-transzformaltja a DI esetben (a F1 eset betiicserével adodik)

z X=X, 2 X,=2X,; zX,=X, = X,=2°X,,
X,=2"'X,... Xy=2""X,; zXy=-a,X,—ay X,—...—a Xy +U.
Ebbdl kovetkezik, hogy
U

N ] H
¥+ a 2"+ +ay,

X, = X,=zX,,.., Xy=2""X,.

Ezeket a valasz transzformalt kifejezésébe helyettesitve

1
Y=1— N1
2V +az" " 4. 4a,

[(bN —byay )+ {by_ —byay_ )z +...+(b, —b,a, )z”"]+b0}U.

Az egyenletet a nevezdvel szorozva, rendezés utan a kovetkezd egyenletet kapjuk:
[V +az" 4. 4ay ] Y(z)=(byz" +b,2" '+, +b, 1 U(z).

Ezt megszorozva z ¥ tényez6vel kapjuk a DI rendszeregyenlet szokdsos alakjénak
Laplace-transzformaltjat. Ha az egyenletben z helyére s valtozot irunk, akkor megkapjuk a
FI rendszeregyenlet Laplace-transzformaltjat. Az el6z6 példaban az N = 2 specialis esettel
foglalkoztunk. A mésodik Frobenius-alak is igazolhaté Laplace-transzformacioval. Ezt a
viszonylag egyszerii feladatot az Olvaséra bizzuk.
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4.2-1.4. Atviteli fiiggvény és tviteli karakterisztika

Egy linedris, invaridns rendszert jellemezhetink akar a H(¢*®) DI illetve H(jw) FI
awviteli karakterisztikdjaval (3.1-1.3. pont), akér az elébb térgyalt H(z) illetve H(s)
arviteli fiiggvényével.

Szoritkozzunk GV stabilis és kauzdlis rendszerekre (3.2-2.3. pont). Ekkor az
atviteli karakterisztika ismeretében az 4tviteli fuggvény elGallithaté (vagy forditva), ha
e'? helyére z, a jw helyére s valtozot irunk (vagy forditva):

o HE)=H(), . ;

Z=¢’

DI: H(z)=H(e"),,

€'’=z

FI: H(s):H(_] a)}jwq P H(_] CU)=H(SX (4.2-13)

s=jo

Ha az atviteli karakterisztika e'® illetve a jw raciondlis fiiggvényeként ismert,
akkor az atviteli fiiggvény maga is racionalis fiiggvénye a z vagy az s valtozénak. A mért
atviteli karakterisztika kézelitése racionalis fiiggvénnyel azonban nem egyszerii feladat. A
masodik oszlopban 4116 8sszefiiggések az atviteli karakterisztika egy kényelmes szamitasi
eljarasat jelentik.

Az alkalmazott jellések kivetkeztében az Gsszefliggések trivialitdsnak tiinhetnek,
de a GV stabilitdsra és a kauzalitdsra vonatkozé kikotések mutatjak, hogy ez nincs igy. Ha
példaul a rendszer nem kauzalis, akkor a (13) hibas eredményre vezet, hiszen nem
kauzilis rendszerre az atviteli fiiggvény nem értelmezett.

Jelolje a H atviteli karakterisztika valds részét P, képzetes részét Q, abszolut
értékeét K, szogét ¢, vagyis akar DI, akér FI rendszer esetén

H=P+jQ, H=Ke*, 4.2-14)
Az dtvitel karakterisztika konjugiltia a H{z"), illetve a H(-s) atviteli

fuggvénybdl allithato elé z=e'’, illetve s=jw helyettesitéssel. Ebbdl kovetkezik, hogy
az atviteli karakterisztika valos, illetve képzetes részének kifejezése

DI: P(3)=H—(Z)+T”£d . joe)=Z (Z)‘z” 20
(4.2-15)
FI: P(w)=—————H(S)+2H(—s) o J'Q(w)=*—~——_H(s)_2H(_S) »

Az jtviteli karakterisztika abszolit értékének négyzetére és szogére pedig irhatd, hogy

- ; Hiz
bis K)-HEHE] . B
(4.2-16)
ei2el@)— H(S)
HCS)

FI: K*(w)=H(s)H(-s)
s=jw

A (15) ¢s (16) Osszefiggések alapjan az 4atviteli karakterisztikdt jellemz6
P(9), 0(9), K(9),0(9) illetve P(9), O(9), K(9),0(9) négy fiiggvény barmelyikének
ismeretében clvileg elallithaté egy olyan H(z) illetve H(s) étviteli fiiggvény, amelybdl
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szarmaztatott atviteli karakterisztika valds része, képzetes része, abszolit értéke vagy
szoge éppen a megadott. Ez az eldallitas egyes esetekben egyértelmil, mas esetekben tobb
atviteli fliggvény is adodik.

Az atviteli fliggvény tényleges elballitdsdnak modszerével P, O, K vagy o
ismeretében azonban nem foglakozunk, mert célunk csak az atviteli fliggvény és az atviteli
karakterisztika kapcsolatanak bemutatasa volt.

El6irt tulajdonsagn amplitidé-karakterisztikdval biré rendszerek egy tipusara
(maximalis lapossagh szlirdk) az atviteli fliggvény meghatdrozasat a 4.2-3.7. pontban be
fogjuk mutatni.

4.2-1.5. Gerjesztés-valasz stabilitas

Egy linearis, invaridns, kauzalis DI illetve FI rendszer H(z) illetve H(s) atviteli fiiggvénye
lefrja a rendszer gerjesztés-valasz kapcsolatat. Ebbo! kovetkezik, hogy az atviteli fliggvény
ismeretében el tudjuk dénteni, hogy a rendszer gerjesztés-valasz stabilis (GV stabilis)
vagy nem az. EmlékeztetGil: a rendszer akkor és csakis akkor GV stabilis, ha barmely
korlatos gerjesztéshez korlatos valasz tartozik. Ennek sziikséges és elegendo feltétele,
hogy a rendszer impulzusvalasza abszolit Osszegezhetd illetve abszolit integralhatd
legyen (2.1-1.3. és 2.1-2.3. pont):

3 k]| <0 j]h(t);m.

k=—c

A rendszer feltételezett kauzalitasa kovetkeztében az alsé hatar k£ = 0 vagy 1 = —0 is lehet.
A (3) értelmében a feltétel kifejezhetd az atviteli fiiggvénnyel is:

ki;'%l <o ]g HH (s dr <oo. (4.2-17)

Ez az éltalanos alak nem kiiléndsen hasznos.

Szoritkozzunk a tovabbiakban racionalis atviteli fliggvényre, amelynek altalanos
alakjat (6) adja. A h[k] DI impulzusvilasz, amely a g, polusokkal biré H(z) atviteli
fliggvényhez tartozik a kovetkezd tipusa tagok szuperpozicidja: g (egyszeres polus),
k g} (kétszeres polus),..., k?' g* (p-szeres polus), tovabba o[k, o[k-1], ..., S[k—]. A h(?)
FI impulzusvalasz, amely a p, polusokkal birdé H(s) atviteli figgvényhez tartozik a
kovetkezd tipust tagok szuperpozicidja: e”’ (egyszeres polus), fe”’ (kétszeres polus),...,
177 e”' (g-szoros pélus) esetleg még é'(t) is. Az ilyen fiiggvény abszolut értékének
szummaja illetve integralja csak akkor lehet véges, ha minden exponencialis tag nulldhoz
tart, amikor k illetve ¢ végtelenhez tart. Ennek feltétele viszont az, hogy minden |g,| illetve
minden ‘e" : ’ #ip

l érték 1-nél kisebb legyen.

A raciondlis dwviteli fiiggvényii DI illetve FI rendszer akkor és csakis akkor
gerjeszies-valasz stabilis, ha a H(z) atviteli fiiggvény minden g, polusara illetve a H(s)
atviteli fliggvény minden p, pélusara

GVstabilisrendszer < DI: |g|<1;  FI: Relp,}<0 (4.2-18)
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ki van elégitve, vagyis ha a DI atviteli fiiggvény minden pdlusa az egységkoron beliil, a F1
atviteli figgvény minden pdlusa a bal félsikon helyezkedik el.

Ha az atviteli fliggvény polusai csak a |g,| <1 illetve a e {p,}<0 feltételt elégitik
kiésa [qil =1 illetve a Re {p,.}: 0 tipust, a tartomany hatarara es6 pélusok egyszeresek,
akkor azt mondhatjuk, hogy a nem GV stabilis rendszer a GV stabilitas hatdrhelyzetében

van. Kiilon megfontolast igényel, hogy az ilyen rendszer , stabilisnak” tekintheté-e.
Legyen az atviteli fliggvény a kovetkezd alakban adott:

H(z):gg- H(s)=@ (4.2-19)

A(s) ’

ahol B és A polinomok, fokszamuk ». Ha az atviteli figgvény redukdit alakli (az 4 és B
polinomoknak nincs koézds nullahelyiik), akkor a H Aatviteli fiiggvény polusai
megegyeznek nevezdjének nullahelyeivel, azaz a kovetkezd n-edfoki egyenlet gydkei:

A(z)=0, z=4,,4,,....q,; Als)=0,5=p,, ps,....p, . (4.220)

Mint kordbban mar lattuk (2.2-3.2. pont), a stabilitasi feltételek teljestilése a polinom
egyiitthat6i ismeretében ellendrizhetdk a polusok numerikus meghatirozasa nélkil is.

Ha az atviteli fiiggvénynek nem a redukalt alakja all rendelkezésiinkre (ilyen
redukcio egyébként ritkan lehetséges), akkor elézd allitdsunkat a kovetkezdképpen kell
kissé dvatosabbra fogalmaznunk.

Legyen az atviteh figgvény H(z) = G(z)/D(2) illetve H(s) = G(s)/D(s) alakban
adott, ahol G és D legfeljebb N-edfokd polinom, amelyeknek lehetnek k6zos nullahelyei.
A D(z): 0 egyenlet z, gydkei, illetve a D(s): 0 egyenlet s, gyokei lehetnek az atviteli
fiiggvény poélusai. Ezek akkor nem polusok, ha egytttal a G szamlalo-polinomnak is
nullahelyei. Pontosabban fogalmazva: ha z illetve s a nevezd-polinomnak d,
multiplicitist, a szdmlalo-polinomnak g, multiplicitasi nullahelye, akkor d, > g, esetén
z, =g, illetve s, = p, az atviteli fliggvénynek pélusa, egyébként nem podlusa az atviteli
fuggvénynek.

Vizsgaljuk a kovetkez6 esetet. Tételezziik fel, hogy az atviteli fliggvény
nevezojének valamennyi nullahelye az egységsugarti koron beliil illetve a bal félsikon van,
kivéve egyetlen egyszeres nullahelyet az egységsugara koron kiviil illetve a jobb félsikon.
Ha az atviteli fuggvény redukalt alaki, akkor az dltala jellemzett rendszer nem GV
stabilis. Ha azonban az atviteli fiiggvénynek van olyan redukalt alakja, amelyben a
stabilitast ,,elront6” pélus nem lép fel, akkor az atviteli filggvény GV stabilis rendszert
jellemez. Elméletileg ez az 4llits tokéletesen helytallo. Gyakorlatilag azonban felmeriil az
a kérdés, hogy kelld megbizhatésiggal ismerjitk-e a szamlalé és a nevezd nullahelyeit
vagy egyiitthatdit ahhoz, hogy a redukdlhatosagot illetéen ne legyenek kételyeink. A
tankonyvi példakban az egyiitthatok pontosan ismert ,kerek” szamok, igy ez a gond nem
meriil fel, ami ezaltal félrevezetd.

Tekintsiink most két olyan esetet, amikor a kérdést viszonylag biztonsigosan meg
tudjuk vélaszolni.

Tételezzitk fel, hogy az atviteli fliggvényt a rendszer allapotvaltozds leirdsdbol
allitottuk els. A nevezd nullahelyeit ekkor a rendszermatrix sajatértékeit adjdk. Ha ezek
nincsenek mind az egységsugari kor belsejében illetve a bal félsikon, akkor a rendszer
nem aszimptotikusan stabilis. Ekkor a rendszert tSbbnyire akkor sem tekintjilk
stabilisnak”, ha a redukalt atviteli fliggvény alapjan gerjesztés-valasz stabilisnak
bizonyul.
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Tekintsiink most egy olyan atviteli fliggvényt, amely GV stabilis rendszert
jellemez. Szorozzuk meg a szamlalot €s a nevezdt egy z-2 illetve egy s—2 tényezdvel. Az
uj atviteli fiiggvény egyenértékii az eredetivel, de mivel nevez6jének van egy nullahelye
az egységsugara koron kiviil illetve a jobb félsikon, ezért arra fogunk gyanakodni, hogy
nem GV stabilis rendszert jellemez. Ekkor indokolt a redukalt alakot el6allitani és abbol
levonni a kovetkeztetést. (Azt természetesen nem tudhatjuk, hogy a rendszer
aszimptotikusan stabilis-e, hiszen az allapotvaltozos leirasat nem ismerjiik.)

A stabilitassal kapcsolatos tovabbi megfontoldsok (példaul stabilitasi tartalék
¢értelmezése) mar meghaladja kereteinket.

Példa Hatarozzuk meg a rendszer atviteli fliggvényét, ha rendszeregyenlete
DI: y[k]-2,5 ylk —1]+ ylk - 2]=ulk] -3 ulk 1]+ 2 ufk - 2];
FI: &) -y ()2 p(r)=u() - 2u(r).
Az atviteli fliggvény a rendszeregyenletbdl ,ranézésre” felirhatd:
1-3z"'+2z2 _ 22-3z+2  (z-1)(z-2)  z-1 .

T1-25z"427 0 225z+41 (z-05)(z-2) z-0,5’

s=2 s—2 1
His)= = =—,
(s sP=s—-2 (s+1)(s-2) s+1

il

H(z)

Ha a rendszeregyenlet minden egyiitthatoja pontosnak tekinthetd, akkor mindkét rendszer
GV stabilis, mert z = 2 illetve s = 2 nem polusa az atviteli fiiggvénynek. A
rendszeregyenletnek egy, belépd gerjesztésekre egyenérték alakja ennck megfeleléen

DI:  y[k]-05 y[k ~1]=u[k]-ulk -1];
FI:  yO@)+y(e)=ulr).

Ez az eredmény mér ismert idétartomanybeli megfontolas alapjan (2.2-3.1. pont példaja).
Az id6tartomédnyban azonban nem adtunk moédszert a rendszeregyenlet esctleges
redukeidjanak elvégzésére, csak azt igazoltuk, hogy az elsfrendi és a masodrendd
rendszer impulzusvalasza megegyezik. Ujbol megjegyezziik, hogy példank nem tipikus
esetet targyal, mert az atviteli fliggvény csak kivételesen redukalhato. #

4.2-1.6. A polus-zérus elrendezés

A H(z) illetve a H(s) 4tviteli fiiggvény z=re'? illetve s =0 + jo komplex véltozdjanak
komplex értékii fliggvénye. A kovetkezokben két modszert targyalunk ennek dbrazolasara.

Az els6é modszer abban all, hogy megadjuk a DI atviteli fiiggvény viselkedését az
egységsugara koron (azaz elvégezzik a z=e'® helyettesitést) illetve a FI atviteli
fiiggvény viselkedését a képzetes tengelyen (azaz elvégezziik az s=jo helyettesitést).
Ennek egy médja a K(3)={H(e”)‘ és o(9)=arc H(ej‘g) illetve a K(w)=|H(jo)|

fliggvények abrazolasa. Az abra csak akkor jellemzi egyértelmiien az atviteli fliggvényt,
ha annak pélusai az egységsugari koron beliil illetve a bal félsikon vannak, vagyis amikor
a vizsgdlt rendszer GV stabilis. Ekkor a helyettesités - mint lattuk - az 4tviteli
karakterisztikat szolgaltatja. Altalanosabb esetben ez az abrazolasi méd nem célszerd.
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A masik modszer akkor célszerl, ha H(z) illetve H(s) valtozdjanak raciondlis
fiiggvénye, vagyis két polinom hanyadosa. Jelolje az atviteli fiiggvény zérusait z = s,
illetve s=z,, pdlusait pedig z=gq, illetve s =p,. Az atviteli fliggvény gyoktényezdkre
bontott alakja a pélusok €s a zérusok ismeretében ( m<n )

H(z) C(z—sl)(z—sz)...(z—sm). H(S):C(s—z,)(s—zz)...(s—zm) 4221

T -a)G-a).G-a,) (s=p)s-p2).. (s~ p,)

Feltételezziik, hogy a szamlalo és a nevezd esetleg megegyezd gydktényezdivel mar
egyszerusitettiink. A pélusok és a zérusok vagy valdsak vagy konjugélt komplex parokat
alkotnak. A H(z) atviteli fliggvénynek barmelyik (akdr mindegyik) polusa lehet nulla, de
egyetlen zérusa sem lehet nulla. Az atviteli fliggvénynek a végtelenben nincs pélusa.

Az atviteli fliggvény nehézség nélkiil eldallithatd, ha ismerjik a polusokat, a
zérusokat és a C valos egyiitthatot. A komplex szdmsikon a zérusokat karikdval, a
polusokat dolt kereszttel szokas abrazolni. Az atviteli fliggvény e pdlus-zérus elrendezése
a C egytitthatoval egylitt egyértelmien jellemzi az atviteli fliggvényt, vagyis annak
abrazolasanak tekinthetd (1. abra).

Imi{z)\ Imisg
i x
JEREE BN p=-3t4
,I \\\ .
z=-1] g=q:=0 v g=12 IT z=1
1] § $ e
- g=03 /I Relz} 0} i Ref{s}
AR B p=-3-j4
-1 x
z+1 s—1
Hz)=2 = =25 =
) 2 (2-03)(z-12) g (s+3-j4)(s+3+j4)
B 1+2z7 s—1
=2z =25~ "
F lc0s)i-1227) S+ 65+25

4.2-1. dbra A példaként vélasztott DI illetve FI atviteli fliggvény és polus-zérus elrendezése
A pélus-zérus elvendezés értelmezése az iddtartomdanyban

Tudjuk, hogy az impulzusvélasz az atviteli fiiggvény inverz Laplace-transzformaltja,
vagyis a DI esetben g tipust (g, #0) tagok szuperpozicidja, tSbbszoros polus esetén
még kqF,k*qf,... tipust bsszetevok is felléphetnek, illetve FI esetben az impulzusvalasz
e”' tipust tagok szuperpozicidja, t6bbszords polus esetén még te”’,2e”,... tipusi
osszetevdk is felléphetnek. A ¢,=0 polus (azaz a z" tényez$) a DI vélasz

késleltetéseként foghato fel. A 2. dbra mutatja néhany tipikus polushoz vagy polus-parhoz
tartozo id6fiiggvény viselkedését (vo. 2.2-1. dbra).

Az atviteli fliggvény zérusainak nem adhaté ilyen kozvetlen tartalom. A zérusok
befolyasoljak az egyes csokkené vagy novekvld exponencidlis jelek (altalanosan:
exponencialis fliggvénnyel és polinommal szorzott szinuszos jelek) egytitthatojat.
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Specialisan: ha egy zérus nagyon kozel van egy pélushoz, akkor ahhoz a pélushoz tartozé
exponencialis fliggvény szorzoja nagyon kicsi lesz. Ha egy polus és egy zérus egybeesik
és mindkettd egyszeres, akkor oft sem pdlus sem zérus nincs, ami megfelel a
gyoktényezbvel torténd egyszerisitésnek, vagyis az atviteli fliggvény redukalasnak.

- I ;‘
Im{y}k. I m{s I i
L IuﬂlL
k TP \ t T t
SR

\ Re{s}

e

4.2-2. abra Az atviteli fliggvény pdlusainak hatdsa az idéfliggvényre

Az abrabdl jol lathatd a GV stabilitds és a pdlusok helyzetének kapcsolata (az
egységsugari koron belill, kiviil, specialisan rajta, illetve a képzetes tengelytdl balra,
jobbra, specilisan rajta). Stabilis rendszer vezetd polusanak azt szoktak nevezni, amelyik
legkozelebb van a stabilitdsi tartomény hatardhoz, vagyis amelyikre lqil a legnagyobb

illetve }% {pi}I a legkisebb. Ez hatarozza meg ugyanis azt a DI illetve FI id6taratmot,

amely alatt a szabad Osszetevé leglassubb tagja is elhanyagolhatova vélik. Konnyen
belathatjuk, hogy k, ~—31In|q,| illetve t,~~3/%.{p,} id8 utén a megfeleld dsszetevd

kezdeti értékének 5%-a ald csokken. A legnagyobb ilyen id6 a szabad Gsszetevd
eltiinéséhez szitkséges id6 egy becslése. Ennél pontosabb kijelentést csak a valasz
ismeretében tehetiink, hiszen a gerjesztéstdl is fiiggben a szabad Osszetevo egyes tagjainak
az egylitthatdja nagyon eltérd lehet.

A polus-zérus elrendezés értelmezése a frekvenciatartomdnyban

A gerjesztés valasz stabilis rendszer pélus-zérus elrendezése az atviteli figgvény és az
atviteli karakterisztika H (ejs)zH (z) o illetve H{jo)=H (SLW kapcsolata alapjan

értelmezhetd. A (21) alakba helyettesitve

o)l s )l =5, ) (e s, )
e e o g,) (4.2-22)
H(Ja)) (Ja’ Zl))(Ja’ 22; (j )

(jo-p)io-p, (Jw—pn)

Vezessiik be a kivetkezd jeloléseket:

el I, =B,c!%, ef—gq, =4

. (4.2-23)

jo-z,=Be", jo-p, = Ae™
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A 3. dbrabol lathato, hogy ¢'’—s, (vagye'®—gq,) az s; zérustdl (vagy a g, pélustél) az
egységsugari kor & szogl pontja felé mutat, illetve jo -z, (vagy jo—p,) a z, zérustél
(vagy a p, pélustol) a képzetes tengely w pontja felé mutat.

A (22)-be helyettesitve kapjuk az amplitido-karakterisztika és a fazis-
karakterisztika kovetkezd kifejezését:

B,
-l Bt
(4.2-24)

arcH=(ﬂl+ﬂ2+...+,Bm)—(a1+a2+...+an)+ arcC.

Az arc C = 0, ha C pozitiv és arc C = +180°, ha C negativ.

4.2-3. abra Az atviteli karakterisztika szerkesztése az tviteli fiiggvény polus-zérus elrendezéséboi

Ennek alapjin az amplitidé-karakterisztika és a fazis-karakterisztika akar meg is
szerkeszthet6. Tobbnyire azonban csak kvalitativ kovetkeztetéseket vonunk le ezek
viselkedésér6l. Ha példaul valamilyen 9 illetve @ korfrekvencian a kérén illetve a
képzetes tengelyen mozgé pont nagyon kézel kerill egy pdlushoz, akkor a megfelel A,
érték a nevezdben kicsi lesz, ezért az varhat6, hogy ezen korfrekvencia kdrnyezetében {H] -
nak lokalis maximuma van. Forditott kovetkeztetés vonhaté le, ha a mozgd pont egy
zérushoz keriil kozel.

B
T
B. B,
A /24
+ ﬂ_ o
z, Re{s}
B BitBy
B. Z] T
wizt 7 BB
- Refs) i Y
B Botbs
'B+ -/27 .
ﬂ++ﬂ+

4.24. dbra A f szog fliggése az o korfrekvenciatol néhany tipikus zérusra
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Egy GV stabilis rendszer pélus-zérus elrendezésébdl érdekes kovetkeztetéseket
vonhatunk le a fdzis-karakterisztika viselkedését illetden. Aldbb megvizsgéljuk elészor a
FI rendszer, aztan a DI rendszer fazis-karakterisztikdjanak viselkedését. Latni fogjuk,
hogy bizonyos hasonlésagok mellett eltérések is vannak a két esetben.

A 3. 4brabol kovetkezik, hogy a FI rendszerre az f,(w)=arc(jw - z,) szogek a 4.
dbran megadott modon véltoznak att6l fiiggden, hogy a vizsgdlt zérus vagy konjugalt
komplex zérus-par hol helyezkedik el. Ha a zérus a bal félsikon van (z_), akkor A (@)
monoton névekszik. Ha a zérus a képzetes tengelyen van (z,), akkor f,(@)
szakaszonként 4llandé és ugrasa van. Ha a zérus a jobb félsikon van (z, ), akkor 3, (@)
monoton cskken. Az atviteli fiiggvény polusai feltétleniil a bal félsikon vannak. Az
ai(a)):arc (jo— p,.) szégek ugyanolyan viselkedésliek, mint a ,Bf(a)) szbg, vagyis
monoton névekszenek.

Almiz}

4.2-5. dbra A f szog visclkedése a & korfrekvencia fliggvényében néhany tipikus zérusra

A DI rendszer fazis-karakterisztikdjanak menetét hasonlé médon kévethetjiik, de
most a helyzet valamivel bonyolultabb. A 3. és az 5. abrabol arra kovetkeztethetiink, hogy

az egységsugari kor belsejébe es6 zérushoz tartozé f,(9)=arc (e” —s,) sz6g monoton
novekszik. Az egységsugari koron kivilli zérusokhoz tartozé f3,(9), vagy B,(9) szog
valtozdsa azonban nem monoton, nem tugy, mint FI esetben. A pdlushoz tartozé
a,(9)=arc (eJ s q,.) szO0g monoton novekszik.

A fazis-karakterisztika helyett gyakran annak korfrekvencia szerinti negativ
derivaltjat, a futési id6 karakterisztikat vizsgaljék.

A 42-3.4. pontban még visszatérilink e tulajdonsagokra, amikor a minimélfazisd
rendszert értelmezziik.
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4.2-1.F. Feladatok

F-1. Egy DI illetve FI rendszer impulzusvélasza

(a) Hk]=25[k]; ne)=26().

(b) Hlk]=26[k-3} h(t)=26(t-3).

(c) Hlk]=&lk]; h(r)=&(t).

(d) Hk)=elk +1]; h(e)=g(t +1).

(e) Hlk]=elk] {0,5"— 0,6* }; h(r)=&(t) {e‘o’j’— g 8 }

(1) Ali]=elk 110,512} m(ejee - e 020020},
(¢) Mk]=elkl-elk-10];  h(e)=elr)-e(t—10).

Hatarozza meg a rendszer atviteli fliggvényét, ha az értelmezett!

F-2. Az el6z0 feladatban megadott rendszerek koziil melyiknek van olyan alaku
rendszeregyenlete vagy allapotvaltozos leirasa, mint amilyent eddig értelmeztiink?

F-3. Az F-1. feladatban meghatérozott atviteli fliggvények ismeretében dontse el, hogy
melyik rendszer GV stabilis!
Ellendrizze {gy kapott megéllapitasokat az impulzusvélasz alapjan!

F-4. Jelolje a linearis, invarians, DI illetve FI rendszer ugrasvalaszat, azaz az s[k] illetve
az &(t) egységugras gerjesztéshez tartozé valaszat glk] illetve g(z).

Igazolja a Laplace-transzformacié alkalmazasaval, hogy kauzalis rendszer esetén
az ugrasvalasz kifejezése az impulzusvalasszal

g[k]=e[k]§h[k—i]sg[k]gh[p]; g(t):g(;)_]h(f)df.

F-5. Egy DI rendszer rendszeregyenlete yh )[k] = y[k —i] jeloléssel (vo. 2.2-2.F-3.)
(a) y—0,5 y(’) =u—y"
(b) y—25 y(1)+ y(z) =u-3uV+24%.
(€) y=25 5"+ y® =4 —3u4"+2,0001®.
Azonos vagy kiilonb6zo rendszereket irnak le ezek a rendszeregyenletek?

F-6. Egy Dl illetve egy FI rendszer atviteli karakterisztikaja
(a) valos értékii.
(b) képzetes értékis.
Leirhaté egy ilyen rendszer az atviteli fiiggvényével?

F-7. Egy Dl illetve egy FI rendszer allapotvaltozos leirdsa

B S I I R W

E rendszer nyilvan nem aszimptotikusan stabilis. (Indokolja meg, miért nyilvanvalo6 ez!)
Mi a feltétele annak, hogy a rendszer gerjesztés-valasz stabilis legyen?
Nagyon specialis a vizsgalt masodrendii rendszer?
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F-8. Egy DI rendszer amplitido-karakterisztikajanak négyzete (a rendszer energia-atviteli
karakterisztikaja)
1
K(9)=z————.
(%) 1+a?sin® ($/2)
(a) Lassa be, hogy ez egy alulatereszté jellegli rendszer! Hatdrozza meg azt a 9,
korfrekvenciat, amelyen K(9,)=1/ V2 értéki!

*b) Adjon meg egy olyan H(z) atviteli figgvényt, amelyhez a megadott
amplitido-karakterisztika tartozik!

4.2-1.M. Megoldasok

M-1. Hatdrozza meg a DI illetve a FI impulzusvalasz Laplace-transzformaltjat!

(@) H(z)=2; H(s)=2.
() Hiz)=22" EZ%; H(s)=2e7"".
{0) H(Z>=Z—Z_‘I; H(s):%.

(d) A rendszer nem kauzalis, datviteli fliggvénye nem értelmezett, az
impulzusvalasz Laplace-transzformaltja nem ad értelmes mennyiséget.

-0,z ' _ 0,1
i e Ty A A T T

-15 ) -25¢”
R T [ R e [ )

(g) H(z):(l_z-m)_z_z—_l; H(S)zl_i—ws

M-2. Azok az atviteli fliggvények, amelyek racionalisak. A DI esetben a (d) kivételével
valamennyi, a FI esetben csak (a), (c) és (e).

M-3. A H(z) alapjan: az (a), (b), (€) és (g) jeliiek GV stabilisak; a (¢) jelti nem GV
stabilis, a GV stabilitds hatarhelyzetében van; az (f) jelil nem GV stabilis, sot labilisnak
nevezhetd, a (d) nem donthetd el.

A H(s) alapjan: az (a) és az (e) jelli GV stabilis:, a (c) jelli nem GV stabilis, a
stabilitds hatarhelyzetében van; a (b), (d), (f) €s (g) jelil nem donthet6 el. Valdjaban csak a
(d) jelt eset nem donthetd el. A mésik hdrom esetben, amikor az atviteli fiiggvény nem
racionélis, az eltolasi tétel alapjan tudunk donteni.

A h[k] alapjan: a (d) jelii nem GV stabilis, a GV stabilitas hatarhelyzetében van; a
tobbi, mint el6bb.

A h(?) alapjan: a (b) és (g) jelit GV stabilis, a (d) jeli nem GV stabilis, a GV
stabilitds hatarhelyzetében van; az (f) jelli nem GV stabilis, s6t labilisnak nevezhetd; a
tobbi, mint eldbb.

M-4. A DI vagy a FI esetben az egységugras Laplace-transzformaltjat képezve a valasz
kifejezhet6 inverz Laplace-transzformaciéval:

g[k]=a°30‘l{H(z) z }z%"{[1+z“+z‘2+...]H(z)}; g(t)=gl{lH(s)}.

z—1 s
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Ebbd] a megadott osszefliggések mar kovetkeznek.
Az ugrasvalasz kifejezhetd az impulzusvalasszal nem kauzalis rendszerre is, de
ehhez nem hasznalhat6 a Laplace-transzformécio és az eredmény is kissé modosul.

M-5. Hatdrozza meg az atviteli fliggvényt és redukalja azt, ha lehetséges.

-z z-1
Hyz)= = .
@) HE)=1— 5=
377 -2 -z~ -
@)fdﬁ=1 3z :2245 (z-1)(z 2 _ = L
1-25z7+27 (2-05)(z~2) z-0,5
2 f— —_
(dH@FZ_M+lmmE& 1)(z ~ 2)+0,0001
(z-05)(z-2) (z-0,5)(z~2)
Elméleti szempontbdl az (a) és a (b) ugyanazt a rendszert irja le, a (c) jelii rendszer
hozzajuk nagyon hasonld, de mig az el6z6ek GV stabilisak, az utolsé nem az.
A numerikus bizonytalansagok miatt nehéz hatarozott valaszt adni a kérdésre, noha
az elméleti valasz egyértelmil.

M-6. Az impulzusvélasz az (a) jelii esetben paros, a (b) jelli esetben paratlan jel.
Eltekintve a H = K esettd] (a frekvenciatol fiiggetlen, valos értékil atviteli karakterisztika)
az ilyen rendszer nem kauzalis, atviteli fliggvénye nem értelmezett.

M-7. A rendszer akkor és csakis akkor gerjesztés-valasz stabilis, ha B, C, =0, vagyis ha
e két paraméter legalabb egyike nulla. Egyszeres val6s sajatértékek esetén mindig
elérhetd, hogy az A matrix diagonalis legyen.

M-8. (@) A K(.9) monoton csdkken a (0,7r) intervallumban a K(0) =1 értékrdl a

K(z)=1/V1+a* <1 értékre. Ha a® > 1, akkor &, = 2 arcsin (1/a).
*(b) Az amplitidé-karakterisztika négyzetének mas alakjai

1 1
2 = =
K= T2 1., L.,
l+—a*——a“cos3 1+-ag’-=g°e’ -—=a’e™
2 4 4

Ebbél kévetkezden e'’=z helyettesitéssel

1 c?
H(z)H(z™")= = :
® (Z ) 1-&-%(:2—15122—%112[1 (z~q)(z‘1—qj

A C és g paraméterek meghatdrozdsara szolgéld egyenletek

2 2 2 2 2

2
1+§] =142 , q2 a 1+¢q -2 +2a'
C 2 C° 4 q a

A mésodfoku egyenlet megolddsaval és §q| <1 kielégitésével

, C=%

_2+a*-241+d’ 24q
e o

A keresett atviteli figgvény H(z)=C Hz—-q) vagy H (z): Cz/l(z- q).
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4.2-2. A valasz szamitasa
4.2-2.1. Az atviteli fiiggvény alkalmazasa

Meg akarjuk hatarozni egy linearis, invarians, kauzélis DI illetve FI rendszernek az adott
ulk] illetve u(r) gerjesztéshez tartozo ylk] illetve y(¢) valaszat H(z) illetve H(s) atviteli
fiiggvényének ismeretében. A feladat tobbféleképpen is megoldhaté. Az alkalmazhato
mddszerek a gerjesztés és a rendszer tulajdonséagaitdl fiiggnek.

Belépd gerjesztéshez tartozé valasz

Tekintsiik eldszor azt az esetet, amikor a belépé gerjesztéshez tartozo valaszt keressiik.
El8szor hatarozzuk meg a gerjesztés Laplace-transzformaltjat (ez szinte minden gyakorlati
esetben értelmezett):

Ulz)=2 {ulk]}; Us)=2{ult)}. (4.2-25)

Az atviteli fiiggvény (1) definicidja értelmében a valasz kifejezése a komplex
frekvenciatartomanyban:

Y{z)=H{z)U(z); Y{(s)=H(s)U(s). (4.2-26)

Inverz Laplace-transzforméaciéval (4.1-2. szakasz) el(')'éllithatjuk' a valasz idéfiiggvényét:

DI: yk]=2"{H(z)U(z) };

FI: y(0)=2"{H{s)U(s)}. (4.2:27)

Az inverz transzformacio belép6 vélaszt eredményez. Ez helyes is, hiszen kikotéseink
szerint a rendszer kauzalis és a gerjesztés belépd.

Stabilis rendszer vdlasza

Ha a rendszer GV stabilis, azaz H(z) minden polusa egységsugara kéron beliil illetve H(s)
minden pdlusa a bal félsikon van. Ekkor a H (ejs) illetve a H(jw)atviteli karakterisztika
eldallithatd z=e'? illetve s = jo helyettesitéssel az atviteli fiiggvénybdl. Ha meg tudjuk
hatarozni a (nem feltétleniil belépd) gerjesztés spektrumat, akkor a valasz spektruma is
elballithato. Pontos vagy kozelit inverz Fourier-transzformécioval eléallithaté a valasz
yl#] illetve y(¢) id6fiiggvénye (3.2-2.1. pont).

Példa Egy Dl illetve egy FI rendszer tviteli fiiggvénye adott:

0,5z K3
H(z)=———; His)= .
(Z) z-0,5" (s) s+2

Hatdrozzuk meg a vélasz id6fliggvényét, ha a gerjesztés

u[k]:g[k]{l—O,Sk}; u(t):g(t){l—e’“}.

A gerjesztés belépd, ezért alkalmazhatjuk a szamités legegyszeriibb modjat:

z V4 0,22 U( ) i 1 3

U(z)=—2—_ — . 2 .
(Z) z-1 z-08 (z—l)(z—O,S)’ 3 s s+3 s(s+3)’
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0,12° , _ 3 .
Vo= om0 "-TaE)

y[k]:g[k]{l—g(0,8)k+%(0,5)"}; )=y -2¢71},

Az Olvasora bizzuk az eredmény ellenérzését a mésodik €s a harmadik modszer
alkalmazasaval. A spektralis leirds alkalmazhato, de némi dvatossagra van sziikség. #

A vdlasz szdmitasa dltalanos esetben

Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor a kauzalis (de esetleg nem GV stabilis) rendszer
gerjesztése nem belépd. Ekkor inverz Laplace-transzformécioval meghatirozzuk a
rendszer h[k] illetve h(t) impulzusvélaszat, majd ennek ismeretében szamitjuk a nem
belépd valaszt az impulzusvalasz és a gerjesztés konvolucidjaként.

4.2-2.2. A rendszeregyenlet megolddsa

Legyen adott egy linedris, invarians, kauzalis rendszer remdszeregyenlete a szokasos
alakjaban (2.2-1. szakasz):

DI: y[k]+gaiy[k—i]=§bi u[k~i];

o ) (4.2-28)
FI: Y0+ Y a,.y"0)=2 8, (),
i=0 =0

ahol y(r) az y(f) jel i-edik (altalénositott) derivaltjat jeloli. Ismertek az a,,b, allando
egyiitthatok, tovabba u[k],keZ illetve u(t}reR. Feltételezzik, hogy a rendszer
,miltjanak”, azaz a k=0 illetve a =0 id6pont eldtti viselkedésének ismeretében mar
meghataroztuk az y[-1], y[-2],..., y[-n] illetve az y(-0), yV(<0),..., y"(-0)
kiindulasi értékeket. Belépd gerjesztés esetén ezek mindegyike nulla. Célunk y[k], keN
illetve ¥(r), 1R, meghatarozésa.

El6szor belépS, majd &ltalanos gerjesztésre tirgyaljuk a feladat megoldédsdt a
Laplace-transzformaci6 alkalmazasaval.

Belépd gerjesztés hatdsa

Ha a gerjesztés belépd, akkor a kauzalis rendszer valasza is belépd. Ekkor
meghatarozhatjuk a rendszer H(z) illetve H(s) atviteli fliggvényét (4.2-1.2. pont). Ennek
ismeretében az adott gerjesztéshez tartozo valasz inverz DI illetve FI Laplace-
transzformacidval szamithato.

Nem belépd gerjesztés hatdsa

A nem belépd gerjesztés vizsgalata soran a jeldlések egyszeriisitése érdekében
szoritkozzunk méasodrendi rendszerekre. Az altalanositis nagyobb rendszamra nem okoz
elvi nehézséget.

Vizsgaljuk a kovetkezd rendszeregyenletet és kiinduldsi értékeket:
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ylkl+a, ylk—1]+ a, ylk — 2l boulk]+ by ulle— 1]+ b, ulk 2], y[-1].y[-2]; (4220
V() a0+ ay ()= by w®(e)+ bl ()4 b, ut); y(=0), y0(=0). T

Képezziik az egyenlet Laplace-transzformaltjat. Vegyiik figyelembe a késleltetett
DI jelre vonatkozo (4.1-25) illetve a FI jel derivaltjara vonatkozo (4.1-27, 28) szabalyokat:

%{x[k—l]}:z’lX(z)+ x[—l], %{x[k—2]}=z'2X(z)+ xf-2]+ x[-1]27";
f{xm(t)}=SX(s)—x(— 0), g{x(z)(t)}:szX(s)—x(— 0)s - x"(-0).

A transzformaci6 eredménye

Y(z)+ a, {z‘IY(Z)Jr y[— l]}+ a, {z'2 Y(z) +y[—— 2] +y[— l]z'1 }:
=b,U(z)+b, {z’lU(z)+ ul- 1]}+ b, {z'zU(z)+ ul- 2]+ u[— l]z‘1 };

{s2 Y{s)—= y(~0)s -yW(- 0)}+ a {s Y(s)-v(~ 0)}+ a,¥(s)=

<by {5°U(s) (= 0)s —u (= 0)}+ b, {s U(s)—uf~O)}+b, U(s).
Ennek megoldasaval kapjuk a transzformalt vélasz kifejezését:

DI: ¥(z)= {b, 2 + b, 245, JU(2)+c, 224, 2
: - 22+ az+a, s (4.2-30)

Co Eblu[—1]+ b, u[— 2]—a1y[—1]—a2y[—-2],’ ¢ Ebzu[—l]——azy[—l];

FI- Y(S)=£M2+bxs+bz}U(S)+CIS+Cz
’ s*+as+a, ’

&= y(=0)=by u(~0), ¢, ==a,y(~0)~y"(~0)~ b,u(~ 0)~byu"(~ 0).

Az y[k] illetve az y(f) valasz két 6sszetevobol all. Az elsbt a gerjesztés nem-negativ
k illetve ¢ esetén felvett értékei hatdrozzék meg, ez H(z)U(z) illetve H(s)U(s) inverz
Laplace-transzforméltja. A valasz mdsodik Gsszetevdje csak a gerjesztés negativ idékben
felvett értékeitdl fligg. A masodik Osszetevot nem befolyasoljak a gerjesztés Laplace-
transzformaltjanak pélusai.

Osszehasonlitva a rendszeregyenlet iddtartomanybeli megoldasaval (2.2-2.
szakasz), jol lathatd a Laplace-transzformacidés mddszer egy elbnye: csak a vélasz
kiinduldsi értékeire van sziikségiink, az y[0], y[1],... illetve az y(+0), yV'(+ 0),... kezdeti
értékeket nem kell meghataroznunk.

A kiindulasi értékek meghatarozasa csak akkor keriilhetd el, ha szamitasunkat
mindig attél az iddponttél kezdjik, amely el6tt a gerjesztés azonosan nulla. Ez az
allaspont fizikailag indokolt, de nem mindig kényelmes. Ha azonban nem a gerjesztés
belépésének pillanatatél kezdjilk a szamitast, akkor meg kell vizsgalni, hogy a formalisan
szamitott kiinduldsi értékek valéban eldallnak-e, vagyis hogy a rendszer stabilis-e.

1. példa Egy diszkrét idejit rendszer rendszeregyenlete
y— 4024y =y 40540
Hatarozzuk meg a valaszt, ha a gerjesztés
ulk]=2 {1 - e[k} + k] 0.5*.
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A rendszer GV stabilis (ezt c€lszerl a szamitas kezdése elbtt tisztazni, egyébként a
feladat értelmetlen). Az u[k]=2, keZ. allandé gerjesztéshez egy y[k]= vy ,kel,
allandé valasz tartozik. A rendszeregyenletbe helyettesitve:

Y -y +024y"=2+(0,5(2) = » =12,5.

Most helyettesithetiink (30)-ba, vagy kovethetjitk az el6zbleg leirt eljarast:

(2)- {2 ¥(2)+12,50+0,24 {2 ¥(z) + 12,5 +12,5:'}= ZO < +0.5 {z‘l ZO -+ 2}.
z-0, z—0,

A valasz transzformaltjanak kifejezése elemi rendezések utin

¥(2)=z 1152°-7752415 _  1L52°-7752+15
(ZZ_ z+ 0,24)(2— 0,5) (z-0,6)(z—0,4) (z— 05)°

Részlettortekre bontas utan egyszeriien kapjuk a valasz idofiiggvényét:
ylk]=49,5(0,6)+12,0(0,4)~50,0(0,5), keN.

Tudjuk, hogy keZ_esetén y[k]= 12,5. Noha a megoldds csak k& nem-negativ
értékeire érvényes, de k = -1 és —2 esetén megis a helyes eredményt adja, de k mas
negativ értékeire nem. #

2. példa Egy folytonos idejii rendszer rendszeregyenlete
y(z) +4y(’) +3y=5u(1)+u.

Hatarozzuk meg a valaszt, ha a gerjesztés

ult)=6{1-&(t)}+45(r).

Mivel a rendszer GV stabilis (egyébként a feladat értelmetlen), ezért az
u(t): 6,teR_ allando gerjesztéshez y(t)z y7,teR_ allando6 valasz tartozik. Az allandé

minden derivaltja nulla. Ennek alapjan a rendszeregyenletbél y~ =6/3=2 adédik.
Képezziik a rendszeregyenlet Laplace-transzformaltjat ezek felhasznalasaval:

{sz Y(s)—2s—0}+4{sY(s)—2}+3Y(s):S{s§—6}+g.

A transzformalt valasz kifejezése ebbdl
25 -25+4 25" -2s5+4

)= a5+ 3 5o 63)

Részlettoriekre bontas utan egyszeriien kapjuk a valasz id6fliggvényét:
y(t)=§-4e" +?e‘3’ , teR,.

Az Olvasdra bizzuk a vilasz megadasat a gerjesztéshez hasonlé alakban.

Akar Y(s) kifejezésébdl polinomosztassal, akéar y(f) kifejezésébdl differencilissal
megallapithatjuk, hogy y(+0) =2, y'(+0) =-10. Az (9 folytonos a ¢ = 0 helyen, de
derivaltja nem az. #



364 4. Analizis a komplex frekvenciatartoményban

4.2-2.3. Az illapotviltozds leiras megoldasa

Legyen adott egy linedris, invarians kauzalis DI illetve FI rendszer 4llapotvéltozos leirdsa
normal alakban. Egy gerjesztés és egy valasz esetén (2.3-1. szakasz):

x=Ax+Bu, y=C'x+Du, (4.2-31)

ahol x'[k] = x[k+1] illetve x(¢) az x(¢) dltalanositott derivaltja.
Ha minden gerjesztés belépd, akkor meghatarozhatjuk a H atviteli fliggvényt (4.2-
1.3. pont). Ennek ismeretében a transzformalt valasz kifejezhetd:

Y(z)= H(2)U(z);  Y(s)= H(s)U(s). (4.2-32)

Inverz Laplace-transzformacioval eléallithatjuk a vélasz y[k] illetve y(t) idéfiiggvényét,
amely maga is belépb jel.

Ha a gerjesztés nem belépd, akkor eloszor meg kell hatdroznunk az allapotvektor
x]0] kezdeti értékét illetve x(—0) kiindulasi értékét a rendszer multbeli viselkedése alapjan
(keZ_ illetve t R ). Képezziik az allapotvaltozds leiras Laplace- transzformaltjat a (4.1-

26, 27) figyelembe vételével, amely szerint
Z {x'[k]} =z X(z)-[0]z; & {x()}=sX(s)-x(~0).
Az allapotvaltozds leiras Laplace-transzformaltja
zX(z)-x[0]z=A X(z\BU(z), s X(s)-x(-0)=4 X(sBU(s),
Y(z)=CTX(z)+DU(z); Y(z)=C"X(z)+DU(z).
A transzformalt &llapotegyenlet megoldasa
X(z)=[z 1-4]" BU(z)+x{0]z};  X(s)=[s I-4]" BU(s)+x(~0)}.
Ezt a transzformalt valasz kifejezésbe helyettesitve, kapjuk annak végsé alakjat:
¥(z)={C" [z I-A]"B+DU(z) + C" [z T-A]'x[0] z;
(4.2-33)
Y(s)= {CT [s1-4]'B +D}U(s) +CT [z 1-A]"x(-0).

Az els6 tagban az U szorzoja az atviteli fiiggvénynek a mar megadott (12) szerinti
alakjat adja. A méasodik tag fejezi ki az allapotvektor kezdeti illetve kiindulasi ériékének
hatasat a valaszra. A valasz id6fuggvénye inverz Laplace-transzformacioval allithato elo.

¥4.2-2.4. A periodikus gerjesztéshez tartozé vilasz

Legyen a linedris, invaridns, kauzalis rendszer egyetlen gerjesztése belépd és k illetve ¢
nem-negativ értékeire periodikus jel, amelynek periddusideje LeZ, illetve TeR,. A
4.1-1.4. pontban bevezetett jeldlést alkalmazva, a gerjesztés els6 periodusat

u,k]= {elk]- s[k — L ufk]; u (t)= {e(t)— e(t — T ule) (4.2-34)

friale. A k =0Oilletve a ¢ =0 id8pont utdn periodikus gerjesztés kifejezése (&, [k] illetve
&,(1) az ismétlési operator):
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ulk]= &, [k, (k)= u [k ]+ u fk— L]+ u, [k -2L]+.
u(t):e,(t)uT(t)=uT( )+uT(t~T)+uT(t—2T)....

Képezziik u, [k] illetve u,(¢) Laplace-transzformaltjat, ami rendszerint egyszerli

feladat:
U (2)=2 {u, [kl U ()=, (0}

A gerjesztés Laplace-transzformaltja a (4.1-42) értelmében

(4.2-35)

U)=—L U, ()= U, (2); U(s)=——r U, (s). (4.2-36)

1-z7* zt -1 l-e”

A rendszer H(z) vagy H(s) atviteli fiiggvényének ismeretében kifejezhetjiik a
vélasz Laplace-transzformaltjat:

Ye)=HE) 7 U.le): Yls)=Hls)—

— U (s). (4.2-37)

Célunk az y[£] illetve () valasz idofiiggvényének meghatirozasa. Erre két eljarast
fogunk adni. Konkrét feladatok megoldasanal az alabb leirtak gondolatmenetét célszerti
kovetni és nem a végeredményeket formulaként hasznalni.

A tovabbiakban racionalis atviteli figgvényre szoritkozunk:

H(z)= B(). H(s)= B(s) (4.2-38)

4z) A()

ahol a B polinom fokszama nem nagyobb az 4 polinom fokszamanal.

A diszkrét idejii vdlasz Fourier-soros alakja

Allitsuk el6 az y[k]=2{¥(z)} DI fiiggvényt részlettortekre bontassal. Az ¥(z) pélusai
egyfelél a H(z) atviteli figgvény g, polusai, masrészt a z" —1=0 egyenlet L szamu z,
gyoke, amelyek az egységsugarti koron helyezkednek el. Az ennek megfeleld zf, =elP?r
alakbél kovetkezik, hogy

2, =e"®, @sz—L’i; p=0,12,...,L~1. (4.2-39)

A z"U,(z) figgvénynek nincs polusa, mert U,(z) a z' valtozénak legfeljebb L -1
fokszami polinomja.
Szoritkozzunk arra az esetre, amikor az atviteli fliggvény minden g, polusa

egyszeres (az ltalanositas nem jelent elvi nehézséget). A valasz kifejezése ekkor

J’[k]=£[k]{ZB(q‘) ——U,{4)qf +Z Hlere)u (e“’@)e“’@"},(4.2-40)

i=] A(qx) 1

ahol A4,(z)= A(z)/{z —g,). Példaul a L’Hospital-szabaly alapjan kapjuk, hogy
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zt -1

L-1
=Lz,
z-z,

7=z,

amint azt a masodik tagban felhasznéltuk.
A vilasz kifejezésében az els tag a vilasz szabad Osszetevdje, amely nulldhoz tart,

ha a rendszer GV stabilis (minden lqi| <1). A masodik tag a gerjesztett 6sszetevé Fourier-
soros alakja. Ez atirhatd arra a célszerlibb alakra, amely csak ap=0,1,...,L/2
vagy(L - 1)/ 2 sorszamu tagokat tartalmazza (3.1-2.2. pont).

A folytonos idejii valasz Fourier-soros alakja

A folytonos idejli esetben az el6z8hoz hasonldan jarhatunk el. Az Y(s) transzformdlt
valasz polusai egyfel6l a H(s) 4tviteli fliggvény p, polusai, tovabba az 1-e*'=0
egyenlet gyokei, amelyek mind képzetesek. Az e =¢'**" alakbol kapjuk, hogy

=jkQ, !2——T— k=0,+1,%2,.. (4.2-41)

Az U,(s) fiiggvénynek nincs polusa, hiszen ellenkez$ esetben nem lehetne nulla
t>Tesetén. Az 1—e*” figgvény nem polinom, mégis alkalmazhato ré a részlettdrtekre
bontas modszere, amely most végtelen sort jelent. A nevez6ben megjelen® tényezd

. _ T dl_ -sT
D,.(Sk)‘—’lﬂlsjsk - (d: )‘

=Te"'=T.

Sk

Szoritkozzunk arra az esetre, amikor az 4tviteli fuggvény minden p, pdlusa
egyszeres (az altalanositas nem jelent elvi nehézséget). A valasz kifejezése ekkor

y(t):g(t){i B(p,) prT U, ( eP‘+z H(jk2)U (jk!))}, (4.2-42)

4(p)1-

ahol A4,(s)= A(s)/(s - p,). A vélasz kifejezésében az els§ és a masodik dsszeg ugyanigy
értelmezhetd, amint azt a DI esetben elézbleg lattuk.

A folytonos idejii valasz ismétlédds alakja

A periodikus gerjesztéshez tartozo valasz két tag Gsszege: az y,(¢) szabad Gsszetevét az
atviteli fiiggvény p, pélusai hatdrozzdk meg, mig az yg(t) gerjesztett  Osszetevd
periodikus, amely a (35) szerinti &,(¢) y,(t) ismétlods alakban irhato fel. A komplex
frekvencia-tartoményban e felbontds

Y(S)%%l—_f_:w()— 8 1 (5), (4.2-43)

A C(s) polinom és az ¥, (s) fliggvény ismeretlen. A C(s) polinom fokszama kisebb az A(s)
polinom »n fokszdmanal.
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Bontsuk az els6 Osszetevot részlettortjeire. Szoritkozzunk arra az esetre, amikor az
atviteli fliggvény p, polusai egyszeresek (az altalanositds nem jelent elvi nehézséget).
Ekkor

@:,Z:;’s—ip,-' (4.2-44)

Szorozzuk meg (43) mindkét oldalit az (s— p,.) tényezvel és végezzik el az 5 —p,
hataratmenetet. A C,; egyiitthato kifejezése ebbdl

2o) L) afp)-2)

P = -7 Urlpi); 4 . 4.2-4
4, (pz) 1—e? 7 §=Pil,, ( 5
Most mar szadmithatjuk a valasz szabad dsszetevdjeét:
=&(t)y.C e (4.2-46)

Fejezziik ki az ismeretlen ¥, (s) fiiggvényt az (43)-bol:

Y, (s)= S% Uy (s)-fi - e‘”]%% . (4.2-47)

Egyszeres polusok esetére egyszeriien igazolhaté (ennek mintajara tSbbszords polusok
esetére is), hogy y,(1)=2Z{Y;(s)}=0,has>T, amibél kovetkezik, hogy (43) masodik
tagja valdban periodikus jelet ir le. Hatdrozzuk most meg Y, (s) inverz Laplace-
transzformaltjat 0 < ¢ < T esetére:

v, (t)= 9?‘{ )y U,(s)- ()} 0<t<T. (4.2-48)
Als) T Als))
A mésodik tag inverz Laplace-transzforméltja y, (), amelyet egyszeres pélusokra (46) ad
meg. Az elsé tag inverz transzformaltjat koriiltekintGen kell szamitani, mert U, (s)
tobbnyire tartalmaz ¢ " (0 < 7;< T) alaku tényezGket.
A valasz kifejezésének végs6 alakja

)=y () + & ,:(¢), teR, (4.2-49)

ahol y,(¢) kifejezését a (46) adja egyszeres pélusok esetére, mig y, (¢) kifejezését a (48)
adja meg.

Mint emlitettilk: az eljards alkalmazasa soran az (43)-(49) osszefiiggéseket
szamitési utasitasként célszerd felfogni és nem képletekként.

A modszerek dsszehasonlitdsa

A belépd, majd ezutdn periodikus gerjesztéshez tartozo valaszt elballithatjuk egy
periodikus gerjesztett dsszetevé és egy nem-periodikus (szabad) dsszetevd Osszegeként. A
periodikus Osszetevdt vagy Fourier-soraval adjuk meg vagy els6 peridduséval. Ha csak a
gerjesztett Osszetevére van szitkségiink, akkor a szabad Osszetevd szdmitdsa az elsd
esetben elhagyhatd, a masodik eljaras alkalmazasakor azonban nem.
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A DI esetben a Fourier-sor véges (legfeljebb L/2 vagy [L+1)/2 ) szamu tagbol all.
A masodik alak ezért ekkor nem kiilonésen hasznos, ezért annak eldallitisat nem is
részleteztiik.

A FI esetben a Fourier-sor altaldban végtelen szamu tagbél 4ll, a csonkitdséval
elkdvetett hiba becslése nem egyszerli feladat. A masodik alak azonban véges szdmu tag
Osszege, ezért elvileg pontos eredményt szolgaltat.

A Laplace-transzformacié alkalmazasa még akkor is elényds lehet, ha a gerjesztett
Osszetevd Fourier-soros alakjat akarjuk el6allitani. Most ugyanis el tudjuk donteni a
rendszer GV stabilitasat, tehat azt, hogy a gerjesztett valasz tekinthetd-e allandésult
valasznak. Nincs sziikségiink tovabba a gerjesztés Fourier-soros alakjanak eléallitasara.

Folytonos idejii esetben mindkét modszernek van eldnye is, hatranya is, diszkrét
idejii esetben a Fourier-soros el64llitas hatékonyabb.

1. példa Egy GV stabilis DI rendszer atviteli fiiggvénye

H(Z)=1+0,5 z'-02z7 _ 2’+052°-0,2
1-274024z7  z(z—0,4)(z-0,6)

A gerjesztés belépd €s k pozitiv értékeire periodikus:
ulk]=¢,[k]u, [k]; u,[k]=06[k]+s[k—1], L=6.

Hatarozzuk meg a valasz id6fliggvényét!

A gerjesztés és a valasz DI Laplace-transzformaltja
6

Z i UL(Z), UL(z)=l+z_1 EZ—H;

6
- z

U(z)=

240,522-0,2 2% z+l _z* (z+l)(z3+0522—0 2)
Y =H U — » s fdhi » ’ .
(£)=Hz) (Z) z(z-0,4)(z-0,6) z°~1 z (26—1)(2— 0,4)(2—0,6)
Hatarozzuk meg el8szor a gerjesztett valasz Fourier-soros alakjat. Ehhez
szitkségiink van a z° =1 egyenlet gytkeire, amelyek

ip2zi6 _ i} 13,
zp:e”’ " =efP™: p=0,£1,1£2,3.

A gerjesztés altal meghatarozott alap-korfrekvencia @ =27z /L = z/3.
Az yg[k] gerjesztett dsszetevd komplex Fourier-egyiitthatdi a (40) szerint

yeo L 22+0,522-0,2 z+l|
7 62(z-04)(z-0,6) z

A gerjesztett valasz kifejezése elemi szamitas utin
¥, [k]=1,806 + 1,150 cos (©k—1,861)}+0,133 cos(2@ k—~2,375), O =x/3.
Ez megegyezik a 3.1-2.3. pont példdjaban méas mdédon kapott eredménnyel.

A valasz szabad 6sszetevdje az atviteli fiiggvény 0,4 és 0,6 polusaihoz tartozik. A
visszatranszformalas el6tt célszeri lehet Y(z) kifejezését a kovetkezd alakra hozni:

2 (z+1)(z* +0,52-02)
(z°-1)(z-0,4)(z-0,6)

Y(z)=z
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Inverz DI Laplace-transzformacioval kapjuk a vélasz szabad 6sszetevdjének kifejezését:
v:[k]=0,0288-0,4% ~0,500-0,6* .

Ha k> 10, akkor a szabad 0sszetevd elhanyagolhaté, beall az allandosult allapot. #
2. példa Egy folytonos idejli, stabilis rendszer atviteli fiiggvénye

H(s): s

s+02°

A belépd és ¢ pozitiv értékeire periodikus gerjesztés
u(t): gT(t)uT(t); up(t)=elt)-ele - 1), 0<t<T=2.

Hatarozzuk meg a véalaszt mindkét elézdleg targyalt alakjaban.
A gerjesztés és a valasz FI Laplace-transzformaltja

U 1-¢e” s 1-e™ 1
Uls)= ; Yis)= = .
b= Y0153 I—e™)s (s+02)lre

Hatarozzuk meg eldszor a gerjesztett Osszetevd Fourier-soros alakjat. Ezeket az
e’ =—1 egyenlet gyokei hatdrozzdk meg, amelyek

s,=jmk, k=+1%3+5, ..

A gerjesztés altal meghatarozott alapharmonikust koérfrekvencia 2=2z/T=x. A
nevezdben szerepld tényezd

A vilasz gerjesztett OsszetevOjének Fourier-soros alakja ennek alapjan

ikt 2
t)=2 Re{—S L= Y7 coslknr+ s Ve tgp, =-57k.
) “Zs: {jfrk+0,2} kgk riepd % 0 P

Lathatjuk, hogy az ¥, =0,318 alapharmonikusi amplitad6 a legnagyobb, az amplitadok
monoton csokkennek (¥, =0,106, ¥,=0,0637,...). A konvergencia lassi. Ez nem

meglepd, mert a gerjesztés nem folytonos és a rendszer felillateresztd jellegi. Az
eredményt Ugy is megkaphattuk volna, hogy kiszamitjuk a gerjesztés Fourier-sorat és a
H(jk £2) atviteli egyitthatokat.

A valasz szabad osszetevbje az atviteli fliggvény p, =-0,2 polusa altal
meghatarozott:

yle)=2le) +leo,2 e =0,450 £(r) e

Ha ¢ > 25 (mintegy 12 periddus), akkor ez az Osszetevd elhanyagolhaté, bedll az
allandosult allapot.

A valasz ismétlédé alakjanak eloallitisahoz fejezziik ki Laplace-transzformaltjat a
kovetkez6 alakban:
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Az atviteli fiiggvény p, =-0,2 p6lusanal

-5

-
1-e™*

C(-0,2)=

s=-0,2

A vizsgalt esetben C(s) dllando és megegyezik a C(pl) értékkel. A C(s) fliggvényre
egyébként sincs szitkségiink, csak a C(p,.) helyettesitési értékekre. A valasz szabad
OsszetevGje ennek felhasznalaséval

y:(1)=0,4502 &(t) e,
mint azt korabban mér megallapitottuk. A transzformalt valasz kifejezésébol

l1-e™ 5] Cls
R

Ennek inverz transzformaltja y, (t) kifejezését is felhasznalva -
v (0)=e(t)e ™ —g(r—1)e*26) —0,4502£(r)e™*; 0<t<T=2.
Rendezés utén ttekinthet8bb alakhoz jutunk:
7 (£)=0,550{e(r) - (t —1)} e %~ 0,550 {&(t 1) s(r —2)} 27V .
Az Olvaséra bizzuk annak ellenérzését, hogy &' {¥,(s)}=0,has>T teljesiil.
A misodik alakbol lathat6, hogy y(+0)=1 vagy hogy |,(t] =0,550. Ezck az

eredmények a Fourier-soros alakbdl csak hosszadalmas szamitassal allithatok eld. #

4.2-2.F. Feladatok

F-1. Egy diszkrét idejli rendszer rendszeregyenlete
y=0,25yP=u.
Hatdrozza meg a H(z) atviteli fiiggvényt! Hatdrozza meg az y[k] valaszt, ha a
rendszer gerjesztése '
(a) ulk])=6lk); (impulzusvalasz).
(B) ulk]=[k]0,5".
(c) ulk]=0,5*, keNésy[-1]=0, y[-2]=1.

*(d) Hatarozza meg azt az ulk] gerjesztést, amely létrehozhatja az el6z0 feladatban
megadott kiindulasi értékeket. (Utmutatds. Nem egyetlen ilyen gerjesztés 1étezik.)
Ellendrizze az eredményeket & = 0 és 1 esetére a 1épésrol 1épésre modszerrel!
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F-2. Egy folytonos idejli rendszer rendszeregyenlete (v6. 2.2-2.F-4.)

y(z) + 6y(1)+5 y=u"+9u.

Hatdrozza meg a H(s) atviteli figgveényt! Hatirozza meg az y(7) valaszt, ha a
rendszer gerjesztése

(a) ult)=&lt). (b) u(t)=elr)e™.
(c) ult)=slr)e™. (d) ult)=e(e)- e(r -1).
©) ul)={1-60}+ s, () ule)=1{1 s} 2.0

Az (a) feladat megoldésa a rendszer ugrasvalasza.

F-3. Egy diszkrét idejii rendszer rendszeregyenlete
y—y"+05yP=05u.

Hatdrozza meg a H(z) atviteli fliggvényt! Hatdrozza meg az y[k] valaszt, ha a
rendszer gerjesztése

(a) ulk]=6]k]. (6) ulk]=&k]. (¢) ulk]= ]k +1].

Az (a) feladat megoldasa a rendszer impulzusvélasza, a () feladat megoldésa a
rendszer ugrasvalasza.

*F-4. Adott a DI illetve FI rendszer H(z) illetve H(s) atviteli fliggvénye és belépd
gerjesztésének U(z) illetve U(s) Laplace-transzformaltja.

Hogyan bonthatjuk fel a valasz idofliggvényét szabad és gerjesztett dsszetevére?
Egyértelmii ez a felbontas? (Utmutatas. Gondolja meg, hogy ¥(z) vagy Y(s) pélusai
honnan szdrmaznak!)

*F-5. Egy x jel x, dllanddsult Osszetevdje (staciondrius Osszetevbje) az a periodikus
(specialisan allandod) jel, amelyhez x tart, amint k — oo illetve 1 — oo.

(a) Hogyan hatdrozhatdé meg az X(z), illetve az X(s) Laplace-transzformalt
ismeretében az x, [k], illetve az x,(¢) allandosult 5sszetevs?

(b) lgaz-e, hogy ha a linearis, invaridns rendszer » gerjesztésének van i
allandosult dsszetevoje, akkor az y valasznak is van y, allandésult dsszetevdje, amelynek
periédusideje megegyezik az u, periédusidejével?

(c) Igaz-e, hogy minden jelnek van 4llandésult osszetevije (legfeliebb az 0
értékii)?

*F-6. Adott egy masodrendii FI rendszer atviteli fiiggvénye:

_bys’+b s+,
(5)= (s+1)(s+2)

Adjon meg egy olyan éllapotvaltozos lefrast, amelyhez ez az 4tviteli fliggvény
tartozik!
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4.2-2.M. Megoldisok

M-1. Az atviteli fuggvény

H(z) N S z

T1-02527  (2-05)(z+0,5)

2

Ennek felhasznéldsdval
(a) Hk]=2" {z (T—(T)Z(zrosj}z &lk] {0,5 (0,5)+0,5(-0,5) }

(b) ylk)=elk1{0.25 5+0,75)(0.5)' + 0,25 (0,5} }
(¢) ¥(z)-0,25 {z‘2 Y(z)+ y[-1]z7+ y[-2] }: U(z)
y[k]=(0,5k+0,875)(0,5) +0,375(~0,5)".
*(d) Feltételezve, hogy y[k]=0,k <3, kapjuk, hogy ulk]=olk +1]+[£}(0,5).

M-2. Az atviteli figgvény
9 5+9
H(s)=—2 = 537
66573 (s+1)(s+3)

Ennek felhasznalasaval -

(@) y(t)= < {;ﬁ)(%sf)} =e()18~2¢7+02¢7}

() y)=2" {(?ﬁ)j—(iﬁs)}:g(t){[m-%) e +%e‘5’}.
@ﬁWﬁg{riﬂLJii}

s+le+5) s
ai3-26 026 % b - {1826 FDr0 260}

(e) {sz Y(s)~—l,8s+6}+s Y(s)={s$—1}+9——l—,

s+2
185°+14,45+28,6 YT e 2
=gyt T T el qetle St R,.
20) {(s+1)(s+5)(s+2)} 3% Tt S
Mind y(#), mind derivaltja ebben az esetben folytonos.
2
() }’(’):YI{&%&;(E%;&}=3,6~26"+0,2e‘5', teR,.
S+2)s

Az y(¥) folytonos, derivaltja a ¢ = 0 helyen nem folytonos.

M-3. Az atviteli figgvény
2
H ( ) 0,5 0,5 z 1 Zt_

)= - —; R=—=, O@=—,
1-z'40,5272 ]z—Re"“’Hz-Re”@i 2 4

Ennek felhasznalasaval
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0,5z

(a) HK]=2" {z mm} = —}E e[k} R* cos (0k—0).
(®) y[k]z%l{z (o ej@)((z)’lez e _1)} = g[k]{l + % R* cos(@k -3 @)}.

(c) Az el6z6 eredmény felhasznaldsaval vagy a rendszeregyenlet DI Laplace-
transzformaltjat képezve és az inverz transzformaltat szamitva

y[k]:a[k+1]{1+—;—R"cos (@k—z@)}.

*M-4. Ha a H atviteli fiiggvénynek és az U transzformalt gerjesztésnek nincs kozds
polusa, akkor a H polusaihoz tartozé tagok 6sszege tekinthet6 az y; szabad vélasznak, mig
az U pélusaihoz tartoz6 tagok dsszege tekinthetd az y, gerjesztett valasznak. A felbontas

azonban nem egyértelmii, mivel a H poélusathoz tartozd Gsszetevd egy részét
hozzdadhatjuk a gerjesztett valaszhoz (hiszen az tovabbra is ki fogja elégiteni az
inhomogén rendszeregyenletet vagy allapotvaltozds lefrast). Még inkdbb homalyossa valik
a felbontds, ha az atviteli fiiggvénynek és a gerjesztés transzformaltjdnak vannak kézds
polusai. Ez a felbontds tehat inkabb szdmitasi eljarasnak tekinthetd, nem rendelhetd hozza
egyértelmi jelentés. Az allapotvaltozds lefrasban szerepld zérus gerjesztésii Osszetevd €s
zérus (kezdeti) éallapoti Osszetevl egyértelmilen meghatdrozott. Ez azonban nem
kapcsolhato egyértelmiien a valasznak az atviteli fliggvény pélusaihoz illetve a gerjesztés
transzformaltjanak polusaihoz.

*M-5. (a) Ha X(z) minden g, polusira (qi' <1 érvényes, vannak

gq,|=1 tipusu polusok és
ezek egyszeresek, illetve ha X(s) minden p, pllusira . {pi}s 0 érvényes, vannak
Re {pr}z 0 tipust polusok és ezek egyszeresek, akkor x, a ¢, polusokhoz tartozé gF,
illetve a p, pélusokhoz tartozé e’ tipusu dsszetevék szuperpozicidja. Az elébbiek szama
rendszerint véges, az utdbbiaké végtelen is lehet. Szigorian véve még azt is meg kellene
kovetelniink, hogy a 9 =arcgq, , illetve az o, =cofn {p,} kérfrekvencidknak legyen kozos

osztojuk, de ez tetszOleges pontossaggal biztosithato.
(b) Szigorhan véve ez nem feltétleniil igaz, mert az atviteli fiiggvénynek lehetnek
olyan, az egységsugarii korre, illetve a képzetes tengelyre esd polusai, amelyeknek

......

sordban. A valasznak ekkor lesz olyan allandosult 6sszetevje, amelynek nincs kapcsolata
a gerjesztés allandosult dsszetevdjével.

(c) Nem igaz, hiszen a jel nem feltétleniil tart egy periodikus jelhez. Ilyen jel
példaul egy polinom vagy egy novekvd exponencialis figgvény.

*M-6. Példaul az els6 Frobenius-alak (2.3-1.4. pont) alapjan

x| 0 1iix 0
= + u,
x| (-2 =3]|x 1
X
y=[b,-2b, b1—3b0][ :l+b0u.
Xq

Természetesen mas megoldasok is lehetnek.
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4.2-3. Néhany specidlis rendszer
4.2-3.1. Bevezetés

Egy linedris, invarians DI illetve FI rendszer y =% {u} explicit gerjesztés-vélasz
kapcsolatanak leirasara eddig a kévetkezd rendszerjellemzd fliggvényeket vezettiik be:

— az idGtartomanyban a hik) illetve a h(f) impulzusvdlaszt; ez a linedris, invarians
rendszerek altalanos rendszerjellemz6 fliggvénye.

— a frekvenciatartomdnyban a H (e”) illetve a H(jw) drviteli karakeerisztikdr; ez
az impulzusvalasz Fourier-transzformaltja, amennyiben ez létezik (tipikusan GV stabilis
rendszer esetén).

— a komplex frekvenciatartomdnyban a H(z) illetve a H(s) dtviteli fiiggvényt; ez az
impulzusvélasz Laplace-transzformaltja, ha az impulzusvalasz beléps, vagyis ha a
rendszer kauzalis.

Bevezethetok tovabbi rendszerjellemzd fliggvények is (az ugrasvalaszt targyaltuk
is), de a tovabbiakban a fenti hdromra szoritkozunk.

A rendszer jellemezhetd a rendszeregyenletével, az 4llapotvéltozos leiraséaval és
halézati reprezentacidjaval is. Ezek ismeretében barmelyik rendszerjellemzé fliggvény
meghatarozhat6. Ebben a szakaszban a rendszerjellemz6 fiiggvényekkel foglalkozunk.

Barmelyik rendszerjellemz6 fliggvény egy kiszemelt tulajdonsiga alapjan
kivalaszthatjuk rendszerek specidlis osztdlyat (példaul a GV stabilis vagy a kauzilis
rendszerek). Valamely specidlis tulajdonsidg néha csak az egyik rendszerjellemzé
fiiggvényben jelentkezik. Egy speciélis tulajdonsag azzal a kévetkezménnyel jarhat, hogy
az atviteli figgvény vagy az atviteli karakterisztika nem értelmezett (példaul nem kauzilis
rendszernek nem értelmezett az atviteli fiiggvénye).

Ebben a szakaszban értelmeziink néhany olyan rendszert, amelynek valamelyik
rendszerjellemz6 fuggvénye specidlis tulajdonsagli. Nem toreksziink sem teljességre, sem
az egyes specialis rendszerek tulajdonsagainak teljes feltardsara.

4.2-3.2. Véges impulzusvilaszi rendszer

Egy véges impulzusvdlaszi rendszer vagy szokdsos roviditésével egy FIR rendszer
(,,Finite Impulse Response”) impulzusvalasza véges hosszisagu, azaz egy véges
hosszusagt iddintervallumon kiviil azonosan nulla. Kauzélis rendszerekre szoritkozva az
L illetve T hosszisagh FIR rendszer impulzusvalaszanak tulajdonséga

DI: hk]=0, k<-1, k2L;

4.2-70
FI: h(t)=0, 1<0, t>T. ( )
A véges impulzusvalaszi rendszer biztosan GV stabilis.
A diszkrét idejii FIR rendszer impulzusvélasza megadhaté
Hkl=c, 8[k]+c, 8lk=1}+¢, 8k —2]+...+ ¢, Sk~ (L-1) (4.2-71)

alakban. Ilyen rendszert (példsul sziirét) gyakran alkalmaznak GV stabilitdsa miatt.
Ugyanazt a feladatot megoldé végtelen impulzusvélaszi vagy [IR rendszert (,Infinite
Impulse Response”) azonban tSbbnyire egyszerlibb és ezért olcsobb médon lehet
megvaldsitani, viszont akkor annak stabilitasat biztositani kell.
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A folytonos idejii FIR rendszerek ritkdn fordulnak el6, mivel megvalésitasuk
bonyolult. Ezek nem differencidlis rendszerek, rendszeregyenletiik vagy éllapotvéltozos
leirasuk nem olyan alak\, amint azt az eddigiekben lattuk.

Egy diszkrét idejli kauzalis FIR rendszer dtviteli karakterisztikdja az ¢”* | mig
darviteli fliggvénye a z™' valtozé polinomja:

H(e”):co+ ce?rc,e Py v, e,

4.2-72
H(z)=c0+ e,z +e, z’2~1—...+c,“_1 7, ( )

Ennek a H(z) atviteli figgvénynek csak a z=0 helyen van pélusa, amely (L —1)-szeres,
és L —1 szamu zérusa van.

4.2-3.3. Mindentatereszt6 rendszer

A mindentdtereszté egy olyan rendszer, amely barmilyen frekvencidju szinuszos
gerjesztés amplitiidojat azonos mértékben viszi at. A fézis 4tvitelére nincs megszoritas, az
altalaban a frekvencia fliggvénye.

A diszkrét idejl illetve a folytonos idejli mindentdtereszté (mindentateresztd
rendszer) amplitidé-karakterisztikdja allando (a frekvenciatél fiiggetlen):

DI: K, (9)=[H,(?) = k> 0;

42-73
FI: K (w)= |H,(io)|=k,>0. ( )

Ha a mindentateresztd fazis-karakterisztikaja allandoé (@ = 0 vagy ¢ = £ 7), akkor
a rendszer egy erdsité. Ha a mindentiteresztd fazis-karakterisztikdja linedris, vagyis ha
Duia (9)=—r 3 (reZ), illetve ha " (@)=-Tw (T<R), akkor a mindentteresztd
valtozatlan alakban eltolja a gerjesztést: ha r illetve T pozitiv, akkor késlelteti (kauzalis
rendszer), har illetve T negativ, akkor sietteti (nem kauzalis, ,,josl6” rendszer). A
tovéabbiakban arra az esetre szoritkozunk, amikor a mindentatereszt6 kauzalis.

A mindentiteresztd ¢, fdzis-karakterisztikdjdnak a kovetkezd érdekes

tulajdonsaga van (igazolasat késobb adjuk):

de, (9 .
—M—)so, 0<9<r; %—@so, 0<w<o, (4.2-74)
dg . do

azaz monoton csokken (kivéve esetleges szakadasi helyeit, ahol a derivalt nem
értelmezett). Mint mér emlitettiik, a

1(9)=—d—"’(‘9—) : re)= dpl) (4.2-75)

a9 T dw

mennyiséget futési idé karakterisztikdnak is nevezik. A (74) szerint a mindentateresztd
futasi id6 karakterisztikaja nem-negativ ott, ahol értelmezett.

A mindentateresztd egy gyakorlati jelentdsége a kovetkezs. Legyen a feladatunk
egy olyan 4tviteli karakterisztika meghatarozasa, amelynek mind a K amplitado-
karakterisztikdja, mind a ¢ fazis-karakterisztikdja el6irt. Els6é lépésként ekkor
meghatérozunk egy olyan H,=K,e'® 4tviteli karakterisztikit, amelynek amplitido-
karakterisztikaja az elSirtnak egy elfogadhatd kozelitése, de fazis-karakterisztikdja nem
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tesz cleget az eloirasnak. A feladat ezutan egy olyan mindentateresztd meghatirozasa,
amelynek @, fazis-karakterisztikdja a ¢ — ¢, elfogadhaté kozelitése. Ekkor H,-H,; az
elirt H egy elfogadhatd kozelitése. A (74) mutatja, hogy ez az eljards nem mindig
alkalmazhato.

Egy DI illetve FI mindentateresztd racionalis drviteli fiiggvénye:

Ho(5)=K, = (=s)e=s)-G=s) .5 al<l, s =, |s]>1;
e (z-4)-2,)(z-q,) g (4276)

)= (S+Zl)(s+zz)"'(s+zn) 9 < R s
HMA() K, (S’Pl)(S—Pz)"'(S—p,,)’ ‘R"{pi} 0, z;=-p/. %{ i} 0.

A DI atviteli fiiggvény g, polusai az egységsugara koron beliil, s, =1/¢] zérusai
az egységsugara koron kiviil helyezkednek el, ezek az egyes pélusok inverzei az
egységsugaru koérre. A FI atviteli fliggvény p, polusai a bal félsikon, z, = — p; zérusai a
jobb félsikon helyezkednek el, ezek az egyes polusok tiikdrképei a képzetes tengelyre. Egy
tipikus polus-zérus elrendezést mutat a 6. abra. A H, (s) FI atviteli fiiggvény

tartalmazhat egy e™” (T' > 0) nem racionalis szorzétényezét is.
Im{ziA Imisi

$ _] ¥

P
q, h\
> 8-

Ps Z

o

4.2-6. abra Egy DI és egy FI mindentatereszt§ polus-zérus elrendezése

Annak igazolasahoz, hogy (76) mindentateresztét ir le, vizsgaljuk szamlélojanak és
nevezdjének egy tényezojét:

e -1g 1 e -g 1 jenle’-q])
- el =——¢’ js__qf =—e/¥ )( - 4]
€ —q; 4q; ¢ —-q, 4 € —gq;

jotp__—jo=pl g ljo-p)

Jjo-p, jo-p; jo-p;

Az utolsé alakban a szamldlé a nevezd konjugaltja. Ebbol kovetkezik, hogy a tényezd
abszolut értéke [1/g,| illetve 1, vagyis 4llandd, ezért a |H| amplitadé-karakterisztika sem

fiigg a frekvenciatol. Egy tovabbi kovetkezményként megadhatjuk a fAzis-karakterisztika
kifejezését:
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Pui(9)=arcK +7+(2n-r)8-2) @, o =arc(e?’~q,);
] - 4.2-77)
¢>MA(a))=arcKA—2Za,, a, :arc(ja)—p,.).
i=1
A polus-zérus elrendezésbdl lathatd, hogy «, monoton névekszik, amint 4
novekszik 0 ész kozott, illetve amint @ névekszik 0 és o kozott. Ennek kévetkeztében
(p(a)) csokken (vo. 4.2-1.7. pont). Csokken ¢(3) is, mivel a d.# kézponti sz6ghoz tartozé
2 da keriileti sz6g nala mindig nagyobb. A 2 da és a d akkor lenne egyenld, ha [q,,[ =1
lenne, de valéjaban |g,|<1. Ezzel (74) és a (75) is igazolést nyert.

A DI illetve az FI mindentateresztd racionalis atviteli fiiggvényének szamlaléja a
nevezbje altal meghatarozott:

n n-1
L@,z ra, 2"+ Aa 241

Hy(z)=K,z
wi(E)=K, z"+a, 2" +..+a, z+a,

., - _ (4.2-78)

s"—a, 5" +...ta _s7¥a,

H,  (s)=K .
wa(8)=K, s"+a s" " +.. . +a,_ s+a,

Az a, egyiitthatok ugy valasztandok, hogy a stabilitas biztositva legyen (a pélusok az

egységkoron beliil illetve a bal félsikon helyezkedjenek el), egyébként tetszdlegesek.

Vizsgaljuk most meg a polus-zérus elrendezés alapjan a mindentateresztd fazis-
karakterisztikdjanak viselkedését. Vezessiik be a kovetkezd jelléseket (7. abra):

ejg——17=Biejﬂ", e’—q=4e%  jo+p=Be”", jo-p=4e*.
4q;
Im{z}A Im{sin
Y ; :
B

\ ; 2; :
g1 s=1a, P z=p,
> >
K/T Re{z} Re{s}

4.2-7. abra Egy komplex polus-zérus par hatdsa a DI és a FI mindentateresztd faziskarakterisztikdjanak
viselkedésére

A (76) alakbdl kovetkezik a fazis-karakterisztika kdvetkez§ kifejezése:
(0(‘9): arcK ,—r '9+Z}/i("9)’ 7’i(‘9)=ﬂi(‘9)_ai(‘9);
i=1

¢7(a7):arCKA + g%(“))’ yi(a)):ﬂi(w)—ai(w)'
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A 7. 4brabdl lathatd, hogy DI mindentateresztére valdés g, esetén }/i(0)=7z vagy O,
konjugalt komplex g,,¢,,, par esetén y,(0)+7,,(0)=27z. A y,(8) monoton csskken és
7 (r)=0 vagy —z. A 7. 4brabo! lathat6, hogy FI mindentateresztre valés p, esetén
y,,(O):ﬂ, konjugalt komplex p,, p,., par esetén y,(0)+ yi+1(0):27r. Az a,{®) monoton
novekszik, a 7, (a)) monoton csokken és ¥,(c0)=0. Osszefoglalva:

DI: ¢, (7)-0(0)=-(n+r)r7; FI: g, (0)-0(0)=-nz.  (42-79)

A fazis-karakterisztika monoton csdkken azaz derivaltja nem-pozitiv (a futdsi idé
karakterisztika nem-negativ), amint mar kordbban megallapitottuk.
A DI mindentitereszté h[k] impulzusvalasza nem rendelkezik kiilonleges

tulajdonsaggal. A FI mindentatereszté A(f) impulzusvalasza mindig tartalmaz egy 5(1)
osszetevot.

4.2-3.4. Minimalfazisa rendszer

A minimalfazist rendszer atviteli fiiggvényének formalis tulajdonsaga alapjan definialt.

A diszkrét idejli minimdlfizisu rendszer egy olyan linearis, invaridns, kauzalis,
rendszer, amelyre a raciondlis H(z) atviteli fiiggvény minden pélusa az egységsugari
kéron beliil van (de a z = 0 helyen nincs pélus) és nincs zérusa az egységsugara kéron
kiviil. Ha a zérusok is csak az egységsugari koroén beliil vannak, akkor a rendszer
szigoruan minimalfizisy.

A folytonos idejli minimdlfdzisi rendszer egy olyan linedris, invarians, kauzalis,
rendszer, amelyre a racionalis H(s) atviteli fliggvény minden pélusa a bal félsikon van és
nincs zérusa a jobb félsikon. Ha a zérusok is csak a bal félsikon vannak, akkor a rendszer
szigoruan minimalfazisu.

A minimalfazisu rendszer definici6jabol kovetkezden gerjesztés-valasz stabilis.

A minimalfazisu rendszer atviteli figgvényének gyoktényezos alakja ezek szerint

DI: Hyl(z)=K (Z'Sl)(z"sz)”'(z"sm),mSn,0<|q,.(<1,0<|s,.\s1;

(2-4)(z-4,)(z-q,)

FI: HMF(S)zK(S_Zl)(S’ZZ)"'(S_Z'"),mSn,%{ 1<0, Relz, }<0

(z-pYz-p,)z-p,)

(4.2-80)

Lathato, hogy ha H,, egy szigorian minimalfazisu rendszer atviteli fiiggvénye és
m = n, akkor 1/ H,; is egy szigorian minimalfazisi rendszer atviteli fiiggvénye.

A minimalfazisi rendszer ¢, fiziskarakterisztikdjanak @), meredeksége sosem
kisebb mint barmely olyan rendszer ¢ faziskarakterisztikdjanak ¢' meredeksége,
amelynek ugyanakkora az amplitidé-karakterisztikéja:

. 40w (9) do(8) :
DI: "’dg > ?3 ha K, (8)=K(9);

e (), 40l0) e (o) k(o).

(4.2-81)
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Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a megegyezd amplitidé-karakterisztikdju rendszerek
koziil a minimalfazisinak a legkisebb a futasi id6 karakterisztikaja.

Az allitast a kovetkezd pontban fogjuk igazolni.

Racionalis atviteli fliggvényi rendszerek atviteli karakterisztikdja csak egy allando
szorzoban tér el, ha minden valos s, illetve z, zérusra elvégezziik az s, — §, =1/s, illetve
a z,—Z%=-2z helyettesitést, az egyes konjugdlt komplex zérus-parokra pedig az
s;—>8,=1/s], 8/=1/5, (inverzié az egységsugarii korre) illetve a 2/ > 2,=-2z], 5'=—,
helyettesitést (tiikrozés a valods tengelyre).

Kordbban (4.2-1.7. pont) mér lattuk a 4. &bran, hogy a FI esetben H(jw)
szamlaléjanak B(w) szogére B'(w)>0 és B! (w)<0. Ebbél mar kovetkezik, hogy (81)
helyes. Az is lathaté a 4. abrabol, hogy a FI esetben S_(o)< 3, (w) Ez megmagyarizza
az FI esetben a ,,minimalfézisi rendszer” elnevezést. Mivel azonban a fazishoz 27 vagyis
360° hozzaadhat6 vagy levonhato (és ezt gyakran meg is tessziik, hogy ¢ értéke —x és +n
kozé essék), ezért a minimalfazisi tulajdonsag szemléletes értelmezése nem egyértelmi.

A DI esetben nem ennyire egyszerii a helyzet. Az 5. abrabol kovetkezik, hogy
B.($)>0 most is érvényes, de B!(9) valtoztathatja eldjelét, ezért (81) DI megfelelsje
nem lathato a szemlélet alapjan. Az is kovetkezik az 5. abrabél, hogy 8 (9)> 8, (9), ezért
a minimalfazisi DI rendszer fazisa nem minimalis. A ,,minimalfdzist” elnevezés ezért a
DI esetben csak a FI esettel kapcsolatos formalis analogidra utal és tartalmilag félrevezetd.

A H (z):z” Hype (z),r eN alaka atviteli fiiggvény poélusai ugyancsak az
egységsugard koron beliilieck, ¢(9)=-r9+¢,;(9) fazis-karakterisztikija azonban
nyilvan kisebb mint @, (3) Ez az egyik oka annak, amiért nem engedjiik meg, hogy a
H,. (z)étviteli fliggvénynek a z=0 helyen pdlusa legyen. Egy masik okot a kovetkezd
pontban fogunk latni.

Szoritkozzunk most arra az esetre, amikor a H; (z)-—-P(z)/ 0(z) illetve a
H,(s)=P(s)/O(s) atviteli fiiggvény szigoriian minimalfizisi rendszert ir le (P és Q
polinom). Ekkor a az 4tviteli fiiggvény logaritmusa, a ¥(z)=1In H,;(z )= In P(z)~In O(z)
illetve a V(s)=InH,;(s)=InP(s)-InQ(s) figgvény minden szingularitisa az
egységsugari koron belill illetve a bal félsikon van. (Ezek a szingularitdsok nem poélusok,
hanem logaritmikus szingularitisok.) Fejezziik ki az atviteli karakterisztika, vagyis
Hyy (ejy):K (9) e’ illetve Hyp(j@)=K(w)e?® logaritmusét:

lnHm(ejg):an(9)+j(o(l9); InHy;(jo)=In K(o)+ jo(o).

A valds tész és a képzetes rész Hilbert-part alkot, vagyis alkalmazhat6 a (3.2-52) szerinti
Bode-tétel, amelyben most In K a valés rész és @ a képzetes rész. Lathatjuk, hogy miért
volt szitkséges annak kikotése, hogy a rendszer szigorian minimalfizisu: a logaritmus-
képzés kovetkeztében az atviteli fiiggvény zérusai lényegében ugyanolyan szerepet
jatszanak, mint a pdlusai.

A K amplitadé-karakterisztikahoz, illetve a ¢ fazis-karakterisztikdhoz a Hilbert-
transzformdcid vagy a Bode-képletek alapjan olyan fézis-karakterisztika, illetve
amplitidé-karakterisztika rendelheté, hogy H=Ke'’ egy kauzalis, stabilis és
minimalfazist rendszert irjon le. A korabban megadott 6sszefliggésekbdl kovetkezik, hogy
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1% K(A) K@) _ 17 o) ;
‘”(‘9)‘§Itg((/1—8) 5™ ko) 2 imdl’ (4.2-82)
k(1) K@) 17e(d) K(w) 2l2) h
e e e e P AL

Az integralokon azok Cauchy-foértéke értendd, tényleges kiszamitasuk ritkan egyszeri.
Az utolsé osszefliggés az el6z6bol csak némi megfontolas aran adédik.

A tétel Aaltalanosithatd nem minimalfazisi rendszerekre is, de ezzel nem
foglalkozunk.

Példa Egy FI rendszer amplitadé-karakterisztikdja
K,, <,

k)= <
K, |o>9.

Hatdrozzuk meg a fazis-karakterisztikdt gy, hogy az atviteli karakterisztika
kauzalis rendszert jellemezzen!
A (82) értelmében példaul 0 < @ < esetén az integral Cauchy—ﬁSértéke

-2
(o(a)) —hmhm InK, di + j- an"M ]-anO i+ anl dib
S A-o 5 A 2

JT A-® £0 -

Hasonld az eljaras (2 < o esetén. Az integralok szamitdsa, majd a hatirértékek képzése
nem okoz nehézséget. Végeredményben azt kapjuk, hogy

(p(a)):;ln(KO]l

Az o pozitiv értékeire p(w) el6jele megegyezik In(K,/K,) eldjelével, vagyis példaul

-0

K, /K, <1 esetén (alulatereszt6) a fazis negativ. A K| és K, egyike sem lehet nulla, ezért
az idedlis alulatereszt6 és feliildteresztd nem kauzélis rendszer. #

4.2-3.5. Az atviteli fiiggvény tényezékre bontasa

Barmely gerjesztés-valasz stabilis rendszer H(z) vagy H(s) atviteli figgvénye felbonthat6
olyan tényezok szorzatira, amelyek egyike mindentiteresztd, mdsika minimalfézist
rendszert ir le:

H(z)=H(z) Hy(2);  H(s)=H,,(s) Hyls). (4.2-83)

A felbontds egy allandé szorzo erejéig egyértelmii.
Legyen a diszkrét idejii rendszer atviteli fiiggvénye a kovetkezo alakban adott:

1)k s ems) - e=s,)
(Z_ql)(z_qz)"’(z_qn)
Is,|>1,i=1,2,...4, |s|<li=h+Lh+2,. . m; (4.2-84)

0<|qi|<1, i=L2,...,n, m<n+r.
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A (83) szerinti felbontas két tényezdje ekkor
(z=s)fz=5,)-Az~s,)
(z I/s,')(z l/sz'T (z 1/s,,)’

KLUSI)(Z I/SZI) (Z I/Sh)(z sh+1)(z sh+2) (Z S)
Helel, c-0)Gg,) Gos)

HMA(Z):KA z"

.(4.2-85)

Legyen a folytonos idejii rendszer atviteli fiiggvénye a kovetkez alakban adott:

(S"Zl)(s_zz)‘”(s_zm)
(s=p)s=p)(s-p,)
Relz,}>0,i=1,2,...,h; Re{z,}<0,i=h+1Lh+2,...,m
Re{p,}<0, i=12,...,n; m<n,

H(s)=K

(4.2-86)

A (83) szerinti felbontas két tényezGje ekkor

(s=2)(s~2,)(s~z,)
r+zl)(s+zz) (s-l—z;)’

i (s } K,
(4.2-87)

HMF(S)=—I—<— (s+zl )( +z 2)...(s+z;)(s—z,,ﬂ)(s—zm)u-(s_zm).

KA

A K, allando tetsz6leges,

(s=p)(s-p,)(s-p,)

K, =legy szokasos valasztas.

AMmiz} AMm{z} Almiz}
° °
X\ K \x . /:_ “\s
X/ Refz) k Re{z) k s/ Refz)
-] -] /
H(Z) = HMA(Z) X HMF(Z)
Alm{s} Almisy Alm{s}
° X °© °
X
X
) X Re{s} Regs, N X R€7{S}
] X [ ] ol ]
H(s) = H,y:(s) x H,:(s)

4.2-8. dbra Az atviteli fliggvény felbontdsa egy mindentjteresztd és egy minimalfizisi rendszer atviteli
fiiggvényére a polus-zérus elrendezéssel szemléltetve
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Lathatjuk, hogy H,,, és H,, szorzata valéban az adott H fliggvényt adja. A H;

minimalfazisi, de nem szigorGan minimalfazisi rendszert jellemez.
A H,,, zérusai megegyeznek a H egységsugarl koron kiviil illetve a jobb félsikon

elhelyezkedé zérusaival. A H,,, polusait iigy valasztottuk, hogy a mindentatereszt jelleg

biztositott legyen, tehat a polusok a zérusok titkkorképei az egységsugara korre illetve a
képzetes tengelyre, tovabba a g, =0 polus, ha ilyen van. A H,, polusai megegyeznek H
polusaival (a ¢, =0 polus kivételével). A H,, atviteli figgvény 4 szamu zérusa
megegyezik egyrészt H,,, polusaival (ezek a szorzds utdn egyszeriisodnek), a tovabbi
zérusok pedig H azon zérusaival, amelyek az egységsugarti kéron beliil és e koron illetve a
bal félsikon és a képzetes tengelyen helyezkednek el.

A felbontast egy egyszerli esctre a 8. dbra szemlélteti az atviteli fiiggvény és
tényezdinek polus-zérus elrendezésével.

Ha H egy polusa eleve valamelyik zérusanak megfeleld tiikorképe, akkor azt
természetesen nem kell kiilén bevezetni a felbontas soran.

*4.2-3.6. Sziirek

Tég értelemben a szi#7d egy olyan rendszer, amelynek gerjesztés-vélasz kapcsolata kielégit
bizonyos elbirasokat, mas széval specifikdciokat. Tébbnyire megkoveteljik a kauzalitast
és a stabilitast, gyakran a linearitast és az invarianciat is. Az el6irdsok egy része merev
(példaul kauzalitas, stabilitds), mas részikk optimum tipusd (egy valasztott hibamérték
legyen minimalis) vagy tolerancia tipusii (egy vagy tobb jellemzonek egy elbirt
értéktartomanyba kell esnie).

A szird szitkebb értelemben a frekvenciatartomdnyban specifikalt rendszert jelent.
A tovabbiakban ezt a szlikebb értelmezést fogjuk alkalmazni. Célunk csak néhany
alapgondolat bemutatdsa, nem toreksziink teljességre sem a feladatok megfogalmazasat,
sem azok megoldasat illetéen. Targyaldsunk soran FI szlirkre szoritkozunk.

Tipikus szilirspecifikicio a K ((,o) amplitado-karakterisztika el6irasa. Ide sorolhaté
a rendszer sdvszélességének eldirasa (3.2-2.5. pont) vagy a mindentdtereszto értelmezése
(4.2-3.3. pont.). Tovabbi specifikaciokhoz vezessiink be két fogalmat.

Egy szixd dreresztdsdvja, illetve zdrdsdvja az a frekvencia-intervallum, amelyben
arendszer K (a)) amplitido-karakterisztikdja eleget tesz a kvetkezd kovetelménynek:

1

1+¢

K

atereszt6sav (o, <w < @, ): - maxSK(a))sKmax, 0<e<l;

zardsav (o, <w < w,): 0<K(w)<nK,,, 0<n< (4.2-88)

1
max > N
J1+é&2
Ezek szerint az ateresztésavban a sziirdé K2(w) energia-atviteli karakterisztikija nem
kisebb maximalis értékének felénél. Az ateresztosavbeli megengedett ingadozast jellemz6
£ paraméter ilyen alaku értelmezésének torténeti oka van.
Ha az ¢ paraméter nincs explicite megadva, akkor £= 1 a szokdsos értelmezés:

Steresztbsav: —— K, . <K(@)<K,,; k., -3dB<k(w)<k,

4.2-89
N ( )

ax
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Rendszerint ennél kisebb & értéket engednek meg a jo sziirés érdekében. Az 7
paraméterre nincs ilyen megallapodas szerinti értelmezés.

Az Ateresztbsavot és a zardsavot az dtmeneti sdv valasztja el egymastol, ahol egyik
feltétel sincs kielégitve. Egy sziirének lehet tobb teresztdsavia és tobb zardsavia.

A 9. 4bra négy tipikus toleranciasémdt szemléltet:
— az aluldteresztd atengedi a kis frekvencidkat és nem engedi 4t a nagy frekvencidkat;
~ a feliilatereszid atengedi a nagy frekvencidkat és nem engedi 4t a kis frekvenciakat;
— a sdvateresztd csak a kozepes frekvencidkat engedi at;
— a sdvzdré a kdzepes frekvencidkat nem engedi at.

K KA
K. fgssscssd Koo LLLLLL,
1 X 1
s S K s
1+ 1+e> " ’
K 2777 nK o Yl
0 > 0 >
0=w, @, w, @ 0=0, @, , 1)
(a) Ateresztd zard {by =zard Atereszth
KM KA
K, . Vol LA K oI VALl
1 1
Kmax K, <]
\/1 +&2 YLl 1ee? ™ VS
1K e S22 28 (L 1K e PSS
o > 0 >
W @
=0, 0, o, Dy Dy 0=0, @, @, Dy By
(¢} lLzarée  dteresztd  2.zard {d) 1.atereszté  2ard 2.Atereszth

4.2-9. abra A négy alapvetd sziirbtipus toleranciasémaja és egy azt kielégit6 amplitidé-karakterisztika

Az 4brakon feltiintettiink egy-egy olyan K(w) amplitidé-karakterisztikat, amely
kielégiti a koveteiményeket. Ennek menete lehet egy sdvon beliil vagy monoton (esetleg

egyetlen lokalis széls

"o

0¢

amplitadé-karakterisztika tervezésére mutatunk egy modszert.

Az 4bréan az 4teresztSsav alsé hatarat @, , felsd hatérat pedig w, jeldli, a zarosav
alsé hatarit o,, felsé hatarat pedig w, jeloli. A saviteresztonek két zarosavja, a
sivzarénak két ateresztésivja van. Az &brabol lathats, hogy a nulla és a végtelen

frekvencia mindegyik tipusnal savhatar.
A sziir8 annal bonyolultabb, minél kisebb ingadozdst engediink meg az ateresztd-

és a zar6savban és minél keskenyebb az atmeneti savot vagy sadvokat irunk eld.

rtéki) vagy ingadozé. A kovetkezd pontban a monoton tipusd
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Gyakran csak az ateresztosdv (vagy csak a zarosav) eldirt. Példaul a torzitismentes
atvitelhez az ateresztdsav eldirt, a zdrdsavnak nincs jelentdsége (3.2-2.4. pont).

Hasonlé eléirasok vonatkozhatnak a ¢(w) fézis-karakterisztikra, vagy a (@)
futasi id6 karakterisztikara. Lattuk, hogy a torzitasmentes atvitelhez az ateresztésdvban
linearis fazis-karakterisztikara, vagyis dlland6 futési id6 karakterisztikdra van sziikséglink.

Egyes esctekben ugyanabban a frekvenciasivban mind az amplitido-
karakterisztikira, mind a fazis-karakterisztikara vonatkozik elbirds. Ez a helyzet a
torzitismentes 4tvitelnél is. Mas esetekben az egyik sadvban az amplitado-
karakterisztikdra, egy masik savban a fazis-karakterisztikara vonatkozik eldirds. Ezeket a
bonyolult feladatokat a tovabbiakban nem is érintjiik.

A kovetkezd két pontban izelitét adunk a szlirbtervezés modszereibdl. A diszkrét
idejii sziiré tervezését rendszerint a folytonos idejiire vezetik vissza. A sziirdtervezeési
feladatok megoldasara szamitogépes programok allnak rendelkezésre.

*4.2-3.7. Maximalisan lapos sziirék

A folytonos idejii szfirék tervezésének feladatra és annak egy megoldasdra ebben és a
kovetkez6 pontban mutatunk egy-egy példat.

Hatdrozzuk meg egy linedris, invaridns, kauzalis, gerjesztés-valasz stabilis,
folytonos idejii rendszer racionalis H(s) atviteli fiiggvényét ugy, hogy a rendszer
amplitidé-karakterisztikdja kiclégitse a (88) szerinti specifikdciot. A fazis-
karakterisztikdra nincs el6iras.

A feladat megoldasara sok modszer ismeretes, amelyek mindegyike valamilyen
szempontbdl optimélis. A kévetkezékben a legegyszeriibb (de nem a leggazdasigosabb)
megoldast targyaljuk, amelyet maximdlisan lapos vagy Butterworth tipusi kozelitésnek
neveznek.

ElSszor az aluldtereszté sziird atviteli fiiggvényének meghatarozasat targyaljuk,
azutdan megmutatjuk, miként szarmaztathaté ebbdl a feliilateresztd, a sdvateresztd €s a
savzar¢ szird atviteli fliggvénye.

Maximalisan lapos aluldtereszté sziiré

Tekintsiik a kovetkezd folytonos idejii amplithdé-karakterisztikat:
w1 nez,. (4.2-90)
1+ (w/w, )"

Az Olvasora bizzuk annak igazolasat, hogy ez a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

d'K 1
K(0)=1; ﬁaz(‘a—)—) =0, i=1,2,...,2n-1; K(@ )=—E:>k(w0)=—3d]3_ (4.2-91)

w=0
Az amplitidé-karakterisztika jellegét a 9. abra bal felsé diagramja mutatja. A K(w)
maximélisan lapos abban az értelemben, hogy az w = 0 korfrekvencian nem csak érintdje
»vizszintes” és gorbiilete nulla, de még 2n—1 szaml derivaltja is nulla értékil. Az n
novelésével az amplitudé-karakterisztika egyre ,laposabba” alakithato. Az amplitado-
karakterisztika @ pozitiv értékeire szigortian monoton cskkend.
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Az n és az w, paraméter a (88) szerinti két feltételbol hatarozhatoé meg. Jelslje az
ateresztOsav felsd hatarat w, , a zarosav also6 hatdrat @, , akkor a specifikaci6 értelmében

1 1
> =n.
1+ (@, /@, )" \/l+e Ji+(@, /@, f"
Elemi szdmitassal kapjuk, hogy
_ln( /5) -In (& 7) ()"
S s R ey M P

El6szor meghatarozzuk v értékét. Az n az a legkisebb egész szam, amelyre n>v. Ezzel
az n értékkel szamitjuk az o, paramétert. Lathatd, hogy annal nagyobb n fokszim
szitkséges, minél kisebb &, 77 és @, / w, érték van elbirva, ami megfelel varakozasainknak.

Igazolhato (1. alabb), hogy azon atviteli fiiggvény, amely GV stabilis rendszert ir le
és ,H ( ] a)) =K (cu) a (90) szerinti, a kdvetkezd racionalis figgvény:

n

(s—Po)(s—pl)(s_;*)...(s_pr)(;;), n=2r+1;

; k
=0, %, a,=r——m, k=0,1,2,...,r
n

H(s):

, (4.2-93)

(S‘pl)(s—p;)..(f(s_pr)(s_p:), n=2r;

2k_17r, k=1,2,...,r
n

H(s):

i,
P =0, @ =7~

Az atviteli figgvény poélusai a bal félsikon helyezkednek el az origé koriili @,
sugarn félkéron, két egymast kbvetd polus szogének kidlonbsége 7/ radian.
Az igazolasnak csak a vazlatdt adjuk meg. Konnyen beldthatd, hogy s=jw

helyettesitéssel D(s)=1+(+s/@,)’" a (90) szerinti K(w) nevezdje. A p, értékek a
D(s)z 0 egyenletnek a bal félsikon elhelyezked6 gyokei. Az ] jow - pk} tényezok szorzata

a K{w) nevezjét adja.

Példa Egy aluldtereszt6 szlird specifikacids adatai: @, = 100 krad/s, 6= 0,5 és @, = 1000

krad/s, n7 = 0,003. Hatarozzuk meg a maximalisan lapos atviteli fliggvényt!
Az n fokszam és az w, korfrekvencia szdmitasa (92) alapjan:

_-1n(0,003-0,5)

=282 = n=3; @,=0,5""w, =126,0krad/s.
In (1000/100)

Az tviteli fiiggvény polusai p, =—@,, p,=-w,e 7 =, (-0,5-j0,866) és p;. Az
atviteli figgvény nevezdje és szamldldja ezek felhasznalasaval

A(s)=(s + a2, (s +@y5 + 0 )=5'+ 20,5+ 2 0} s+ @}, Bls)=w; .

Ellendrzésiil megallapithatjuk, hogy
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(o) =(-20,07+ @} f+ (-0’ +20} 0f =0+ of.

Az amplitidé-karakterisztika valéban a (90) szerinti. Ellendrizhetjiik, hogy 4(0)=1,
K(w,)=1//1,25 =0,894 , a specifikicionak megfelelen, de K(w, )=0,002, ami kisebb az

elbirt 0,003 értéknél, ami annak kovetkezménye, hogy n az egész szdmra kerekités miatt
nagyobb az elméletileg sziikséges €rtékénél. #

Maximdlisan lapos mds tipusu sziirék

Az el6zbek alapjan meg tudjuk hatarozni egy olyan alulateresztd sziir§ atviteli fliggvényét,
amely kielégiti az dateresztbsavban az {d,=0,d,;&}, mig a zarésivban az
{6,,0,=0; 1} adathdrmasokkal jellemzett specifikaciot.

Jelolje ezt az atviteli fliggvényt illetve az amplitudd-karakterisztikat H (§) illetve
K (c?)) A felsé ,sapka” az alulateresztd referenciasziré jellemzdire (korfrekvencia,
komplex frekvencia, atviteli fliggvény, atviteli karakterisztika) utal.

Moddszert fogunk adni a feliilateresztd, a sdvateresztdé és a sdvzard olyan H(s)
atviteli figgvényének €s K(w) amplithdo-karakterisztikdjanak meghatbrozésara, amelynek
paraméterei megegyeznek a referenciasziird & ateresztOsavi €s 77 zarosdvi paraméterével,
harom (nem tobb!) hatarfrekvencidja tetszblegesen eldirhatd. A modszer a frekvencia-
transzformacio: ennek sorédn az § véltozordl az §=35(s), az @ véltozordl az &=d(w)
fliggvénykapcsolattal tériink at az s illetve az @ valtozdra. A transzformacionak olyannak
kell lennie, hogy ne befolyasolja a stabilitasi tulajdonsagot, vagyis az § bal félsikjatt az s
sik bal félsikjaba kell atvinnie. Ezéltal a referencia 4tviteli fiiggvény bal félsikra esé
polusaibol a keresett atviteli fiiggvény bal félsikra es6 pdlusai lesznek.

Maximalisan lapos feliilateresztd sziiré

A felilateresztd szlird Aateresztdsavjanak paraméterei {a)a, @D, =05 € }, zardsavjanak
paraméterei {mc =0,0,;7 }, amint ezt a 9. dbra is mutatja. Az ezt biztositd és a stabilitast
meg6rz6 frekvencia-transzformacié
. 0 . 02°
o= ,  §=—. (4.2-94)
@ s

Az (2 korfrekvencia tetszleges (2°=w, w, egy szokasos vélasztas). A feliléteresztd
F A) és az alulatereszt6 refrenciasz{ird (AA) Osszetartozo frekvenciai a kovetkezok:

FA: w0=0 o, o, o  w=e"aw,

; . 2 7 . “Un A

AA: d=0 =6 =4, 0 d,=&'"d,
w, o,

A{0,0,;7 } zarosav az {@®,,00;n} referencia-zérosavba, mig az {o,,0; &} dteresztésav
a {0, O,; g} referencia-ateresztosavba transzformalddik. Ismerve a referencia-alulatereszto
H(§) atviteli fiiggvényét — el6zbleg a maximalis lapossagh kozelitést meg is adtuk — a
feliilatereszto atviteli fiiggvényének kifejezése
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FA: H(s)=H() (4.2-95)

§=0%/s

Hasonléan kapjuk a K(w)=K (&X o) amplitido-karakterisztikat.

Példa Hatdrozzuk meg annak a feliildtereszté sziironek az atviteli fliggvényét és atviteli
karakterisztikajat, amelynek zarosavjat a {0, 100 krad/s; 0,003}, ateresztésavjat az {1000
krad/s, «; 0,5} paraméterek jellemzik.

Legyen 2*=w,w,=10°(krad/s)’. Ekkor &,=02%/w,=w,=100krad/s és
@,=82* o, =w0,=1000krad/s adédik. Ezek szerint éppen az elézé példaban vizsgalt
alulateresztd specifikacidit kaptuk. Az atviteli fliggvény ennek megfeleléen

A3 3

2 ‘ N krad
23 Y : A2 A ~3 3 00551/3(‘)0:793’70_____‘
5 +2@y8 +2a)0s+a)0‘

H(S): =
L, T2, 5"+ 200 s+ o s
5

Némi szdmolassal belathatd, hogy az energia-atviteli karakterisztika kifejezése

TR (co/a)o)6
K (a))_1+(a)/(o0)6 ’

tovabba K(w,)=0.894; K(w,)=0,002 mint az eléz6 példaban az alulteresztdre, amint
annak lennie is kell. #

Maximalisan lapos sdvdteresztd sziird

,,,,,

{O, a)d;ﬂ} és {wc, ;7 }, amint ezt a 9. dbra is mutatja. Az ezt biztosité és a stabilitdst
megodrzo frekvencia-transzformacio
~ .Q 2 ~ -Q : 2 wa a)b
D=@——, §=5+———; 2°= . (4.2-96)
a)c a)d
Az 0,0, =0, o, feliétel azt jelenti, hogy csak hdrom hatérfrekvencidt vélaszthatunk
meg szabadon. A (96) megkotés egy kovetkezménye
O,=0,-—0,, O,=0,-0,. (4.2-97)
A saviteresztd (SA) és az aluldteresztd referencia-sziird (AA) Gsszetartozé korfrekvenciai
SA: w=0 w, o, 2 0 © ©
AA: H=—0 -&, -6, 0 &, &, +o
Az {0, 0,; &} bteresztbsav a {—d,,d,; £} Ateresztésdvba, mig a {0,w,;7}, illetve az
{@,,0;n} z4résav a {~o0,—d,;n}, illetve az {6.,%;n } zarésavba transzformalodik.
Az atviteli fiiggvényt vagy az amplitido-karakterisztikat az el6z6hoz hasonléan
behelyettesitéssel kapjuk. A K(w) maximaélis értéke 1, ez az (2 korfrekvencian (az

ateresztdsav mértani kozepénél) 1ép fel. A H(s) fokszama kétszerese a referenciasziird
fokszdmanak. Ez azt jelenti, hogy a jelfolyam halézattal torténé realizdlas sordn kétszer
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alulateresztd realizalasahoz.

Példa Hatirozzuk meg egy olyan saviteresztd atviteli fliggvényét és amplitado-
karakterisztikajat, amelyre az ateresztosavi specifikacié {100 krad/s, 200 krad/s; 0,5}, els6
zarésavjanak specifikdcidja {0 krad/s, 19,6 krad/s; 0,003}, masodik zarésavjanak
specifikacidja {1020 krad/s, «o; 0,003}. A masodik zardsav alsé hatarat (100)(200)/19,6
adja, a tobbi adat szabadon valaszthato.

Az aluldteresztd referenciasziirére @,=100 krad/s és @, = 1000 krad/s. Ez éppen a

kordbban vizsgalt alulateresztd, ezért felhasznéalhatjuk annak Atviteli fiiggvényét
(amelyben &, =126,0krad/s ):

(5)= ” ] B
CS20,8 200 8+

A@s)

s=s+07%s
A(s)=5°+20,5°+ (3. 2%+ 2 &} '+ (4 2%+ 07 ) oy 5>+
+(302°+202) 22422 0,5+ Q% 2F =m0, =20000 (krad/s).
Az atviteli karakterisztika kifejezése elemi, de hosszadalmas szamitas utan:
o 2°
K (a)) =
Ajo)
[4( o) = 02 -62% 0" +152* 0" -(2002°~6¢ o’ +152° 0* 62" 0* +02".
Ezt az eredményt elééllithatiuk K(d) kifejezésének felhasznalasaval is. #

Maximdlisan lapos sdvzdré sziird

A sdvzard sziiré zarésavjanak paraméterei {coc, @431 }, két dtereszt6savjanak paraméterei
{0,,;¢} és {w,,0;¢}, amint ezt a 9. 4bra is mutatja. Az ezt biztosité és a stabilitast
megdrzd frekvencia-transzformacio

'QOZS . QZ {a)a @,

Q@ -
2 2
27°+s w, 0,

§:
2
fo Lo %

o= =

, =(o,~0,)0,~v,). (42-98)

Az Q] helyett mas 4llandd is hasznalhaté. Az w, w,= o, @, feltétel azt jelenti, hogy csak

harom hatarfrekvencidt valaszthatunk meg szabadon. A (98) megkotés egy
kovetkezménye

A

@, =w,~ o

c

, D =0,—w,. (4.2-99)
A savzar6 (SZ) és az alulatereszto referencia-sziird (AA) Osszetartozo korfrekvencidi:
SZ2: w=0 o, o 2 o, o, ©

AA: H=0 &, &, *x -b, -G, 0

Az értelmezés hasonld, mint a savatereszténél, ezért nem ismételjiikk meg és nem adunk
példat sem.
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Mint mar emlitettiik, a megadott frekvencia-transzformaciok nemcsak a maximalis
lapossagu kozelités esetén hasznalhatok, hanem mas, altalunk nem targyalt kozelitések
esetén is. Ezek vagy az ateresztOsavban vagy a zarésavban, vagy mindkettSben ingadozo
amplitidd-karakterisztikdt eredményeznek. Ilyenek alkalmazdsaval gyakran kisebb
fokszamu sziirbvel is kielégitheto a specifikacid.

Lathato, hogy a frekvencia-transzformacié nem biztositja a savateresztd és a
savzard szir6 tervezésének &ltalanos megolddsat, mert a specifikacié paramétereire
megkétések vonatkoznak,

*4.2-3.8. Maximalisan lapos futisi idejli mindentatereszté

Mint mar lattuk (3.2-2.4. pont), a torzitdsmentes jelatvitel egy olyan FI rendszerrel
val6sithatd meg, amelynek dtviteli karakterisztikdja H,(jw)=K,e”“7 ahol T>0 a
késleltetési id6. Az ennek megfeleld atviteli figgvény H,(s)=K,e™".

Célunk egy olyan kozelité raciondlis H(s) atviteli fliggvény elballitisa, amelynek
polusai a bal félsikra esnek. E feladatnak sok megoldasa van, ezek egyikét targyaljuk.

A () futdsi idd karakrerisztika kifejezhetd a kovetkezo alakban

{w)=—Re {H'(S)

H(s)

| } H'(s) -4 as), (4.2-100)

ahol a vesszd az s szerinti differencialast jeloli. Ugyanis H(jw)=K(w)e* jeloléssel
nH(jo)=InK(w)+j (o),

%{——d—-lnH(ja))}z%{ 1K), d"’(“’)},

djo kW) do | do

amib6l (100) mér kovetkezik.

Meg akarjuk hatarozni azH, (s): e " mindentatereszté atviteli fiiggvény egy
olyan racionalis kozelitését, amelyre az amplitido-karakterisztika pontosan allando, tehét
feladatunk a @,(®)=~w T linearis fizis-karakterisztika, vagyis a 7, (@)=T allando futasi
id6 karakterisztika kozelitése.

Tekintsiik a mindentdtereszté futdsi ideje legjobb kozelitésének a maximdlis
lapossdgut, vagyis azt, amelyik a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:

d'z(w)

w0)=T; —54 =0, i=L2..,n (4.2-101)
do’

=0

A mindentatereszté racionalis atviteli fiiggvénye (4.2-3.3. pont; aldbb bevezettik a
¢; = a,_, / a, 0j egyiitthatokat):

H(s)

Az egyiitthatéknak még ki kell elégiteniikk a stabilitdsi feltételeket is (tobbek kozott
mindegyiknek pozitivnak kell lennie).
A futasi id6 karakterisztika kifejezéséhez képezziik a (100) szerinti alakot:

A(—s): l—¢ s+¢, ... +(-1)¢, s". (4.2-102)
Als) l+¢, s+c, s +...+¢, 5"
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H'(s)_{A(=s)} Als)- Al=5)a's) Als) __ as)  {AC-s))

H(s) [AG)F Als) Al)  ACs)
Az s=jo helyettesités utdn a masodik tag az els6 tag konjugalt komplex parja, ezért
ssszegik valos. A (100) értelmében ezért

rw)=-H2 (s) ; H(S)EA(_S). (4.2-103)

Célunk a ¢, egyitthatok meghatarozasa ugy, hogy egy » megvalasztdsa utan a (101)
feltételek és a stabilitas feltételei is ki legyenek elégitve.
Tekintsik elészor az n=2 esetet. Ekkor A(s)=l+c s+c,s° és ebbél
A(s)=c,+2c, s . Az osztést elkezdve
(cl +2c2s):(1+cls +czsz)=cl+(2c:2 —clz)s+cl (cf —3c2)s2
(2 c,—c! )s -cc,s’

33,2 2 2.3
(—3c1 ¢, +¢; )s —(2c2 —c, ¢, )s

Az s valtozot a —s valtozdval helyettesitve, a (100) szerint kapjuk, hogy

Z((j))=—2cl (1+(c-3¢)s%+..}, r@)=2¢ {1-(c23¢,)0* +..}.
Lathato, hogy az optimalis valasztas 2 c,=7.Ezek szerint n=1 esetén
1-sT/2 T
(S)_1+ sT/2 (a))—l+(wT/2)2

a maximalisan lapos futdsi idejii mindentateresztére. Ha n =2, akkor a masodfokl tag

egyiitthat6ja nullava teheté 3c,=c’=(T/ 2)° valasztassal és ekkor

_1=(sT/2)+(sT/2) /3
H(S)_1+(ST/2)+(ST/2)2/3, i

1+(wT/2) /3
1+(@T/2) 130T /2)'/9°

Lathat6, hogy mindkét esetben az atviteli figgvény stabilis rendszert ir le. Ez szerencsés
koriilmény, hiszen ennek biztositasarol nem gondoskodtunk. Nagyobb fokszamu
kozelitések hasonld médon szamithatok.

Igazolhaté, hogy a maximalisan lapos futdsi idejli mindentatereszt6 Aatviteli
fiiggvényének altalanos kifejezése

H(s)= ACs) A(s):i—"!—(zﬂ—(sT)i i=12,... . (4.2-104)

Als)’ S (2n)t (n—i) it

Az A(s) polinom zérusai mind a bal félsikon helyezkednek el, vagyis az dtviteli fiiggvény
stabilis rendszert ir le. E p6lusok sziikség esetén numerikusan szamithatok.
Az n fokszdm alkalmas megvalasztasaval elérhet6, hogy ha 7-T7, a futasi id6

karakterisztika megengedett eltérése az eloirt [0, @ f] frekvenciasavban, akkor 7{w f) =T,

teljesiiljon, aminek kovetkeztében T, <7(w)< T,0<w<w, ki van elégitve.
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4.2-3.F. Feladatok

F-1. Egy diszkrét idejii, FIR tipusu rendszer impulzusvélasza (hiromszogletii vagy
Bartlett-ablak)

h[k]={g[k]—g[k—M]}%+{g[k~M]—g[k—2M]}2M k.

Hatdrozza meg a rendszer atviteli fliggvényét, dtviteli karakterisztikéjat,
amplitado- és fazis-karakterisztikdjat! Linearis a fazis-karakterisztika?

F-2. Egy diszkrét ideji, linedris fézisy, idealis alulatereszt§ atviteli karakterisztikaja
H(ejs)ze‘”"g, OS$.9|<%; H(e19)=0, g—sl&kﬂ :

Hatdrozza meg annak a DI, kauzilis, FIR tipusi rendszernek a H, (ej 3) atviteli
karakterisztikajat, amelynek impulzusvalasza az idealis impulzusvalasz csonkitottja:

iy k= lelk]- el ~ L] alk],
ahol A(k] az idedlis rendszer impulzusvalasza. Legyen p =4 és
(@) L=2. (b)L=4. (c)L=238.

Melyik csonkitott impulzusvélaszi rendszer alulateresztd jellegii?

*F-3. Tekintse a kovetkezd E, fiiggvényeket, az elsé néhany Padé-tortet (az elsd index
a szamlalo, a masodik a nevezd fokszamat jeloli):

1 1-x/2
Eo1(x):m7 11(x) 1+x > 02( >—1+x+x 25’
()= 1- x/3 ()_1 .X/2+X/12
P 2x/3+ x2/6° 1+ x/2+ x*/12°

Igazolja, hogy ezek Taylor-soranak elsd m + n szamu tagja megegyezik az
1

e =1—x+lx2 —i)c3+—x4 -,
2 3t 4!

Taylor-sor elsd m + n szam1 tagjaval.

A fenti eredményeket felhasznalva adjon racionalis kozelitést az alabbi, nem
racionalis FI atviteli fliggvényekre (7> 0):

(a) H(s)= T (késlelteté vagy linedris f4zisu mindentateresztd).

(b)#(s)="=

Igaz-e, hogy az igy kapott H, (s) 4tviteli fiiggvények kauzalis és gerjesztés-valasz
stabilis rendszert jellemeznek?

(allandé értékii, véges hosszlisagu impulzusvalasz).

*F-4. Egy FI rendszer fazis-karakterisztikaja

(o(a))=0,0<a)<w,; (D(a))=C7I, O <O<W,; (/)(a))zo,a)2<a)<oo.
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Hatarozza meg azt az amplithdd-karakterisztikat, amely kauzalis rendszert ir le!
Lehet-e @, =0, illetve @, =co értékli?

*F-5. Egy DI rendszer amplitido-karakterisztikaja
K(9)=K,, 0<9<9; K(9)=K,, 4<9<8: K(3)=K,, %<9<x.

Hatarozza meg azt a fazis-karakterisztikat, amely kauzélis rendszert ir le!
Van-e valamilyen megkotés a K, vagy a 9, eldirasokra?

*F-6. Egy DI rendszer fazis-karakterisztikaja
p(9)=0,0<9<9; ¢(9)=Cr, 4 <3<8,; o9)=0, 9 <9<x.

Hatarozza meg azt az amplitidé-karakterisztikat, amely kauzalis rendszert ir le!
Lehet-e 9 =0, illetve 3, =7 értékii?
4.2-3.M. Megoldasok

M-1. A 4.1-1.F-3(d) feladat eredményét is felhasznéalva

§ ) i 2 : 2l
I’I(Z)ZZ2 1___2£iu_+_zz_2Aj_’ H(ejé?): lﬂejzg _ sm(M&‘/Z) e j(M 1).9/2'
M(Z—l) J-e~ Sln(3/2) m

A rendszer linearis fazist, mint az a legutolso dsszefliggésbol kovetkezik.

M-2. A linedris fazisu, idedlis alulatereszt$ impulzusvalasza a megadott savhatar esetén

zl2 .

Wil [eitroag _Lsinfk—pl/2
—x/2 % k-p

A csonkitassal elballitott, kauzalis FIR tipusi rendszer atviteli karakterisztikaja p =4

figyelembe vételével
H (e”):ih[k]ejs":i{_—le‘w e Foies +ej5‘9+_—1e‘j79+...}.
r ~ 7|3 2 3

A megadott impulzushosszak esetén

- 1 1
@a ), ko)=L

() H4(ej3)=l{—_3~l ej5+ej3}e‘j23, K4(9)=3L«l10—6cos 249.
r

z
isy_ 1 2 .
() Hs(e’3)=;{§+2cosl9—§cos3 S}e e

Az amplitidd-karakterisztika abrazolasaval belathatd, hogy csak a (c) szerinti ir le
alulatereszt6t. Ebbol kovetkezik, hogy az impulzusvalasz csonkitasa megvdltoztathatja a
frekvenciafiiggés jellegét (esetiinkben az aluldteresztd tulajdonsigot)!
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*M-3. Az allitast példdul polinomosztassal ellengrizhetjiik.
(a) Hmn(s):Emn (ST)

Csak H,,(s) és H,,(s) ir le linearis fazisi mindentsteresztét,

1
6 Hals)=—L s E)=— e 2T
al\S)=7—"725 u\sJ= 1 ; n\$)=——FF
TsT l+—=sT 1+ sT+2(sT)
2 2
1+ésT !
le(s): 5 1( T)z; sz(s): 1 1 S
LeT+= - —
1+3s tobs 1+2sT+12(sT)

Mindegyik rendszer kauzalis és gerjesztéswvalasz stabilis.

*M-4, A (82) Bode-képlet alapjén az @, <w<w, intervallumban
K] 1] “da e aa % dA
In ) __1 —CIII +1lim C;z-[—+C7r _[— .
K(oo) V2 _mzl—a) -0 It A-w e A @

Ha 0<w<w, vagy ha w, <w<w,, akkor az (tz)l, a)z) intervallumra vonatkozé integral
kozvetleniil szamithato. Hasonlé az eljaras 3 (82) masik osszefliggése alapjan.
Végeredményben

C

, K(0)=x(0)

2 2 C
K(0)=K () 52 o3 0 0

2 2 2
W, -0 ol o) -0’

Ha C >0, akkor K(@,)=0,K(@,)=;ha C <0,akkor K(m,)=c0, K(e,)=0.
Ha o, =0, illetve ha w, =, akkor

¢ o —w?|
. Klo)=k(0)2=
1

K(0)=K(w) “izwz

H

®;
mig a masik alak nem értelmezett.

*M-5. A (82) Bode-képlet alapjan példaul 0< 3« 4 esetén

-9, -9 0
¢(9)=2i{1n1<2 [rG-8)di+ink, [f(A-9)da+mK, [f(a-8)dr+
4 - -9 -8

-

+Ink, 1333[ If(ﬂ—g)dﬂ.+ 'jf(ﬂ—g)dz}rhl](l ?f(ﬂ—&)d/li—anz ”jf(/l-.sz)d,i},

$+e

ahol f (a): cosa /sinar. Az integral és a hatarért€k konnyen szamithatd. Végeredményben
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. |9 -9 o 19 +9| _n|92-3y % +3
Llnk m—n——+1n1< In "2 2 _|ilnk lnh—
Ao Bd_Bed | )
sSin————— 8§ s ————
2 2 2 2

Egyik K; sem lehet nulla, de példaul & =8, aztjelenti, hogy K, nincs elbirva.
*M-6. A (82) Bode-képlet alapjan példaul 0 <9< § esetén

K($) 1
an(og ﬂ{ Cr J'f/?. 9)dA+ InK, jfz $)dA +

+sz11m“f,1 9)dA+ jf/l 9) H

&0 Gre

ahol f(f)=1/tg(42). Végeredményben

Ja+9 . 19-97
sm—— SiIn——————

ela\ 2 2
K)=KO) 5 g a9
sm——2—— SIHT

A 8 =0, illetve a &, =7 értékek megengedettek. Ekkor az amplitado-karakterisztika
kifejezése kissé egyszerlisodik.
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Mint a 2.4. és a 3.3. fejezetben mar lattuk: egy rendszer reprezentilhaté halézattal is.
Ebben a fejezetben a linedris, invaridns, kauzilis jelfolyam hdlézatokat vizsgaljuk és
ezeket roviden halézatnak nevezziik. Elsédleges célunk a halozat altal reprezentalt
rendszer atviteli fliggvényének elballitisa. Alapvetden két utat kovethetiink. Eldéllithatjuk
a rendszer valamelyik idétartomanybeli leirdsat, majd képezzik annak DI vagy FI
Laplace-transzformaltjat, ezekbdl kifejezziik a gerjesztés és a valasz kapcsolatat. Ezt az
eljarast a 4.2-1. szakaszban mar targyaltuk. Eléallithatjuk azonban az egyenleteket
kozvetleniil a komplex frekvenciatartomdnyban is. Ezzel a gondolattai a 3.3. fejezetben
ugyancsak talalkoztunk mar. Mindkét mddszer alkalmazhaté abban az Altaldnosabb
esetben is, amikor nem bekapcsoldsi folyamatot vizsgdlunk, ezért az atviteli fliggvény nem
elegendd a valasz szamitasahoz.

Az igen tomér €s hatékony komplex frekvenciatartomédnybeli rendszerleirast és
halézatleirast a 4.4. szakaszban még fel fogjuk haszndlni.

A 4.3-1. szakaszban targyaljuk a haldzati egyenletek kézvetlen felirasat a komplex
frekvenciatartomanyban, azutdn réviden megismételjilk az idStartomanybeli egyenletek
felirasanak és transzformalasanak modszerét.

A 4.3-2. szakaszban néhany modszert mutatunk arra, hogy miként lehet eldallitani
azt a haloézatot, amelynek adott a racionalis atviteli fiiggvénye (a haldzatszintézis
realizacids 1épése). Ezzel a feladattal mar foglakoztunk a 2.4-3. szakaszban az
idétartomanybeli leirdsra tdmaszkodva. Most valamivel tobbet tudunk err6l mondani,
kihasznalva a komplex frekvenciatartomanybeli leirds jol kezelhetd formalizmusat, ezért a
direkt realizaciok mellett a kaszkad realizaciot is bemutatjuk.

4.3-1. Az atviteli fiiggvény szamitasa
4.3-1.1. Elemi komponensek

A linedris. invaridns, kauzalis jelfolyam halézatok elemi komponenseit a 2.4-1.1. pontban
mar értelmeztiik. Itt 6sszefoglaljuk az elemi komponensek nevét és diszkrét idejt, illetve
folytonos idejli karakterisztikajat. Az elemi komponensek rajzjelét aldbb az 1. abran
megadjuk, annak felirataival egyeldre ne térbdjiink.

Jelslje p a komponens bemeneti, ¢ a komponens kimeneti valtozojatt, akkor az
elemi komponensek id6tartomanybeli karakterisztikai (2.4-1) értelmében

komponens neve: DI karakterisztika FI karakterisztika (4.3-1)
forréas q[k]zu[k] q(t)=ut)
nyelé plk]=ylx] plr)=x()

erbsits qlk]=K plk] qt)=K p(t)
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DI késeltetd

al0)=(-0)+ [pls)as

q'(0)=pl)

Képezziik az egyenletek DI illetve FI Laplace-transzformaltjat, vagyis térjiink 4t a
komplex frekvenciatartomanyba:

FI integrator —_

komponens neve: DI karakterisztika FI karakterisztika
forras Q(z) =U(z) Os)=U (s)
nyeld P(z)=Y(2) P(s)=Y(s)
erdsitd O(z)=K P(z) O(s)=K P(s)

0(z)=z" P(z)+p[-1] 43-2)

Dl késeltetd {z O(z)-z q[0}=P(z)
005)-L p(5)+ 20
s Q(s)-q(-0)=P(s)

Az i-edik forrds U,(z)=&"{ u,.[k]} illetve U,(s)=< {u,(¢)} kimeneti valtozdja a

FI integrator —

rendszer adott vagy adottként kezelt gerjesztése (bemeneti valtozoja).
Az i-edik nyeld Y(z)=2 {y[k]} illetve Y(s)=< {y,(t)} bemeneti valtozdja a

rendszer keresett vdlasza (kimeneti valtozdja).
Az i-edik erdsité komplex frekvenciatartomanybeli karakterisztikaja

DI: O,(z)=K, P(z) FI: Q,(s)=K, P(s), (4.3-3)

ahol X, az id6tél fiiggetlen erdsités. A Q, és a P, a z illetve az s valtozd ismeretlen
fliggvénye.

A dinamikus komponensre a karakterisztikdt mind az idStartomanyban, mind a
komplex frekvenciatartomanyban két alakban is megadtuk. Ha azt akarjuk, hogy az
egyenletekben csak z illetve s pozitiv hatvanyai forduljanak el8, akkor a masodik alakot
célszeril hasznaini.

A dinamikus komponensek komplex frekvenciatartomanybeli karakterisztikdjanak
meghatdrozasa soran tekintsiik elészor a belépd gerjesztések esetét. Ezek a kauzalis
komponensekb6l 4llé héldzatban belépd valtozokat hoznak Iétre, ezért a késleltetbre
q[O]: p[— 1]: 0, illetve az integratorra q(— O):O. A karakterisztika ekkor egyszertisodik.

A dinamikus komponensek komplex frekvenciatartomanybeli karakterisztikdja
belépd gerjesztések esetén

az i-edik DI késleltet$ kimeneti valtozoja X,(z), bemeneti véltozdja z X,(z);
4.3-4)
az i-edik FI integrator kimeneti valtozdja X, (s), bemeneti valtozdja s X, (s).
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Ezeket az 6sszefiiggéseket szemliélteti az 1. dbra (v6. 3.1-1. dbra)

U P, kP, X X, Y,
D— =D =Pk —3D
X w =y
P P

4.3-1. abra Az elemi komponensek és valtozéik a komplex frekvenciatartomanyban belépd jelek esetén

Abban az altalanosabb esetben, amikor a jelek nem belépbek, el8szor meg kell
hataroznunk minden késlelteté kimeneti valtozéjanak x,[0] kezdeti értékét illetve minden
integrator kimeneti valtozdjanak x;(—0) kiinduldsi értékét a halézat multjanak ismeretében.
Lehet, hogy k=0 illetve t=0 elétt a hilézatban egy vagy tobb erfsités vagy akéar a
hélozat struktirdja mas volt, mint k£ = 0 illetve ¢ = 0 utan.

A dinamikus komponensek komplex frekvenciatartomanybeli karakterisztikaja
nem belépd gerjesztések esetén:

— az i-edik DI késleltetd kimeneti valtozdja X,(z), bemeneti valtozoja ekkor

V;'(Z)zz X, (Z)—x,.[OJZ 5
(4.3-5)
~ az i-edik FI integrator kimeneti valtozéja X, (s), bemeneti valtozéja ekkor

I/i(s):SXi(s)—xi(_O);

A DI késleltetd illetve a FT integrator karakterisztikijanak egy masik alakja ugyanezekkel
a jelolésekkel (ekkor az egyenletek a z' illetve az 5™ valtozokat tartalmazzak)

Xi(z)zz_l Vi(z)+xi[0]’

X,(s)=5"7(s)+5" x,(~0). (43-6)

A (4) nyilvan ezek specilis esete x, [0]= 0 illetve x,(—0)=0 esetén.

A késlelteté illetve az integrator az (5) értelmében helyettesithetd egy nulla
kiindulési allapota késleltets vagy integrator és egy olyan fiktiv forras dsszekapesolasaval,
amelynek forrasvaltozéja a komplex frekvenciatartomanyban U,(z)=x,[0]z illetve
U, (s): X; (— 0), amint azt a 2a abra mutatja. A (6) halézati megfeleldje a 2b abran lathato.
A helyettesitd forrasok felhasznaldsaval a nem bekapcsolasi folyamat is bekapcsoldsi
folyamatként targyalhat6 a kapcsolés utani iddkre szoritkozva.

0(2) =x,[0)2 U6z ==10]
o _ x,(-0)
(a) Ui(s) _xi( 0) (b) Ui(s) - s
76 2X(2) X@ V(z)
»m“i/ﬂm >xm/ Vis) > x()

4.3-2. abra A DI késleltetd illetve a FI integrator kiindulasi allapota kétféle médon is figyelembe vehetd
egy jarulékos fiktiv forrassal
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Mint mar emlitettiik (3.3-1.3. pont) az elemi komponensek mellett hasznédlhatunk
altalanosabb komponenseket is. Az egy-bemenetli, egy-kimenetli linedris komponens
komplex frekvenciatartomanybeli karakterisztikaja belépd gerjesztés esetén

Qi(z):Gi(z)Pi(Z); Qi(s)=Gi(S)Pi(S)’ (4.3-7)

ahol G, az i-edik linearis komponens 4tviteli fliggvénye. A gyakorlati esetekben a G, (z)
DI 4tviteli fiiggvény racionalis. A G() FI atviteli fliggvény t6bbnyire ugyancsak
raciondlis, de ugyancsak gyakran el6fordul a G,(s)=e™" R,(s) alak, ahol R,(s) racionalis

,AT‘

fliggvény; specialisan a G,(s)= atviteli figgvény folytonos idejli késleltetdt ir le.

Egy maésik Aaltalanositasi lehetdség sok bemenetli és sok kimenetil linedris
komponens értelmezése. Erre az Aaltalinositisra nincsen feltétleniil szitkség, mert a
sokvaltozos linearis komponens helyettesithetd egy-bemenetli és egy-kimenetl linedris
komponensek alkalmas 8sszekapesolasaval (2.4-1.3. pont).

Mindkét altalanositasi lehetGség joval bonyolultabba valik, ha nem belépd
gerjesztés esetét vizsgaljuk. Ilyenkor vissza kell nydlnunk valamilyen kevésbé formalis
lefrasmodhoz,  példaul az  Aaltalanos  komponensnek  elemi  komponensek
Osszekapcesolasabdl 4116 halozati reprezentacidjara vagy allapotviltozds leirasara.

4.3-1.2. Osszekapesolasi szabalyok és kényszerek

A jelfolyam halézatokra vonatkozd Osszekapesolasi szabdlyokat (az Osszegezd és a
szétagazo csomopont fogalmat) €s a valtozokra vonatkozé kényszereket a 2.4-1.2. pontban
targyaltuk. Ezek komplex frekvenciatartomanybeli alakja lényegében véltozatlan, éspedig

— dsszegezd csomopont. az egyetlen Y, P,z X, illetve sX, bemeneti viltozo,

i

amely kilép az Osszegez8 csomopontbdl egyenld azon U,, K P, X, kimeneti véltozék

rore

Osszegével, amelyek belépnek a csomébpontba;

— szétdgazé csomopont: valamennyi Y, P, zX, illetve sX, bemeneti valtozo,

amely kilép a szétdgazd csomodpontbol egyenld azon egyetlen U, K, P, X, kimeneti

rore

valtozdval, amelyik belép a csomopontba.

A DI illetve a FI esetben Y,.( )— {y,[k]} illetve K( )=9f{yi(t)} a valasz
Laplace-transzformaltjat jeloli. Ertelem szerinti a tobbi jel6lés is.

Belépd gerjesztés esetén U, a gerjesztés Laplace-transzformaltjat jelenti. Ertelem
szerinti a tobbi jelslés is.

Ha nem minden gerjesztés beléps, akkor U, jelentheti a kiindulasi allapotot
figyelembe vevd fiktiv gerjesztést is, amelyet az el6z6 pontban és a 2. dbran U , jelolt.
Ezek a fiktiv forrasok csak akkor jatszanak szerepet, ha az egyenleteket kozvetleniil a
komplex frekvenciatartomanyban irjuk fel (I. a kovetkezd pontot), mig ha az
idétartomanybeli egyenletekbd] indulunk ki (ezt a 4.3-1.4. pontban targyaljuk), akkor csak
a valédi forrdsokat kell figyelembe venni, az esetleg nem nulla kiinduldsi értékek
figyelembe vétele mas modon torténik.



4.3. Hélozatanalizis a komplex frekvenciatartomanyban 399

4.3-1.3. Az egyenletek kizvetlen felirdsa

Egyszerli halozatokra a frekvenciatartomanybeli egyenletek a kapcsolasi rajz alapjan
tobbnyire nehézség nélkiil felirhatok. Gyakran elegendd az U transzformalt gerjesztés és
az Y transzformalt vélasz kapcsolatira egyetlen egyenletet felirni. Szitkség esetén
bevezetink tovabbi transzformalt valtozokat (példaul egy vagy tobb dinamikus
komponens X, kimeneti vagy ¥, bemeneti véltozéjat), majd megoldjuk az igy eldalls

linearis algebrai egyenletrendszert, amelyben z vagy s paraméterként kezelendd.

Az egyenlet vagy az egyenletrendszer megoldasa szolgiltatja egy gerjesztésii, egy
valaszi rtendszer és belépd gerjesztés esetén a H{z)=Y (z)u (z) illetve a
H(s)=Y(s)/U(s) atviteli fuggvényt.

Nem belépd gerjesztés esetén a kiinduldsi értékeket fiktiv forrasokkal vessziik
figyelembe. Ekkor a valasz Laplace-transzformaltjanak kifejezését tudjuk elballitani. Ez
ugy is felfoghat6, mint ha a rendszer sok gerjesztésli lenne és a kiinduldsi értékekhez is
tartozik egy-egy H, =Y /U, atviteli fiiggvény. Ezeknek az atviteli fliggvényeknek kozos a
nevezdje, ezért a polusok meghatdrozasara csak egyszer van sziikség.

Erdekes eset all els, amikor egyes atviteli fliggvények redukalhatdk, vagyis e
kapcsolat vonatkozdsaban nem minden pdlus jatszik szerepet. Ha a valddi gerjesztésre
vonatkozo atviteli fiiggvény redukalhato, akkor a redukalt alakban nem szerepld polus
mégis megjelenhet a valasz idofliggvényében, ha valamilyen modon létrejott egy nullatol
kiilonboz6 kiindulasi allapot €s az erre vonatkozd atviteli fliggvény nem redukalhatd.

Az atviteli figgvény ismeretében el6allithatjuk a rendszert leir6 rendszeregyenletet
vagy allapotvaltozos leirast (4.2-1.2. és 3. pont), gerjesztés-valasz stabilis rendszer esetén
valtozocserével eldallithatjuk az atviteli karakterisztikat (4.2-1.4. pont).

Mivel a DI késleltetdre és a FI integratorra ugyanazt a rajzjelet alkalmaztuk, ezért
az atviteli figgvény azonos kapcsolasi rajz esetén is azonos, de a valtozé a DI esetben z, a
FI esetben s. Nem belépd gerjesztés esetén a fiktiv forrdsvaltozo értelmezése a 2a dbra

szerinti helyettesitéssel a DI esetben U,(z)=x,[0]z , a FT esetben U,(s)=x,(~0).

1. példa Hatarozzuk meg annak a DI illetve FI rendszermek az atviteli figgvényét,
amelynek egy halozati reprezenticidja a 3. dbrdn {dthato.

>(+) ¥ Y
ben  Peao  Ten

4.3-3. dbra Az étviteli fiiggvény meghatdrozasa a komplex frekvenciatartoményban
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Az U ¢és Y véltozok mellett bevezettiink egyetlen X segédvaltozot. A tébbi valtozo
ezekkel ,fejben” kifejezhetd. Az abran zardjelek kozott ezeknek a fejben elvégzett
miiveleteknek az eredménye lathat6 a DI esetre.

A diszkrét idejii esetet vizsgalva felirhato a kovetkezo két egyenlet:

szzU—[al z+a2]X,
Y=b,X+b zX+b,z°X.
Az X viltozé kikiszobolése utan kapjuk a H = Y/U atviteli fiiggvényt:
2
H(Z): bO 2Z +b1 Z+b2 )
z'+a,z+a,

Ennek alapjin a rendszeregyenletre, az 4llapotvéltozos leirdsra vagy az atviteli
karakterisztikdra (ha értelmezett, vagyis ha a rendszer GV stabilis, ami az atviteli
fiiggvény polusainak vizsgalataval ellendrizhetd) ugyanazokat az 6sszefliggéseket kapjuk,
mint korabban mas modszerekkel.

A FI esetben az atviteli fliggvény kifejezését az el6z6bol ismeretesen gy kapjuk,
hogy a z valtozé helyére az s valtozét irjuk. #

2. példa Hatdrozzuk meg annak a DI rendszemek az atviteli fiiggvényét, amelynek
halézati reprezenticidja a 4. abran lathato. Az U, ésU, jelli gerjesztések lehetnek
»valodiak”, de reprezentdlhatjdk a kiindulasi éallapotokat is, vagyis a DI esetben
U,(z)=x1[0)z,U,(z)=x,[0]z, a FI esetben U,(s)=x,(~0),U,(s)=x,(-0). A kiindulasi
értékek meghatarozaséval itt nem foglalkozunk.

4.3-4. abra Harom gerjesztésii rendszert reprezentald halozat vizsgalata

Most két segédvaltozot vezettiink be. A hirom halozati egyenlet:
zX,=X,+U, Y=b, X,+bX,+b,[U-a,X,-aX,}
zX,=-a, X, —-a,X,+U+U,.

A transzformalt valasz kifejezése elemi szamitis utin

Y(Z)Z bo Zz+b1 z+b2 U(Z)+ (bz -a2b0)2+(alb2—a2bl)Ul(Z)+ (bl '—albo)Z-i-(bz'—azbo)Uz(z).

2 2
Z’+a,z+a, Z+azta, z'+a, zta,

Amint latjuk, mindegyik atviteli fliggvény nevezéje valoban ugyanaz. A szamlalék
azonban kildnboznek, ezért lehet, hogy valamelyik atviteli fiiggvény redukalhats. #
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3. példa Hatdrozzuk meg annak a rendszernek az atviteli fliggvényét, amelynek egy
haldzati reprezentacidja az 5. abran lathatd.

wK-yy VK

=Dk

RV;

X (zX)

4.3-5, dbra Egy nem regularis hdlézat vizsgélata a komplex frekvenciatartomanyban

A komplex frekvenciatartomanybeli halozati egyenletek a DI esetben

zX:K{U+—}(—Y+X}, Y=zX.

Elemi szadmitds utan kapjuk, hogy a DI esetben H (z): -z, a FI esetben
H(s)=—s. Ezek azonban abszurd eredmények, mert a raciondlis dtviteli figgvény
szamlaléja nem lehet nagyobb fokszami nevezdjénél. A vizsgalt halozat ezért nem
reguldris, nem reprezentdl rendszert. Hasonld kovetkeztetésre jutottunk mas
megfontolassal a 2.4-2.2, pontban (2.4-8. abra).

Megjegyzendd azonban, hogy mostani megfontolasunk kevésbé altalanos, mint az
allapotvaltozos leirasra tdmaszkodd. Ha ugyanis a rendszer vélasza Y = X lenne,
akkor H(z)=-1,illetve H(s)=-1 adédott volna az 4tviteli fiiggvényre, ami nem abszurd
eredmény. Gondolhatjuk ugyanis azt, hogy az elséfoku atviteli fiiggvény zérusa és pSlusa
megegyezik, ezért redukalodott. A haldzat allapotvaltozods leirasa ezzel szemben nem
allithatd ¢ld, amib6l egyértelmien kévetkezik, hogy a halézat nem reguldris.

A példa ezért tobbek kozott azt is illusztralja, hogy a rendszerek és a halézatok
allapotvaltozos leirasa adja a legmélyebb betekintést tulajdonsagaikba és viselkedésiikbe.
Mias kérdés, hogy az Aallapotvaltozds leirds elSallitdsdra nincs mindig elegendd
informacionk. #

4.3-1.4. Azidétartomanybeli egyenletek transzformicidja

A halozati egyenletek komplex frekvenciatartomanybeli alakja Ggy is eldallithatd, hogy
eldszor elballitjuk az idbtartomanybeli egyenleteket, majd képezzitk ezek DI illetve FI
Laplace-transzformaltjat. A transzformécid sordn figyelembe vesszik a kiinduldsi
értékeket is, rendszerint a DI Laplace-transzformacid eltolasi tételének vagy a FI Laplace-
transzforméacié  differencialasi tételének alkalmazdsakor. A komplex frekvencia-
tartomdnybeli egyenletek megoldasaval elddllithatd ¥ kifejezése vagy belépd gerjesziés
esetén a H atviteli figgvény.

Ezt a mo6dszert korabban mar targyaltuk arra az esetre, amikor a rendszert leiro
egyenletek a rendszeregyenletnek vagy az dllapotvaltozds leirdsnak megfeleld alakuak
(4.2-1.2. és 4.2-2.2 pont illetve 4.2-1.3, és 4.2-2.3. pont). A hal6zati egyenleteket azonban
nem szitkséges valamilyen eldirt alakra hozni. Ez azt jelenti, hogy az id6tartomanybeli
halézati egyenletek nem csak az u;,y,, x; és x| tipust valtozékat tartalmazhatjédk, hanem
mas valtozokat is, példaul egyes erdsitbk p, bemeneti valtozojat.
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Belépd gerjesztés esetén ez a moddszer nem jelent gyakorlati elonyt az elézbleg
targyalt ,kozvetlen” mddszerhez képest. Az el6z6 pont utolsé példdja azonban rdmutat
arra, hogy elfajulé esetekben az 4llitas esetleg nem helytallé. Szigorian véve ezért eldszor
elé kell allitani a halozat altal reprezentalt rendszer allapotvaltozds leirasat, és ha ez nem
lehetséges, akkor természetesen nem hatdrozzuk meg az atviteli fliggvényt.

Olyan 4thidalé megoldas is elképzelhets, hogy eldszor csak azt ellendrizzik, hogy
regularis-e a haldzat és csak igenld valasz esetén végezziik el a transzformaciot. Ehhez
megkeressitkk valamennyi memoériamentes hurkot, majd ellendrizzitk, hogy a hurokban
1évd erbsitések szorzata kiilonbozik-e az 1 értékt6l.

Nem belépd gerjesztés esetén az idStartoménybeli egyenletek felirasdval és
transzformaldsaval megtakarithatjuk a kiindulasi értékeket figyelembe vevd fiktiv forrasok
bevezetését. Magukat a kiindulasi értékeket mindenképpen ki kell el6zéleg szamitani.

Példa Vizsgaljuk a 3. dbran (1. el6bb) vazolt DI halézatot. Tekintsiik maér
meghatarozottnak az x,[0], x,[0] értékeket.
Az id6tartomanybeli egyenletek (vo. 2.4-2.1. pont 2. példa és 2.4-2. abra)

X =x,,
Xy =—d, X 4 X, U,
y=(b,~b, a,) x,+ (b~ b, @, )x, + b, u.
Ez egyuttal az allapotvaltozds leiras is. Képezzik az idétartomanybeli egyenletek DI
Laplace-transzformaltjat:
zX‘(z)—x‘[O]z=X2(z),
z Xz(z)—xz[o]z=_a2X1(Z)_alX2(Z)+U(Z),
Y(Z)= {bz"boaz }Xl (z)+ {bl_boal }X2(2)+ by U(z).

Figyelembe véve, hogy az el6z6 pont 2. példajaban a kiindulasi értékeket a fiktiv
forrasok U, (z)=x,[0]z és U, (z)=x, [O]Z transzformalt forrdsmennyiségeivel vettiik
figyelembe, lathatd, hogy a kétféle modon elballitott egyenletrendszer megegyezik, igy
természetesen a megoldasuk is megegyezik. Az Y(z) kifejezését ezért nem is adjuk meg
Ujra.

Ugyanez vonatkozik a folytonos idejii esetre is, amint arrél az Olvasé koénnyen
meggy6zédhet. #

4.3-1.F. Feladatok

F-1. Hatarozza meg a 2.4-2.F-1., 2. és 4. feladatban targyalt halozat altal reprezentalt
rendszer atviteli fliggvényét

(a) a komplex frekvenciatartomanybeli egyenletek kézvetlen felirdsaval és
megoldaséaval!

(b) a DI illetve FI Aéllapotvaltozds leirds elBallitasaval majd Laplace-
transzformaltjanak képzésével!

F-2. Allitsa el6 az el6zé feladatban szerepl® halézatok 4ltal reprezemtlt rendszer
rendszeregyenletét!
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F-3. A 6. abran 1athato halozatban a K erdsités értéke K= —0,32, ha k illetve ¢ negativ és K
=-0,02, ha k illetve 7 nem-negativ (vo. 2.4-2.F-6. feladat). A gerjesztés k illetve ¢ negativ
értékeire ismert allandé u~ érték.

-0,

4.3-6. Abra [d6fliggd erdsitdt tartalmazo haldzat, amely varidns (de intervallumonként invarians) rendszert
reprezental

Hatérozza meg a rendszert £ illetve ¢ nem-negativ értékeire reprezentalé invarians
halozatot! Fejezze ki az Y transzformélt valaszt az U transzformalt gerjesziés és a
kiindulési allapot fiiggvényeként!

*F-4. A 4. dbran lithato, kordbban madr vizsgalt halozat erdsitései olyanok, hogy a
H=Y/U atviteli Riggvény egyik zérusa megegyezik az egyik pélussal.

Igazolja, hogy ekkor a H, =Y /U, ésa H, =Y /U, &tviteli fiiggvények egyikének
sincs ¢ helyen polusa és zérusa!

4.3-1.M. Megolddsok

M-1. Mindkét médszerrel a kdvetkez atviteli fliggvények adédnak a DI esetben
4z2°+3z+0,25
2’+0,25z+0,125°
1
22+0,6z+0,08—-K
0,52°~04z 1
072 » Ky ;
22+ (01+04K)K, z— 0,08 K, 1-05K
A FI esetben z helyére s frando.

2.4-13. dbra: H(z)=

2.4-14. sbra: H(z)=

2.4-15. dbra: H(z)=K, K#2.

M-2. Példaul a 2.4-13. abra szerinti halézatra, az el6z6 feladat megoldasat felhasznalva
koézvetleniil felirhato, hogy
DI: y+0,25y% 40,125y =45 +3u1+0,254?.
FI:  3y%9+0,25y9+0,125y=424®+340+0,254.
Ertelem szerinti a rendszeregyenlet alakja a mésik két esetben is.

Ez egy kényelmes modszer a hal6zattal reprezentélt rendszer rendszeregyenletének
eldallitasara azokban az esetekben, amikor az idétartomanyban ez egyszriien nem sikeriil.

M-3. A k eZ_illetve a ¢t eR_ intervallumban a halézat stabilis (az 4ltala reprezentalt
rendszer aszimptotikusan stabilis). Ebb6l kovetkezben az x; , x, kiinduldsi értékek
értelmezettek. Ezek egyszerlien szamithatok allandé gerjesztés esetén x.[k]=x; illetve
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x/(1)=0 felhasznalasival. A keZ. illetve a teR. intervallumra vonatkozd
allapotvaltozos leirds megoldasaval (esetleg ennél is egyszeriibb megfontolds alapjin)
kapjuk, hogy x[k]=0,7u4", x[k]=0,547, illetve x (~0)=-10u",x;(~0)=-254". A
vélasz kifejezése a komplex frekvenciatartoményban
LSZ +0,6z}u 24k
2 +0,62+0,1
Y(s): U(s)+ {255 —5} u”

5+0,65+0,1

P Ul)=2Zul)

Ebbil ™ =0 helyettesitéssel kiadodik az atviteli figgvény is.
Ha a héalozat negativ iddkre nem stabilis, akkor a feladat értelmetlen, a nem
azonosan zérus gerjesztéshez nem tartoznak értelmes kiindulasi értékek.

*M-4. Fejezzilk ki a nevezot és a szamlalot gyoktényezos alakban. A dlszkret idejii esetet
tekintve
zz+alz+a2=(z—c)(z—q1), byz*+b z+b,=b, (z—c)(z-s,).

Itt ¢ jeloli a nevezd és a szamlald kozos nullahelyét. Ebbdl koévetkezik, hogy
a=—q ¢, ay=q,c b b =—b,(s,+¢),b,=b, s, c. Ezek utin kénnyl méir beltni,
hogy az U, (z) és az U, (z) egyitthatéjanak nem csak a nevezdje, hanem a

Gl(z)=(b2—a2 bo)z+(a]b2—a2 b1)>
GZ(Z):(bl _a1b0)2+(b2 ~a2b0)

szamlaldja is tartalmaz (z - c) gyoktényezOt, tehdt ezzel egyszerisithetiink. Ebbdl
kovetkezik, hogy a ¢, =c pdlus nem fogja befolyasolni a vilasz kifejezését - éspedig sem
a gerjesztés vonatkozasaban, sem a kiindulasi értékek vonatkozasdban.

Folytonos idejii esetben a z valtozo helyére s valtozd irandd, egyébként az allitdsok
nem véaltoznak.

A 4. feladattal kapcsolatban érdemes néhany kiegészitd megjegyzést tenni.

A vizsgalt halézatra vonatkoz6 allitas érvényes tetszbleges strukturaju halézatra is:
ha az eredeti atviteli fiiggvény redukalhat6, akkor a korabbi gerjesztés hatasat figyelembe
vevd forrasokra vonatkozé atviteli fiiggvények is redukalhatok. Utdbbiak esetleg akkor is
redukalhatdk, ha az eredeti atviteli fiiggvény nem redukalhat6. Ebbél kovetkezik, hogy ha
a rendszer gerjesztés-vélasz stabilis, akkor ez nem csak belépd gerjesztések esetén igaz,
noha a megéllapitast a redukalt atviteli fiiggvény pélusainak vizsgalata alapjéan tettiik.

Mindez szemléletesen ugy értelmezhetd, hogy minden folyamat egyszer
elkezdddott, vagyis a gerjesztés valamilyen iddpontban belépé volt. Mivel az atviteli
fiiggvénynek a ¢ helyen nincs pélusa, annak hatdsa nem jelentkezhet a kés6bbi (altalunk
onkényesen pozitiv idejlinek valasztott) folyamatban. Mindez azonban csak akkor igaz, ha
a rendszer és a rendszert reprezentald halozat invarians, tehat példaul negativ és pozitiv
id6kre is megegyez6 tulajdonsagi.

A feladat altal megfogalmazott allitds nem 4&ltaldnos érvény(, hatdrozottan a
kiindulasi értékeket figyelembe vevd forrasok hatasarél van szo.

Ha sok gerjesztésli, sok valaszi rendszer atviteli fiiggvény maétrixanak egyes
elemei redukalhatok, az nem jelenti azt, hogy mas elemei ugyanigy (vagy egyaltalaban)
redukalhaték. A sok gerjesztésti, sok valaszu rendszer viszont csak akkor GV stabilis, ha
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atviteli fiiggvény matrixanak (vagyis a matrix minden rendez6jének) valamennyi pélusara
lg|<1 illetve FRe { p,}<0 teljesil.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a rendszer €s a rendszert reprezentald halozat
nem invarians. Szoritkozzunk a k6vetkez6 specidlis eset vizsgalatara.

A hal6zat mind negativ, mind pozitiv id6kre invarians, de a k=0 illetve a =0
id6pontban struktiraja vagy az erdsitései ugrasszeriien megvaltoznak (1. a 3. feladatot).
Hlyenkor az allapotvéltozdk kiindulasi értéke kozott dltaldban nincs olyan kapcsolat, amely
az atviteli fiiggvényben egyes gyoktényezOk egyszeriisitését lehetdvé tenné. Ekkor az
atviteli fliggvény polusai alapjan gerjesztés-valasz stabilis rendszer nem feltétleniil
aszimptotikusan stabilis. Ez abban nyilvanulhat meg, hogy korlatos gerjesztés hatasara
nem feltétleniil korlitos vélasz adodik, mert a negativ idokben fellépd gerjesztés 4ltal
létrehozott gerjesztés hatdsara a kiinduldsi értékek nem nulla értéklick, és az ezekre
vonatkozd atviteli fiiggvény” poélusai nem feltétleniil elégitik ki a stabilitasi
kovetelményt.

Nincs sz0 ellentmondasrdl, hiszen tulajdonképpen egy varidans rendszert
reprezentaléd héldzatot vizsgaltunk, amire a Laplace-transzforméacié moédszere altalaban
nem is alkalmas. Inkdbb az a meglepd, hogy a rendszerre mégis tudunk ennck a
modszernek az alkalmazasival hasznos megallapitasokat tenni.

Mint mar kordbban is hangstlyoztuk, a gerjesztés-valasz stabilitds és az
aszimptotikus stabilitds csak kivételesen tér el egymastol, az atviteli figgvény vagy a
kiindulési értékekre vonatkozé atviteli figgvény csak kivételesen redukathat6. Ha ilyen
eset mégis el6fordul, akkor alapos tovabbi vizsgélatra van sziikség annak eldontésére,
hogy mindez mit jelent a modellezett objektumra nézve.

4.3-2. Az atviteli fiiggvény realizaldasa
4.3-2.1. A realizicids feladat
Az ¢el6z6 szakaszban az ismert halézati reprezenticidval biré rendszer Aatviteli

fiiggvényének szamitdsdt targyaltuk. Ebben a szakaszban az inverz feladat megolddsanak
néhany modszerét ismertetjiik.

Az atviteli fiiggvény egy hal6zati realizdcidja egy olyan haldzat, amely olyan
rendszer reprezental, amelynek atviteli fiiggvénye a megadott.

A realizaciés feladat megolddsa kivéielesen egyszerii esetektdl eltekintve nem
egyértelmit. Az elBallitott realizaciok halmazabdl kivalaszthatjuk azt, amelyet valamilyen
szempontbol optimdlisnak itélink. A tovabbiakban olyan realizacick el6allitisara
szoritkozunk, amelyek minimalis szamu késleltetdt illetve integratort tartalmaznak. Ezeket
kanonikus realizacioknak nevezziik. Noha ez a tulajdonsag nyilvan el6nyds, nem aliithato,
hogy minden szempontbdl optimélis halozatot jelent. Mint késébb latni fogjuk, sok olyan
héldzat van, amelyik ebben az értelemben kanonikus realizécio. Az optimalizalas tovabbi
szempontjaival (példaul az atviteli fiiggvény bizonyos paraméterek szerinti érzékenysége)
nem foglalkozunk.

Tovabbi megszoritasként csak raciondlis atviteli fiiggvények realizécidjaval
foglalkozunk. Ezek altalanos alakja (a szamlalo fokszama nem lehet nagyobb a nevezd
fokszdmanal, ezért az Altaldnossig megszoritisa nélkill a két fokszam egyezbnek
valaszthatd)
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H(z)= by z"+b 2" +b, 2"  +...+b,  z+b,

n n-1 n-2
z +alz +azz +...+an_lz+an

n n—1 n-2 (43-8)
H(s)= bys"+b 5" +b,s" +..4+b,_ 5+b,

n n-1 n-2 *
S +a1S +02S +...+aHs+an

A kovetkez6 pontokban két realizaciés modszert targyalunk a direkt realizaciot és
a kaszkad realizaciot.

Az awviteli fiiggvény mairix realizicidja visszavezetheté N, x N, szamu atviteli
figgvény realiziciojara. Ennek elvét a 7. 4bra szemiélteti N, =N, =2 esetére. Az
altalanositas tobb gerjesztésre és tobb vélaszra kézenfekvd. Ez a fajta realizacié azonban
altaldban nem minimalis szdmu dinamikus komponenst tartalmaz (1. az 1. feladatot!).

D : H, \/‘;\ %K:HHUE+}{IZUI
i e |Ho B
H, H,
U,
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4.3-7. abra Az atviteli fliggvény matrix realizdlasanak egy moédja két gerjesztés és két valasz esetén

4.3-2.2. A direkt realizaciék

Az atviteli fiiggvény realizaldsa egyenértékil a rendszeregyenlet realizalasaval, amivel a
2.4-3.3. pontban mér foglalkoztunk. Az ott vizsgalt két kapcsolast n=2 esetére kényelmi
okokbdl a 8. dbran Gjra megadtuk. Az altalanositds » nagyobb értékeire nem okoz
nehézséget: a felsd abrat logikusan balra, az alsot pedig jobbra egy-egy tovabbi dinamikus
komponenssel és két-két erbsitdvel bovitjik.

Az abran lathato Un. direkt realizaciok két alapveté tulajdonsaga:

(1) a késleltetsk illetve az integratorok szdma » (a nevezd fokszama);
(2) mindegyik erdsités az atviteli fiiggvény egy egyiitthatdjaval egyezik meg.

Ebbdl kdvetkezik, hogy az erGsitdk szama megegyezik a nem nulla egyiitthatok
szdmaval, a +1 és tobbnyire a —1 értékil erbsitések megvaldsitdsahoz a gyakorlatban
tobbnyire nincs sziikség erositdre.

Ugy tiinhet, hogy a kitiizott feladatot ezzel meg is oldottuk, legfeljebb a két direkt
realizaci6 kozott kell valasztani.

Itt nem részletezett gyakorlati szempontokat is figyelembe véve azonban a direkt
realizaciék nem optimélisak, ha az n fokszdm nagy. Ilyenkor példaul kaszkad realizaciot
célszerti hasznalni (1. a kovetkezd pontot). Léteznek mas realizacios eljarasok is, de ezeket
nem targyaljuk.
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v Dy

4.3-8. dbra Az atviteli fiiggvény két direkt realizacidja n = 2 esetén

4.3-2.3. Kaszkad realizacio

Nagy fokszamu atviteli filggvény realizdcidjat kiilonféle, itt nem részletezett okokbol
gyakran kisebb fokszami 4tviteli fiiggvényeket realizdcid egyszeriibb halozatok
Osszekapesolasaval célszeri megoldani. A legfontosabb ilyen modszert, a kaszkad
realizdcios eljarast mutatjuk be ebben a pontban.

Bontsuk fel az adott H(z) illetve H(s) atviteli figgvényt M szému tényezd

szorzatara:
H=H H,--H,. 4.3-8)

Ha minden H, 4tviteli figgvényt realizaltunk egy halézattal, akkor H realizalhato az egyes
halozatok kaszkdd kapcesoldsdaval, amint azt a 9. dbra mutatja.

v Y

D—> &, Hy b= . . —3 H, )

H=H,H,H,.. H,

4,3-9. abra Az atviteli figgvény kaszkad kapcsolasd halozati realizalasa
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A raciondlis atviteli fliggvény tényezdkre bontott alakja egyszeriien eldallithatd, ha
ismerjiik az atviteli fliggvény z=g, illetve s=p, polusait és z=s, illetve s =2z, zérusait.
Ha g, vagy p, egy komplex poélus, akkor jelslje konjugaltjat ¢, illetve p,,,. Ha
q, vagy p, egy valoés podlus, akkor g,,, vagy p,,, barmelyik tovabbi valds pélust
jelentheti. Ertelem szerinti a jelolés az s , lletve z, zérusokra is. Ertelmezzik a

kovetkez6 masodfokl atviteli fliggvényeket:

2
bo,ﬂ z°+ b, z+b2’ﬂ )

Hlz)=
,(z) z2+a1’/2 z+a,, 43.9)
bo,ﬂ s2+b1,” s+b2,ﬂ ’

Hi(s)=

2
s°+a ,stay;

A nevezé a (z—q, z—q,,,) illetve (s—p (s p,..) gyoktényezd szorzata. A szamlalé

lehet két gyoktényezd szorzata, egyetlen gyoktényezd vagy 1, mindegyik szorozva egy
dllandoval. Az atviteli fliggvény felbontéisa ilyen tényezékre akkor lehetséges, ha z = 0
illetve s = 0 nem polus és ha n paros. Egyébként még a kovetkez$ tényezdkre is
sziikségiink van:

b,, z+b,
)=z mE)=u I
! 4.3-10
. by, s +b ( )
Hy(s)=s7; H1(5)=—s—+a—-
1

Minél nagyobb n, annal tobbféle szorzatra bontott alak allithaté el6. A valds
polusok és zérusok tetszélegesen csoportosithatok (vagy kezelhetdk kiilon paratlan n
esetén). A masodfokd szamlalok és nevezdk ugyancsak tetszblegesen pérosithatok.
Elméleti szempontbdl ezek a felbontasok egyenértékiiek, gyakorlati szempontokat is
figyelembe véve ez nincs feltétleniil igy.

A (9) vagy a (10) altal megadott minden tényezd realizalhatd a 8. abrdn megadott
két kapcsolas egyikével. Itt tehat ismét két lehetOségiink van. A H, atviteli fiiggvény r
szami késleltetd illetve integrator kaszkdd kapcsolaséval realizalhatdo. Nem kell
méasodfoki tényezOkhoz ragaszkodni, de elméleti megfontolasok ¢és gyakorlati
tapasztalatok egyarant azt mutatjk, hogy ez a legkedvezdbb valasztas.

Példa Hatdrozzuk meg annak a DI mindendteresztd rendszernek egy halozati
realizaciojat, amelynek étviteli fiiggvénye

(z-5)(z-2)(z~1,25)
(z-02)(z~0,5)(z-08)

H(z)=-0,08

Valasszuk az elsdfoki és a masodfoku tényezdt a kiovetkezoképpen:
z-5 -02z+1

=02 z-02

(z-2)(z-125) _042°-13z+1
(z-0,5)(z~08) z°~13z+04

H\(z)=-0,2

H,(z)=04
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Mindkettd mindenateresztét ir le, de a tényezdkre bontas masként is elvégezhets. A
kiemelt egyiitthatokat ugy valasztottuk, hogy a végsé alakban két egyiitthat6 is 1 értékii
legyen, mert ez egyszeriisiti a realizdciét. Egy lehetséges realizalé halézat lathat6 a 10.
abran. Ez a haldzat 3 késleltet6t €s 6 erdsitdt tartalmaz.

%
> >}

ﬁj o

4.3-10. abra Mindenitereszté DI rendszer egy kaszkad kapcsoldsu halézati realizacidja

Az Olvasdra bizzuk egyrészt egy masféle szorzatra bontashoz tartozé, mdasrészt
egy direkt realizacid szamitdsat és a kapcsolas megrajzolasat. #

4.3-2.F. Feladatok

A terjedelem csokkentése érdekében nem adunk olyan trivialis feladatokat, amikor az
adott atviteli fliggvénynek meg kell hatdrozni killonféle felbontisdt és ennek alapjan
megrajzolni a halozati realizaciot vagy realizdciokat. Ilyeneket az Olvasdé maganak is
kitalalhat.

Az viszont kivill esik a kereteinken, hogy a realiziciok kézill kivalasszunk
optimalist vagy optimalisakat, pedig ez jelentené az igazi feladatot. Még azt sem konnyli
altalanosan megfogalmazni, hogy milyen kritériumok alapjan nevezhetiink egy realizaciot
elényosebbnek egy masiknal.

F-1. A kaszkad realizdciéban minden tényez6 t6bb komplex polust és zérust realizalhat,
de ezeknek konjugalt part kell alkotnia. Ugyanez vonatkozik a parhuzamos realizacié
pélusaira. Adja meg ennek a megkotésnek az okét!

*F-2. Adjon direkt realizaciot olyan sok gerjesztéstl, sok valaszi rendszerre, amelyre az
atviteli fiiggvény matrix minden elemének ugyanaz a nevezdje, amelynek fokszama n, de
eltér6 a szamlaloja! Vizsgalja azt az esetet, amikor a rendszernek

(a) csak egyetlen valasza, de sok gerjesztése van.

(b) csak egyetlen gerjesztése, de sok valasza van.

(c) egynél t5bb gerjesztése €s egynél tobb valasza van.

(Utmutatas. Az elsb két esetben »n szami, az utolsé esetben ennél t6bb késleltetdre
vagy integratorra van sziikség.)
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4.3-2.M. Megoldasok

M-1. Egy konjugalt par nélkiili komplex poélus vagy zérus realizalasa komplex erdsitést
igényelne, parokba rendezve viszont a realizacid valds erdsitéssel megoldhato.

*M-2. (a) Tekintsiik a 8. dbra fels6 halézatat. Mindegyik U, gerjesztést kapcsoljuk olyan
er0sitbk bemenetére, amelyek erdsitése b, ,,b, ,b,o. Az azonos masodik index{i

n?Yin-1r
er6sitdk kimenetét Osszegezzikk abban a csomopontban, amelyhez a 8. dbra szerinti
megfeleld indexii erdsité kimenete kapcsolva van, vagyis ott a b U helyett a b,, U,

valtozok dsszege jelenik meg.
(b) Tekintsiik a 8. dbra als6 haldzatat. Minden késleltetd vagy integrator bemeneti
valtozojat kapcsoljuk olyan er8sit6k bemenetére, amelyek erbsitése b,,,b,,,...,b,, . Az

azonos r mésodik indexii er¢siték kimenetét Gsszegezziikk egy csomdpontban, ennek a
kimeneti valtozoja lesz az indexnek megfeleld Y, .

(¢) Kiindulhatunk az (@) feladat megoldasabdl. Minden valaszt egy masik, egyetlen
kimeneti valtozds halozat realizal. Annyi ilyen halozatra van sziikség, amennyi a valaszok
szama. Kiindulhatunk a (b) feladat megoldasabdl is. Ekkor minden gerjesztés létrehozza
valamennyi valasz hozza tartozd §sszetevojét, és ezeket a részvalaszokat kell 6sszegezni.
Annyi ilyen hal6zatra van sziikség, amennyi a gerjesztések szama. Az els6 esetben minden
forrast egy eldgazé csoméponthoz kell kapcesolni, a masodik esetben minden valasz egy
Osszegezd csomdpontbol szarmazik. Ha a gerjesztések szama a nagyobb, akkor az elsé
megoldas, ha a valaszok szama a nagyobb, akkor a masodik megoldas igényel kevesebb
késleltetdt vagy integratort. Ez a realizacié nem kanonikus, mert tobb dinamikus
komponenst tartalmaz, mint az atviteli fiiggvények legnagyobb fokszama.



4.4. Kapcsolatok folytonos idejit és diszkrét idejii

jelek és rendszerek kozott

A diszkrét idejii és a folytonos idejli jelek vagy rendszerck kozott fennalls sokféle
kapcsolat koziil targyalunk kett6t ebben a fejezetben. Ennek soran fel fogjuk hasznalni a
jelek és rendszerek id6-, frekvencia-és a komplex frekvenciatartoménybeli leirasat.
(Logikusan nem is a 4. rész egy fejezetének, hanem kiilon résznek kellene tekinteni.)

Ez a fejezet nem csak az utolsé résznek, hanem az dltalunk feldoigozni kivant
teljes témakomek is a lezarasa.

Az 4.4-1. szakaszban néhany mddszert mutatunk arra, hogy miként kozelithetd egy
folytonos idejli jel, rendszer vagy haldzat diszkrét idejli megfeleldjével. Ennek gyakorlati
haszna az, hogy a digitdlis technika alkalmazasaval a diszkrét ideji jelek feldolgozasa és a
diszkrét idejii haldzatok megvalositasa t6bbnyire hatékonyabb, olcsobb és megbizhatobb,
mint folytonos idejii megfelel&jiik.

Az 4.4-2. szakaszban a mintavételezett jelek leirasmddjait targyaljuk az
id6tartomdnyban, a frekvenciatartomanyban €s a komplex frekvenciatartomanyban. A
mintavételezett jelek olyan folytonos idejii jelek, amelyek a diszkrét idejli jelekre

vonatkozé moédszerekkel leirhatok. A mintavételezett jelek a gyakorlatban rendszerint
digitalisak, de a kvantalas hatasat thrgyalasunk soran nem vessziik figyelembe.

4.4-1. Szimulici6
4.4-1.1. A feladat megfogalmazisa

Ebben a szakaszban a sokjelentésii ,,szimulaci6” szot a kdvetkezd értelemben hasznaijuk.

Adott egy folytonos idejii, linedris, invarians, kauzalis rendszer.
Célunk egy olyan diszkrét ideji rendszer meghatérozdsa, amelynek viselkedése
,hasonld” folytonos idejiit megfeleldjéhez, vagyis szimuldlja annak viselkedését.

A szimulicié egyik célja annak felhaszndlasa, hogy egy DI rendszer szamitasa
tobbnyire egyszeriibb, mint az azonos bonyolultsagu FI rendszer szamitasa. Ebben az
értelemben a szimulacié egy specialis kozelitési modszer. A FI rendszerek mas kozelitd
megolddsi modszerei 4ltaliban nem vagy csak nagyon koriilményesen értelmezhetSk
szimuldcioként.

A szimulaci6 masik célja egy adott rendszert realizalé objektum megvaldsitasa,
ami gyakran egyszeriibb vagy olcsébb DI kivitetben mint FI kivitelben. A DI rendszer
sokszor szamok feldolgozasat jelenti. A kvantilds természetesen tovabbi hibdt okoz, ezért
a szimuldcié hibdjat sem érdemes tilsagosan csokkenteni. Ennek részletei azonban
meghaladjak keretiinket.
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Jelolje az adott FI (,continuous”) rendszer gerjesztését u (t), valaszat ye(t).
Valasszunk egy T mintavételi periddusiddt. Ennek szempontjairol még lesz sz6. A keresett
DI rendszer gerjesztése legyen up[k]=u. (kT +0), vagyis az u.(¢) FI jel mint4i a ¢ = kT
id6pontokban (szakadasos jel esetén a jobb oldali hatarérték). Megjegyezziik, hogy
szakaddsos jel esetén mas értelmezés is hasznalatos (példdul a szamtani k6zépérték). Az
egyelore ismeretlen szimulalo DI rendszer valaszat jeldlje y,, [k]

A szimulacié idedlis, ha a szimuldld DI rendszer vilasza megegyezik a
szimulalandé FI rendszer valaszanak muntdival, vagyis ha bdrmilyen u, (t) gerjesztés

esetén teljesiil, hogy
yplk]= y (kT+0). (4.4-1)

Idedlis szimuldcié csak szélsdségesen egyszeri FI rendszerek (példaul
ye(t)=K u.(t)) esetén valésithaté meg. Célunk ezért olyan szimulator meghatérozasa,

amely bizonyos értelemben optimalis és ugyanakkor minél egyszerlibb. A szimulci6
alapgondolatat az 1. abra érzékelteti.

Nyilvanval6, hogy a szimulacié - egyébként azonos feltételek mellett - annal
pontosabb, minél kisebb T mintavételi periddusidét valasztunk, vagyis minél nagyobb az
[, =1/T mintavételi frekvencia, igy az o, =2nx/T mintavételi korfrekvencia. A
legnagyobb még elfogadhatd T értéket (a legkisebb még elfogadhatd f, vagy w, értéket)
egyrészt a FI jelek valamilyen jellegzetes tulajdonsaga (példaul savszélessége), masrészt a
szimulalandé FI rendszer valamilyen jellegzetes tulajdonsiga (példaul sajatértékei,
savszélessége, polusai) alapjan becsiilhetjiik.

uff) ‘ y{D uy[&] }'D[k}>
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4.4-1. abra A FI rendszer és a szimulald DI rendszer gerjesztése és valasza

1

15
3 k

Megkoveteljilk, hogy a szimulacié Orizze meg a rendszer kauzalitdsdt és
stabilitasat: a szimuldld DI rendszer akkor és csakis akkor legyen kauzalis és stabilis,
amikor a szimulaland6 FI rendszer is ilyen tulajdonsagi.

A szimulacié alapvetd problémaja - mint minden kozelitésé - az, hogy mit
vilasszunk a szimuldci6 josaganak mértékéiil.

A kovetkez6kben kiilonféle moédszereket ismertetiink, amelyek a lineéris,
invarians, kauzalis, folytonos idejli rendszer impulzusvalaszan, atviteli karakterisztik4jan
és atviteli fliggvényén, allapotvaltozos leirdsan vagy halozati reprezentacidjan alapulnak.
Mindegyik szimulaciés eljaras optimalis a valasztott leirast és annak vélasztott kozelitési
elvét tekintve, de tobbnyire eltéré szimuldlé rendszereket eredményezhetnek. Az
Osszehasonlitds érdekében mindegyik eljardst ugyanarra a hdrom egyszerii rendszerre
fogjuk alkalmazni.
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4.4-1.2. Az impulzusvilasz szimulacidja

A hc(t) impulzusvalaszi lineéris, invaridns, kauzalis, folytonos idejii rendszernek az
u.(¢) belépd gerjesztéshez tartozd y. (t) valaszanak kifejezése

= ]hc(r)uc(t— r)dr.

Az impulzusvélaszt tekintsiik a kévetkezd alakban adottnak:
he(t)=D 5(t)+ £(t) 1),

ahol f (t) egy folytonos fiiggvény. Arra az esetre szoritkozunk, amikor a folytonos idejii
u(t) gerjesztés figgvénnyel leirhaté, tehat nem tartalmaz Dirac-impulzusos dsszetevét.
A valasz kifejezése a 1 = kT (k €N) idépontban

KT+0

yo(kT +0)= jD(s )u (kT +0-7)dr + jf T)u (kT+0-7)dr.

Az elsd integrl értéke D u, (kT+ 0). Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

k ir
V(KT +0)=Du (kT +0)+> | f(z)u (kT+0-17)dz.

=l 7T

Kozelitsitk az integralokat olymodon, hogy az eredmény &sszevethetd legyen a
diszkrét idejil valasz konvolicios kifejezésével:

k
[ ] Z hD ”D - l]
=0
A téglalap-szabaly alkalmazasaval, a 7= iT —0 pontokra timaszkodva kapjuk, hogy
Du.(+0), k=0;

~ k
yo(kT +0)= Du (kT +0)+T Y. f(iT)u (kT~iT +0), keZ,.
i=l

Az dsszehasonlitds alapjan a kovetkezd szimuldcids szabalyt kapjuk:

ho(6)=D 8(t)+t) f(t) = by [k]=D 6lk]+ Telk 1] (kT). (4.4-2)

Az 1 index az elsé kozelitési eljarasra utal.

A szimuldld DI impulzusvdlasz a szimuldlandé6 FI impulzusvalasz
kT + 0 idépontbeli mintait jelenti, kivéve (D = 0 esetén) a k =0 diszkrét idépontot.

A szimulalé DI rendszer kauzalis. Ha a FI rendszer GV stabilis, akkor a szimulal6
DI rendszer is GV stabilis. Az ut6bbi allitas megforditisa elvileg nem feltétlentil igaz.

Illusztracioként tekintsiik a kovetkezd FI impulzusvalaszt és a (2) szerint hozzd
rendelt DI impulzusvéalaszt:
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ho(t)=M &(t)e “sinwt = h, [k]=M &k - 1](e"“TYSin (0T)k. (4.4-3)

Kielégité szimulacié biztositdsdhoz T tugy valasztando, hogy ‘a[ T<<l é oT<<l
egyarant ki legyen elégitve, vagyis T<<a ' és T<<1/w=1/Q2x f) teljestljon. Ha
azonban T = 7/ w értéket valasztunk (ekkor T'<< 1/@ T nem teljesil!), akkor A, [k]= 0
adodik. Ekkor a szimuldl rendszer akkor is GV stabilis, ha a szimulaland6 rendszer
a <0 esetén nem az. A konkrét esetben természetesen hibas T valasztasa és abszurd az
eredmény. A hiba azonban nem annyira nyilvanval6, ha a megadott fliggvény csak egy
dsszetevoje az impulzusvalasznak, amelynek t6bbi 6sszetevfje abszolut integralhatd. A T
mintavételi periodusidét ezért is gondosan kell megvalasztani.

1. példa Legyen a szimuldlandé rendszer egy FI erdsit§, amelynek gerjesztés-valasz
relécidja y.(t)= Ku, (t).
A FI rendszer impulzusvalasza és atviteli fliggvénye kozvetleniil felirhato:
h()=K 8(t), H.(s)=K.

Az impulzusvalasz alapjan eldallitott DI szimulator impulzusvalasza és atviteli fiiggvénye
a (2) értelmében '
th[k]:Kﬁ[k]’ Hm(z):K'

A szimulétor fiiggetlen 7" valasztott értékétol. A szimulaci6é hibamentes.
Ezek az eredmények varhatéak voltak. #

2. példa Legyen a szimuldlando rendszer egy Fl integrdtor, amelynek gerjesztés-valasz
t

relacidja y (t)= juc(r) dr.

A FI rendszer impulzusvélasza és atviteli fliggvénye kdzvetleniil felirhato:
1
hel)=e), Hos)=L

A DI szimulator impulzusvalasza (2) értelmében és az ebbdl szamitott atviteli
fiiggvénye
z

z—1

hylk]l=T elk-1], H,(z)=Tz" T—l—l.
i

]

A szemlélet alapjan a h, [0]= 0 érték nem egyértelmijen optimalis kozelités.

Mind a FI integrator, mind annak DI szimulatora kauzalis rendszer.

A FI integrator nem GV stabilis, a GV stabilitds hatdrhelyzetében van (atviteli
fliggvényének egyetlen polusa a képzetes tengelyre esik). Ugyanez igaz DI szimulatorara
is (atviteli fliggvényének egyetlen polusa az egységsugari koron van). #

3. példa Legyen a vizsgalt FI rendszer impulzusvalasza és atviteli fliggvénye

ho(t)=a &lt)e™, HC(S)=s_f;'

A DI szimulator (2) szerinti impulzusvalasza és ebbd] szamitott atviteli figgvénye
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a aTe T
hm[k]za T S[k “1](6 Ty, HDI(Z)zz_F .
Mind a FI rendszer, mind a DI szimulatora kauzalis.

A FI rendszer GV stabilis, ha a > 0. Ekkor és csakis ekkor a szimulalé DI

. rendszer is stabilis (atviteli fliggvényének egyetlen z, =exp (— aTl ) pélusa éppen ekkor az

egységsugart koron beliili). Ha a rendszerek GV stabilisak, akkor értelmezett atviteli
1 karakterisztikdjuk és amplitidé-karakterisztikajuk:

. a a
H.(jw)= R %) N —
o) atjo c(@) P
aTe™” - qTe™T

HD(ej‘g): —e_jéTeTa—T_, KD('Q): \/i+e_2aT—267aTCOSL9 :

Az amplitido-karakterisztika grafikonjat késébb adjuk meg (3. 4bra) a mas uton kapott
szimulal6 amplitado-karakterisztikakkal egyiitt.

E példa eredménye alapjén részlettortekre bontdssal el tudjuk aflitani barmely
‘olyan FI rendszer DI szimuldtorét, amelyre a H . (s) atviteli fiiggvény raciondlis és pdlusai

egyszeresek. #
¢
M.4-1.3. Az itviteli fiiggvény szimulicidja

ETekintsﬁk adottnak egy kauzalis FI rendszer Hc(s) atviteli fuggvényét. Célunk a DI
#zimulalé rendszer olyan H D(z) atviteli fiiggvényének el6allitasa, hogy bdrmilyen
frekvencidjir szinuszos gerjesztésre a szimulacié hibamentes legyen, vagyis a szimulator

‘gerjesztett valasza egyezzék meg a FI rendszer gerjesztett valaszanak mintaival.
A FI gerjesztés €s a mintdi 4ltal meghatarozott DI gerjesztés komplex alakja

uc(t)zejm zun[k]:ejw” , vagyis uD[k]:ej&k‘szmT ’

A vilasz gerjesztett 6sszetevOjének kifejezése komplex alakban
vel)=He(jo)e™,  yylkl=Hy(e*T)er™.

Ezek (pontosabban ezek valds része) csak akkor jelentik az dllandésult valaszt, ha a
rendszer GV stabilis. Ez azonban nem befolyésolja tovabbi megfontoldsainkat.
A szimulécio idedlis, ha y,[k]= y.(k T) teljesiil. Ennek feltétele

Hyle”)=Hc(jo),_,, = Hy(z)=Hs)| .- (4.4-4)

A mésodik alak a jo =+, ¢'® =z helyettesitéssel adodott.

Ez az eredmény ellentétes azon korabbi kijelentéstinkkel, hogy idedlis szimulacio
csak kivételesen lehetséges. Az ellentmondéas oka az, hogy nem tettiink megszoritast az
atviteli fliggvények matematikai alakjat illetden. Az integritor szimuldtoranak atviteli
fiiggvényére példaul H.(s)=1/s felhasznalasaval H,(z)=T/Inz adédik, vagyis a DI
atviteli fiiggvény nem raciondlis, a z = 0 helyen 1év§ szingularitdsa nem polus.
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Szoritkozzunk a tovabbiakban raciondlis H(s) atviteli fliggvényre és koveteljitk
meg, hogy ekkor a szimulstor H,(z) étviteli fiiggvénye is raciondlis legyen. Ez azt
jelenti, hogy az elézéleg kapott s=T"Inz, z=e'" valtozé-transzformaciénak egy olyan
raciondlis kozelitését keressiik, amely a . {s }<0 bal félsikot a stabilitasi tulajdonsag
meg@rzése érdekében atviszi a |z|<1 egységsugari kor belsejébe. Meg fogjuk mutatni,

hogy az Gn. bilinedris transzformdcio

s=Rz7l o z:l—fﬂ/—p); 0<p<2 (4.4-5)
T z+1 1——(sT/p)

rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. Ha ugyanis s = jw, akkor z=e'®, tehat

j /2 —j8/2
eJ —e J

e’ —1 .9
4 =2 £th—.

TeP+1 Te¥24e? T 2

jo
Az s-sik képzetes tengelyét a transzformAcio atviszi a z-sik egységsugara kérébe és
N
0=’ o 9=2actg?L. 0<p<2. (4.4-6)
T =2 p

A korfrekvencidk kapcsolatat szemlélteti a 2. dbra a p néhiny értékére. Az idedlis
szimulci6t jelentd @ = §/T kapcsolat barmilyen eloirt w,, 9, parra biztosithaté

o, T

T, 0<9 < 447
P9, 12) P @47

valasztassal. Ha példaul egy savsziird vagy egy sdvzar6 szimulacidja a feladat, akkor @, a
sav kozepe és 3, egy szabadon valaszthatd érték. Ha nincs specidlis @, korfrekvencia,
akkor w,=0,8, =0 a szokasos valasztés, amihez a p =2 érték tartozik. Ekkor az
® =0 helyen nem csak a fliggvény értéke, hanem még meredeksége is a kivant. A 2.
abrabol az is lathatd, hogy miért indokolt a p < 2 megszoritas.

ot N
=3 p=2  p=1 p=05

a’ ! I
‘ ! wt =9

441

4.4-2. dbra A FI és a DI korfrekvencia kapcsolata a komplex frekvenciak bilinearis transzformacioja esetén
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Az igazolashoz legyen s valos és z =1+ ¢ ( £ kis valds érték). Az (5) értelmében

_p+$)~1_ p
Syl ar e

Mivel a stabilitasi hatdregyenestdl balra fekvo pontnak (s < 0) a stabilitasi hatarker z =1
pontjatél balra fekvd pont (4 < 0) felel meg, ezért a bal félsik az egységsugara kor
belsejébe megy at, amint allitottuk.

Foglaljuk §ssze eredménytinket.

A raciondlis H.(s) folytonos idejli 4tviteli fliggvényhez bilinearis
transzformacioval egy szimulald H, (z) diszkrét ideji atviteli fiiggvényt rendeliink:

-1
Hyl2)=Ho(s) ) s(z)= % §—+I , 0<p<2. (4.4-8)

A H,(z) atviteli fiiggvény racionalis, a szimulacio megdrzi a stabilitési tulajdonsagot és
a kauzalitast. Az atviteli karakterisztikék kapcsolata

. . g
Hp(e¥)=He(j0), 0 o(9)=Fta>, 0<ps2. (4.4-9)

A szimulici6 az o, illetve a I, korfrekvencidju szinuszos jelre idedlis ha
p=w,T/g (‘91: /2) vélasztassal élink. A szokdsos p=2 vélasztds a kisfrekvencias
tartomanyban (w = 0, 9 = 0 kérnyezetében) biztosit j6 szimulaciot.

A bilinearis transzformacié a FI és a DI atviteli fliggvények poélusainak ¢€s
zérusainak kapcsolatat is megadja. Ebbdl kovetkezik, hogy ez a szimulacié egy FI
minimalfizisi rendszert DI miniméalfizisi rendszerbe visz 4t, tovabba (mivel s, =—s/
esetén z, =1/z]) egy F1 mindenateresztbt DI mindendteresztdbe visz at. Mias szimulacios
mddszerek nem rendelkeznek ezzel a tulajdonsaggal.

Az atviteli fiiggvény fenti szimuldcidja kiterjeszthet s-ben nem raciondlis atviteli
fiiggvényre is. A FI késleltetést (,,holtid6t”) kifejezo, e’ tényezd egyszeriien vehetd
figyelembe egy z %, k, =T,/ T tényezével. Ekkor a T mintavételi periédusidét tgy kell

valasztani, hogy minden 7, késleltetési id0 a T egész szamu tobbszdrose legyen.

1.példa A H_(s)=K atviteli fiiggvényii FI erdsité (8) szerinti szimulatoranak atviteli
fiiggvénye H Dz(z)z K. Ez természetesen megegyezik az impulzusvalasz szimuldcidja
alapjén el6z6leg kapott atviteli fiiggvénnyel. #

2.példa A H_(s)=1/s atviteli fliggvényli FI integrdtor (8) szerinti szimuldtoranak
atviteli figgvénye és ebb6l szamitott impulzusvalasza

Hole)= L2, halt)= 2 ol i)

Ez kissé eltér az el6z8 pont 2. példijaban szamitott szimulator atviteli fiiggvényétdl,
illetve impulzusvalaszatol.
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Ha a szokdsos p=2 valasztissal éliink, akkor hp,[k]=h,[k],k=0; mig
hy[0]=0 és hp,[0]=T/2. A h(t)=&(t) FI impulzusvilasz a r=0 helyen 0-rol az 1
értékre ugrik. Az integrator masodik szimulatoranak impulzusvalasza a szakadési helyen a
szamtani kozepet veszi figyelembe. Ha nem p =2 értéket valasztunk, akkor az elsd és a
masodik szimulator impulzusvalasza k£ minden értékére eltérd lesz. #

3. példa Egy FI rendszer atviteli figgvénye H (s) =al (s + a)‘
E rendszer DI szimulatoranak (8) szerinti atviteli fliggvénye és az ebb6l szamitott
impulzusvalasza p = 2 valasztassal

o 1-q z+1 1-{(aT)/2
Hp,(z)= = a2,
o) 2z-1 2 z-q’ 1 1+(aT)/2’
T z+1
T)/2 1-4° _
halk)=- S"(‘a;)/z ofis =L el -1]g+

Ha ‘a|T elég kicsi, akkor a most és az eléz6leg kapott th[k] DI impulzusvalasz
csak kevéssé kiilonbozik, mivel ekkor e 7 ~ q. A szimulator atviteli karakterisztikdja és
amplitido-karakterisztikdja & > 0 esetén
1-g ¢/ +1

2 ¥y

?

HDZ(e”):

l-g¢g 1+cos &
K, ,(9)= .
»(9) V2 Y1+¢* -2gcos §

0 I /2 2 3z 9

4.4-3. dbra Egy FI rendszer hiarom DI szimulatoranak és idealis szimulatoranak amplitado-karakterisztikdja
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Az osszehasonlitds érdekében a 3. 4bran lathatiuk a K,,(9) és a K,,(9)
amplitidé-karakterisztika diagramjat T =1/5a valasztassal (a gyakorlatban ennél kisebb
T vélasztisa indokolt). Az abran lathat6 a K, ()= T/(aT) +9* idealis amplitadé-
karakterisztika is, amely a nem racionalis H ,,(z)=a T/(a T +In z) 4tviteli fiiggvényhez
tartozik.

Az 4brabol lathat6, hogy kis frekvencidkon K ,, mig nagy frekvencidkon X,
jelenti a jobb kdzelitést. Mieldtt ebbdl végleges kovetkeztetéseket vonnank le, ne felejtsiik

el, hogy a fézis-karakterisztikdkat is Gssze kellene az idedlissal hasonlitani a ,,legjobb”
szimulator kivalasztdsa sordn. #

4.példa A H,(z)=z" dtviteli fliggvényii DI rendszer a H(s)=e"" 4tviteli figgvényti
FI rendszer, vagyis a FI késleltetd idedlis szimulatoranak tekinthetd. Itt T a késleltetési id6
és egyben a mintavételi periédusidd is.

Kozelitsik a FI atviteli fiiggvényt raciondlis fliggvénnyel és adjunk meg ennek
alapjan kapcsolatokat a z €s az s valtozd kozott.

Az exponencialis fiiggvény harom elséfoku, az s = 0 helyen pontos kozelitése

(@) z'=e"%1-sT = sT:Z_l;
z
() z=e"=1+sT = sT=z-1;
e 1+(sT)/2 z-1
e i T=22",
(¢) 2 e T 1-(sT)/2 = z+1

Az (a) és (b) szerinti transzformdciok nem mindig 6rzik meg a stabilitasi
tulajdonsagot, a (c¢) azonban feltétleniil. Ennek ellenére az integrator (b) szerinti
szimulatora megegyezik a impulzusvalasz alapjan szadmitottal. A (¢) szerinti szimulator
megegyezik a (8) szerintivel p = 2 valasztassal. #

*4.4-1.4. Az atviteli karakterisztika szimulicidja

Tekintsik adotinak egy GV stabilis FI rendszer H_(jw) atviteli karakterisztikajat.

Tételezziik fel tovabba, hogy a FI rendszer gerjesztése savkorldtozott, €2 savkoridtja
ismert. A mintavételi tétel értelmében (3.2-1.5. pont) ekkor 7=7 /(2 (vagy ennél kisebb)

mintavételi periodusidé valasztasaval
It ig . T
Aye)=H(jo),,,:  lol<@=Z. |9 <z (4.4-10)

atviteli karakterisztikaju tokéletes szimuldtor adédna. A probléma most is az, hogy ha
H.(jo) raciondlis figgvény, akkor H, (ej9> nem racionalis fiiggvénye az e°
valtozénak.

Szoritkozzunk arra az esetre, amikor a szimuldtor FIR tipusy, tehdt biztosan GV
stabilis szimulatort keresiink. Ennek atviteli karakterisztikdja

H, (ejs)z Cot e +e,e 4 e, e 1N (4.4-11)
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Az L szamu valos c, paraméter sokféleképpen megvalaszthaté ugy, hogy H D(ejg) a

H D(ej‘g) egy (valamilyen értelemben optimalis) kozelitése legyen. Egy kézenfekvo
. A~ . 2

feltétel a ’HD (€*)-A, (ejs)’ hibafiiggvény integriljanak minimalizlisa. A hibamérték

ekkor

N e <>}[gc,,ew-ﬁ;<ew>}ds=

.y

oo o o ik e s
)
Je

P= p=0

9

Figyelembe véve H » (eJ értelmezését, az elsd integralra kapjuk, hogy

J-I:ID(er 7949= TIH jo)e!’"*do=2xTh.(pT),

ahol 2. (t) a FT rendszer impulzusvalaszanak egy 2 savkorlath savkorlatozott kozelitése.
A mésik integral ennek konjugiltja, vagyis az el6zével megegyezd. A hibamérték
kifejezése egyszer(i rendezéssel

0
E:Zﬂi[cp ~T he(pT)J? —27rTihé(pT)+ T [|H (o) do.
p=0 -0

p=0
Végeredményben a vélasztott hibat minimalizal6 egyiitthatok kifejezését
¢, =Th(pT), p=0,1,2,...,L (4.4-12)

adja. A minimalis hiba kifejezése
2 L
Eyy =T [l (j0) do =27 ) h(pT). (4.4-13)
~2 p=0

A savkorlatozott atviteli karakterisztikabdl, illetve az atviteli karakterisztika vagy
az impulzusvalasz savkorlatozott kozelitésébdl a c, egyiitthatok és a minimélis hiba

rendszerint csak numerikusan szamithatd. Elfogadhatéan kis hiba esetleg csak nagy L
valasztasaval biztosithato.

Mivel H,, (ej”) valés értéki, de H (ej” ): H .(j £2) tobbnyire nem az (hacsak nem
nulla), ezért célszerii lehet az e °"H c (j a)) atviteli karakterisztikat szimuldlni, ahol a
7> 0 id6késést ugy vilasztjuk, hogy % {e‘j”’H < Q)}: 0 legyen.

Az atviteli karakterisztika szimulaci6ja IIR rendszerrel bonyolultabb feladat, mert
biztositani kell a szimulétor stabilitasat. Ezt a feladatot nem targyaljuk.
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*4.4-1.5. Az allapotvaltozoés leirds szimuldcigja

Tekintsiik adottnak egy folytonos idejli, linedris, invaridns, kauzilis, egy-gerjesztési egy-
valasza differencialis rendszer allapotvéaltozés leirasat:
X'C = AC XC+BC uc >
44-14
Ye=ClXc+ D ug . ( )
Szoritkozzunk arra az esetre, amikor a gerjesztés korlatos véges idSkre, tehat nem
tartalmaz Dirac-impulzusos 0sszetevot. Ennek kovetkeztében az x.(7) allapotvektor
folytonos.
Célunk egy diszkrét idejt, linedris, invarians, kauzalis, egy-gerjesztésti egy-valaszi
rendszer
Xp=A,x,+B, u,,
P (4.4-15)
Yp=CpXp+Dyuy.
allapotvaltozés  elballitaisaban  szerepld  matrixok  eldéllitisa  ugy, hogy ha
wy e ]=u (T +0), akkor x,[k], illetve y, k] legyenck j6 kozelitései az x (kT), illetve
az y (kT + 0) mintdknak. Megkoveteljiikk, hogy a szimulicié Orizze meg a rendszer
aszimptotikus stabilitasi tulajdonsagat.
A FI allapotegyenlet megoldasabol kévetkezik (2.3-2.9. pont), hogy az allapot-
vektor egymast kovetd mintainak kapcsolata
ar kT+T
x (kT +T)=e""x (kT)+ e (7+7) J-eVA”T B, u.(r)dr.

kT

Kozelitsiik az integralt a téglalap szabaly alapjén a 7 = kT pontra tamaszkodva:
X (kT +T)=e*"x (kT )+ Te*" B u.(kT).

A (14) szerinti DI allapotegyenlettel dsszevetve ebbdl a DI szimuldtor matrixaira kapjuk,
hogy

A,=¢'*, B,=Te'*B., C,=C., D,=D,. (4.4-16)
Az A, matrix 4, sajatérickeinek és az 4, matrix A, sajatértékeinek kapcsolata

Ap,=e 5 i=1,2,... N. (4.4-17)
Ebbél kovetkezik, hogy ez a DI szimuldtor megdrzi az FI rendszer aszimptotikus
stabilitasi tulajdonsagat.

Mivel a j6 szimuldcié biztositdsdhoz a mintavételi periddusidst ugy kell
megvalasztanunk, hogy T << !/1(;, ,.]max teljesiiljtn, ezért megelégedhetiink az exponencialis

matrixfiiggvény sordnak elsé néhany tagjaval: exp(AT)=I+ AT +A’T*/2+....

Igazolni fogjuk, hogy ez a szimuldciés eljaras ugyaparra a gerjesztés-valasz
kapcsolatra vezet, mint az impulzusvalasz szimuldldsan alapuld (4.4-1.2. pont). A FI
illetve a DI rendszer impulzusvélaszanak kifejezése az allapotvaltozoés leirds ismeretében
(2.3-2.3. pont)
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ho(t)=D, 5(t)+ &(t) Cle** B,
hylk]=D, slk]+elk-1]CL 45 B, .
A (2) illetve a (16) értelmében a kovetkezé hy, [k], illetve hy,[k]| impulzusvalasz adédik:

hy[k]=Dc 6lk]+ Telk —1]C¢ "B,
hD3[k]= D, 6[k]+ g[k —1]clet kTP ATR,.

Lathato, hogy a kétféle impulzusvélasz valéban megegyezik. Ez nem meglepd, hiszen
ugyanazt az integral-kozelitési eljarast alkalmaztuk.

Példa Egy folytonos idejii rendszer allapotvaltozds leirasa (7 * 0)
’ [24
Xe=—Q X +yUe, Ye=—2X¢.
Konnyen beldthatd, hogy a rendszer 4tviteli fliggvénye és impulzusvélasza
HAs)=——, hdAt)=aelt)e™.
(D)=, hl)=asl)

Az allapotvéltozé leirds 4ltal meghatarozott rendszer (16) szerinti DI
szimuldtoranak allapotvaltozos leirasa

' -a - [24
xp=eTx, +yTe* u,, y,=—x,.
e
Rovid szdmoldssal belathaté, hogy ennek a szimulalé DI rendszemek az atviteli
fiiggvénye €s az impulzusvalasza

-aT

Hye)-TTr . mplk=aT ekt

Altalanos megallapitasunkkal Gsszhangban lathatjuk, hogy ez valéban megegyezik a
korabban meghatarozott H,,(z) atviteli figgvénnyel és A, [k] impulzusvalasszal. #

*4.4-1.6. A jelfolyam halézat szimulaciéja

Tekintsiik adottnak a folytonos idejii rendszert reprezentalé jelfolyam halézatot.
Helyettesitsiik ennek minden komponensét DI szimulatordval (ennek moédjat alabb
targyaljuk). Az igy el6allo DI halézat egy olyan DI rendszert reprezentdl, amely az eredeti
FI rendszer egy szimuldtora. A szimuldlé halozat ismeretében meghatirozhatjuk a
szimulator impulzusvalaszat, atviteli fliggvényét, allapotvaltozds leirasat. Ezek altalaban
nem egyeznek meg a mas mddon eldallitott szimuldtorok megfelel6 leirasaval.

Tekintstink  eldszér olyan FI  halézatot, amely elemi komponensek
Osszekapesolasabdl all. A FI erdsitd szimulatora nyilvan egy DI erdsitd, az erdsitések
megegyeznek. A ¥l integrdtorra az el6zd két pont példajan mar meghataroztunk két
szimulatort is. Ezek atviteli fliggvénye és egy-egy halozati realizdcidja lathato a 4. abran.
A mintavételi periddusid6tl fiiggd erBsitésii erdsité a szimulator kimeneti oldaléra is
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kapcsolhato. Ez az erositd 6sszevonhato azzal az erositével, amely a FI integrator elé vagy
utan volt kapcsolva az eredeti halozatban.

A szimulal6 halozat ugyanannyi dinamikus komponenst és rendszerint ugyanannyi
erdsitot tartalmaz, mint az eredeti halézat.

FI

Hisy=lK

4.4-4. abra Az erdsité szimulatora és az integrétor két szimulatora

s

Az eljaras altalanosithatd olyan FI jelfolyam halézatok szimulacidjara is, amelyek
nem elemi komponensek 6sszekapcsolasabol alinak. A FI komponenseket rendszerint
G.(s) atviteli figgvényiik jellemzi. A szimuldlé G,(z) étviteli fiiggvény az eddig
megismert szimuldcids médszerek barmelyikével meghatarozhatd. A legkézenfekvobb a
bilineéris transzformacid alkalmazasa.

A héldzati reprezentacié szimuldcidja nem biztositja a stabilitds megérzését.

Nem feltétleniil igaz, hogy ha az eredeti hdlézat nem tartalmaz memdriamentes
hurkot, akkor a szimuldtor sem tartalmaz ilyet, ezért el6forduthat, hogy a szimuldtor nem
reguldris hdlozat. Noha ezek a problémak ritkdn jelentkeznek, az emlitett sajétossdgok
hétranyosak.

Példa Egy FI idejii rendszert az 5. abra felsd részén lathat6 haldzat reprezental.

Hatdrozzuk meg a halézat diszkrét idejii szimuldtorat, hasonlitsuk ssze az eredeti
és a szimulalé haldzat 4ltal reprezentalt rendszer atviteli fiiggvényét és impulzusvalaszat!

A folytonos idejii halézat azt a H (s)=a /(s +a) 4tviteli figgvényll rendszert
reprezentdlja, amelynek szimulatorait az 4.4-1.2. és 3. pont 3. példdjaban mar
meghataroztuk. )

Helyettesitsiik az integratort a 4. abra szerinti egyik vagy masik szimulatoraval. Igy
kapjuk az 5. abran lathaté (I) és a (II) jelii DI halozatot. Az altaluk reprezentalt rendszer
atviteli figgvényére és impulzusvélaszara egyszerl szamitas utin kapjuk, hogy

(1) HD(Z)zz__T‘I"%T_), nlkl=aT ek -1)0-aT)".
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a

g[k—l]qk“l; a=——, q=

holll =2 slil+ s

U D ¥

V]

(L) all2

4.4-5. abra Egy folytonos idejl halézat és két diszkrét idejii szimulalé halézata

Az (I) jelli szimulator hasonlé rendszer, mint amelyet az impulzusvalasz

z F145 0 . - mer ~al e 1o r 5 3
szamlalojaban jogos az e’ ~1,nevezbjében az e ~1—aT kozelités. Az utobbi
allitds vonatkozik az impulzusvalaszra is. Ez a szimuldtor csak addig 6érzi meg a GV

stabilitdsi tulajdonsagot, amig aT <2. Valdjdban 1<al <2 esetén sem kapunk
elfogadhaté eredményt, mert ekkor a DI impulzusvélasz oszcillal, ami nem titkrozi a FI
impulzusvalasz viselkedését.

A (II) jeli szimulator pontosan azt a rendszert jelenti, amelyet az atviteli
fiiggvénybdl bilinedris transzformacidval allitottunk el6. Ez a szimulator ezért megérzi a
GV stabilitasi tulajdonsdgot. Ha o <-1 vagy ha al >2, akkor az impulzusvalasz
oszcillalé. A DI halézat egy memoriamentes hurkot tartalmaz, ami hatranyos.

Mivel elfogadhaté kozelités biztositdséhoz T << 1/]&1 mintavételi periddusidét
kell valasztanunk, ezért ebben az egyszerii esetben az emlitett problémédk ténylegesen
egyik szimulatornal sem jelentkeznek. #

4.4-1.F. Feladatok
F-1. Az elsorenddi, FI mindendteresztd rendszer atviteli fliggvénye és impulzusvalasza

Hc(s)zjlz, h(t)=58()-2a &lt)e™; a>0.

Hatdrozza meg e rendszer DI szimulatordnak atviteli fiiggvényét ¢s
impulzusvalaszat
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YV

ey

(2) az atviteli fuggvény szimulacidjaval a bilinearis transzformacio
felhasznéalasaval!
Megorzik a DI rendszerek mindenatereszt tulajdonsigot?

F-2. Egy folytonos idejii rendszer atviteli fliggvénye

L S
He(s)= (s+a)(s+8)

Hatérozza meg ¢ minimaifdzist rendszer DI szimulatordnak atviteli fliggvényét és
impulzusvalaszat

a>f[>0.

(2) az atviteli fiiggvény szimulacidjaval a bilinearis transzformaci6 fethasznalasaval!
Ha y>0,akkor minimalfazisi-e a FI rendszer? Meg6rzik a szimulalé DI
rendszerek a FI rendszer minimalfazist tulajdonsagat?

F-3. Jelolje egy folytonos idejti rendszer ugrasvalaszat, azaz az u(t)= &(t) gerjesztéshez
tartozo6 valaszat g.=g. (t), egy diszkrét idejii rendszer ugrasvalaszat, azaz az u,, [k]= e[k]
gerjesztéshez tartozo valaszat g,=g, [k]

Valamely FI rendszer egységugras-ekvivalens szimuldtora egy olyan DI rendszer,

amelyre gD[k]ng(kT+0), vagyis ugrésvalasza a szimuldlt rendszer ugrasvalaszanak
mintai. Hatdrozza meg az
(@) Ho(s)="1 (integrator) () He(s)=—2
s

s+a

atviteli fliggvényt FI rendszer egységugras-ekvivalens DI szimuldtordnak H (z) atviteli
figgvényét. Hasonlitsa ezt ssze az 5.1-1.2. és 3. pontban meghatirozott H,(z) és
H,,(z) atviteli fiiggvénnyel!

F-4. Oldja meg az el6z6 feladatot a sebességugras-ckvivalens szimulatorra, amelynek
értelmezése: a szimulator up[k]=&[k] Tk belépd, majd linerisan névekvé gerjesztéshez
tartozé valasza megegyezik az uc(t)z g(t)t gerjesztéshez tartozo valasz mintival.

*F-5, A szimulacié egy modszere egy célszerii s=f (z) valtozd-transzformacié
alkalmazisa az atviteli figgvényre. Néhany linearis tortfiiggvény alakt transzforméciot
targyaltuk az 4.4-1.3. pontban, ahol azt allapitottuk meg, hogy az un. bilinedris
transzformacié a legeldnyosebb.

Vizsgalja meg a masodfokd tortfliggvény 4ltal 1étrehozott szimulacid lehet6ségét.
Biztosithato-e ezzel a linearis tortfliggvénynél jobb szimulacio?

(Utmutatss. Fogalmazza meg el6szor a transzformalé fiiggvénnyel szemben
tamasztott kévetelményeket!)

F-6. Egy folytonos idejii rendszer gerjesztése £2 savkorlat. Az atviteli karakterisztikat a
savkorlaton beliil a kovetkez figgvénnyel kézelitjiik:

HJja;):[HcosZn’—Z—Je'””, lo|<2, r>0.

(a) Milyen jellegii rendszert ir le az atviteli karakterisztika?
(b) Adja meg a fenti FI rendszer egy (pontos vagy kdzelit6) szimulatorat!
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4.4-1.M. Megoldasok

M-1. Egyszer( szamitassal a kovetkezdket kapjuk.

W) hplk)=olk]-2aT ek -1)e")f; 0<ae™ <I;
z-(e*"+2aT)

-aT )

Hp(z)=1-2aTz' —Z__=
z—e z—e
A DI rendszer GV stabilis, de nem mindenateresztd, mert egyetlen zérusa ugyan az
egységsugari koron kiviil helyezkedik el, de nem a pélus reciproka.
— -1 pa—
@) Hpl)=g =1 ¢=122, a=2T o<p<;
z—q l+a 4

hD2[k]=q5[k]+ (l_qz)‘g[k_l]qlh1 .

Ez természetesen egy DI mindendteresztd atviteli fliggvénye.

M-2. Vezessitk be a kovetkezd jeloléseket: a=e 7, b=e"#" . Ezekkel

O T2 E R

z—¢ _a-y y—pB
pgn s Ll by S gy L

Ha oT,fTés yT elég kicsi, akkor c~1-yT, ezért ekkor a DI rendszer is

minimalfazis.
)= T(p+yT) (z+1)(z—s)
) e o AT - a)e=a2)

qlzl—(aT)/p’qzzl—(,BT)/p’C:l—(yT)M; 0<p<2.
1+{aT)/ p 1+(8T) p° " 1+(yT)/2

Ez minimélfazisu (de nem szigortian minimalfazisa) DI rendszert ir le.

Hm(z)zT(

M-3. Az ugrasvalasz kifejezése az atviteli fiiggvénnyel g.(r)=<Z" {s"H ¢ (s)}
1
@ =2 { & f=oli  eulil-elelr

) gc<t>=xl{;(i—)}:e<r>[1—e-m]; eoli)= el - 7).

s+a

A H,(z) DI atviteli fiiggvény a

igpkl=H,(2)

z-1

Osszefiiggésbol szamithato.
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@) =T =T = ),

-1 z z 1-e“" 1-g™T
b) H,(z)=2"~ - = =
( ) D(Z) 2 {Z_l Z_efar} 2T aTecl HDJ(Z)'

Ha oT elég kicsi, akkor a (b) esetben is kézel 1 az ardnyossagi tényezd. A H ,,(z) atviteli
fiiggvénnyel a kapcsolat nem aranyossag.

M-4. Az f, (t) FI sebességugrds-vdlasz kifejezése az atviteli fiiggvénnyel
ft)=2"s? H.(s)}. Ennek alapjén

(v) fc(t)=gl{;2_(s£’;;)}= 5(t)[t—%+ée"“’}.

Ebbdl £, [k] = f,.(kT) mér egyszeriien adodik. Ennek ismeretében a DI 4tviteli fliggvény a

Tz
z—l)2

A lk]}=H () (

Osszefliggésbdl szamithatd.

Tz 2 (2-1)3—22—-1’
HD(Z):HDZ(Z)shaP'—'z-

(O k) PR RN B WA
P Tz (z-1 az-1 az-e* z-eT’

2 2
(a)HD(z)z(Z—l) ITZ z+z Tz+1,

K:_________—1+e’”+aT zﬂ, c=—1+—2—aT.
aTl 2 3
Ez az atviteli fiiggvény kozelitbleg egyezik a H, (z) atviteli fiiggvénnyel.

A 3. és a 4. feladat azt a nyilvanvalo tényt illusztralja, hogy a szimulacié idedlissé
tehetd egy konkrét gerjesztés-tipusra, de valamely rendszer igy ad6dé szimulatorai csak
kivételesen egyeznek meg. Nem lehet altalanos értelemben optimalis szimulatort
definialni.

*M-5. Az s=f (z) figgvénnyel szemben tAmasztott alapvet6 kovetelmények:
/e”)=im;
f(ej0)=0; f(ej”):oo;
FRe{f(z).|4<1}<0.
Szavakban: a z-sik egységsugart korét képezze le az s-sik képzetes tengelyére gy, hogy a
z=1 pont az s=0 pontba, a z=-1 pont az s=cc pontba menjen &t, a z-sik

egységsugari korének belsejét képezze le az s-sik bal felébe. Meg kell még kévetelni @
és 9 szigorman monoton kapcsolatat is.
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Meglep6 mddon az deriil ki, hogy a fenti feltételeknek eleget tevé mésodfoku
transzformacio a bilinearis els6fokd transzformacio. A részletes szamitasokat az Olvaséra
bizzuk.

Ennél bonyolultabb (példdul harmadfoki) transzformaciot mar valosziniileg nem is
érdemes alkalmazni, mert a szimulacié josagat valészinilileg nem javitja, de a szimulator
fokszamat nagyon megnéoveli.

M-6. (a) A rendszer linearis fazisu alulatereszté. Tekintheté egy 7 idejli késleltetd egy
kozelitésének is. A FI rendszer atviteli karakterisztikajanak

Hc(] w)=e*jwr +_§ e—jm(r—zﬂ/n)+% g iolee2n10)

alakjabol kovetkezik, hogy a rendszer 7> 2 7/ £2 esetén kauzalis.
(b) Mintavételi periodusidének T =7 /€2 (vagy ennél kisebb érték) valasztando.
Ekkor @ =8/T=39 €2/ helyettesitéssel

HD(ej‘g)z e—jS(!)r//r)+le—j3([)r/7r—2) +le—j3(01/7t+2).

2
Ez csak akkor vezet racionalis atviteli figgvényre, ha 27/7=meZ, és m>2. Errdl

H_(jw) értelmezése soran kell gondoskodni. Ekkor
1 1
H (z)== 7z 4 zom 4 2 go(me2)
(o)1 :

atviteli fuggvényli szimulator adédik, amely savkorlatozott gerjesztés esetén hibamentes
szimulaciot biztosit.

4.4-2. Mintavételezett jelek
4.4-2.1. A mintavételezett jel fogalma

A folytonos idejii jelek feldolgozasanak és tovabbitasanak fontos moddszerei alapulnak a
jel mintavételezésén. Az informdciot ekkor a folytonos idejii jelnek a 7, idGpontokban
felvett értékei, a jel mintdi hordozzék. Arra az esetre szoritkozunk, amikor a mintavétel
azonos T'id6kozonként torténik, tehat ¢, =k T, ahol T'a mintavételi periodusids és k egész

szdm. A mintavételi id6pontok azonban kovethetik egymast mas szabalyossag szerint, sét
véletlenszeriien is, de ezekkel az esetekkel nem foglalkozunk.

A gyakorlatban a mintakat rendszerint digitalizaljak (kvantaljak, diszkrét értéki
jellé alakitjak 4t), ezeket dolgozzak fel, tovabbitjak, majd djabb feldolgozas utin
rendszerint visszaalakitjdk folytonos ideji és folytonos értékii jellé. A tovabbiakban
azonban csak folytonos értékil mintavételezett jelek vizsghlataval foglakozunk.

Legyen x:x(t) olyan folytonos idejii jel, amely korlatos véges id6kre (ezzel
kizarjuk a Dirac-impulzus jelenlétét). Az ehhez rendelt x, =x,(z) folytonos idejii jel
definicidja (6. abra)

x(t), kT<t<kT+T,; T,<T; keZ,

x ()= 4.4-18
) {o, kT +T,<t<kT+T. @419
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Szoritkozzunk arra az esetre, amikor a mintavétel T; ideje olyan rovid, hogy ezen
idétartam alatt x,.(r) allandénak tekinthetd. Ennek megfeleléen
0 x(kT+0)=x, k], AT <t<kT+T,; T,<T; keZ;
)=
™0, KT +T,<t<kT+T .

A feltételezésiink nem jogos, ha a jel nem folytonos. Ez a megjegyzés azonban mindjart
targytalannd fog valni.

Tovabbi egyszerlsitésként kozelitsik a 7,=4 T helycken kezd8dS rtovid és
T, x(kT) intenzitasa impulzus mindegyikét elhanyagolhaté hossziisagt és azonos
intenzitast impulzusokkal, azaz a T, x,,[k](t — kT') Dirac-impulzussal.

Az igy eldallé x,(t) folytonos idejii jel Dirac-impulzusok sorozata (6. abra), ezt
nevezzikk az x(f) jel mintavételezett jelének. A mintavétel T, idejének nem csak a T
mintavételi periodusidénél kell lényegesen kisebbnek lennie, hanem az olyan idéjellegfi
mennyiségeknél is, amelyek az x jel valtozdsi sebességét jellemzik. Ilyen jellemz6 lehet
példaul a jel savszélességének reciproka.

x4\

z { : —>
-T /0 T r r AT ¢
Xy

/]
X,
S0 S N I
T T T T 1 =
-T 0 T 2T 3ir 4T t

4.4-6. 4bra Az x(?) folytonos idejii jel, az ehhez rendelt rovid impulzusokbol allé x,{r) jel és az ezt
kozelitd x, (z) mintavételezett jel

Az x(t) jel T mintavételi pericdusidovel mintavételezett jele, az x,(t) jel
értelmezése

x.(t)=T, ixD[k]é(t—kT); xplk]=x(kT +0), T, <<T, (4.4-19)

k=—o




430 4. Analizis a komplexfrekvenciatartomdnyban

ahol T, a mintavétel hossza és x, [k] az x(f) folytonos idejii jel &7 idSpontbeli mintai
4ltal meghatarozott diszkrét idejii jel. Ha az x(r) jel folytonos, akkor x,[k]=x(kT).

Az x,(t) mintavételezett jel, az xp[k] diszkrét idejii jel és az x"(t)=x.(z)/T,
ugynevezett ,.csillagozott jel” ugyanazt a jelet irjak le kiilénboz6 alakban. A két utobbi jel
figgetlen a 7, mintavételi id6t6l. Mivel 5(1) reciprok id6 dimenziéju, ezért az x,(r)
mintavételezett jel és az x,, [k] diszkrét idejii jel ugyanolyan dimenzidji, mint az eredeti
jel és ugyanabban a mértékegységben fejezheté ki, az x'(t) csillagozott jelre ez nem
érvényes.

A mintavételezett jel egy fontos gyakorlati tulajdonsdga az, hogy egyetlen
csatornan tobb jel is atvihetS. A jel hordozdja gyakran elektromos fesziiltség, ekkor a
csatorna tavvezetéket vagy kabelt jelent. Legyen példaul az x, (t) jelhez rendelt DI jel

xD’,.[k]=xi(kT+i%+0); i=0,1,2,...,N-1. (4.4-20)

Ha T, <T /N teljesiil, akkor a 7 intervallumbeli mintakbol egyértelmtien ki tudjuk
valasztani az x,, x,, x,,..., x,_, jelhez tartozot. A tovabbiakban csak egyetlen ilyen
mintavételezett jellel foglakozunk és nem targyaljuk az idBosztdsos jelatvitel tovabbi
problémait. Nem foglakozunk azzal a kérdéssel sem, hogy miként lehet figyelembe venni
a mintavételi idé hosszat.

Példa Tekintsiik a kovetkez6 folytonos ideji jelet:

x(t)=elt)e™" .
Ennek mintavételezett jele a 7 mintavételi periodusidé és a 7, mintavételi idd
megvalasztasa utan

x(0)=T, 3 6(kT +0)e "8~ kT)=

k=00

=T, {8()+ e "8t —T)+ e 5(t - 2T)+ e " 5(t—3T)+... }.

Ha T = 0,1/« vélasztissal éliink, akkor ¢ *7=0,9048. Legyen T, =0,1T = 0,01/, akkor

a jel relativ megvaltozdsa a mintavétel tartama alatt 1-—e “%=0,0095~ 0,01, tehat a
vélasztott 7; id6 elég rovidnek tekinthetd. #

4.4-2.2. A mintavételezett jel spektruma

Szoritkozzunk olyan x(f) jelre, amelyik abszolit integralhaté. Ennek kovetkeztében a
hozzé rendelt x,[k]= x(kT +0) diszkrét idejii jel abszolut dsszegezhetd. A jelhez rendelt
mintavételezett jel spektruma integralassal szamithaté:

X.(jw)= _"x,(t)e”"”’dt = _fTO xp 8(t—kT)e ™ dt=

-

=7, ixD[k] ja(z—kT)e-J’mdz:To ixD[k]e’j‘””.
k=—0 ey k=—o0
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A feltételezett konvergencia-tulajdonsag miatt a miiveletek felcserélése jogos.
Az x.(r) mintavételezett jel X, (jow)=~F {x. (¢)} spektruma kifejezhets a jelhez
rendelt x,[k]= x(kT +0) diszkrét idejii jel ismeretében:

X(jo)=T, ¥ [kle 7 Sl fk] <oc. (4.4-21)
he=—cc

k=—x

Az x,, [k] jel X, (e“g): Fi{x, [k]} spektrumanak kifejezése (3.2-1.1. pont)
Xu(e”): ixp[k]e’j” ; i!xo[k]] <o,
k= ke=—ot

Ebbol kovetkezik a folytonos idejii jelhez rendelt mintavételezett jel és diszkrét idejii jel
spektrumanak kapcsolata :

X(jo)=T, x,7)| . (4.4-22)
Ebbol kovetkezik, hogy az X, (j o) spektrum periodikus:
rloro)-xGo) =T, (4.4-23)

Az o, a mintavételi korfrekvencia. (Ezekre az @, jel illetve az Orajel korfrekvencia
elnevezés is hasznalatos)) Valés értékii x(r) esetén elegendd X.(j ®) ismerete a
0<w<w, [2=7r/T korfrekvencidkra.

Ha X,(jo) ismert, akkor x.(t)=-7{X.(jow)} inverz Fourier-transzforméciéval
szamithaté. Ez azonban olyan integralra vezet, amely nem konvergens a szokdsos
értelemben. Ez nem is meglepd, hiszen a mintavételezett jel Dirac-impulzusok sorozata.
Sokkal kényelmesebb ezért, ha a diszkrét idejil jelet allijuk eld a DI inverz Fourier-
transzformacio segitségével:

1 Fig T "lT

xo[k]:g J‘Xp(e"'g)ej'” d‘9:2~; IXD(ej”T)ejw”da),
i

-

A (22) értelmében a diszkrét idejii jel kifejezheté a mintavételezett jel spektrumaval is:

xiT
xplk]= T J-X*(ja))ejk“da); keZ. (4.4-24)

2
hﬂ'y})ﬂrT

Az x, [k] ismeretében az x*(t) mintavételezett jel a (19) szerint mar meghatdrozott.
A fentick Gjjra megmutatjdk, miként hasznalhaté a diszkrét idejil leiras folytonos
ideji jel jellemzésére.

1. példa Legyen a folytonos ideji jel és spektruma a kovetkezo:

x(l):ef(‘\"‘ ,a>0; X(jo)= 2206 7"

a +w

Mivel a jel paros, ezért spektruma valds értékii.
Hatarozzuk meg az x jel mintavételezett jelét és annak spektrumat!
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A jelhez rendelt diszkrét idejii jel és annak spektruma a=e™* jeloléssel

1-4°
kl=d", x (¥)=—"""2 . 0<a<l.
x4] D( ) l1+a’-2acosd “
A (19) illetve a (22) értelmében a T periddusidével mintavételezett jel illetve annak
spektruma

w 2
_T W s(;— kT o) = 1-a .
x*(t) b kga 5(t k ), X‘(Jw) T, l+a-2acosawT

Az x, (t) mintavételezett jel is paros, az X, (j@) spektruma is valos értékii. #
Az x*(t) mintavételezett jel X*(j a)) spektruma kifejezhetd az x(f) eredeti jel

X (j o) spektrumanak ismeretében. Alabb igazoi fogjuk, hogy ha x(¢) mindeniitt (esetleg
a ¢ = 0 pont kivételével) folytonos, akkor o =27 /T jeloléssel

x

3 [X(il0-nw, )+ X(j(e+no, ))]}+ % lim [joX(jo)]. (4.4-25)

n

fjo)- 5 xtjo)-

Igazolhato tovabba, hogy a r = 0 hely kivételével folytonos x(¢) esetén
lim[jo X(jo)]=x(+ 0)— x(-0), (4.4-26)

vagyis x(f) ugrasa a ¢ =0 helyen. Ha tehat az x(¢) jel mindeniitt folytonos, akkor a (25)
utolsd tagja nem 1ép fel. Ha x(7) belépd jel, akkor az utolsé tag értéke x(+ 0) T,/2.

A (25) jelentése a kovetkezd. A mintavételezett jel X, (j a)) spektruma elballithatd
az eredeti jel X (j o) spektrumabdl annak ismételt eltolasdval az @, mintavételi
korfrekvenciaval, és ezen Osszetevok Osszegezésével.

Mivel véges energiaji jel spektrumara X(j w)a 0,ha |a)l —>ow, ezért az
lw} <, /2 intervallumban az X, (j®) kozelithetd a (25) sor els néhany tagjéval.

Ha az x(f) sdvkorldtozott € sévkorlattal, akkor X,(j ) minden frekvencidn véges
szamii X(j(@~nw,)) tipusi tag osszege. Ezt szemlélteti a 7. dbra, amelyen a jel

spektrumat az attekinthetdség érdekében valds értékiinek tekintettiik.
Ha a mintavétel kellden slirti — konkrétan @, 22 2, vagyis T <z /(2 esetén —

akkor barmely o korfrekvencian legfeljebb egy tag nem nulla X,,(j a)) kifejezésében.
Ennek kovetkeztében az |w|<o, intervallumban X.(jo) aranyos az X(jo)

spektrummal. Ezt szemlélteti a 7. abra kozEéps6 sora.

A mintavételi tétel értelmében a (2 savkorlatd x(#) jel rekonstrudlhaté az x, ()
mintavételezett jelébdl, ha a mintavételi periédusidd kielégiti a T <z /2, vagyis a
mintavételi korfrekvencia kielégiti az w, 22 2 feltételt.

A mintavételi tétel képlet alaki megfogalmazasa:
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X(jo)”]

(a) \

0 2 20 302 442 @

X {jo)

N
b) \

X {(jow)

=] n=2

{c)

0 g/;\ m /]\49 )
[/

4.4-7. abra A savkorlatozott jel spektruma és mmtavetelezessel eloallitott jel spektrumanak eloallitisa az
eredeti jel spektrumabol (b) kellGen stirl, illetve (c) nem kellden siiri mintavétel esetén

T
X o<
X(jo)=4T, o). jef<2<3 2 (4.4-27)

0, lo|> 2.

Ez dsszhangban all a mintavételi tételnek a 3.2-1.5. pontban megfogalmazott més
alakjaval.

A 7. bra also sora azt illusztralja, hogy ha a mintavétel nem eléggé sirti, akkor az
Osszeadandd spektrumok atlapolodnak és ennek kovetkeztében idegen (,.alias™)
frekvencidk jelnek meg az alulmintavételezés kovetkeztében. Ekkor az X,(jo,) értékek
nem csak a megfeleld X (j a)l.) értékektdl fiiggnek, hanem az idegen X (j a),irna)x)
értékektdl is (n =1,2,... ). Nyilvanvald, hogy ekkor a mintavételezett jelbél nem
rekonstrudlhato az eredeti jel, még ha az savkorlatozott is.

Ha az x(r) jel nem savkorldtozott, akkor nem rekonstrudlhaté mintavételezett
jelébdl, a jel spektruma legfeljebb kozelitleg lehet ardnyos mintavételezett jelének
spektrumdval az |a){<a)x intervallumban és erésen kiilonbozik tSle ezen intervallumon

kiviil.
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2.példa Az 1. példaban vizsgalt jel nem savkorlatozott, de spektruma nulldhoz tart
w — oo esetén. Valasszunk T=1/2a vagyls w,=47ra értéket. Ez akkor lenne a

mintavételi tételnek megfelel6 érték, ha a jel savkorlatja 2 =2 7 o lenne. Tudjuk, hogy
X(jo) P
(X(jo)  1+2r)

ezért nem kovetiink el nagy hibat ilyen mintavételi periddusidd vélasztasaval.
A fenti valasztissal a mintavételezett és az eredeti jel spektruma

>~0,025, w>2ra,

2
X.(jo)=T, -4 —i a=e =060 ;
1+a> -2 acos—
[24
T, .. 4
— X =7 — .
T (i) “1+(w/a)

E két fiiggvény grafikonja lathaté a 8. abran. Az utdbbi az X, (j a)) els6 tagja a
(25) szerinti alakban. Lathatjuk, hogy az ||<w, /2 intervallumban ez elég j6 kozelitést
jelent.
Ha ehhez még hozzdadjuk a kovetkezd két tagot (jobbra és balra tolva w, =4ra
korfrekvencidval), akkor ezek gorbéje és X,,(j a)) ‘gérbéje gyakorlatilag egybeesik az
lof<w, /2 intervallumban.

A példa és a 8. abra azt illusztralja, hogy a mintavételezett jel még egy nem

savkorlatozott jelnek is jo kozelitése, ha a mintavételi periddusidét megfelelden
valasztjuk. #

X
iy
41_)(* " 1
T, + '
¥
r
»
*
I
L]
*
¥
¥
+
#
‘l
H -t
0 60:/I\ 12¢ /]\ @
2ra dra

4.4-8. abra A mintavételezett ¢s az eredeti jel spektruma. Az ut6bbi az elébbi egytaga kozelitése
Az x(f) jel mintavételezése tekinthetd ampliiidé-moduldcios folyamatnak is.
Legyena g, (t) periodikus vivjel Dirac-impulzusok sorozata:

LS

2.(0)=T7, > 8(t—kT). (4.4-28)

k=—o0
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Ez tekinthetd a g(r)=1 jel mintavételezett megfeleljének is. Léathatjuk, hogy ha x(f)
folytonos jel, akkor az altala modulalt x(z)- g, (r) Dirac-impulzus sorozat

x(1)= 1) 2.(1) (4.4-29)

az x(t) jelnek a (19) szerinti mintavételezett jele.
Ezt felhasznalhatjuk (25) igazolaséhoz, vagyis X,(jo) és X(jw) kapesolatinak
eldallitdsara, A (3.2-13) értelmében a g, [k]:l jel spektruma

—272 3 5(9-p2r).
p=%
A (22) alapjan a mintavételezett dllando jel spektruma @ =27 /7 jel6iéssel

oﬂ{g*(t)}:T()Zfrib‘(a)T—pZﬁ 27z~—26 o-po,) (4.4-30)

p=—© p=—0

A folytonos idSbeli szorzasnak a (3.2-41) értelmében frekvenciatartomanybeli konvolticio
felel meg:

o

7 {ulr) j (w—2))da.

Alkalmazzuk ezt az x, (1)=x(r) . (r) jelre:

¥ li0)=7 )0 =55 [xlilo-2)22 2 Tole-po)ar.

Ebbdl kovetkezik, hogy

X(Ja) ?ZX - pa))) o, =

p=—%

Ezzel megkaptuk a (25) igazolasat folytonos x(f) esetére. Az altaldnosabb esetet (amikor a
jelnek a ¢ = 0 helyen ugrdsa van) nem targyaljuk.

4.4-2.3. Mintavételezett jel Laplace-transzformaltja

Az x, (t) mintavételezett jel X, (s) =% {x‘ (t)} Laplace-transzformaltja a definicid szerint

J‘{ OixD[ t—kT} ””d[“TZxD j-é‘ kT)eiwdt:]:)Zm:XD[k]eﬂkT,
k=0

A miiveletek sorrendje a gyakorlatban elfordulé jelekre felcserélhetd.
Az x,(t) mintavételezett jel X_(s)= {x,(¢)} Laplace-transzformaltja kifejezhetd

ajelet leird x,[k] diszkrét ideji jel ismeretében:

=T, ZXD Je ™7 x,[k]=x(kT+0). (4.4-31)
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Az X,(s) rendszerint racionalis fiiggvénye az e’ valtozénak.
Az x,[k] jel DI Laplace-transzformaltja (4.1-1.1. pont)

XD(Z)=ZXD[k]Z’k .

k=0

Ebbél kovetkezik, hogy ezzel X, (s) egyszertien kifejezhets X ,(z) ismeretében:
X.(s)=T, X,(z) _.r- (4.4-32)

Ezek szerint az X, (s) inverz Laplace-transzformdltja elballithaté az inverz DI Laplace-
transzformacié mar megismert mddszereivel (polinomosztas vagy részlettortekre bontds;
4.1-2. szakasz). Ez az xp[k] DI jelet szolgaltatja, amely viszont (18) értelmében mér

meghatdrozza az x, (t) mintavételezett jelet.

A (21) és a (31) Osszehasonlitisdval megkapjuk a belépd mintavételezett jel
spektrumdnak és Laplace-transzformaltjanak kapcsolatat:

X.(jo)=X.(s)]

s=jo’

x,[k]=0, keZ_; i\xD[k]<oo. (4.4-33)

Az osszefiiggés biztosan alkalmazhatd, ha X D(z) =T X, (%sr:z racionalis fiiggvény és
minden pdlusa egységsugari koron beliili.

Ha ismerjik az x(r) jel X(s) Laplace-transzformaltjat, akkor az x,(r)
mintavételezett jel X, (s) Laplace-transzformaltjat altaldnos esetben a kovetkezéképpen
hatdrozhatjuk meg. Elészor eléalliuk az x(r)=%""{X(s)} jelet, képezzik az x,(t)
mintavételezett jelet, majd szamitjuk ennek X (s)::[ {x* (t)} Laplace-transzformaltjat.
Vezessiik be erre a miiveletsorozatra a kovetkez6 jelolést:

X,(s)={x(s)}, . (4.4-34)

Az {X(s)}, fiiggvényt eldallithatjuk x(r) szdmitisa nélkiil is, ha X(s) racionalis
fuggvény vagy ha a kovetkez6 alaka:

(4.4-35)

X(S): B(](S)-f— Bl(s)efsTJr Bz(s)e””-&-,,j— Br(s)ef”f

(s=p)(s =py)- (s =) ’

ahol minden B,(s) legfeliebb n—1 fokszamu polinom és 7 a mintavételi periédusidé. Ha
a polusok egyszeresek, akkor részlettortekre bontassal X(s) eléallithaté

F(S): 1 e»SmTj g—l{F<S)}:€(1_m T)ep,(l-mT)
S=p;

alaku tagok linedrkombinacidjaként. A DI jel és Laplace-transzformaltja

z

~-m
7z —ebli 7z

Solkl=elk—m]e 7, Fy(2)=

Alkalmazzuk erre a (34) 4ltal értelmezett { } miiveletet, akkor kapjuk, hogy

*
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1 —smT eXT —sm
{ e }:ﬂ)me ”. meN. (4.4-36)

Lathatd, hogy a { } miivelet és az e™*"" (meN) tényezbvel végzett szorzas sorrendje

felcserélhetd. Az eljaras nehézség nélkil altalanosithaté arra az esetre is, amikor
valamelyik pdlus tobbszoros.
Az is konnyen belathatd, hogy ha F,(s) egy mintavételezett jel Laplace-

transzformaltja, akkor barmely g(r) és G(s) esetén
(F6) (o)) = £.(5)G.(6). i

Nincs egyszerii altalinos médszer {F(s)G(s)}, meghatirozasara F,(s) és G.(s)
ismeretében. Ilyenkor az altaldnos eljarast kell kovetni (visszatérés az iddtatomanyba,
mintvételezett jel eldallitasa, Laplace-transzformalt szamitasa).

1. példa Tekintsiik a kovetkez6 két folytonos ideji jelet:
glt)=elt)e,
i
= ete)-ofe 7).
o

A h(?) kifejezésében T a mintavételi periddusidd és T, a mintavétel hossza.
Az ezekhez tartozo mintavételezett jelek,

2.()=T, Ze 5(—kT),  h()=5().

A mintavételezett jelek Laplace-transzformaltja

G,(s)=T, _ H.(s)=1.

LD IPC
Az Olvaséra bizzuk e két transzformalt el6allitasat a

G(s): ! . Hls)=

s+a ) Tys

1 _ e—xT

Laplace-transzformaltak ismeretében.

2. példa Vezessiik be az elézdkben meghatirozott figgvényekkel az alabbi komplex
frekvenciatartomanybeli fliggvényeket:

U(s): G(S)H*(S), V(s)=G.(s)H (s), Wl(s)= G(S)H(s).

Hatérozzuk meg az ezekhez tartozd u(),v(z), w(t) jelek mintavételezett megfeleljének

Laplace-transzformaltjat!
A (37) felhasznalasaval :Z{u*(t)} és i’{v*(t)} egyszerten kifejezhetd:
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A Z{w.(f)} szamitisa kicsit koriilményesebb. Az adott G(s) és H(s)

behelyettesitésével
l—e™" 1 |1 1
W - - o ) 1_ -sT .
(S) Tos(s+a) aT, {S s+a}{ ¢ }

A (37) és a (36) felhasznalasaval kapjuk, hogy
1 1 1 .
W (s)=—H<T, -T 1—e 7=
O e et R
N 1 _ e—aT ef\‘7

a l_efaTeﬂT

Ennek a fiiggvénynek az elddllitasa nem reménytelies a G,(s) és H,(s) fliggvények
ismeretében.

Az Olvaséra bizzuk az eredmények ellendrzését tigy, hogy eldszér meghatarozza
az u(t), W(P) és w(f) fuiggvényeket, képezi ezekbdl az u*(t), v, (t) és w, (t) mintavételezett
jeleket, majd ezek Laplace-transzformaltjat. Ez a szamitds tobbnyire hosszadalmasabb,
viszont altaldnosabb.

Ha példaul kis mddositassal a két fiiggvény

el)=cl)e HO)=lele)- sl )], 72T

lenne, akkor a Laplace-transzforméltak meghatdrozasa megfontolast igényelne. Az
eredményt 1ényegesen befolyasolnd 7/ T értéke. Ha ez kisebb 1-nél, akkor az eredmények
nem valtoznéanak, de W*(v) bemutatott szimitasa nem érvényes. Ha ¢/ T nagyobb 1-nél,
akkor mér ,(¢) kifejezése is modosul! Az Olvaséra bizzuk az utébbi eset részletes
vizsgalatat, #

4.4-2.4. A mintavételezett jel rekonstrukcidja

A mintavételezett (vagy digitalis) jelfeldolgozas egyik alapvet6 feladata a kovetkezd.
Ismerjiik egy folytonos idejli és korlatos y(7) ,.eredeti” jel y, [k]z (kT + O) mintdit

vagy y, (z‘) mintavételezett jelét. Feladatunk olyan f/(t) folytonos idejii jel eldallitdsa,

amely lehetdleg kevéssé kiilonbozik az eredeti y(t) jeltél, ezért annak egy kozelitésének

vagy rekonstrukciojanak tekinthet6. Ha az eredeti jel nem savkorlatozott, akkor a mintak
alapjan egy hibamentes rekonstrukcié még elvileg is lehetetlen.

A kovetkezokben harom kozelito rekonstrukcios eljaras alapelvét mutatjuk be. A
mintavételezett jelbol torténd jelrekonstrukcid hibdja alapvetSen anndal kisebb, minél
kisebb T" mintavételi periodusidét véalasztottunk. Arra az esetre szoritkozunk, amikor az
(1) jeletaz y,(r) miltbeli, azaz ¢ elétti értékeibél allitjuk elé (on-line rekonstrukcio).

Szakaszonként dllando jelrekonstrikcid

Az W) jelet y,)[k] mintai alapjin szakaszonként altando p,(¢) jellel rekonstrudld jel
definicidja

D)=y lk]=y(kT+0), kT <i<kT+T, keZ. (4.4-38)
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A rekonstrualé jel allandé értéke megegyezik az utolsé minta értékével. Ez egy 1épcsis
fiiggvényt eredményez. Az eljaras nulladrendll extrapolacio. A rekonstrukcié hibamentes a
&7 mintavételi iddpontokban. Az ecljardst a 9. dbra fels® soranak jobb oldali részibrai
szemléltetik. (Az abra alsé sorardl késébb lesz sz6.) A jelrekonstrukcié hibaja kicsi
azokban az intervallumokban, ahol az eredeti jel keveset valtozik, azaz maga is kozel
allando.

A nulladrendii tarté az a rendszer, amelynek u(t): y‘(t) gerjesztéshez tartozd

valasza éppen a fent értelmezett J,(¢).

E rendszer impulzusvalaszdnak meghatdrozasdhoz legyen y,[k]=8[k]. Ekkor
y.(6)=T, 5(t) és p,(t)=ele)—elt - T). Ebbdl mar kovetkezik a hy(t) impulzusvalasz
kifejezése, majd ebbbl a H,(s) atviteli fiiggvény és a H,(jw) 4tviteli karakterisztika
kifejezése is. Konnyen beldthato, hogy a rendszer gerjesztés-valasz stabilis.

A nulladrendii tarté rendszerjellemzd fliggvényei

1
ho(6)=7-{ele)- el - T}, (4.4-39)
0
YA YA
s 4 W) 1
0.5 0’5 yo(t)
0,254 0254
v{D)
L
0 2T 3T ATt 0 2T 3T 4T 1
A YA
05 + 05 +
0254 0,254
0 a7 3T 4T Y1 0 2T 3T AT ¢

4.49. 4bra Az y eredeti jel és az y, mintavételezett jel, az $, szakaszonként allando, az ; szakaszonként
linedris, az § ,; aluldteresztével eléallitott rekonstrualt jel

-sT
H,(s)= ’Te (4.4-40)
oS
—ieT .
Ho(ja))zl-—e 1 = T sm(a)T/Z) —ja)T/2~ (44_41)

T, jw

7T, T/2
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Az impulzusvélasz id6ben véges hosszlsigl, az atviteli figgvény és az atviteli
karakterisztika nem racionalis.

Ilyen véges impulzusvalaszi (FIR tipusu), folytonos idejli rendszer nem
differencialis, rendszeregyenlete és allapotvaltozds leirdsa nem az éltalunk eddig targyalt
alakd, nem realizalhatd erésitOk és integratorok Osszekapcsolasabol 4llo jelfolyam
hélézattal.

Szakaszonként linearis jelrekonstrukcio

Az y(7) jelet y, [k] mintai alapjén szakaszonként linearis jzl(t) jellel rekonstruald jel
definicidja

f/l(t)=yp[k]+w(t—kr), KT<t<kT+T, keZ. (4.4-42)

A rekonstrudlt jel T hosszisagl intervallumonként linedrisan valtozik, értéke a kT
idépontban megegyezik a minta ottani értékével, meredeksége egyenlé az y(t) atlagos
meredekségével az el6z6 T hosszisagu intervallumban. Az eljaras elsérend( extrapolacio.
A rekonstrukci6 hibamentes a kT + 0 mintavételi idépontokban. Az eljarast a 9. dbra alsé
soranak bal oldali részabraja szemiélteti. A jelrekonstrukcié hibdja kicsi azokban az
intervallumokban, ahol az eredeti jel folytonos és nagyjabol linedrisan valtozik.

A linedris extrapoldcié jobb a nulladrendli extrapolacional azokban a
szakaszokban, ahol a jel monoton nd vagy csokken, de rosszabb a maximumok és a
minimumok kornyezetében. Ebbo6l kovetkezik, hogy ez a jelrekonstrukcio nem tekinthetd
az eloz6 fejlettebb valtozatanak, viszont kivitele nyilvan bonyolultabb, ezért a
gyakorlatban ritkan hasznaljak.

Az elsdrendii tarté az a rendszer, amelynek u(t)=y,(t) gerjesztéshez tartozé

valasza a fenti y, (t) E rendszer impulzusvalasza (1. az el6z6 megfontolasainkat)
h(6)={e(e)-ele - T)}# + {e(t-T)-e(t -2 T)}%. (4.4-43)
0 0

A Laplace-transzformalt szadmitasaval eldallithatjuk az Aatviteli fliggvényt és abbdl az
atviteli karakterisztikat is:

l+sT s
H:(S)=§,O—TF[1—€ T]Z, (4.4-44)
T in (w7 /2)]
Hl(ja)):T—[1+ ij][%—} eor . ’ (4.4-45)
0

Sem az atviteli fliggvény, sem az 4tviteli karakterisztika nem raciondlis, halozati
realizalasa integratorok és erositok dsszekapcsolasaval nem lehetséges.

Jelrekonstrukcié aluldteresztd sziirével

A jel rekonstrukcidjat mintdibol kozelitdleg elvégezhetjiik alulateresztd szilirbvel is.
Tudjuk ugyanis, hogy a savkorlatozott jelet (alkalmas periddusidével vett) mintaibol
egyértelmiien rekonstrudlni tudjuk, spektrumit a mintavételezett jel spektrumdbol
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(alkalmas sdvszélességli) aluldtereszt6 szlirbvel elballithatjuk. Ez kovetkezik az 4.4-2.2.
pontban targyaltakbol, és jol lathat6 a 4.4-7a és b abrabol.

Az attekinthetOség érdekében a lineédris fazisti idedlis alulateresztbvel torténé
jelrekonstrukciot vizsgalatara szoritkozunk. Ez a rendszer ismeretesen nem kauzalis, ezért
ténylegesen ennek egy kauzélis és stabilis kozelitdé realizaciojat célszerli alkalmazni
(példdul maximélisan lapos alulatereszt6t a 9. 4bra masodik sorénak jobb oldali
részabraja).

A linedris fazist idedlis aluldteresztd sziir6 atviteli karakterisztikdja

) 1 ~er la).<.(2 >0,
H,(jo)=1T, (4.4-46)
0, o|> 2.

A tovabbiakban feltételezzilk, hogy £2=n/T=w, /2, ahol {2 a sziird sivszélessége és T
a mintavételi periédusido.

E sziirdnek az y, (t) gerjesztéshez tartozd y, (t) valasza inverz Fourier-
transzformaciéval

J’n(t)zzl-?Hn(j a))Y*(jw)ejw'dw =

1 =/T

J‘ T «JQ)T{T Zy kT ‘kaT}e’“"daI—*Zy(kT Iejwt -k T) do.

/z/T 7 o -=/T

27r

Az utolsé integral nehézség nélkiil szamithatd. Némi rendezés utan kapjuk az alulatereszt6
valaszanak kifejezését:

w sin 7 (E—T— - k)
yalt)=Y] y(kT)—:T——— ) (4.4-47)
= A

A mintavételi tételbdl kovetkezik (3.2-1.5. pont), hogy ha az y(¥) jel 2 savkorlata
savkorlatozott kozelitését y,(r) jeloli, akkor a mintavételezett jelbdl eldallitott idedlis
savkorldtozott rekonstrudit jel

Palt)= yalt-7). (4.4-48)

Ezek szerint J,(t) az y(t—7) késleltetett eredeti jel savkorlatozott kozelitése. EbbSl
kovetkezik, hogy §,(kT)=y(kT —z), vagyis a jelrekonstrukcié (a 7 késleltetéstol

eltekintve) hibamentes a mintavételi idépontokban.
Ha az eredeti y(?) jel savkorlatozott €2, sdvkorlattal és a mintavételi periodusid6t

tigy valasztjuk, hogy T <z /42, (vagyis @, >20 ) teljesiiljon, akkor Fa (t)= y(t —T),
vagyis ekkor az idedlis aluldteresztovel végzett jelrekonstrukcié tokéletes lenne.
Vizsgaljuk meg mi térténik, ba egy szinuszos jelb8l vesziink mintékat, majd egy
alulateresztével szirjilkk a mintavételezett jelet. Legyen , =0,40 <@ /2 €8
@, =0,6 0, > m /2, vagyis
y()=cos04m,t, Y(jo)=r{s@-04m)+ Sw+040,)};
y,(t)=cos 06w, t, Y,(jow)=z{6(@-06w,)+5@+06a,)}.
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Mindket jel savkorlatozott: 2, =04 w,<w, /2, 2,=0,6 0, >, /2. A mintavételi tétel
értelmében y,(¢) rekonstrualhaté y,,(¢) ismeretében, de »,(¢) nem rekonstrualhat6 y,,(¢)
ismeretében. A 10a 4bran lathatoak az eredeti jelek és mintavételezett jelitk. A 10b dbra az
eredeti jelek, a 10c &dbra a mintavételezett jelek spektrumat mutatja. Az utobbiak az
el6bbiekbdl a (25) értelmében eltolassal és sszeadassal allithatok eld. E jelek parosak,
spektrumuk valés értékii. A 10d abrin feltintettiik az idealis aluldteresztd Q=w,/2
savszélességét és kimeneti jelének spektrumat. Az egyszeriiség kedvéért a ¢ =0 esetre
szoritkoztunk, ezért a sziirt jel spektruma is valos, a jel paros. A 10d abrabol 14thato, hogy
a szirt jel egyetlen frekvenciakomponenst tartalmaz, éspedig mindkét jelre a
korfrekvencia 0,4 @,. Ennek kovetkeztében mindkét sziirt jel megegyezik, éspedig

Pra(t)=r0{t)=cos 0,4, t. Ez azt jelenti, hogy ,o(t)=3,(), de ,,(t) teljesen mas
mint a rekonstrudlandé y,(z) jel.

Y4 @,=040, YA =0,6w,

Yt

4.4-10. 4bra Mintavételezett szinuszos jelek rekonstrukcitja idealis aluldteresztdvel: csak a kellden kis
frekvenciajt jel rekonstrudlhaté hibamentesen

A 10. abran kovetheté altalanos megallapitisunk egy egyszeril esetre: az idedlis
alulateresztd torzitatlanul atenged minden olyan szinuszos jelet, amelynek frekvencija
kisebb a mintavételi frekvencia felénél, minden ilyen frekvenciakomponens linearis fazis-
karakterisztika esetén ugyanannyi idével késik. Ha tehit a jel csak ilyen
frekvenciakomponenseket tartalmaz (tehat savkorlatozott), akkor a linearis fazisu idedlis
alulatereszté képes a jelet a mint4ibol, vagy a mintavételezett jelébdl rekonstrudlni. Ha a
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Jjel az el6irtnal nagyobb frekvenciakomponenseket is tartalmaz, akkor a jelrekonstrukcié
nem [ehet hibamentes.

Mint kordbban belattuk: az idedlis aluldteresztd nem kauzalis rendszer, ezért nem
valdsithato meg. Feladatunk ezért egy olyan aluldteresztd sziird tervezése, amelynek
raciondlis az atviteli fliggvénye (4.2-3.6. és 7. pont). Egy realizalt alulitereszt6 még
savkorlatozott jelet sem tud mintdib6él hibamentesen realizdini részben az amplitado-,
részben a fézis-karakterisztika nem idedlis volta miatt. Az alapgondolat mindazonaltal
hasznos: egy megfeleld aluldteresztd felhaszndldsaval a jel kozelitdleg rekonstrualhatd a
mintdibol, ha fazis-karakterisztikdja az &tereszt6 tartomdnyban - ahol az amplitidé-
karakterisztika nagyjabdl dlland6 - kozelitbleg linedris, vagyis futdsi id6 karakterisztik4ja
kozelitéleg allandd. Az @, mintavételi korfrekvencidt legaldbb kétszer akkoranak kell
vélasztani, mint amekkora a rekonstrudlandé jel savszélessége. Az alulatereszid
savszélességének legaldbb akkordnak kell lennie, mint az @ /2 kérfrekvencidnak. A
jelrekonstrukcid pontossaga a sdvszélességek értelmezésén is mulik.

A H o (s) atviteli fuggvény vagy a H o (j o) éatviteli karakterisztika megvalasztisa
utan szamithatjuk a rendszer /;n(t) impulzusvalaszat is, amely belépd jellegii. A
rekonstrudlt jel kifejezése a kiilonbozd tartomanyokban belépd y(¢) jelre szoritkozva

Y(s)=H (s)x(s);
Y(Jw) A, (jo)Y.(o); (4.4-49)
T{y[k )+ vk 1]k (:—T)+y[k-2]129(t—2r)+...}.

Sziikség van még egy (T/ ]})) erfsitésre a kozelitd egyenlOség (nem csak az ardnyossag)
biztositasdra. Természetesen mds erdsités is alkalmazhato.

A mddszerek dsszehasonlitasa

A mintavételezett jelet az eredeti jelbsl kozelitbleg sziiréssel rekonstrualhatjuk. Az
eléz6kben harom sziirdt targyaltunk: a nullarendii tartét, az elsbrendd tartot és a linearis
fazisu idealis alulateresztdt. A tényleges kivitelnél még approximacios és realizacios
feladatokat is meg kell oldani, de ezeket nem részletezziik.

A két tartd altal rekonstrualt jel nem folytonos (még ha a rekonstrudlando jel
folytonos is), a racionalis atviteli fliggvényii alulateresztd altal rekonstrualt jel folytonos
(még ha a rekonstrualandé jel nem folytonos is, de korlatos).

A tartdk altal rekonstrudlt jel a mintavételi idSpontokban pontos, a racionalis
atviteli figgvény aluldteresztd altal rekonstrualt jel nem bir ezzel a tulajdonsaggal.

Az idStartomanyban maér nehéz tovabbi sszehasonlitdst tenni a harom mddszer
kozott. A frekvenciatartomanybeli vizsgalat alapjan azt mondhatjuk, hogy a sziiré annal
jobb, minél jobban kézeliti a linedris fazisa idedlis alulateresztdt. A 11. dbran lathatjuk a
kévetkezd szlr6k amplitido-karakterisztikdjat:

K, : idealis alulateresztd

K,: nulladrendd tart6

K,: elsérendi tarté

K,, :alulatereszté (maximalis lapossagl, n=3, @, = 2, £ = 0,5; v6. 4.2-3.6. pont).

Az ateresztdtartomanyban az alulatereszté tekinthetd legjobb kozelitésnek €s az
els6rendii tarto a leggyengébbnek, a zarétartomanyban a sorrend megfordul. Nagyobb
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rendszamu szlrével a zardtartomanybeli viselkedés javithaté. Nem foglalkozunk a
faziskarakterisztikak (vagy a futdsi id6 karakterisztikak) 6sszehasonlitasaval.

K(@/N
-
1.5+ £
, \
! .
/ \
K
e )
l{uu;“”i”' \
N
"‘iaf““”K {
A BN
\ \ vy .usgf’nnal.‘!lil \
\ : o
) P ; |
0 O=2/T 20 30 ——

4.4-11. ibra Kiilénb6zo jelrekonstruald sziir6k amplitidd-karakterisztikdja

Példa Tekintsiik a kovetkezé mintavételezendd, majd rekonstrualando jelet:
wt)=elt)ate™, a>0.
A T periddusidével mintavételezett jel
2.0)=T,Y aTke ™ 8(t-kT)=aTT,Y k(=" | o(t-kT).
k=0 =0
Az eredeti jel spektruma és amplitudd-spektruma
. o
Y(jo)= (

a )
—2 . )= .
o+ ja) | (wa )

Viélasszunk 7 = 0,3/ mintavételi periodusidét (o, =207 a /3 = 20 &). Ez akkor
tenne lehetové idealis jelrekonstrukciot, ha a jel @, /2=107a/3~10a savkorlattal
Y(jw)<0,01|Y(jw) , ha |o|>w,/2, ezért
valasztasunk elfogadhat6. A mintavétel 7, << T hosszat nem rogzitjiik.

A korabban mar latott 9. abra éppen chhez a jelhez és mintavételi periodusidéhdz

tartozik. Alulatereszt6ként egy maximalisan lapos harmadrendil sztir6t valasztottunk (a
4.2-3.7. pont példaja). Ennek rendszerjellemz6 fiiggvényei

sdvkorlatozott lenne. Lathaté, hogy

3
H.Q(S): o

(s+w0)(s2 +w0s+w§) ’

3
K, (‘0): o

>
Jatb + @b
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ho ()=, g(’){e_%" % e ™" cos (% @yt + —gj}

Az o, korfrekvencia egy szabad paraméter, amelynek hatdsat az amplitido-karakterisztika
jol mutatja. Alabb megadjuk ennek értékét két jellegzetes frekvencian az @, harom
valasztott értékére:

w, = 10 12a l4a
K, (050,)= 0,6567 0,8329 0,9225
K (@)= 01082 0,1848 0,2862

Az w, = 10a valasztis nem megfeleld dteresztGtartomanybeli viselkedést eredményez, az
o, =14 a valasztassal pedig a zarétartomanybeli viselkedés nem megfelels, ezért az
w, =12« latszik n=3 esetén optimalishoz koézeli valasztasnak. Erre az esetre

vonatkozik a 9. és a 11. abra (1. elGbb).
Mint azt elére is sejtettiik, a harmadrenddi alulitereszté nem biztosit jo
jelrekonstrukciot, azt csak az egyszertiség kedvéért valasztottuk. #

4.4-2.F. Feladatok

F-1. Hatarozza meg az x(¢)=e(t)e™', @ >0 jelhez tartoz6 mintavételezett jelet és annak
spektrumat!

F-2. Adja meg az eldz6 feladatban szerepl6 spektrum legegyszeriibb kézelitését az eredeti
jel spektrumanak ismeretében a (25) alapjan! Hasonlitsa Ossze a pontos és a kozelitd
értéket az w, =0 és az o, =x /T korfrekvencian! Adjon az eltérésre kozelito kifejezést

annak figyelembe vételével, hogy o T kis érték!

*F-3. Igazolja altalanosan a (25) érvényességét az 1. feladatban szerepld jelre!

. . = 1 T 1
Utmutatas. Hasznalja fel az =
( ) "Z:1n2+22 2zthmz 277

azonossagot!)

F-4, Ismert egy belépo jel X(s) Laplace-transzformaltja.
Adjon kifejezést a mintavételezett jel Laplace-transzformaltjara az idofiiggvények
eléallitasa nélkiil!

F-5. Egy y(t)=4 £(r) idéfiiggvényii FI jelet mintavételeziink, majd nuiladrendi tartoval
rekonstrualunk.

Igaz-¢, illetve milyen feltételek mellett igaz, hogy a rekonstrualt jel megegyezik az
eredetivel?
F-6. Egy y(t)=Be&(t)t id6fuggvényli jelet mintavételezink, majd elsbrendii tartoval
rekonstrualunk.

Igaz-¢, hogy a rekonstrualt jel megegyezik az eredetivel?

*F-7. Adjon meg egy olyan jelet, amely mintavételezés utén elsérendii tartéval
hibamentesen rekonstrualhaté!
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4.4-2.M. Megoldasok

M-1. Az a=e ™ <1 jel6lés bevezetésével

x,(t)=Toiak é‘(t—kT), X‘(j(o)z——%ﬁ,
k=0 l-ae 1@

M-2. Tudjuk, hogy

. N | AN I |
X(Jw)_ma? x(G0)=2- X(JT] a+izlT’ ylim{jo X(o)=>

Ha csak egyetlen tagot vesziink figyelembe, akkor a kozelit6 alak

T; T T T T: 7
X, (jo)=2x(jo)=—"——, X, (j0)=—2, X |jz|=—t—~—".
Go)=7 xGe)= 75 Xalio)= 25 I(JTJ aT+jr aT
Ha még a jarulékos 1/2 tagot is figyelembe vessziik, akkor a kozelit6 alak
. T, j
Xaljo)= 2 x(jo)r 2ol 2ralriol
T 2 2 aT+jeT

. T, 2+aT T Yy T, 2+aT+irn
X~2(30)=”0_ ~—1 *2[] ):.21 aT+j7Jr

L
T 27

2 al  af’
A pontos értékek az el6z6 feladat szerint
. T T 1 T T, -
X,(jo)=—t—=~—1, X|jZ|=—2_~-0,
(i9) 1-e™" aT (JTJ I+e“" 2
Kis frekvencidkon az additiv tag nem jatszik jelentds szerepet, az w=wm,/2
kornyezetében azonban mdar nem hagyhatd figyelmen kivil. Az o, /2<o<o,

intervallumban mér az elsd cltolt tag jelentdsebb, de ennek nincs gyakorlati jelentdsége,
hiszen itt a valos mintavételezett jel spektrumat nem is kell eléallitanunk.

*M-3. Esetiinkben z:(aT +joT)27x helyettesitéssel és némi elemi A4talakitéssal

ad6édik a mintavételezett jel spektruma. A jel ugrasival aranyos tagot figyelembe kell
venni!

M-4. Ha x(7) legfeljebb a ¢ = 0 helyen szakadasos, akkor a (25) mint4jara

27

X,(s)z%iX(s—jna)sﬁ%liﬁ{sX(s)}, 0,=2

n=—w

M-S, Igen, éspedig a mintavételi periédusidd megvalasztasatol fliggetlenil. Ez annak
kovetkezménye, hogy a mintékat y(k 7 + 0) alakban értelmeztiik.

M-6. Altaldnosan a két jel nem egyezik meg, mert a 0<s<T intervallumban a
rekonstrualt y, (t)= 0. Ezen intervallumon kiviil y, (t) és y(¢) megegyezik.

*M-7. Csak az intervallumonként azonos meredekségii, vagyis az
y(t)=Alt—kT]+B,, kT <t<kT+T

nem belépd és altalaban nem folytonos jel rekonstrudlhatd hibamentesen elsérendii
tartdval. Ilyen jel a gyakorlatban nem fordul el6.



