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Els6 index az sorok, méasodik az
oszlopok szdma.

X =Ax+ Bu
y=Cx+Du

o x € R" az allapotvektor

@ u € R™ a bemenetek vektora

@ y € R” a kimenetek vektora
Altaldban m < nés p < n.

A c Rnxn B c Rnxm
CeR*" DeRP™




Diszkrétide dllapotegyenlet megolddsa Elérhet6ség és irdnyithat6sdg Megfigyelhetség és rekonstrulhatésdg Allapotteres szabdlyoz6 tervezése
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Az el6z0 részek tartalmabol

Irdnyithatsag és elérhetdség - LTI eset
X =Ax+ Bu

Irdnyithatésdg = elérhetGség: az (A, B) pér irdnyithatd, ha egy véges T
idGintervallumhoz, tovdbbd x, és x7 dllapotokhoz taldlhat6 egy 1épcsSs u(t)
bemenet, hogy a hozz4 tart6z6 x(¢) megoldasra teljesiil: X(0) = xq és

X (T) = X7.

Tétel (Kalman-kritérium) irdnyithatésagra

LTI rendszerek esetében az (A, B) par irdnyithatésdgdnak sziikséges és
elégséges feltétele, hogy a

M.=[B AB A’B --- A"'B |

irdnyithat6sdgi matrix rangja n legyen.
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Az el6z0 részek tartalmabol

MegfigyelhetSség és rekonstrualhatésag - LTI
X =Ax+ Bu y=Cx+ Du

Egy x dllapot megfigyelhet, ha a rendszert x(0) = xo kezdeti dllapotbél
inditva és 0 < T véges ideig megfigyelve az y(f) kimenetet és u(r)
bemenetet, azokbdl xp meghatdrozhatd. A rendszer megfigyelhet6, ha
minden x € R” dllapot megfigyelhetd.

Tétel (Kalman-kritérium) megfigyelhetdségre

LTI rendszerek esetében az (A, C) par megfigyelhetSségének feltétele, hogy
a
M,=[CT (cA)T (cA®)T ... (ca"T]"

tn. megfigyelhet6ségi matrix (observability matrix) rangja maximalis,
azaz n legyen.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Observability

Adott egy A € R™" mitrix és egy B € R" vektor. Keressiik a K € (R")”
sorvektort, hogy a H = (A — BK) € R™*" sajétértékei egy elsirt

det(M — H) = X'+ N+ + By A+ hy = () =0

karakterisztikus egyenlet gyokei.

K=[0 0 - 0 1]|M 'p(A)

ami az un. Ackermann-képlet. (Matlab tdmogatés: acker)



http://www.mathworks.com/help/toolbox/control/ref/acker-pole-placement.html

Im

Re

=l

szakasz

szabalyzo

Péluséthelyezés.

Hatasvazlat allapotvisszacsatolaskor.

u = —Kx, azaz a beavatkoz6 jel az dllapotok linedris kombinaci6ja minden
id6pillanatban.
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Miért van sziikség mintavételezésre?

Szabdlyozok megvaldsitasa
A szabdlyozdkat szamit6gépek val6sitjdk meg. A szamitégépek miikodése
diszkrét (nem folytonos):

@ mind értékkészletben,

@ mind id6tartomanyban,

Kovetkezmények

@ Jelatalakitokra van sziikség.
© A szamitégép a szabalyz6 elemeinek mintavételes megfeleldjét futtatja

)

(megfigyeld, dllapotvisszacsatolds, alapjelhez tartozé erdsitések).

mintavételes szabilyzo (C)

r(t)

—>
W)
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o = AT

-u(t) f=Ax+Bu | Y(®
y=repuf—1ADC] F=/TeA0d6-B
0

ull y’l

- (T - mintavételi

periédusidd)

@ DAC: nulladrendd tartészerv
@ ADC: mintavételezd

A folytonos éllapotegyenlet 1épcsds bemenetet kap.

c2d fuggvény a ' zoh’ opcidval. (Mint az egységugras-ekvivalencia.)



http://www.mathworks.com/help/toolbox/control/ref/c2d.html

Diszkrétide dllapotegyenlet megolddsa Elérhet6ség és irdnyithat6sdg Megfigyelhetség és rekonstrulhatésdg Allapotteres szabdlyoz6 tervezése
000 00000000 0000000 000000000000

Mintavételes szintézis utjai

1. opcid
@ Folytonos id6ben méretezziik a szabélyzoé elemeit (becsld,
allapotvisszacsatolds, erdsitések).

@ Megillapitjuk a 7 mintavételi periddusidot (savszélesség vagy a zart
kor dominans pélusparja alapjan).

© Kiszamitjuk a szabalyzo elemeinek diszkrét idejti ekvivalensét.

2. opcid
@ Megillapitjuk a T mintavételi periddusidét (kivant sdvszélesség vagy a
zért kor domindns pélusparja alapjan).
@ Kiszamitjuk a szakasz allapotegyenletének diszkrét idejli ekvivalensét.

© Diszkrét id6ben méretezziik a szabalyzé elemeit (becsld,
allapotvisszacsatolds, erdsitések).
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Az el6adas didaktikai célja

A hallgat6
@ megismeri a diszkrét idejt dllapotegyenlet megoldasat,

© megismeri az algebrai hasonlésdgokat és kiillonbségeket az
irdnyithatésag, elérhet6ség, megfigyelhetdség és rekonstrudlhatosag
fogalmai kozott diszkrét és folytonos ideji modellek esetén,

© képes visszavezetni a polusathelyezést az Ackermann-képletre,

@ tisztdban van az aktudlis megfigyeld fogalmaval és képes annak
megtervezésére,

@ megismeri az alapjel figyelembe vételére szolgalé erdsitések
meghatdrozasdnak maddjét,

EM 17
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0 Diszkrétidejti 4llapotegyenlet megolddsa

© Elérhetdség és iranyithatésdg
@ Az elérhetdség kritériuma
@ Az irdnyithatésag kritériuma

o Megfigyelhet&ség és rekonstrudlhatésag
o A megfigyelhet8ség kritériuma
@ A rekonstrudlhatésag kritériuma

© Allapotteres szabilyozé tervezése




0 Diszkrétidejti 4llapotegyenlet megolddsa

© Elérhet6ség és irdnyithatésag
@ Az elérhetdség kritériuma
@ Az irdnyithatésdg kritériuma

© MegfigyelhetSség és rekonstrudlhatésag
@ A megfigyelhetdség kritériuma

@ A rekonstrudlhatésdg kritériuma

@ Allapotteres szabélyozo tervezése
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Csak id6ben dllandé6 rendszerekkel foglalkozunk

Xip1 = Ox; + Ty,
yi = Cx; + Du;

(D-t tobbnyire nulldnak tekintjiik.)

Legyen a kezdeti allapot xy.

k—1
X = CI)kxo + Z <I>k_(f+1)I‘uj
=0




k—1
X = (PkX() + Z <I'k_(i+1)Fuj
=0

k—1
Vi = C<I>kx0 =+ Z C‘I>k_(i+1)Fuj + Duy,
=0
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© Elérhetdség és iranyithatésdg
@ Az elérhetdség kritériuma
@ Az irdnyithatésdg kritériuma

© MegfigyelhetSség és rekonstrudlhatésag
@ A megfigyelhetdség kritériuma

@ A rekonstrudlhatésdg kritériuma

@ Allapotteres szabélyozo tervezése
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Elérhetdség és iranyithatdsdg - definicidk

Xit1 = (I))C,‘ —+ Fu[
yi = Cxi + DI/l,'

Megjegyzések
@ Hasonlésdg a folytonos idejd definicidkkal.
@ Csak id6invarians eset.

Elérhetdség Irdnyithat6sag

Minden x, € R" allapotba el lehet Minden xy € R" dllapotbdl el lehet

jutni az allapottér orig6jabol n jutni az allapottér origdjaba n

mintavétel utdn, azaz 1étezik {u;} mintavétel utdn, azaz létezik {u;}

@=0,1,...,n— 1), melyre x,, = x,,. (i=0,1,...,n—1), melyrex, =0. =
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@ Diszkrétidejii allapotegyenlet megoldasa

© Elérhetdség és iranyithatésdg
@ Az elérhetdség kritériuma
@ Az irdnyithatésdg kritériuma

© MegfigyelhetSség és rekonstrudlhatésag
@ A megfigyelhetdség kritériuma

@ A rekonstrudlhatésdg kritériuma

@ Allapotteres szabélyozo tervezése
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Az éllapotegyenlet megolddsa, ha az origébdl indulunk (xg = 0):

X1 = Fuo
xp = ®&x; + Tuy = ®T'ug + 'y

n—1
Xy = ®"'Tug + " Tuy + -+ + ®Tuy_5 + Ty = »_ " Ty
=0
amit atrendezve észrevessziik a mar korabban definidlt irdnyithat6sagi
matrixot
Up—1 Up—1

Uy Uy
x,=[T @ .-~ @&~ ] .2 .2 =

Up Up




Az x;1 = ®x; + I'u; dllapotegyenlettel adott rendszer akkor és csak akkor
elérhetd, ha IM !, ami egyenértéki azzal, hogy rank(M,) = n.

@ Megegyezik a folytonos idejti, idéinvaridns rendszerekre kapott
kritériummal.

© Nagyobb hatvanyokra a Cayley-Hamilton tétel miatt nincs sziikség.
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© Elérhetdség és iranyithatésdg
@ Az elérhetdség kritériuma
@ Az irdnyithatésag kritériuma

© MegfigyelhetSség és rekonstrudlhatésag
@ A megfigyelhetdség kritériuma

@ A rekonstrudlhatésdg kritériuma

@ Allapotteres szabélyozo tervezése
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Nullatdl kiilonboz6 xp dllapotbdl az origéba kivanunk eljutni.

Up—1
Up—2
0=+ [T @ --- &'T |
M, 2o
Tehat olyan u; bemeneti sort kell taldlnunk, melyre
Up—1
Up—2
q)n.)C() = —Mc . = —Mcu.
Uy

Mindig sziikség van M, invertalhatésdgara u szamitasahoz?



Diszkrétide dllapotegyenlet megolddsa Elérhet6ség és irdnyit
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Az irdnyithatésdg kritériuma

Iranyithatosag kritériuma

Egy 1j definici6: reverzibilitds

Egy xiy1 = ®x; + I'y; rendszer
reverzibilis, ha x;1.1-bol és u;-bol
visszaallithat6 x;. (A reverzibilitas
sziikséges és elégséges feltétele, hogy
Jo!.

7 2z

El6z6 f6lidrol

D"xg = —M_u.

Az algebrai hasonl6sag a folytonos idejli rendszerekkel nem teljes)
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fegfigyelhetdség és rekonstrud

0000000

Irdnyithatésag kritériuma

Az x;11 = §x; + T'u; akkor és csak
akkor iranyithato, ha az " matrix
képtere része M, matrix képterének.
(range(®") C range(M.)).

Kovetkezmény

Ha az x;;| = ®x; + I'u; rendszer
reverzibilis (azaz range(®") = R" és
3®~"), akkor az irdnyithatésag
sziikséges és elégséges feltétele, hogy
M.

TEM 178

i Miiszaki és G

anyi Egyetem



@ Diszkrétidejii allapotegyenlet megoldasa

© Elérhet6ség és irdnyithatésag
@ Az elérhetdség kritériuma
@ Az irdnyithatésdg kritériuma

e Megfigyelhet&ség és rekonstrudlhatésag
@ A megfigyelhetdség kritériuma
@ A rekonstrudlhatésdg kritériuma

@ Allapotteres szabélyozo tervezése
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Megfigyelhetdség és rekonstrudlhatésag - definiciok

Tovabbra is az allapotegyenlet megoldasabol indulunk ki.

k—1 k—1
xe = Prxg + Z <I>k_(i+')1"uj yi = CP*xy + Z C<I>k_(f+l)Fuj ~+ Duy
j=0 j=0
k—1
Vi = Yk — Z C(I)k—(i""])l"uj — Duy, Yk = C(I)kxO
j=0
Megfigyelhetdség Rekonstrualhatésag
Tekintsiik a {y;},i=0,1,...,n— 1 Tekintsiik a {y;},i=0,1,...,n—1
megfigyeléseket és az {u;}, megfigyeléseket és az {u;},
i=0,1,...,n— 1 bemeneteket a i=0,1,...,n— 1 bemeneteket a
fenti rendszer esetében. Ha ezekbdl xo fenti rendszer esetében. Ha ezekbdl x,,
egyértelmiien meghatdrozhatd, akkor egyértelmiien meghatdrozhatd, akkor
a rendszer megfigyelhetd. a rendszer rekonstrualhato.
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@ Diszkrétidejii allapotegyenlet megoldasa

© Elérhet6ség és irdnyithatésag
@ Az elérhetdség kritériuma
@ Az irdnyithatésdg kritériuma

o Megfigyelhet&ség és rekonstrudlhatésag
o A megfigyelhet8ség kritériuma
@ A rekonstrudlhatésdg kritériuma

@ Allapotteres szabélyozo tervezése




Az éllapotegyenlet megoldésa, ha az origébdl indulunk (xg = x(0)):

Yo = Cxo
y1 = CPxg

Ya1 = CP"'xg

amit atrendezve észrevessziik a mar kordbban definidlt megfigyelhetSségi

matrixot
Yo C
i co 1=
y= : = : X0 xXo=M;"y
Yn—1 co!

M,
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A megfigyelhetség kritériuma

Megfigyelhetdség kritériuma

Megfigyelhetdség kritériuma diszkrétidejti rendszereknél

Az xiy1 = Px; + T'y; és y; = Cx; + Du; egyenletekkel adott rendszer akkor
és csak akkor megfigyelhets, ha IM; !, ami egyenértékd azzal, hogy
rank(M,) = n.

Megjegyzés

@ Megegyezik a folytonos idejti, idéinvaridns rendszerekre kapott
kritériummal.

© Nagyobb hatvanyokra a Cayley-Hamilton tétel miatt nincsen sziikség.
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© Elérhet6ség és irdnyithatésag
@ Az elérhetdség kritériuma
@ Az irdnyithatésdg kritériuma

o Megfigyelhet&ség és rekonstrudlhatésag
@ A megfigyelhetdség kritériuma

@ A rekonstrudlhatésag kritériuma

@ Allapotteres szabélyozo tervezése
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A rekonstrudlhat6sdg kritériuma

Rekonstrualhatosig kritériuma

Annyit kell tenni hogy x;,-et kifejezziik x(-val!

n—1
X =00+ » "Iy = g + Mo = "M, 'y + M (1)
j=0
D "x, =x0+ P "M.u 2)

Mindkét oldalt megszorozva a megfigyelhet6ségi matrixszal

M, "x, = M,xg + M, @ "Mu =y + M, "M_.u 3)
M, ! = rekonstrudlhatésig Reverzibilis rendszer esete
Ez kovetkezik (1)-bol. Ha a rendszer reverzibilis (3® 1),

akkor a rekonstrudlhatésagbol
Az algebrai hasonldsag a folytonos kovetkezik, hogy IM,". Ez

idej(i rendszerekkel nem teljes! pedig (3)-bSl kovetkezik.
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@ Diszkrétidejii allapotegyenlet megoldasa

© Elérhet6ség és irdnyithatésag
@ Az elérhetdség kritériuma
@ Az irdnyithatésdg kritériuma

© MegfigyelhetSség és rekonstrudlhatésag
@ A megfigyelhetdség kritériuma

@ A rekonstrudlhatésdg kritériuma
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MUEGYETEM 1762



Diszkrétide dllapotegyenlet megolddsa Elérhetség és irdnyithat6sdg 6s6g és rekonstrudlhat6sig Allapotteres szabdlyoz6 tervezése

Megfigyelhetd
[e]e]e} 00000000 0000000 O@0000000000

Eszkoziink: az Ackermann-képlet

Feladat

Adott egy A € R™*" métrix és egy B € R" vektor. Keressiik az a K (R")T
sorvektor, hogy a H = (A — BK) € R"*" sajatértékei egy eldirt

det(M —H) = X"+ XN+ + hy A+ hy = (\) =0
karakterisztikus egyenlet gyokei.

Megjegyzés
A BK (oszlopvektor x sorvektor) egy un. didd. Tehat egy diad segitségével

s

kivanjuk elmozgatni A sajatértékeit az eldirt helyekre.

K=[0 0 -+ 0 1]|M 'p.(A)

TEM 1782

ami az Un. Ackermann-képlet. (Matlab tdimogatds: acker)
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http://www.mathworks.com/help/toolbox/control/ref/acker-pole-placement.html
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Szabalyzotervezés

Specifikacié Szabalyz6 elemei

Sajatértékek elbirdsa folytonos allapotvisszacsatolds

id6ben: dllapotbecsld (aktudlis)

o allapotvisszacsatoldshoz alapjelhez tartozé erdsitések

@ allapotbecsléhoz Extrak”:
Attérés diszkrét idére: z = &7 (T - @ terhelésbecsld
mintavételi periédusidd) @ integrator
O Im Op Im
dominr
X D-GC . *
x i >
* Re Ty
x Np,
. T Re g
X
A-GC A-BK | ®-I'K szabalyzo Ji il
TEM 1763
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Allapotteres szabalyzé tervezése diszkrét idGben

Hasonl6sagok és eltérések a folytonos ideji esethez képest
@ Mindent azonos algebrai feladatra vezetiink vissza (pélusathelyezés).
@ A stabil pélusok diszkrét id6ben az egységkoron beliil vannak.
© Aktudlis megfigyel6t terveziink diszkrét idében.
Q Végértéket masképpen szdmoljuk az alapjel figyelembe vételekor.
@ A kiterjesztett modellek alakja kiilonbozik a két esetben.

it i
ETEM 1782
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Egységugras alapjel estén (r;, = ;) bedllitjuk a végértékeket az erdsitések

segitségével.
Nu
7 o + | Uy + 7l
} 4 ]vx o K + <3 z 1
s szakasz
- megfigyeld
szabadlyzo




szakasz

+
A d zavarés (disturbance) altaldban jarulékos terhelést jelent, amely
meghamisitja a beavatkoz? jelet.

@ értéke ismeretlen,

@ ¢értéke hosszu ideig j6 kozelitéssel dllandd (di+1 = di).
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Elgondolas a bemeneti zavards kompenzaldsara

Megjegyzés
A konstans, de ismeretlen d; zavaras olyan, mintha egy allapot lenne, amely
befolydsolja a kimenetet, de nem ismerjiik kezdeti értékét.

Felismerés

Ugyanakkor van eszkoziink arra, hogy egy allapot kezdeti értékét
megbecsiiljiilk, amennyiben a kimeneten annak hatdsit megfigyelhetjiik:
(aktudlis) allapotmegfigyeld.

Kovetkeztetés

P

Egészitsiik ki (bdvitsiik) az dllapotokat d értékével és készitsiink becslét a
bévitett rendszerhez!

MUEGYETEM 17

Kiss Balint Irdnyitdstechnika és Informatika Tanszék, Bud: i Miiszaki és G agtudoményi Egyetem

11. hét - Szabilyozistechnika



Gség és rekonstrudlhatésdg A abiilyoz6 tervezése

0000000 0O000000e0000

Diszkrétide dllapotegyenlet megolddsa Elérhet6ség és irdnyithat6sdg

[e]e]e} 00000000

Allapotbecsl§ a bovitett rendszerhez

s

Legyen x, x a zavardsnak megfeleld dllapot!
Xk1 = D + F(xd,k —+ uk) = Ox; + de,k + Tuy
Xd k+1 = Xd k
Atrendezve madtrixos alakba
Xie4-1 _ o T Xk I
=T L e o )

SERIEY

Xd k

Bevezetve x;, = [ Xk Xdk ] bovitett dllapotot ugyanez tomorebben

X1 = O + Ty y = Cxy
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[ X1 ]:F[ Yk :|—|—Huk+éyk+l

Xd k+1 Xak

)

GT=[0 - 0 1](M) 'p,(d7)

A N+-K+- s

szakasz

A
Xk

megfigyeld

szabalyzo




@ zavards elnyomasa,
@ paraméterbizonytalansagok kikiiszobolése.

A kimenet integrdljat is allapotként kezeljiik €s diszkrét id6ben kozelitjik

X1 = Xpk + Ty = x5 + TCxy

(bal oldali téglalap szabaly - LSR).




Xk+1 _ [0 0 Xk
X[ k1 C 1 X1k

X1,k ]

w=lc o]

+[5)»

A terhelésbecsl6hoz hasonl6an bevezethetjik aX = [ x  x7 | jelolést:

Y

X1 =P + By oy =Cxii
Q(} + Uy +
z-1 i
K k
szakasz
szabalyzo

[K K ]=[0 0

M—l

c

0o (D)




szakasz

]Vx g )« megfigyeld
szabalyzo

Az eredeti rendszerhez tervezendd és Xt éllitja eld.

Az eredeti rendszerhez tervezendd, de csak az N, csatornat hasznaljuk fel.
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