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Bevezeto

Ez a jegyzet a Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Villamosmérnoki és
Informatikai Karan oktatott ,Elektromagneses terek alapjai” tantargyhoz késziilt azzal
a céllal, hogy az elektrodinamika alternativ megkozelitését adja. Az elektroméagneses
tér matematikai leirasanak széles korben elterjedt eszkoze a vektoranalizis. Azonban az
oktatd gyakran tapasztalja, hogy ha valaki nem rendelkezik kell6 ismerettel a vektor-
analizis targykorében, az megakaddlyozza a térelmélet fizikdjinak megértésében.

Erre tekintettel az elektrodinamika alapveto Osszefiiggéseit elsé 1épésben olyan glo-
balis fizikai mennyiségekkel fogalmazzuk meg, amelyek matematikdja egyszeriibb, és
emiatt talan attekinthetébb. Ellentétben a skalar- és vektormezokkel — amelyek a tér
pontjaihoz kotédo, lokalis mennyiségek — a globalis mennyiségek kiterjedt alakzatok-
hoz (gorbékhez, feliiletekhez, térfogatokhoz) kotheték. Tovabba létezik eljards, amellyel
akar kozvetleniil mérheték, vagyis nem sziikséges azokat visszavezetni mads, elemibb
mennyiségekre. Megemlitjiik, hogy a térelmélet ilyen alapon val6 kdvetkezes targyalasa
els6sorban Tonti nevéhez fiizédik [1].

A globalis mennyiségek bevezetését oktatasi szempontbdl az is indokolja, hogy alta-
la egyszerlien bemutathatd a véges integrdlok modszere, egy olyan numerikus technika,
amelyet széles korben hasznédlnak a villamosmérnoki szakma kiilonbozé teriiletein az
elektromégneses elvii eszkozok szamitégéppel segitett tervezésére [2]. Réadésul az em-
litett numerikus médszer ismertetése soran a térelmélet és a halézatelmélet kapcsolata
is feltarhaté.

Végs6 soron természetesen nem tekinthetiink el a terek vektoranalitikai leirdsatol
sem, hiszen a tananyag tovabbi részében, amely az elektrodinamika klasszikus részterii-
leteit veszi sorra, a hagyomanyoknak megfeleléen mi is azt hasznaljuk. Ezért megadjuk
azokat az Osszefiiggéseket, amelyek biztositjak az atmenetet a kétféle leiras kozott.
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1. Alakzatok topoldgiai iranyitasa

Tekintsiik a haromdimenziés tér kiillonbozo alakzatait: pontokat, gorbéket, feliileteket
és térfogatokat. Ebben a szakaszban az alakzatok topoldgiai tulajdonsagait vizsgaljuk.
Elészor is lesziikitjitkk az alakzat fogalmat az egyszeresen Gsszefiiggd, folytonos sokasa-
gokra. Ezen tilmenden kikotjiik, hogy egy gorbe nem tartalmazhat elagazast, a feliilet
pedig nem metszheti onmagat. A gorbe és a feliilet lehet nyitott vagy zdrt: a nyitott
gorbének pontosan két végpontja van; a nyitott feliiletet egy zart peremgorbe szegélyezi;
a zart feliilet pedig egy térfogatot olel koriil.

A gorbéket és a feliileteket kétféleképpen irdnyithatjuk: egyiket belsd, maésikat kiilsd
irdnyitasnak nevezziik. A kiilsé irdnyitast gy tekinthetjiik, mint amelyhez az alakzat
topolégiai dudljat (gorbéhez feliiletet, illetve feliilethez gorbét) hasznaljuk fel.

Egy L gorbe bels6 irdnyitdsdn a goérbe menti haladdsi irdny kijelolését értjitk
(1/a. ébra).
— Egy S feliilet belsd irdnyitasat a felvett kdrbeforduldsi irdny, jellemzi (1/b. dbra).

Egy L gorbe kiils6 irdnyitdsa a csavaroddsi irdny rogzitésével ekvivalens (1/c. ab-
ra). Ez az irdny (az dbra szerint) megfeleltethet6 egy a gorbét keresztezd feliilet

.....

Végiil egy S feliilet kiils$ irdnyitdsa nem més, mint a referenciaoldal (pl. az ,A”
oldal) megvélasztdsa (1/d. dbra). Ez az orientdcié ugyanakkor kijelolhetd egy a
feliiletet atdofo, belso iranyitast gorbével is, tehat a felillet keresztezési irdanyaként
foghato fel.

Vegyiik észre a kovetkezdket:

— A referenciairdnyt mind a négy esetben pontosan kétféleképpen valaszthatjuk meg.
Késébb latni fogjuk, hogy ez az irdnyitas hatarozza meg bizonyos skalar fizikai
mennyiségek eldjelét.

— Egyik orientécié esetében sem szamit, hogy nyilt vagy zdrt alakzatrdl van-e szd,
ugyanis nem hivatkozunk a goérbe végpontjaira, illetve a feliiletet szegélyezd kon-
turvonalra.

— Az irdnyitast ugy képzeljiik el, mint amely az alakzat barmely pontjaban értelme-
zett, tovabba ,folytonos”, azaz a ,,szomszédos” pontokban megegyezd.!

— A kiils¢” jelz6t az indokolja, hogy ez a fajta irdnyitds csak az alakzatot befoglald
(esetiinkben haromdimenzids) térbél, azaz kiviilrél szemlélve értelmezhetd, mig a
belso iranyitéds fliggetlen attdl.

Az irdnyitas tipusa a jelolésben is kifejezodik: a kiilsOleg iranyitott alakzat szim-
béluma f6lé hullimvonalat tesziink.

Furcsanak tiinhet, de a térfogatok, s6t a pontok is iranyithaték. Egy térfogat kiilso
irdnyitasa a ,bentrol-ki” vagy ., kintrol-be” referenciairany megvélasztasat jelenti. Egy

'"Hirom dimenziéban léteznek felilletek, amelyek nem irdnyithaték folytonosan, sem belss, sem kiilsé
értelemben. Legismertebb képviseldjiik a Mobius-szalag.
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1. dbra. Haromdimenzids gorbék és feliiletek iranyitasa: (a) bels6 irdnyitasu gorbe, (b)
bels6 irdnyitasu feliilet, (c) kiils6 iranyitdsu gorbe, (d) kiilsé irdnyitasu feliilet.

pont belsé irdnyitdsa pedig a ,,forras”, ill. ,,nyeld” tulajdonsiggal ekvivalens. Belathatd,
hogy a térfogat kiils6 irdanyitadsa megadhatd egy bels iranyitdsi pont segitségével, és
viszont, tehat a dualitas itt is érvényesiil.

A mérnoki matematikaoktatasban altalaban csak a gorbe belsd, valamint a feliilet
kiils6 iranyitasa szerepel, mint a vektoranalizisben felhasznalt fogalmak, azzal a kiegé-
szitéssel, hogy térfogatnal a ,bentrol-ki”, pontndl pedig a ,forrds” az alapértelmezett
irany. Megjegyezziik, hogy a feliilet kiils6 irdnyitdsét a normdlvektor (felilleti norma-
lis) kijelolésével szokds azonositani, azonban ez a kelleténél joval dsszetettebb fogalom,
mivel feltételezi tobbek kozott a ,hosszisdg” és a ,,merdlegesség” értelmezését.



2. Forrasmennyiségek

Az elektromdgneses tér kozvetlen forrasai a toltések és az dramok. Mindketté mérését
az erdhatdsra szokds visszavezetni.

Térfogatban foglalt 6ssztoltés — A toltést egy zart térfogathoz rendeljiik: a V' tér-
rész Ossztoltése Qv . A két nyugvd toltés dltal egymdsra kolesonosen kifejtett erdt a
Coulomb-torvénnyel irjuk le. Ez lehetévé teszi a toltésmennyiség mérését példaul
a 2. abra szerinti elrendezésben: a 2. térfogatban foglalt toltés dltal az 1. szamura
kifejtett erd kozelitdleg

F12 %,I{JEQCIZ?Q, (1)

amelyben kg ismert aranyossagi tényez6. Az Osszefiiggés anndl pontosabb, minél
inkabb teljesiil az r1, 2 < d relacid, azaz minél kisebb a toltéseloszlasok jellemzo
linearis mérete azok kozepes tavolsagahoz képest. Ha az egyik toltést ismerjiik, a
masik értéke szamithato.

Az dbréan az erd referenciairdnya azonos el6jelil toltéseket feltételez, ugyanis ek-
kor 1ép fel taszit6 erd; ha az erd tényleges irdnya ezzel ellentétes (vonzd), akkor
a két toltés elbjele kiilonbozik. Ennél tobb tampontot nem ad az er6térvény a
toltések eldjelére nézve. Valdban, a pozitiv-negativ elgjel hozzarendelése a kétféle
toltéshez megdllapodds kérdése (eszerint pl. az elektron toltése negativ). A toltésre
vonatkozé eléjel-konvencié azutan kihat az 6sszes tovabbi mennyiség eléjelére.

Az eddigiekbdl nem kovetkezik, de a késObb targyalandé Maxwell-egyenletek egy-
séges frasmddja miatt mégis indokolt, hogy a toltést iranyitott, mégpedig kiilsé
irdnyitasu térfogathoz rendeljitk. Ez a toltés el6jelét is befolyasolja: megéllapo-
dés szerint ha a V térfogat ,,bentrél-ki” iranyu, akkor a toltésére a hagyomaéanyos
elgjel-konvencié érvényes, ha viszont ,kintrél-be” irdnyu, akkor Qy, a ténylegesen
bennfoglalt t6ltés minusz egyszerese.

Feliileten athalad6 aramerdssség — Az dram tobbek kozott az Ampere-féle erétor-
vény alapjan mérhet6 (3. dbra). Ehhez vegyiink két hosszi, vékony, parhuzamos
vezetéket, amelyekben I, illetve Iy dram folyik. Az elrendezés méreteire teljesiil-
jon az r < d < [ feltétel. A vezetékek [ hosszisdgi szakaszai kozott ébredd erd

in
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2. abra. Elvi elrendezés a térfogatban 1év6 toltésmennyiség méréséhez.



3. dbra. Elvi elrendezés az dram méréséhez: az aram egy kiilsé irdnyitasu feliilethez
rendelhetd.

képlete (az Osszefiiggések kozelits jellegét itt és a tovabbiakban nem jeloljiik)

Ly
F12 ::l:k'MTZ, (2)
amelyben kj; ismert ardnyossagi tényez6. A képlet eldjeles eredményt szolgaltat,
amely pozitiv érték esetén vonzd, negativ esetén taszité erének felel meg (l. az
abran Fjo referenciairdnyét). A (2) formula elején all6, egyel6re meghatarozatlan
el6jelet erre tekintettel kell 6sszehangolni az dramok eldjelével.

Megallapodés szerint az dram tényleges irdnya a pozitiv toltések haladasi irdnya-
val egyezik meg (illetve negativ toltéshordozoknal azzal ellentétes). Tegyiik fel,
hogy az Iy dram ismert, és I; meghatarozasa a cél. Az I} aram referenciairdnya
az az irdny, amelyhez az dram tényleges irdnyat viszonyitjuk, és amely megadja az
utébbi elbjelét: egyez6 irdny esetén pozitiv, kiillonben negativ. Ezt a referencia-
irdanyt kétféleképpen vehetjiik fel, amint a 3. dbran lathato: a teli és iires nyilhegy
mellett pedig az az el6jel all, amelyet az adott referenciairany valasztasa esetén
a (2) képletben hasznélni kell.

A kinagyitott részleten az is latszik, hogy ez a referenciairdny egyértelmiien meg-
feleltethet6 a keresztmetszet, mint feliilet keresztezési iranydanak, amely nem mas,
mint a feliilet kiilsé irdnyitasa (14sd 1. szakasz). Az dramerésséget valdjaban nem
vezetékhez, hanem egy kiils§ irdnyitdsu felillethez rendeljiik hozza — az S feliilet
drama Ig — és az abrdn bemutatott elrendezéssel (kozvetve) ezt a mennyiséget
mérjiik.



3. Intenzitasok és fluxusok

Az aldbbiakban olyan eljarasokat mutatunk be, amelyekkel az elektromégneses teret
jellemz6 globalis mennyiségek kdzvetlentdl mérhetok, ezért azok operativ definicidjinak
tekinthetok. Tartsuk szem el6tt, hogy ezek a mddszerek mindenek el6tt a mérés elvét
rogzitik, és bar megvalésithatok lennének, de a gyakorlatban altalaban hatékonyabb,
kozvetett modszereket alkalmazunk.

Elektromotoros er6 — Tekintsiink egy L gorbét, amely mentén egy @) toltést moz-
gatunk (4. dbra). Jelolje W azt a munkét, amelyet ennek sordn az elektromos
tér ellenében végziink. Az L gorbén mért elektromotoros er6 (electromotive force,
EMF) definici6 szerint

w

UL 0 [VI. (3)
A képlet mellet a mennyiség SI alapegységét tiintettiik fel. Ur el6jelét (rogzitett
@ esetén) a munka el6jele hatarozza meg, utébbi pedig a gérbe mentén vélasztott
haladési irdnytdl fiigg. Az elektromotoros erét tehat mindig egy belsd irdnyitasu
gorbén értelmezziik. (Megjegyezziik, hogy ha a magneses tér idébeli valtozasdnak
hatasa elhanyagolhatd, akkor az EMF csak a gérbe végpontjaitol fiigg, és ebben
az esetben fesziiltségnek nevezziik.)

Elektromos fluxus — Vegyiink egy vékony fémlapot (pl. pénzérmét), és helyezziik
elektromos térbe (5. dbra). Ismeretes, hogy ekkor megosztas jon létre a fémben:
a szabad toltéshordozdk atrendezodnek oly médon, hogy a létrejott toltéstobblet,
ill. -hidny a kiils6 teret kompenzalja, és ezzel egyszersmind megsziinik a toltésmoz-
gato hatas. A lap két oldalan azonos nagysagu de ellentétes eldjelli toltésmennyiség
halmozddik fel. Véalasszuk ki ebbdl az egyiket, pl. az ,A” oldalon 1év6t. A fémlap
4ltal képviselt S feliilet elektromos fuxusa

Vs =Qa [As]. (4)

A fluxus elGjele nyilvanvaléan attdl fiige, hogy a fémlapnak melyik az ,,A” oldala,
tehat az elektromos fluxus egy kiils6 iranyitdsu feliillethez kotodik.

A

4. dbra. Az elektromotoros erd mérési elve.
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5. dbra. Az elektromos fluxus mérési elve.

Joggal vetédhet fel, hogy a fémlap mddositja a mérendd teret (kivéve ha eleve az
erévonalakra merdlegesen helyezziik el). Az ilyen problémék gyakorlati megoldédsat
e targyaldsban — vagyis a mennyiségek definiciéja szempontjabdl — technikai jellegii
részletkérdésnek tekintjiik.?

Magneses fluxus — A fluxus mérésére alkalmas tobb moddszer koziil itt — a késéb-
biekre tekintettel — olyat valasztunk, amely statikus, és a nyomatékon alapul.
Helyezziink egy dram jérta hurkot méagneses térbe (6/a. abra). Ismeretes, hogy a
hurokra hat6 erék eredGje egy T forgatényomatékt eropar. Most forgassuk el a
hurkot, és keressiik meg azt a helyzetét, ahol a nyomaték maximalis; ez a nyoma-
ték legyen T,,. Az S feliilet magneses fluxusa (a hurok eredeti helyzetében) igy
szamolhato.

B — TT’” - (%)2 Vs). (5)

(A képlet azért ilyen bonyolult, mert a maximdlis nyomatékhoz zérus fluxus, a
maximalis fluxushoz pedig nulla nyomaték tartozik.) Ha a nyomaték referencia-
irdnyat rogzitjitk, akkor a fluxus eldjele csak az dram valasztott referenciairanyatdl
fligg, amely viszont az S feliilet bels6 iranyitasanak feleltethet6 meg. Ebbdl ko-
vetkezben a magneses fluxus egy belsé irdnyitasu feliilethez tartozik.

Sajnos ez a mdédszer csak akkor ad elfogadhaté eredményt, ha a hurok kérnyeze-
tében az eredeti (vizsgdlandd) mégneses tér megkozelitéleg homogén. Ha ez nem
teljesiil, a médszert a kovetkez6képpen médosithatjuk (elvi mérésrél van szo!).
Fedjiik le az S feliiletet kis méretli, I aramud hurkokkal, amelyek szorosan illesz-
kednek egymadshoz, és nem lapolédnak at (6/b. dbra). A hurkok méretét olyan
kicsire valasztjuk, hogy kornyezetiikkben a mégneses tér kozelitéleg homogénnek
tekinthetd. Végezziik el a fenti mérést minden egyes hurokra; jelolje a k-ik hurokra

2Hasonlé kérdés, hogy mi médon kiildnithets el Qa és ellentettje, @p. Egy lehetséges megoldas,
hogy két ,,pénzérmét” hasznalunk, amelyeket a lapjuk mentén szorosan Gsszeillesztiink, majd miutan a
toltésmegosztas 1étrejott, szétvalasztunk. Igy az egyik érmén @4, a méasikon Qp = —Q 4 t6ltés marad.



6. abra. A magneses fluxus mérési elve.

kapott eredményt Ty, illetve T}, ,,,. A fluxust a kovetkezd Osszegképlet adja:

Thom T \?
dg = E —— 1= =] . 6
s I (nm) (©)
Ennek a latszélag bonyolult definicionak a késébbiekben még hasznat vessziik.

Magnetomotoros eré6 — Ugyancsak bonyolult az L gorbéhez rendelt magnetomo-
toros er6é (magnetomotive force, MMF') kozvetlen mérése. Az [1] szakirodalom
javaslata szerint venniink kellene egy a goérbét szorosan koriilvevo, vékony szupra-
vezetd csovet (7/a. dbra). Ebben — a kiils6 magneses tér kizardsara — kompenzald
aramok indulnak korkoros iranyban, amelyek eredGje a cs6 teljes hosszmetszetén
I. A magnetomotoros erd definicié szerint

©; =I[Al. (7)

Eléjelét az aram vélasztott referenciairanya hatarozza meg. Mivel ez egyuttal a
gorbe megkeriilési irdnya is, ezért kijelenthetjiik, hogy a magnetomotoros erd egy
kiils6 irdanyitasd gorbéhez kotheté mennyiség.

Bar az iménti eljaras elegansnak tiinik, azonban a ,,szupravezetd” anyagnak csak a
végtelen vezetOképességét veszi szamitasba, egyéb mégneses tulajdonsigait nem,
ez pedig tobb méréstechnikai kérdést vet fel. Kevésbé elegans, de még mindig
inkabb kivitelezhet6 a 7/b. dbra mérési elrendezése. Eszerint kisméretii, szorosan
a gorbe koré csévélt tekercseket helyeziink el stiri egymaéasutanban, végig a gorbe
mentén. Ezekben olyan dramot inditunk, amely az adott tekercsen beliil a mag-
neses térnek a gorbe irdnyaba esé komponensét kompenzalja (ez pl. kis méretii
irdnytiivel ellenérizhets). A megnetomotoros eré ekkor

©; = > Niply, (8)
2

vagyis az aram-menetszam szorzatok eléjeles Gsszege, ahol az elGjelet ismételten a
gorbe megkeriilési referenciairanya hatirozza meg.



7. dbra. A magnetomotoros er6 két mérési elve.

A bevezetett négy globdlis fizikai mennyiség igy az irdnnyal rendelkezd alakzatok (bel-
s6 és kiilsé irdnyitdsa gorbe, illetve feliilet), mint a mértékegységek (V, Vs, A, As)
tekintetében figyelemreméltéan szép, szimmetrikus rendszert alkot. Ez tekinthetd &t
az 1. tablazatban, amelyben a forrasmennyiségeket is feltiintettiik.

1. tablazat. Globalis forrasmennyiségek és térjellemzok.

Szimbdélum Alakzat Meértékegység Elnevezés
Q V (térfogat, kiilsd) As toltésmennyiség
I S (feliilet, kiilsé) A aramerdsség
U L (gorbe, belsd) \% elektromotoros eré
v S (feliilet, kiilsé) As elektromos fluxus
) L (gorbe, kiilsd) A magnetomotoros eré
¢ S (feliilet, belso) Vs magneses fluxus

10



4. A Maxwell-egyenletek globalis alakja

A Maxwell-egyenleteket egy nyitott feliilet és annak konturgorbéje, illetve egy térfogat és
annak peremfeliilete viszonylatdban fogalmazzuk meg. Az emlitett alakzatok irdnyitasat
osszehangoljuk (lasd 8. dbra).

Maxwell-Ampere — A gerjesztési torvényként is ismert Osszefiiggést egy kiilsé ira-
nyitasd, nyitott S feliiletre és az azt szegélyezd, szintén kiils$ irdnyitésd, zart L
gorbére fogalmazzuk meg. A feliilet és a gorbe irdnyét a 8/a. abra szerint hangol-
juk 6ssze. Az elsé Maxwell-egyenlet,

d

Ons) =I5+ Vs (9)

kimondja, hogy egy zart gérbén mért magnetomotoros er6 megegyezik az altala
kifeszitett feliileten dthaladd vezetési és eltoldsi aram osszegével (a Maxwell altal
bevezetett eltoldsi dram az elektromos fluxus valtozasi gyorsasiga). Az egyenlet-
ben hasznalt L(S ) jelolés olvasata: ,az S feliiletet szegélyezd, zért L gorbe”.

Maxwell-Faraday — Az tn. indukciétérvényt egy belsé irdnyitasi, nyitott S feliiletre
és az azt koriilvevo, belso irdnyitasd, zart L gorbére {rjuk fel. A feliilet és a gorbe
iranyat a 8/b. dbra szerint egyeztetjitkk. A mésodik Maxwell-egyenlet,

U __d ) (10)

L(s) = ~ 3 ®s

kimondja, hogy egy zart gérbén mért elektromotoros eré — amelyet indukalt fe-

sziiltségnek is neveziink — megegyezik az altala kifeszitett feliileten dthaladé mag-

neses fluxus id¢ szerinti derivéltja minusz egyszeresével.

Maxwell-Thomson — A harmadik Maxwell-egyenlet egy térfogatra és az azt koriil-
veve, bels6 iranyitasa, zart S feliilletre vonatkozik:

D5y =0 (11)

A térfogat irdnyitdsdnak nincs szerepe (8/c. dbra). A térvény kimondja, hogy
barmely zart feliillet magneses fluxusa zérus.

Maxwell-Gauss — Végiil a negyedik egyenlet a jél ismert Gauss-torvény. Ehhez ve-
szlink egy kiils6 iranyitasu térfogatot, amelynek peremfeliilete szintén kiils6 iranyi-
tasd; az irdnyokat a 8/d. dbra szerint igazitjuk egyméshoz. A térvény kimondja,
hogy barmely zart feliilet elektromos fluxusa a térfogatban foglalt Gssztoltéssel
egyezik meg:

Vs = Qyp (12)

Vegyiik észre, hogy az Osszefiiggés igaz marad, ha a feliilet irdnyitasat megfordit-
juk, és egyuttal — kovetkezetesen — felcseréljiik a térfogat kint-bent referenciairé-
nyét is. Ekkor ugyanis nem csak a ®g fluxus eljele valtozik az ellentettjére, de
(a 2. szakasz értelmében) a @y toltésé is!
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8. dbra. A Maxwell-egyenletek megfogalmazdsidhoz hasznélt irdnyitott alakzatok.

Erdekes osszefliggéseket kapunk, ha az els§ két egyenlethez hasznalt feliiletet bezdrjuk
agy, hogy azok rendre V, ill. V' térfogatot foglaljanak magukba, mig peremgorbéjiik
nullméretiivé zsugorodik. A gerjesztési torvény a

d d
0= Ty + 7Y = s + 79 (13)

alakot Olti, ahol az utébbi dtalakitashoz felhasznaltuk a (12) Gauss-torvényt. Ez az
egyenlet a toltésmegmaradds torvényét fejezi ki, és az elektrodinamikaban folytonossagi
egyenletnek hivjuk. Hasonléan eljarva a (10) indukciétorvénnyel a

d
0=——9% 14
e 9V (14)
Osszefiiggést kapjuk, amely szerint barmely zéart felillet mégneses fluxusa legfeljebb egy
id6tol fiiggetlen allandé lehet. A (11) egyenlet ehhez csupén annyit tesz hozza, hogy ez

az allando a 0.
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5. Kapcsolat a vektoranalitikai leirassal

Az elektrodinamika lefrasanak legelterjedtebb modja a vektoranalizis matematikai esz-
koztaran alapul [3]. Ebben a jelenségek szinterének a haromdimenzids, irdnyitott (jobb-
sodrési) euklideszi teret tekintjiik, amelyben — praktikus szempontok szerint — koordinata-
rendszert vesziink fel. Az idét (nem relativisztikus megkozelitésben) a tértdl fiiggetlen,
abszolut valtozénak tekintjiik. Ezen keretek kozott az elektromégneses tér mennyiségeit
idofiiggo skalar-, ill. vektormezokkel reprezentaljuk.

Ebben a szakaszban kapcsolatba hozzuk az emlitett mezOket a fentebb definialt
globélis mennyiségekkel. A tovabbiakban feltételezziik, hogy az olvasé tisztdban van
a vektoranalizis alapfogalmaival és alapvet6 miiveleteivel, és azok ismertetésére nem
tériink ki. Tekintsiik elsoként a tér forrasait.

5.1. Forrasok

Toltésstirtiség — Tudjuk, hogy a toltés a természetben véges kvantumokban fordul
el6, de a mérnoki gyakorlatban el6fordulé toltésmennyiségek a kvantumhoz képest
altalaban igen nagyok, ezért a kvantaltsagtdl eltekinthetiink. A toltéseloszlast a
p térfogati toltéssiirtiség irja le: alapegysége As/m?; matematikai reprezentdcisja
olyan vektor-skalar fiiggvény, amely a harom térkoordinatdhoz egyetlen skalar ér-
téket rendel. A toltéssiirtiség implicit definicidja, hogy az integralja megadja egy
térfogat Gssztoltését:

Q=% [ oo (15)

Mivel a térfogati integrlds nem veszi figyelembe 1% irAnyitasat, ezért azt egy
el6jellel korrigaljuk, amely pozitiv, ha V  bentrol-ki” iranyt, ellenkezd esetben
negativ. A (15) egyenletbdl képezhetiink akar ezplicit definiciét is, példdul igy:

p=lim Q—Ay (16)
|AV|—0 |AV]

ahol |AV| a térfogat eldjeles kobtartalma (negativ, ha a térfogat ,kintrél-be” irs-
nytd). Ez azonban lényegileg nem mond tébbet, mint a (15) implicit definicid,
ezért mas mennyiségeknél is az utébbit hasznaljuk.?

Aramstirtiség — Az el6bbiek nyoman az aramstriséget legegyszeriibben gy definidl-
hatjuk, mint a vektormez6t (vektor-vektor fiiggvényt), amelynek feliileti integrélja
az adott feliilet Osszaramat adja. Képletben kifejezve

I§:/~J~ds (17)

S

3Megemlitjiik, hogy a gyakorlatban elény6s lehet egyéb tipusi, pl. felilletszer(i, vonalszerii vagy
pontszeri toltéseloszlasok bevezetése ill. matematikai leirasa is, de azok — disztribicidk hasznalataval —
mind visszavezethetfk a térfogati toltéssiirtiségre, ezért az utébbit tekintjiik alapveté mennyiségnek.
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A J térfogati aramsiiriiség alapegysége A/m. Mint lattuk, az dram el6jele a fe-
lilet kiils6 iranyitasatol fiigg, és épp ez az iranyitds, amelyet a feliileti integral
kiértékelésénél is felhasznalunk.*

5.2. Intenzitasvektorok

Az elektromdagneses térmennyiségek egyik csoportjat az intenzitdsvektorok alkotjak,
amelyek kozos jellemzbje, hogy az erdhatdssal kapcsolatosak. Egy v sebességgel mozgd,
pontszerit Q) toltésre hatd erdt a Lorentz-torvénnyel fejezziik ki

F=QE+vxB) (18)

alakban, ahol E [V/m] az elektromos térerésség, és B [Vs/m?] a méagneses indukcié
vektora.

Elektromos térerdsség — Nyugvo toltésre (18) szerint csak az E mezé hat:
F = QE. (19)

Ha a toltést egy infinitezimalisan kicsiny dl szakaszon elmozditjuk, akkor a tér
ellenében végzett munka

AW = —F -dl = —QE - dL (20)

Tekintsiik most a 4. dbra L gorbéjét, és osszuk fel dl vonalelemekre. Nyilvanva-
16, hogy a toltésnek a gorbe menti mozgatdsa sordn végzett munka a (20) elemi
munkdk Gsszege, azaz W = [, dIW. Behelyettesitve a (3) definiciéba

UL:/LE-dl (21)

adédik. Eszerint az elektromos térerGsség az a vektormezd, amelynek tetszoleges
gbrbe menti integralja az adott gorbe elektromotoros erejét adja. Vegyiik észre,
hogy U}, definicigjaban éppugy a gorbe bels6 iranyitasat hasznaljuk, mint a gérbe
menti integral kiértékelésénél.

Magneses indukcié — Vegylink egy kicsiny, I dramot vivo hurkot, amely ds nagy-
sagu feliiletet feszit ki. Vezessiik be a ds feliiletelem-vektort, amelynek abszolut
értéke ds, iranya meroleges a feliiletre, allasa pedig a ,, jobbcsavar-szabaly” szerint
van osszehangolva a hurokban kérbefolyé I aram referenciairdanyédval. A (18) eré-
torvény segitségével rovid dton belathatd, hogy az aramhurokra haté nyomaték

T = Ids x B. (22)

1Feliiletszerii dramlés lefrasra eldnyos lehet még a felileti Aramsiirtiség fogalma, vonalszerii &ramhoz
viszont nincs sziikség ,,eloszlas” bevezetésére, mivel azt a skalar aramer6sség-érték egyértelmiien jellemzi.
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Ha a ds és B vektorok altal bezart szég «, akkor a nyomaték nagysiga, illetve
annak maximuma

T = IBsinads, ill. T,, = IBds. (23)

Az elemi dramhurok fluxusa (5) alapjén

T, T \?
de = — 1—(—) = BdsV1 —sin?a = Bdscosa = B - ds. (24)

T T

Idézziik fel a a 6. dbra mérési elrendezését valamint a (6) képletet, amely szerint a
kiterjedt S feliilet fluxusa képezhet6 az azt kitevd feliiletelemek fluxusainak Gssze-
geként. Ebbél latszélag kovetkezik, hogy az Gsszfluxus (24) integralja. Csakhogy
ds kiils6 iranyitasu feliilet, mig a fluxust bels6 iranyitasiara értelmezziik. Emiatt
a feliileti integralashoz el kell végezniink az S — S &talakitdst a mar emlitett
jobbcsavar szaballyal:

Dg = /B~ds (25)

S—S

Roviden megfogalmazva: B az a vektormezd, amelynek tetszoleges feliiletre vett
integrédlja megadja az adott feliilet fluxusat.

5.3. Gerjesztett vektorok

A gerjesztett vektorok mez6i az anyagnak az intenzitdsvektorokra, mint gerjesztésre
adott ,valaszat” adjdk. A D [As/m?] eltolési vektor definicidja

D = ¢FE + P, (26)

amelyben P a polarizacié-vektor. Utébbi a polarizalt dielektrikumban a kiilsé tér ha-
tasdra létrejott elemi toltésdipdlusok makroszkopikus hatdsat irja le, és definicid szerint
a dipdlusmomentum-vektor térfogati siirtiségével egyenlé. A magneses térnél ehhez ha-
sonléan bevezetjiikk a H [A/m] mégneses térerésséget:

1
H=—B-M. (27)
Ho
M a magnesezettség vektora, amely az anyagban 1évo elemi kéraramok — magneses dipo-
lusok — statisztikus (atlagolt) hatédsét irja le, és definicio szerint a mégneses dip6lusmomentum-
vektor térfogati stirliségével egyenld.

Dielektromos eltolas — Lapozzunk vissza az 5. abra elrendezéséhez, de most a kiter-
jedt fémlemez helyett vegyiink egy infinitezimalis dl vastagsagu, kicsiny feliileti
fémlapot, amelyet a kiilsé irdnyitdsi ds feliiletelem-vektor reprezentél (az irdnyitas
tipusdra utalé hullimvonalat elhagytuk). Megosztds révén a fémlap két oldaldn
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+dQ toltés jelenik meg, amely egy dp = dQdl momentumu dipdlusnak tekint-

het6; a dipdlus iranya a feliiletelem irdanyaval megegyez6. Mivel a fémen beliil a

térerdsség nulla, a (26) képlet igy {rhato:
_dp  dQdl ds

D-pP=P_ C &
dv  |ds|dl |ds|’

(28)

ahol felhaszndltuk P definiciéjat.> Az utolsé szorzétényezé nem més, mint egy
ds irdanyu egységvektor, amely a dipélusmomentum iranyat adja. Ha az egyenlet
mindkét oldalét skaldrisan megszorozzuk a ds vektorral, a

D ds=dQ (29)

Osszefiiggést kapjuk. Nem nehéz belatni, hogy kiterjedt fémlemez Gssztoltését
ennek feliileti integralja adja, amelyet a (4) definiciéba helyettesitve a

\pg_/gD.ds (30)

Osszefiiggésre jutunk. A dielektromos eltolas tehat az a mez6 amelynek tetszéleges
feliiletre vett integrédlja az adott feliilet elektromos fluxusat adja.

Magneses térer6sség — Végiil tekintsiik a 7/b. dbra elrendezését, amelybél vélasszunk

ki egyetlen kis tekercset. Ennek drama legyen d/, menetszama N, keresztmetsze-
tét jelolje ds, hosszat és tengelyének irdnyat pedig egyiittesen reprezentalja a dl
vonalelem-vektor. A tekercs minden egyes menete egy dm elemi méagneses di-
polusnak tekinthet6; momentuméanak nagysidga dm = dIds. A dipdlus irdnya
megegyezik a dl vonalelem-vektoréval, feltéve hogy a dI aram referenciairanyat
utébbival a jobbcsavar-szabaly szerint Gsszehangoljuk; ezaltal a dl vonalelemnek
hallgatélagosan kiils6 irdnyitdst (is) tulajdonitunk. A mégnesezettség a dipSlus-
momentum térfogati stirtisége, ezért (27) alapjan a tekercsben

1 Ndm 1 dIds dl
oo v eV dds i

(31)

az utébbi tényezd a dl irdnyu egységvektor. Szorozzuk skaldrisan az egyenlet
mindkét oldalat a dl vektorral, és hasznéljuk fel, hogy a 9. oldalon leirt mérési
utasitas értelmében a mégneses indukciénak a tekercs tengelyével parhuzamos
osszetevGjét kioltjuk, azaz B - dl = 0. Ezzel

H.dl= NdI (32)

SA (28) osszefiiggés nem mond ellent annak a ténynek, hogy véges vastagsdgi fém belsejében D =
0, ott ugyanis nincsenek dipdélusok. FKEzzel szemben az altalunk vizsgdlt ,végteleniil vékony” lemez
lényegében egy kettdsréteg, azaz dipdlusok feliiletszerii eloszlésa.
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adddik.® Tekintettel a (8) definiciéra nyilvanvals, hogy a teljes L gbrbe magneto-
motoros erejét a

0; = /H-dl (33)

L—L

integral adja. Az L — L jelolés kifejezi, hogy a vonalintegral szdmitdsdnak érde-
kében a magnetomotoros er6t hordozdé, kiilsé irdanyitast gérbéhez — a jobbcesavar-
szabaly szerint — bels6 irdny{tast rendeliink. Végso soron tehat H az a vektormezo,
amelynek tetszoleges gorbére vett vonalintegrédlja az adott gérbe magnetomotoros
erejét szolgéltatja.

5.4. Maxwell-egyenletek

Ha a (15), (17), (21), (25), (30) és (33) Osszefiiggéseket rendre behelyettesitjiik a (9),
(10), (11) és (12) egyenletekbe, akkor kozvetleniil a Maxwell-egyenletek tn. integralis
alakjat kapjuk. Ha pedig ezekre alkalmazzuk a Stokes-, ill. a Gauss-integraltételt, ak-
kor az un. differencialis alakra jutunk. A Maxwell-egyenletek eddig megismert harom
kiillonbozé alakjat a 9. dbran foglaltuk Gssze; a kozottiik 1éve nyilak az atjarhatdsagot
mutatjék.

Az integralis alakban szandékosan nem jeloltiik az alakzatok irdanyitdsat, mivel ott
a vektoranalizisben alapértelmezett irdnyitast hasznéljuk: a gorbére belso, a feliiletre
kiils6 irdanyt adunk meg, amelyeket az els6 két Maxwell-egyenlet esetében a jobbcsavar-
szabdly szerint hangulunk ossze. A negyedik egyenletnél a zart feliilet alapértelmezett
irdnya a koriilvett térfogatbdl kifelé mutat.

A globalis alaknak a differencidlissal valé osszevetése (lasd 9. dbra) azt sugallja,
hogy ha az el6bbit infinitezimélisan kicsiny gorbékre, feliiletekre, illetve térfogatokra
irjuk fel, akkor lényegében az utdbbit kapjuk. Ez azonban nem igaz, mivel a globa-
lisbdl az integralis alakra vald attérésnél elvész az alakzatok iranyitdsanak belso-kiilsd
kett&ssége (ezért mutat a nyil csak az egyik irdnyba). Még kevésbé igaz, hogy az U,
U, & és © mennyiségek infinitezimalis megfeleléi rendre az E, D, B és H vektormezok
lennének,” hiszen ha az utébbiakat az egyenletektdl fiiggetleniil szemléljiik, akkor — az
eltér6 mértékegység kivételével — nem lajuk rajtuk az el6bbiek sokszini jellegzetességét
és dualitasat, csupan négy vektor-vektor fiiggvényt.

Nem képezi tananyagunk részét, de a teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy a globalis
alak differencidlis hatardtmenetét valéjaban a differencidlgeometriai leiras jelenti, amely
a vektoranalizistél eltéré matematikai appardtus [4]. Az ott hasznélt an. differencidlis
formdk ugyanis megorzik az alapmennyiségek eltéro jellegét: U helyébe az e-vel jelolt
differencialis 1-forma, ® helyébe a b jelti 2-forma, © helyébe a h csavart 1-forma, ¥

SNyilvdnvalé, hogy ennél a mérésnél nincs jelen klasszikus értelemben vett kozeg, de ha lenne, a
benne 1év6 magneses dipélusok hatdsat ugyanigy kellene figyelembe venni.

"Habdér a szakirodalomban gyakori, hogy a globdlis térjellemz8ket ab ovo a vektormezdk integralja-
iként vezetik be, ez nem kovetkezetes.
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d
O = Is+@¥s
Uys) = —4$®s
(I)S(V) - 0
Vsiy = @y
Al
%H-dl = /J'ds—l—— D-ds
L(S) S dt Js
j{ E-dl = —g B -ds
L(S) dt Js

-ds = 0

O =w

-ds = pdv

Semge
=
<

rotH = J+ 2D
rotE = — %B
divB = 0

divD = »p

9. dbra. A Maxwell-egyenletek hirom alakja: globdlis (fent), integralis (koézépen) és
differencialis (lent).

és I helyébe a d és j csavart 2-formék, végiil Q helyébe a § csavart 3-forma lép. A
Maxwell-egyenletek differencidlgeometriai alakja:

dh =7+ 9

de = —0;b (34)
db=0

dd =g

amelyben 0; az id6 szerinti differencidlhanyadost jeloli, a d operator pedig az Un. kiils6
derivélt (exterior derivative). Megjegyezziik, hogy ehhez nagyon hasonlé alakra jutunk
a globalis egyenletek diszkretizdldsa soran is, amelyrdl a 7. szakaszban lesz sz0.
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6. Konstiticios egyenletek

Thlzés nélkiil dllithatd, hogy a konstiticids egyenletek (més néven kozegegyenletek vagy
anyagegyenletek) jelentik a globdlis leirds Achilles-sarkat. Tekintsiik a vektormez8k ko-
zotti lokdlis (26) és (27) Osszefiiggéseket, amelyek még tovdbb egyszeriisodnek linedris
kozegek esetén, ahol a P polarizacié aranyos az E elektromos térerésséggel, az M mag-
nesezettség pedig a H magneses térerdsséggel:

P =¢gox.E ill. M = x,,H. (35)
Ebben x. és x,n, az anyag elektromos és magneses szuszceptibilitasa. Innen

D =¢E+P =c¢o(l + xeo)E =¢coc,E =cE, ilL (36)
B = po(H+M) = po(1 + xm)H = pop, H = pH (37)

kovetkezik, ahol €, és pu, a kozeg relativ permittivitdsa, illetve permeabilitasa. Tegyiik
még ehhez hozza a differencidlis Ohm-t6rvényt:

J=0E, (38)

amelyben o a fajlagos vezetOképesség.

Sajnos a fenti vektormezéknek megfelel6 globdlis mennyiségek (forrdsok, intenzita-
sok és fluxusok) kozott mar nem irhaté fel ilyen egyszer(i kapcsolat, mivel az azokat
hordozé kiterjedt alakzatok kapcsoldédésa sem egyszeri. Marpedig kéztudott, hogy a
négy Maxwell-egyenlet nem oldhaté meg ezen kiegészités nélkiil. Meg kell emliteniink,
hogy ugyanakkor az el6z6 szakaszban bevezetett differencialis formak kozott léteznek a
megfelel§ konstitiicids egyenletek:

(xe)
pu (*h) (39)

| = o (%e)

S Q)
1
™

ahol x az un. Hodge-operétort jeloli. A Hodge-operator diszkrét megfeleljével talalko-
zunk majd a 7. szakaszban.
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10. abra. A FIT dualis cellastrukturaja.

7. A véges integralok modszere

A véges integralok mdédszere (finite integration technique, FIT), népszeriibb nevén ,,cel-
la moédszer” egy numerikus térszamitasi eljards, amelynek eredeti valtozatat Thomas
Weiland alkotta meg az 1970-es évek végén, és azdta jelentés mértékben tovabbfejlesz-
tették. A CST, egy manapsag piacvezetd elektromdagneses szimuléciés szoftver is ezen a
modszeren alapul [5]. Ismertetése azonban nem csupén a gyakorlati haszna miatt fon-
tos szdmunkra, hanem mert altala — pontosabban a benne alkalmazott diszkretizacios
séma, altal — teljesedik ki az eddigiekben bemutatott elmélet. A mddszer leirdsdban
nagyrészt a [2] irodalmat kovetjiik, bar a jelolésekben itt-ott eltériink attdl.

7.1. Térbeli diszkretizalas

A FIT alapja egy dudlis cellastruktiura, amely lényegében két ekvidisztdans, egymashoz
képest fél racsosztédssal eltolt, kobos (avagy kocka-) récsot jelent (10. dbra). Az dbrén a
két racsbdl csak egy-egy kiragadott, egymassal athatdsban 1évé kockdt mutatunk, de a
struktira minden irdnyban periodikusan folytatédik. A kockak élhossza Al, lapjainak
felszine As, igy térfogatuk Av = AsAl.

A két strukturat megkiilonboztetendd, azokat — némileg kiovetkezetleniil — primer,
illetve dudl jelzével szokés ellatni. A primer celldk éleit, lapjait és térfogatat belso,
mig a dudl celldk megfelelé alakzatait kiils6 irdnyitdssal latjuk el (ez indokolja utébbiak
jelolésében a hullimvonalat). Figyeljiikk meg az dbrén a kivetkezoket:®

— Minden primer él pontosan egy dual lapon megy &t, valamint minden primer
lap egy dudl élet metsz, tehat egymasnak megfeleltetheték. Hasonld megfelelte-
tés lehetséges a racspontok és térfogatok kozott is (lasd a 10. dbra jobb oldaldn
felsorolva).

8 A felsorolt tulajdonsigokkal rendelkezd sszetett struktira angol neve cell compler, amelynek egy-
eldre nincs frappans magyar megfelelje.
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2. téblazat. A dudlis cellastruktira valtozdi (vo. 1. tdbldzat).

Alakzat | P P L L S S V V
Mennyiség | — — U © & ¥, ] — @
Jelolés | — — e h b d,j — ¢

— Az él-lap pérok irdnyat mem kell sszehangolni, de az irdnyok természetszeriileg
kozvetleniil (azaz pl. a jobbcsavar-szabdly nélkiil) dsszevethetok.

— Az élek és lapok merdélegesek egymasra, azaz fenndll az ortogonalitds.

A cellastruktira kiillonbo6z6 elemeihez globalis fizikai mennyiségeket rendeliink a 2. tab-
lazat szerint.? A numerikus médszer kontextusédban ezeket a mennyiségeket valtozéknak
hivjuk. Jelolésiikre 1j szimbdélumokat vezetiink be (lasd a tédblazatot), hogy a megfelels
vektormezdkre, de még inkabb hogy a megfelels differencidlis formékra emlékeztesse-
nek. A médszer programozasa szempontjabdl nem mellékes, hogy a dudl cellak Osszes
valtozoja tarolhatd a primer struktiran az él-lap és pont-térfogat megfelelések miatt.

7.2. Egyenletrendszer felallitasa

Célunk, hogy a bevezetett valtozdkkal linearis algebrai egyenletrendszert allitsunk fel,
amelynek f6 Osszetevéi a diszkrét alakd Maxwell- és konstitiicios egyenletek. Ehhez
feltessziik, hogy a dualis cellastruktira véges kiterjedésii, és a benne foglalt alakzatok
szama rendre np, np, nr, L, ng, g, ny és ny. Az alakzatokat sorszammal latjuk el,
minden kategériaban 1-esel kezdve, de tetszéleges sorrendben; az egymashoz rendelheto
alakzatparok (14sd 10. abra) célszeriien azonos indexet kapnak. Az alakzatok szdmozasat
hasznaljuk a hozzdjuk rendelt valtozdknal is.

Maxwell-egyenletek

Els6ként tekintsiik a primer réacs tetszéleges, k indext Sy lapjat (11/a. dbra). Az in-
dukciétorvény erre vonatkozoan a kovetkezé alakban irhaté fel:

+1 L, C9OS;

(40)
0 kiulonben

nr

chiei = —8tbk, k= 1...n5, Ckz = {

i=1
Amint lathatd, az Osszegzés formalisan kiterjed a primer struktira minden élére, de a
Cyi egytitthaté ,kivéalasztja” koziiliik azt a négyet, amely a széban forgé lap 0.5 peremét
alkotja. Cjj el6jele attdl fiigg, hogy az él iranyitdsa megegyezik-e a lap iranya &ltal a
peremen indukalt koriiljarasi irannyal (+), vagy ellentétes azzal (—).

A (40) egyenletcsoport — egyelére — nem algebrai egyenletekbdl all, mivel azok még

tartalmazzdk a 0; idS szerinti derivaltat.!® Az idSbeli diszkretizalds médjéra, és a
derivalt kozelitésére a 7.3 szakaszban tériink vissza.

9A médszer Altaldnosabb viltozatdban az itt mellézott alakzathoz is rendelhetiink valamilyen
mennyiséget, példaul P-hez elektromos skalarpotencialt, de ilyenekre egyelére nincs sziikségiink.
10 A parcidlis derivalds jele itt nem indokolt, csupén az egyszeriibb frdsméd kedvéért hasznéljuk.
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(d) (f)
11. dbra. A FIT-egyenletekhez tartozé konfigurdciok.

A gerjesztési torvényt a dudl cellik Sy, lapjaira tudjuk megfogalmazni (11/b. dbra):

nr

~ ~ +1 _Z/Z 85

(41)
0 kulonben

=1

Ebben C}; szerepe megfelel a (40) C; egyiitthatéjanak, és az el6jelszabdly is hasonld,
csak itt a kiils6 irdnyitasra vonatkozik.

Vegyiik most a duél struktiira Vj, celldit (11/c. dbra). A Gauss-térvényt a kovetkezd
egyenletcsoport irja le:

ﬁs o C

- B - +1 S, C IV,
Y Fudi=q,,  k=1...0w,  Fn= - (42)
— 0 kilonben

A szumma tehdt sorra veszi az Ssszes dudl lapot, mig Fj,; kivdlasztja azt a hatot, amely
az adott cellakocka AV, peremfeliiletét alkotja.'l Az eldjel attdl fiige, hogy S; kiilsé
irdnyitdsa megegyezik-e a Vi ,bent-kint” referenciairdnyabdl a peremfeliiletére adédé
dofési irdnnyal, vagy sem.!?

1A szakirodalomban gyakori F helyett az S jelolés.
127 gyakorlatban a toltésére egyszertien a ,sajat” eléjelét hasznéljuk, és ennek megfelelden a térfo-
gatbdl kifelé mutaté irdnyt tekintjiik pozitivnak.
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Végiil a magneses tér forrasmentességét a primer struktira Vj celldira fogalmazzuk
meg (11/d. dbra):

ns

S Fabi=0,  k=1...ny, ﬂﬂ_{il‘%?aﬂ (43)

P 0 kiilonben
Fj; szerepe ugyanaz, mint az iménti Fy; egylitthatéé, csak éppen a primer struktirara
vonatkozik. Mivel azonban a primer cellat nem irdnyitjuk, ezért az eldjelet a kovetkezo-
képpen hatarozzuk meg: kivalasztjuk a cella egyik lapjat, amelynek bels6 iranyitasat,
valamint a hozza tartozé Fj egyiitthatdt, pozitivnak tekintjiik. A tobbi lapot — az iré-
nyitast folytonosnak tekintve — ehhez igazitjuk. A referencialap 6nkényes megvélasztasa
nyilvanvaléan nem befolyédsolja az egyenlet tartalmat, mivel annak jobb oldaldn 0 &all.

Az egyszeriibb frasmoéd végett rendezzitk matrixokba a Cy;, C’ki, Fy; és F; egyiitt-

hatdékat, valamint vektorokba az e, b, h, d, j és q véltozdkat. Ekkor a (41), (40), (42)
és (43) egyenletek rendre a kovetkezd alakban irhatdk:

Ch=j+0d (44)
Ce = —0;b (45)
Fb =0 (46)
Fd =g (47)

A C, C, F és F un. incidenciamétrixok a dudlis cellastruktira topoldgidjdt reprezentdl-
jak, ugyanakkor semmilyen informéciét nem tartalmaznak a cellaméretre vonatkozdan.
Ebben az az érdekes tény tiikrozodik, hogy a négy Maxwell-egyenlethez szigorian véve
nincs sziikség metrikus térre (affin tér elegendd), masrészt megmutatja, hogy ebben a
diszkretizalt alakban is egzaktak, tehat nem tartalmaznak kozelitést. A tér metrikdja,
és egyuttal a FIT kozelito jellege majd csak a konstittcids egyenleteknél 1ép be.

Diszkrét operatorok algebrai tulajdonsagai

Ismerkedjiink meg a cellastruktira topoldgidjat leiré incidenciamatrixok algebrai tulaj-
donséagaival, de a levezetések melldzésével.'® Ezek a métrixok egyben operitornak is
tekinthetok, mert fizikai mennyiségek kozotti transzformaciot {rnak le.

A szaknyelvben C és dudlja a diszkrét rotacid, mig F és dudlja a diszkrét divergencia
nevet kapta, ami indokolt, ha tekintetbe vessziik a Maxwell-egyenletek differencialis
alakjanak parhuzamait a FIT egyenleteivel (ldsd a 12. dbran). Létezik diszkrét gradiens
is, amely viszont kifejezhet6 a diszkrét divergenciaval:

G=-F, il G=-F. (48)
A vektoranalizis ismert nulla-azonossagainak is van diszkét megfelelGje:

divrot() =0 — FC=0, il. FC=0, (49)
rotgrad()=0 — CF' =0, ill. CF =0. (50)

13B8vebbet a [2] irodalomban, de a jelslés ott kicsit més.
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Végiil belathato a kovetkez6 dualitasi Osszefiiggés:

c=C (51)

Konstitucids egyenletek

Amint kordbban mar emlitettiik, a kozeg viselkedésére jellemz& Osszefiiggéseket globa-
lis mennyiségekkel nem tudjuk kozvetleniil megfogalmazni, de a diszkretizacié révén —
legalabbis kozelité alakban — ez lehetséges.

Az 5. szakaszban bemutatott Osszefiiggések alapjan a globalis mennyiségekbodl kife-
jezhet6 az elektromos és magneses vektormezok bizonyos komponenseinek dtlagértéke a
celldkon: az éleken a velitk parhuzamos térvektor-komponensek atlaga,

B = e , B . = hg
er = /L;E dl - E,= Al és hy = LkH dl — H = AL (52)
mig a lapokon a rajuk meréleges komponensek atlaga,
b / B.ds » Bt & 4 D.ds — Dy— -k (53)
= - ds = és = -ds = .
s T As T s T As

Ha a cellak mérete elegendGen kicsiny, akkor ezek az atlagok jo kozelitései a tényleges
térértékeknek az adott él, illetve lap barmely pontjaban.

A tovabbiakban csak linedris kozegeket vizsgdlunk, de a kapott dsszefiiggések konnyen
altalanosithatok. Tekintsiik elséként a 11/e. abra elrendezését, ahol a dudl struktira
egyik éle athalad a primer struktira egy lapjan (szdmozasi konvenciénk szerint az inde-
xiik megegyezik). A mdagneses anyagegyenletbdl az iméntiek alapjan a kovetkezd kozelits
Osszefiiggés adddik az él-lap parra:

b hy ~

B= ,uH — E ~ tup—, Vk, Li <> Sg. (54)
Kihasznéltuk, hogy lap és él merdlegesek egymadsra (ez a struktira ortogonalitési tulaj-
donsdga), tehat a hozzdjuk rendelt térvektor-komponensek azonos irdnytak. Ha az él
kiils6 irdanyitasa kompatibilis a lap bels6 iranyitdasaval, a pozitiv el6jel érvényes, kiillonben
a negativ. A uy egyiitthaté tobbféleképpen értelmezhetd: vehetjiik példaul egyszeriien
az él és lap metszéspontjdban érvényes értéket, vagy — ha a permeabilitast cellanként
allandé értékkel jellemezzitk — az Sy, lappal szomszédos két cellabeli érték atlagat.

A k indexre vonatkozé feltétel arra utal, hogy egy véges kiterjedésii cellastruktira
peremén fekvo éleknek és lapoknak nincs dualis parja, tehat az él-lap parok szama kisebb,
mint az élek vagy a lapok szama. Ez a tény el6revetiti a peremfeltételek sziikségességét
és megadasuk médjat, amelyre a 7.4. szakaszban tériink ki.

Mésodszorra vegyiink egy primer élet, amely egy dudl lap kézepén halad 4t (11/f. 4b-
ra). Az elektromos anyagegyenletbdl ad6dé Gsszefiiggés a kovetkezo:

dy ek

D=cE — A_S ~ iEkKl, Vk, L < Sg. (55)
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rotH = J+6D Ch = j+4d dh = j+8d
rotE = —-0,B Ce = —-9b de = -0
divB = 0 Fb = 0 db = 0
divD = _, | Fd = g e | dd =g
D = ¢E d = M.e d = &(xe)
B = uH b M, h b 1t (xh
J oE j = Mye j = ol(xe

12. abra. A FIT egyenletrendszerének (kozépen) osszehasonlitdsa az elektrodinamika
torvényeinek differenciélis (balra) és differencidlgeometriai (jobbra) alakjaval.

A differencidlis Ohm-torvény kozelitése is megfogalmazhatd ugyanerre az él-lap parra:

Jk €k ;
J=0E — ~tor—, Vk, L Sk. 56
o — RN s L <> S (56)
Az anyagjellemzé egyiitthatok képzése és az elGjelre vonatkozé szabalyok hasonldak,
mint az (54) egyenletnél.

Az (54)-(56) egyenletek — dtrendezés utan matrix-alakban is felirhatdk:

b= M,h
d=M.e (57)
j = Mae

Ezuittal figyelmen kiviil hagytuk, hogy nincs minden élnek és lapnak dudlis pérja, mert
az bonyolulttd tenné a formalizmust.

A 12. dbran Osszehasonlitjuk a FIT egyenletrendszerét a Maxwell-egyenletek differen-
cidlis és differencidlgeometriai alakjdval (emlékeztetiink arra, hogy utébbi nem része
a tananyagnak), amelyeket kiegészitettiink a konstiticids egyenletekkel. A FIT és a
differencidlis alak parhuzamairdl mar beszéltiink. A FIT-egyenleteket a differencilgeo-
metriai alakkal 6sszevetve azt latjuk, hogy a C, C, F és F incidenciamétrixok a d kiilsé
derivalt, mig az M,,, M. és M, diagonalméatrixok a x Hodge-operator diszkrét megfele-
16inek tekinthetok.Az emlitett megfeleltetések, valamint a 12. dbran lathatd parhuzam
miatt szokas a FIT-et ,full-Maxwell” algoritmusnak is nevezni.
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13. dbra. A leap-frog algoritmus séméja.

7.3. Id6beli diszkretizalas

A sztatikus, illetve stacionarius kozelitésben targyalhaté problémékndl az id6 szerinti
derivaltat tartalmazé tagok elhagyhatok. Ha pedig a térjellemzok mindegyike szinu-
szosan valtozik az idOben, akkor — attérve komplex reprezentaciéra — az idé szerinti
derivalasbol egyszerii szorzas lesz. Ezekben az esetekben a FIT eleve linedris algebrai
egyenletrendszerre vezet, amelynek megoldasara szamos numerikus algoritmus hasznél-
haté.

Az id6tartoménybeli (tranziens) problémdak megolddsara altaldban valamilyen idélé-
péses sémat hasznalunk. Két egymassal csatolt, elsérendii, kozonséges differencialegyen-
let megoldédséanak hatékony mdédszere a leap-frog (,,békaugras”) algoritmus. A mddszer
egyszeriibb és attekinthetObb bemutatasahoz linedris és forrasmentes kdzeget tételeziink
fel; utébbi miatt j = 0 és @ = 0. A széban forgé két egyenlet a (44) gerjesztési és a
a (45) indukciétorvény, amelyek csatolt volta nyilvanvalobb, ha behelyettesitjiik az (57)
konstitucids egyenleteket, kikiiszobolve ezaltal a désb mennyiségeket:

Cfl = Mgﬁte (58)
Ce = —M,ﬁtﬁ (59)

A differencidlegyenletek numerikus integralasdhoz felvesziink egy At iddlépést, amellyel
az id6tengelyen két, egymashoz képest {él 1épéskozzel eltolt, ekvidisztans felosztast defi-
nidlunk; az egyiken az idépontokat egész, a mésikon ,feles” indexszel latjuk el (13. abra).
(Ez a dudlis id6beli racs emlékeztetheti az olvasét a térbeli diszkretizalas médjara.) Az
e vektor idobeli mintdit az egész index(i, mig a h vektoréit a feles indexi id6pontokhoz
rendeljitk hozzd, derivaltjaikat pedig a megfelel6 véges differencidkkal kozelitjiik:

= €k+1 — €k
h,1—h,_
k1~ g1
Ce, ~ -M, +2At 2 (61)

Ebbdl atrendezéssel megkapjuk az un. update-formulakat:

=h,_

11— M;lcekAt
o (62)
eyl i=e, + M_ Chk_i_%At

+
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E formuldkat rekurzivan alkalmazva (hy_; /2 és ey ismeretében) elészor flk_H /2, majd
er+1 szamithatd ki. Az algoritmus elinditasdhoz persze kezdeti feltételekre van sziikség,
példaul }~1_1 /2 €s e ismeretére. Ezek a téreloszlasok azonban nem vélaszthatok meg
tetsz6legesen, mert ki kell elégiteniiik a (46) és (47) Maxwell-egyenleteket, azaz

FMJL%ZO (63)
FM.eo =0 (64)

(utébbi a forrdsmentességet tiikrozi). Azonban beldthatd, hogy ha a kezdeti feltételekre
teljesiilnek, akkor automatikusan fennallnak barmely késébbi id6pontban is, tehat az
idGlépések kiértékelése soran ezekre a Maxwell-egyenletekre nincs tobbé sziikség.

A (62) rekurziv formuldk egy sokvéltozds diszkrét idejii rendszer allapotvéltozds le-
irdsanak tekinthet6k. A numerikus integralds konvergencidjanak sziikséges feltétele e
rendszer stabilitdsa. A stabilitdsvizsgédlat révén belathatd, hogy az id6lépés nem vé-
laszthaté meg a térbeli felosztastdl fiiggetleniil, pontosabban a Al térbeli racsosztéds
fels6 korlatot szab a At idélépésre. Ez a Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) kritérium.
Az altalunk vizsgalt cellastruktirara a kritérium specialis alakja

1 Al
At < = 65
C¢ - : - et (65)

Ax? + Ay? + Az?

amelyben ¢ a kozegbeli fénysebesség. A feltétel szemléletes tartalma (illetve szokdsos
magyarazata), hogy az id6lépésnek kisebbnek kell lennie, mint amennyi id6 alatt a fény
a két szomszédos racspont kozotti tavolsdgot befutja.

7.4. Peremfeltételek

A FIT numerikus szdmitdsdhoz a modelltartomanynak véges méretiinek kell lennie,
vagyis a cellastrukturat valahol le kell zarni. Emiatt az (54)-(56) konstitiicids egyenletek
rendszere hidnyos lesz, mivel a peremen fekvo lapok és élek nem rendelkeznek dualis
péarral. A hidnyzo6 egyenleteket a peremre vonatkozo specialis feltételekkel kell pétolni,
amelyek lehetséges alakja attdl is fiigg, hogy a struktira primer, vagy dudl cellaval ér
véget. Megjegyezziik, hogy a FIT peremfeltételei teljes 6sszhangban vannak a Maxwell-
egyenletek zart tartomanyon valé egyértelmi megoldhatésdganak ismert feltételeivel.
Legkézenfekvobb megoldasnak az tiinhet, hogy a struktirat a forrasoktol olyan ta-
volsadgban zarjuk le, ahol a tér mar elhanyagolhatéan kicsiny, és igy a peremen a 0
térértéket irhatjuk el. A gyakorlatban ez nem mindig célszerii, és szdmos, ennél sokkal
hatékonyabb megoldés 1étezik, de ezek targyaldsa meghaladja jegyzetiink kereteit.

7.5. Halézati egyenletek

Rendezziik nulldra az indukciétorvény (45) diszkrét alakjat:

Ce + 9,b = 0. (66)
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3. tablazat. A FIT éltalanositott hélézati egyenletei.

Elektromos kérok Maégneses korok

Kirchhoff I. F(j+0,d) =0 Fb =0
Kirchhoff II. Ce+0,b=0 Ch-j=0
Ohm-t6rvény j=M,e b=M,h

Ez nem mas, mint Kirchhoff fesziiltségtorvénye a primer élekbdl alkotott zart hurkok-
ra vonatkozdan. Az aramkorokben a Oqb indukdlt fesziiltségek altaldban a tekercsek
kapcsain mérheték (habar a tekercs menetei altal kifeszitett feliilet valgjaban a hurok
feliiletéhez szamitando), ezért élfesziiltségnek tekinthetdk, és igy beépithetdk az e vek-
torba. Ha a primer celldk P cstcsaiban felvessziik a ¢ elektromos skalarpotencialt, és
abbdl az élfesziiltségeket a diszkrét gradiens operatoraval képezziik,

e=—-Gp=Fp, (67)
akkor a fesziiltségtorvény az (50) azonossdg miatt automatikusan teljesiil:
Ce=CFlp =0¢p = 0. (68)

Ezen alapul a csomoéponti potencidlok mddszere a halézatelméletben.
Kirchhoff dramtdrvénye a dudl celldk térfogataira irhatd fel, és tigy szdrmaztathato,
hogy a (44) Maxwell-egyenletet balrdl szorozzuk az F métrixszal:

FCh=Fj+Fod = F (5 + ata) — 0, (69)
ahol felhasznéltuk a (49) azonossdgot. A d;d eltoldsi dramok a villamos hélézatokban
a kondenzatorok daraménak felelnek meg.

Ha az eltoldsi dram hatédsa elhanyagolhatd, akkor a (44) Maxwell-egyenlet nulldra
rendezett alakja

Ch—j=0. (70)

Ez is Kirchhoff-torvény csak éppen az in. mdgneses kérdkre vonatkozik. Azt fejezi ki,
hogy a dudl élekbdl alkotott barmely zart hurkon a magnetomotoros erék (mégneses
fesziiltségek) algebrai Osszege egyenlé a hurok &ltal kifeszitett feliileten athaladé dram-
mal. Ezt az dramot a méagneses korok esetében gerjesztésnek nevezziik, és forrasnak
tekintjiik.

A maégneses koroknek a fluxus megmaradasat kifejez6 Kirchhoff-térvénye a primer
cellak térfogataira vonatkozik, és a (46) Maxwell-egyenlet fejezi ki:

Fb =0 (71)

Végiil a halézati egyenletek eme kontextusdban (57) elsé és harmadik egyenlete a mag-
neses, illetve elektromos Ohm-térvény:

b=M,h, ill. j=Mge. (72)
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(a) (b)

14. &dbra. Szimplex alapt duélis cellakomplexumok szemléltetése két dimenzidban:
Delaunay-Voronoi-duél (a) és sulyponti dudl (b).

A felsorolt halozati egyenleteket a 3. tablazatban rendszereztiik. Kijelenthetd tehat,
hogy a FIT egyenletrendszere lényegében az elektromos és méagneses korok altalanositott
halézati egyenleteibdl all.

7.6. Kitekintés!*

A véges integralok mddszerét tobb irdnyban tovabbfejlesztették. A fejlesztések egyik
legfontosabb célja a térbeli diszkretizalas javitdsa volt. A bemutatott kocka-struktira
ugyanis nem csupan ,,onkényes” valasztdsnak tlinhet, de viszonylag rugalmatlan is: egy-
részt altalaban nem kovethetdk jol vele a kbzeghatar-feliiletek, masrészt nehezen oldhaté
meg a cellastruktira adaptiv finomitdsa, ha egyes térrészekben pontosabb szamitasra
van sziikség. A gyakorlatban ezért masfajta dudlis cella-struktirakat (dn. cellakomple-
xumokat) is hasznédlnak. A legelterjedtebb valtozatban a primer struktira egy szimplez-
hald (két dimenziéban héromszogekbél, hirom dimenziéban pedig tetraéderekbdl épiil
fel), ezzel ugyanis bonyolult geometridju tartoményok is diszkretizalhatdk, és a valtozo
stirliségli felosztas kivitelezése is egyszeriibb.

A szimplex-haléhoz tobbféleképpen rendelhet6 dualis struktira. A legkézenfekvObb,
hogy a dudl celldk éleit a szomszédos haromszogek (tetraéderek) koriilirt korei (gombjei)
kozéppontjanak osszekottetése adja; ez a Delaunay-Voronoi-dudl (14/a. dbra). El6nye,
hogy rendelkezik az ortogonalitasi tulajdonsdggal (az él-lap parok merélegesek egymas-
ra). Hatranya viszont, hogy nem minden héléra képezhetd, ugyanis el6fordulhat, hogy
a koriilirt kor (gomb) kozéppontja a cellan kiviilre esik. A dudl cella lathatéan nem
szimplex alaki; bonyolult és sokféle topoldgidja azért nem jelent problémat, mert nem
kell tarolni: a valtozoit akar a primer struktira alakzataihoz is hozzarendelhetjiik. Az
incidenciamatrixok szerkezete itt mds, mint a kockacelldk esetében, azonban ezek is a
rotacio-, illetve divergenciaoperator diszkrét reprezentaciéjanak tekintendok.

4 Az e szakaszban lefrtak nem képezik a tananyag részét.
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Egy masik megoldds az tn. silyponti dudl (14/b. dbra), amelynél a szimplexek
sulypontjainak Osszekottetése adja a dual cellak éleit. Ez a dudl struktdra barmely
szimplex-haldora képezhetO, de hatranya, hogy az ortogonalitasi feltétel nem teljesiil. Ez
a Maxwell-egyenletek diszkretizélt alakjat nem érinti (hisz azok ezittal is egzaktak),
a konstiticios egyenletekét viszont annal inkdbb. Az ilyen irdnyu tovabbfejlesztések
sarkalatos pontjat ebbdl kovetkezden a ,,diszkrét Hodge operdtor”, azaz M., M,,, illetve
M, hatékony implementalasa jelenti.

A fejlesztések masik célja a konvergencia javitdsa: a FIT algoritmusanak a diszkreti-
z4lasbdl eredé numerikus hibaja a cellaméret csokkentésével csupan linedrisan csokken,
mig méds mddszereké (pl. a végeselem-mddszeré) masod-, vagy annal magasabb rendben.
Ennek a hatranynak a kikiiszobolésére is szamos megoldas sziiletett.

% 3k x

A FIT tobb mas numerikus térszamitasi moédszerrel rokonsagot mutat. Példaul nagyon
hasonl6 tér- és idobeli diszkretizalason alapul a népszert ,,id6beli véges differencidk
modszere” (finite-difference time-domain, FDTD), amelyet Yee-algoritmusnak is nevez-
nek [6]. Hovatovabb szokas a FIT-et az FDTD egyfajta altaldnositdsdnak tekinteni. Ez
azonban legfeljebb forditva igaz, tudniillik hogy az FDTD a FIT egy nagyon speciélis
esete. A kiilonbség nem csupan az, hogy az FDTD a Maxwell-egyenletek differencidlis
alakjat kozeliti a vektormez6k racsponti mintdibdl (amely a FIT-tél teljesen eltéré me-
tédus), hanem hogy az FDTD [lényege az id6lépéses séma. Emiatt az FDTD kizarolag
idobeli szimulaciéra alkalmas, mig a FIT frekvenciatartomanybeli, s6t akar stacionarius
modellezésre is.

A végeselem-médszerrel is vannak kozos pontok, habar ott a kozelité megoldas elvi
alapja egészen mas, mint a FIT-nél. Az elektromagneses térszamitasban haszndlt véges-
elemes programokban eleinte csak a halé csomdépontjaihoz rendeltek fizika mennyiséget
(nodalis elemek). Késébb azonban megjelentek az edge-elemek, més néven Whitney-,
vagy Nedelec-elemek, amelyeknél a valtozokat a vektormezdknek az elem éleire vett
vonalintegréljai jelentik. De léteznek mar un. lap-elemek is (facet-element), amelyek
valtozoi a mezoknek a lapokra vett feliileti integraljai. Az olyan végeselemet, amelynek
csucsaihoz, éleihez, lapjaihoz és térfogatdhoz egyarant rendeliink valamilyen valtozot,
Whitney-komplexumnak hivjuk, és ebben nagyon hasonlitanak a FIT-celldkra [7].
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