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1. feladat (15 pont)
a)
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2+ 3
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2. feladat (18 pont)

a) Irja le a rendérelvet és a specidlis rendérelvet!
b) Keresse meg az aldbbi sorozatok hatarértékét és a fenti tételek segitségével igazolja
allitasat!

./ 1+n3"

_ b, = Vn! +6n — 4
n2+2n—-1" n=Vnl+6n

ap =

Megoldas:



a) Rendérelv:

a, — A & a, <c, <b,
b, > A Vn €N

> = (cn — A)

Specidlis renddrelv:

n3" ] 1+n3" L n3t+n3" /2.3

—_— < a, = —_— <
n? 4+ 2n? " n2+2n—1 n?+0
—3

= lim a, =3

n—oQ

Felhaszndltuk, hogy lim {/n=1 és lim ¢p=1,ha peR".
n—0oQ n—,oo

by=Vn! +6n—4>0+6n—4n=2n— co= lim b, = 0o

n—oo

3. feladat (15 pont)

2

dn —1\" dn —1\"
n = -1)" 3 n = -1)"
an = ( )<4n+7) bn = (=1) (4n+7>
a) lim a, =7, lim a, =7
b) lim b, =7, lim b, =7
Megoldas:

—1/4\"
Ve om (1Y (1+T> et ]
VT \mrr) T (1+)" T er T e

n

Felhaszndltuk, hogy  lim (1 + E)n =e”
n

T — 00
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Ha n péaros: a,=c¢, — —
e



Ha n paratlan: a, =-¢, - ——

I 1 .
- hman:—Z, lim a, = ——
e e

1
b) by = (—1)"c*. Mér lattuk, hogy  lim ¢, = —
n—00 e

1 1
= 0<5-10<c < 5+107%, han>N
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Ezért

1 " 1 "
(—2 - 10_2) < ()™ < (—2 + 10_2> ,ha n> N,
e e

-0 —0

= lim b,=0 =— limb,=1limb, =0
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Felhaszndltuk, hogy  lim " =0, ha |a| < 1.
n—0o0

4. feladat (14 pont)
ay = 2; ani1 =2 + /5+a, n=12,-.-
(U,2:2+\/§:5, CL3:...)

a) Mutassa meg, hogy a sorozat monoton!
b) Konvergens-e a szdmsorozat?

Megoldas:

a) Sejtés: (a,) monoton névekedd. Bizonyitds: teljes indukcival.
1. a1 < as < az teljesiil
2. Tth. a,_1 < a,
3. Igaz-e:

?
24+4/6+a2 | =a, <ap1=2++5+ad2

2. miatt a,_1 <a, és asorozat elemei pozitivak, tehat
= a <] = 0<5+d ,<b5+ad
= bh+al, < 5+a2
= 2++/5+di_=a, < a1 =2+ 4/b+ a2, amit bizonyitanunk kellett.




b) Ha a sorozat konvergens, a hatarérték kielégiti az aldbbi egyenletet:
2<A=2+V5+A2 = A-2=+5+ A2

1
Négyzetreemeléssel A = —1 adodik, ami ellentmondds, hiszen A > 2. Tehat a

szamsorozat divergens, a monotonitas miatt lim a, = 0o
n—oo

5. feladat (18 pont)
Abszolut konvergens, feltételesen konvergens vagy divergens az alabbi sor?

n=1
2
0o —+1
b n n
Poigne
n=1
Megoldas:
. 1 r . . . o C
a) lim ———— = — miatt a sor divergens, hiszen nem teljesiil a konvergencia sziikséges

feltétele (az altaldnos tag nem tart nulldhoz).

o
b) A Z b, sor nem abszolut konvergens, mert

n=1
2
Tl 1 1 1K 1 >
b,| = > = — és - — divergens =—> b,| is divergens.
bn| n+3 n+3n 4n 4;::171 vers ;‘"' &

o
De Z b, konvergens, mert Leibniz tipusi. Ugyanis

n=1
A sor valtakozé elgjelii.
2 2 1
—+1 =+-
lim 2 3:” gt =0 é
n—oo 1 + 1+ 2
n

a, monoton csokkend, mivel n ndvelésével a szamlalé csokken, a nevezd nd.

fgy a sor feltételesen konvergens.

6. feladat (20 pont)

a) Mondja ki a numerikus sorok konvergencidjdra vonatkozé majordns kritériumot!
b) Irja le a numerikus sorok konvergencidjara tanult hanyadoskritériumot és a gyokkri-
tériumot!



c) Konvergensek-e az aldbbi sorok:
e > on+2

2n+1
; nl+3n—2" Z n+ Tt
Megoldas:

a) Majorans kritérium:

o o
Ha O0<a, <e¢, Vnre és ch konvergens —- Zan konvergens

n=1 n=1

b) Hényados kritérium:

o
1. (a, >0, YV n)A a2+1 <g<1,V n) = Zan konvergens.
n

n=1

o
2. (a, >0,V n)A (anﬂ >qg>1,V n) = Zan divergens.

a
n n=1

Gyokkritérium:
Ha Vn> N-re a, >0 és

1. Va,<qg<1 = Zan konv.
N

2. VYa,>1 — Zan div.
N

2n+1
C)Z n!+3n — 2 Zan
1 n=1
2n +n 3 -
0<a,< = =b : jordlé b k t
n 70 " (o1 és a majoralé ; n Sor konvergens, mer
b 3(n—1)! 1 =
li "t — lim (=1t _ lim —=0<1 = Z a, konvergens.
n—oo b, n— 00 n!3 n—oo 7 —
x o0
2n+2
n+ 7 2
=1 n=1
o4\ e A (2)
0 <ep < or T 7 (?> és a majorald - ; (?> sor konvergens
2 - )
geometriai sor (0 < g = - < 1) = Z ¢, konvergens.

n=1



Pétfeladat (csak az elégséges eléréséhez javitjuk ki):

7. feladat (10 pont)
a) Konvergens-e az aldbbi sorozat? Ha igen, akkor mi a hatarértéke?
(—=1)" (n+3) + 4n
3n—+5

anp =

b) Adja meg az aldbbi sor Gsszegét!

>
n=1 3
Megoldds:
3
- , sn+3 Ot N
a) Ha n paros: a, = = 5 -
3n+5 34 ° 3
3
3__
3n—3 3
Ha n pératlan: an:3n := g — 5:1
n+ 342
n

A sorozat divergens, mivel két torlédéasi pontja van.
b) A sor két konvergens geometriai sor Gsszege, igy konvergens.




