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Fuzzy rendszerek

A tagabb értelemben vett fuzzy logika alapjat képezi a fuzzy szamitdgépes
rendszereknek, melyek szemben a szokvanyos rendszerekkel, nem csak igen és nem (illetve
ki és be, vagy 1 és 0) értékekkel dolgoznak, hanem kozbiils6 , valdsagértékekkel” is, mint
példaul 0,5 (féligmeddig), 0,2 (kicsit), 0,8 (eléggé)... Ezdltal az ,életlen” (fuzzy)

meghatarozasok (mint példaul az el6bbiek) matematikailag kezelhet6vé valnak.

A crisp halmazok karakterisztikus fliggvénye minden alaphalmazbeli elemhez 0-t
vagy 1-et rendel hozza. A karakterisztikus fliggvény fogalmat gy altalanosithatjuk, hogy az
alaphalmaz minden eleméhez valamely rogzitett tartomanybdl — ez altaldban a [0,1]
intervallum — rendelhet6 érték. Ezen érték nagysaga a halmazbeli tagsag mértékével aranyos,
azaz minél kisebb (nagyobb) mértékben tagja a halmaznak valamely elem, annal kisebb
(nagyobb) az elemre vonatkozé fliggvényérték. Ezt a fliggvényt tagsagi fliggvénynek, azt
altala definidlt halmazt pedig fuzzy halmaznak nevezziik. Tehat a tagsagi fiiggvény

valamely crisp alaphalmaz minden eleméhez az értékkészletébdl egy tagsagi értéket rendel.

Az alabbi példaban a fiiggdleges tengely a [0,1] intervallum a tagsagi érték. A fuzzy
halmazok a hideg, meleg, forré. Ha a fuzzy halmaz elemeihez hozzarendelve dbrazoljuk a

tagsagi beletartozast jelol6 szdmokat, akkor a tagsagi fliggvény abrajat kapjuk:

3 f § T —T
(10 (30

Lathatd, hogy az 5 fokhoz 0,3 ,, melegség” és 0,7 ,hidegség” tartozik.

http://users.iit.uni-miskolc.hu/~radai/MI/fuzzy htm
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Halmazmitiveletek:

Magassagértékek: A={130,131,132,..., 183, ..., 250}
Magas és alacsony fuzzy halmazok:
L={130(1), 140(1), 150(1), 160(0.8), 170(0.5), 180(0.1), 190(0)}

M={130(0), 140(0), 150(0), 160(0.1), 170(0.4), 180(0.9), 190(1), 250(1)}

Tagsagi fv:
TAGSAGI
ERTEK
1 "ALACSONY" "MAGAS"
]
130 180 250 MAGASSAG [cm]

Két fuzzy halmaz ES (AND, metszet) miivelete az a halmaz, amely a két argumentum
halmaz koz0s elemeit tartalmazza, minden elemet véve a legkisebb eléforduld beletartozasi

értéken.

M AND L={130(0), 140(0), 150(0), 160(0.1), 170(0.4), 180(0.1), 190(0)}={160(0.1), 170(0.4),
180(0.1)}

Két fuzzy halmaz VAGY (OR, tnid) mivelete az a halmaz, ami minden el6forduld
elemet tartalmaz a lehetd legnagyobb beletartozasi értéken véve.

M OR L={130(1), 140(1), 150(1), 160(0.8), 170(0.5), 180(0.9), 190(1), 250(1)}

Egy halmaz negaltjon azt a halmazt értjiik, mely tartalmazza az Osszes elemet, de az
eredmény halmaz elemeinek tagsagi értékeit kivonjuk 1-bol.
Fuzzy szabalyzo felépitése:
Fuzzyfikalas: az éles, mért értékek alapjan megfeleld fuzzy valtozo eldallitasa.

A fuzzyfikalast gyakran megeldzi a mért értékek normalizalasa.

A Kkovetkeztetégép és a szabalybazis: a kilonb6zé bemenetekhez
hozzarendelhet$ egy-egy fuzzy halmaz rendszer. Ezek alkotjdk szabdlybazist. pl.:

5
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étteremben az egyik bemenet a kiszolgdalas, a harom tagsagi fiiggvénye a rossz, jo,
kivald. Egy masik bemenet lehet az étel mindsége, ennek legyen két tagsagi
fiiggvénye vacak, izletes. Ezek a szabalyok fogjak meghatarozni a borravalé mértékét.
A kiilénb6z6 bemenetek normalason esnek at (t-norm, t-conorm), ezaltal egy tagsagi
figgvény lesz a kimenetiik. pl.: HA (a kiszolgalas rossz vagy az étel vacak) = (ezt
normalva kapunk egy értéket) AKKOR a borraval6 alacsony lesz> ezt pedig a
normalt érték behelyettesitésével a tagsagi fliggvényben-nel kapjuk meg.

Defuzzyfikacio: a fuzzy tagsagi fliggvényekbdl eldallitasra keriil a
beavatkozé jel(ek). Szamos mddszer ismert, ezekbdl a néhany leggyakoribb:

Center of gravity, sulypont: a tagsagi értékek meghatarozasa utan, a tagsagi
fiuggvények altal lefedett teriiletek dsszegének sulypontja.

Center of sums, OsszegkOzéppont modszer: az atlapolodd részeket

multiplicitassal veszi figyelembe.

Mamdani féle max-min:

1. Fuzzify 2. Apply OR 3. Apply implication
inputs operator (max) operator (min.)
= Em&um«umunnn* -’ L
z i) 25%
I if service is poor or food is rancid tip is cheap j l
i : :
2 chmcoa»ﬂoo-%c-o}moc 1 » ---.;4-
. rule 2 has no : :
dependency 3 3
) onpu 2 ‘
- 0 259 0 : 25%
I if service is good then tip is average I § i
14 H

¥l

i 4. Apply
0 25% T 5% aggregation
lif service is excellent  or food is delicious then tip is generous g B ‘ method (max)
1 | -
service = 3 food = 8 B N
Input 1 Input 2 ’_/—v-\
0 25%
Result of
aggregation

http://www.dma.fi.upm.es/java/fuzzy/fuzzyinf/main en.htm
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Jelek csoportositasa

jelek
determinisztikus sztochasztikus
(egy kisérlet megismétlése
ugyanazt az eredményt adja)
nem periodikus periodikus nem stacionarius  stacionarius
/ \ / \ (id6invarians)
tranziens egyéb szinuszos Osszetett / \/
nem
ergodikus ergodikus
Gauss egyéb
eloszlasu eloszlasu

Sztochasztikus folyamat: folytonos stirtiségfliggvényti / eloszlasfiiggvényi folyamat

matematikai modellje. Egy elemi esemény egy fliggvény bekovetkezése:

A kisérletekhez tartozé idéfuggvény
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Stacionarius sztochasztikus folyamat: a folyamat nem valtozik az idében, nem fiigg
attol, hogy mikor vizsgaljuk, idSinvarians. Példa: a folyamat szempontjabdl mindegy, hogy
ma vagy holnap vizsgaljuk a MASAT palyéjat vagy a szélben lengedez6 nadszalat.

- T

Gyengén staciondrius Erdsen staciondrius
Csak az els6 2 momentum fiiggetlen Az §sszes momentum €s
az idoétol. strtségfv. fliggetlen az idStdl.

Példak nem stacionarius sztochasztikus folyamatra:
- Egy ellenalldson a termikus zaj valtozasa az ellenallas 6regedése soran

- Egy miihold geostacionarius palyan mozog, viszont egy id6 utan le fog esni.

Ergodikus hipotézis: a sokasag szerinti atlagolds és az idd szerinti atlagolas
eredménye megegyezik. Ez azt jelenti, hogy nem kell sok MASAT, sok egyforma nad, stb.,
mert nem sokasag szerint atlagolunk, hanem idében. De ez csak egy hipotézis, mert végiilis

senki sem tudja ellendrizni!

Nem ergodikus folyamat: csak memoriajellegli folyamatok nem ergodikusak.
PL.: flip-flop, aminek a kimenete bekapcsolas utan beall. Sokassag szerint atlagolva: a két
érték (‘0" és '1") kozotti értéket kapnank, mig id6 szerint atlagolva az egyik (‘0" vagy '1’)

értéket. Ez tehat stacionarius, de nem ergodikus.

Gauss esetben az autokorreldcids fiiggvény (ill. teljesitménysiiriiség fiigguény) mindent

megmond a staciondrius sztochasztikus folyamatrol.

Tranziens jel: véges energiaju, E(f) energiastirliség spektrum jellemzi és létezik
Fourier-transzformaltja. Teljesitménye 0, mert ha t = oo, elt(inik a teljesitmény.

Példa az egyéb nem periodikus jelre: 2 fiiggetlen frekvencidju szinusz, melyeknek

nincs k6z0s alapharmonikusuk és cstiszkalnak egymason.
1. Példa: melyik jelcsoportba tartozik a kovetkez6 jel?
sin(f; 2mt) + sin(f,2mt)
fi=1kHz
f> =1,001 kHz

Vdélasz: matematikailag periodikus, de az egyébbe kell tenniink, ha nem tudjuk a

2 oszcillatort szinkronizalni.

2. Példa: ugyanaz-e a 2 jel?
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:ugyanolyan, mint az elozo,
csak 1-1 minta eltér

Valasz: ha vessziik a 2 jel DFT-jét, majd az IDFT-jét, akkor a kiugrasok egyre
inkabb eltinnek (a spektrum oldalon egyforma a 2 jel) = rajtunk mulik melyik
jelmodellbe soroljuk...

3. DPélda: tekinthet6-e a szinusz sztochasztikus folyamatnak?

Valasz: a sztochasztikus folyamat azt jelenti, hogy ha megismétlem a méréseket,
akkor mas idéfliggvények jonnek ki, viszont a szinusz nem valtozik. Egy valami
valtozik csak: a kezdéfazis, hogy honnan inditjuk a mérést. A kezddfazis pedig
legyen a (0, 2mt] intervallumon egyenletes eloszlasti (mert nincs kitiintetett
kezdGérték).

Ha igy mériink sokszor, akkor ezek a mérések egyiitt adjak a sztochasztikus
folyamatot. Igy mar tudunk definidlni autokorreldciés fiiggvényt, illetve

teljesitménystriiség fliggvényt.

Energiastiriség spektrum: E(f) = |X(f)|? , azaz a Fourier-transzformalt

abszolutérték-négyzete. Olyan, mint sztochasztikus jeleknél a teljesitménystriiség spektrum.

Tranziens korrelacio: a tranziens jelekre jellemzd korrelacids fiiggvény, mely az

energiastirliség spektrum inverz Fourier-transzformaltja:

[oe]

Rr@ = [ E(erar
Sztochasztikus jelek Tranziens jelek
Autokorrelacié / R(7) Tranziens korrelacio / Ry (1)
DFT \l/ T IDFT DFT \l/ /I\ IDET
Teljesitménystirtiség spektrum / S(f) Energiastirtiség spektrum / E(f)

Teljesitménysiirtiség mérése:

1. Savszirdvel kivagjuk az érdekes frekvenciat, majd ezt elosztjuk a savszélességel
és megkapjuk a teljesitménystiriiséget.

2. Korrelatorral mérjiikk az R(r) -tt majd FFT-t szdmolunk (Wiener-Hincsin

Osszefiiggés).
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|X(f)|?: vessziik a jel Fourier-transzformaltjat és abszolutérték-négyzetet képziink
(energiastir(iség spektrum). Ezt hivjdk Fourier-analizatornak, és igy miikédnek a
mai digitalis spektrumanalizatorok. Viszont ez egy durva becsld, amit korrigalni
kell (1/T-vel, hiszen a teljesitménystir(iség szamitdsa majdnem ugyanaz, mint az

energiastirtiségé, csak egy 1/T szorzoban térnek el).

Példa: savszirdvel teljesitménystrtséget mériink. Meg tudjuk kiilonboztetni a

zajt a szinusztol?

Valasz: csak ugy ranézésre nem, viszont a szinuszhoz tartozé teljesitmény egy
nagyon hegyes csucs, a zajhoz tartozo teljesitmény pedig el van osztva a
frekvenciaval. Ha csokkentjiik a savszélességet, akkor a szinusznak ott marad a
teljesitménye, a zajé viszont csokken. Akkor szinusz a szinusz, ha csokkend

savszélességel egyre nagyobb a teljesitménystiriiség, azaz fix a teljesitmény.

Példa: egy oszcillatornak valamekkora faziszaja van, a frekvencidja picit valtozik.

A generalt jel szinusz vagy nem szinusz?

Valasz: attdl fligg: ha ez a pici frekvenciaingadozds nem szamit, akkor
elsédlegesen szinuszosnak tekintjiikk ugyantugy, ahogy a keringé miiholdat is
stacionernek tekintjiik. Viszont ha a szinusszal beszorzunk, 0-ra keveriink és
hosszu ideig atlagolunk, az olyan mintha csindltunk volna egy nagyon keskeny
savszlrdt. Ha a savszird olyan keskeny, hogy a szinusz kimdszkal beldle, akkor
ebbdl a szempontbdl nem szinusz. Ha a sdvsziird olyan széles, hogy nem latjuk,

hogy ingadozik, akkor ebbdl a szempontbol szinusz.

Példa: ha azt feltételezziik, hogy van egy zajjal fedett szinuszunk, hogyan dontjiik
el, hogy ott van-e tényleg a szinusz vagy sem?

Vdlasz: annyira tudjuk eldonteni, amennyire keskeny a savsziirénk. Ha nagyon
keskeny a savsziir6 és véges a teljesitmény, akkor benne van a szinusz. Ha a
szinusz idénként kimdszkal a savsziir6bdl, akkor ilyen értelemben nem szinusz a

szinusz

Példa: ha Osszeadunk két jelet, akkor a teljesitményiik, ill. a
teljesitménystriségiik osszeadodik?

Valasz: csak ugy nem, de van, hogy igen. ©

x(t) és y(t) két jel, melyek Osszegének teljesitménye:

10
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P = E{[x(t) + y(©)I?} = E{x()* + 2x(O)y(t) + y(©)*}

Ez az Osszteljesitmény szdrmazik az x(t) jel teljesitményébdl, az y(t) jel
teljesitményébdl, illetve egy 2x(t)y(t) tagbol. Ha a 2 jel korrelalatlan, akkor ez a tag

kiesik és tényleg 0sszeadddik a 2 jel teljesitménye, egyébként nem.

Egy jel dtlagos négyzetes értéke megegyezik az autokorreldcids fiiggvény értékével a O
helyen, hiszen a korreldcié a 2 minta szorzata és annak az dtlaga.

11
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Spektrumanalizis eszkozei, korrelacio becslo

Savsziirds analizis

Elnevezése szerint mindegyik energetikai spektrum az adott jel energia-, ill.
teljesitménytartalmanak frekvencia szerinti eloszlasat irja le. Ezért varhato, hogy idealis
savszlrovel ezek a spektrumok mérhetdk. (a) savteljesitmény mérése, (b) energiastiriiség-

spektrum mérése, (c) a teljesitménystriiség-spektrum mérése:

z(t) y? (t)

ol e [

|

3

—] =

L= ]

{T-= oo}

T -

\ i 7 \ Elfgl
zit) i l_-i{t} { ]: HE“‘J erljdl W . 1 0
I i T 241

L 230 O
(T o) (Afw1D]
b)
N TN EE N s p [ 1 |50
_,._[Iﬂ () __‘-,Ejfudt TR
(T = =) (af=10)
)
Teljesitményspektrum: periodikus jelek esetén Fourier-sor.
T .
2 1 —jrr . 1
P =|C|| Ahol C,; = Fj-x(t)e T dt és T a periodusidd.
0

A jelteljesitmény alakuldsat a frekvencia fliggvényében az un. teljesitményspektrum
fejezi ki. A teljesitményspektrum esetén nyilvanvald: ha megfeleléen keskeny savsziirével

csak a minket érdekl6 harmonikust engedjiik at, a teljesitmény konnyen mérhetd.

Energiastiriség-spektrum: determinisztikus, tranziens jelek esetén Fourier-

transzformalt abszolutérték-négyzete.

12
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2

[x(eye 7> dr

—00

E(f)=

Teljesitménystirtiség-spektrum: sztochasztikus és periodikus jelek esetén az

autokorrelacios fliggvény Fourier-transzformaltja.

5,(1)= [R (D) dr

—00

Sziirébank: A szlir6bank savateresztd Sziir6k Osszessége. A sziirébankot felépitd
szirok atviteli tartomanyai altaldban ugyanolyan szélesek, és kis mértékben atlapoljak
egymast. A sziirébankok egyik legfontosabb tulajdonsaga, hogy a savatereszt6 sziirék eredé
atvitele konstans. Az alapsavi sz(iré savjanak kozéppontja lehet a frekvenciatengelyen,
ilyenkor ez egy alulatereszt6 sziird, vagy lehet maga is egy savsziro.

Letapogatd rendszerti analizatorok

A letapogatd rendszer(i analizatorok kozos jellemzdje, hogy egy id6pillanatban a
spektrumnak csak egyetlen pontjat mérik. Ezért végig kell pasztazniuk a spektrumot a teljes
mérés elvégzéséhez. Tranziens jel analizisére csak akkor alkalmasak, ha a tranziens jelet
idében periodikusan megismételjiik. A spektrum egy pontjat a savszirds elv alapjan
mérhetjiik. A pasztazas kétféle modon vegezhet6 el:

1. A sziir6 fk kozépfrekvenciajat valtoztat juk (hangolt sziir6s analizator, 24.45a abra).

2, A spektrumot toljuk végig a fix kozépfrekvencidji frekvenciaablak el6tt
(transzponal6 rendszerti, méas néven heterodin analizator, 24.45b abra).

— 1]
g
) FAYA: | AN
t-, _W.r.,..-" > \ AN Y o

b

S

24.45. dbra. A letapogatds modjai
roha

ingelds; & spekirummozgatis

Korrelator: korrelacid mérésére alkalmas eszkoz. Az autokorrelacios fliggvény
eldallitasa utdn annak Fourier transzformaltja

oy
. esitménvsirisée figevényt. «lt ; T Rxy(®)
megadja a teljesitménystriiség fiiggvényt (t) - Atiogoid ¥y
Korreléci() mérése anal()g/digitélis ylt)

crer

2421, abra. Analog elvi korrelacidomeérés
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lathato), a digitalis méré Sample and Hold aramkorokkel, A/D-vel és analdg helyett digitalis

szorzoval van ellatva.

Fourier-analizatorok

Fourier-analizatoroknak nevezziik mindazokat a késziilékeket, amelyek Fourier-

transzformacios

egységeken alapulnak. A gyakorlatban gyakran a gyors Fourier-

transzforméacion alapul6 eszkozoket nevezik igy.

Amennyiben valamilyen moddon el6 tudjuk allitani egy tranziens jel Fourier-
transzformaltjat, a determinisztikus jelek spektrumait egyszertien meg tudjuk hatarozni. A

determinisztikus  tranziens  jel
spektruma (ill. ennek négyzete)
maga az eredmény, a periodikus
jelnél pedig egy periddust tranziens
jelnek tekintve végrehajtjuk a
Fourier-transzformaciot ~ ¢és az
eredményt a periddusidével osztjuk:
az alapharmonikus egész
tobbszoroseinél a Fourier-sor

szamu

egylitthatoit kapjuk.

A b és ¢ abrak(lasd fejezet
elején a savszlirék) hasonldsaga
alapjan azt varjuk, hogy ebb6l S, (f)
kozelitése igy nyerhetd: Sy(f,T) =

CIX(F, TP

Ezt a kozvetlen
spektrumbecslési algoritmust direkt
Fourier-transzforrnacionak (DRIT),
a kifejezést periodogramnak

nevezzik.

Az S.(f,T) és S(f) -et
vizsagljuk meg abbol a
szempontbol, hogy hogyan kozelitik
meg egymast. A végeredmény:

24.41, abra. A Bartleri-ablak fellépése
2 2z ablakfiggvény az idotartemidnyban; b az ablakfdegvény a frekvenciatartomanyban

T
E{S«(f, T} = f (1 - %') Ry e T2/t dT = Wir () * Sx(f)

-T

Ugy tekinthetjilk, hogy a haromszog alakti, tn. Bartlett-ablakkal szorzott

autokorreldcios-fiiggvény Fourier-transzformaltjat adja a periodogram varhato értéke. A

Bartlett-ablak definicidja:

14



BME-VIK Méréstechnika és Informacios Rendszerek Tanszék

|z]
Wer()={ 177 ha-T<1<T
0,egyébkeént

Példaként a 24.41 dbra. A mintaregisztratum hossza T.

Savszelektiv Fourier analizis

A Fourier-analizis felbontoképessége legfeljebb Af=1/T ill. ablakfiiggvényt
alkalmazva ennél is rosszabb. Gazdasagossagi okokbol N=2"10 f61é nem érdemes menni az
adatszammal, ez pl. 10kHz frekvencidn a mintavételezési torvény miatt sziikséges minimalis
fm=20kHz mintavételezési frekvenciaval is csak Af=1/T=fm/N=20 Hz felbontast jelent. A
jobb felbontas eléréséhez tehat kisebb mintavételezési frekvenciat kellene biztositanunk. Ezt
ugy érhetjiik el, hogy a benniinket érdekld tartomanyt 0 Hz kornyezetébe transzformaljuk, és
az érdektelen részek kisziirése utan a mintavételezési torvény kisebb fm-et kovetel. A keverés
pontosan ilyen tulajdonsagu.

A szinuszos keverés
spektrumhasitd  tulajdonsaga
miatt a két spektrumrész £ stf) :
egymasra masolodik, ¢és a . ‘ﬂ
spektrum  csak az fc i o
frekvencidn nem torzul. Nem I | ﬂ ]
lehet kihasznalni tehat a . %c ' i

&

Fourier-analizis elényét, hogy

sok pontban képes egyszerre al

meghatarozni  a  spektrum

értékét, hiszen a torzitott b s¥(4)

spektrum kevés informaciot

nytjt. Olyan keverésre van

tehat sziikség, amely csak [ -1 r

eltolast okoz, hasitast nem. Ez ! i o s S

pedig a komplex keverés: -fe £z
bl

24,82, abra. Szinuszos keverds

o alaphelvzer: b a spektrum a keverds uidn

e /2t komplex fiiggvénnyel
vald szorzas.

A komplex keverés ismeretében megérthetjiikk, miért okoz fazishasitast a cos(2znfct)
fiiggvénnyel valé modulacio: cos(2rf,t) = (e/2™et + e=i2mlet) /2

A komplex keverés végrehajthato a valos és a képzetes résszel (koszinusz, ill. szinusz)
valo szorzasként; tigyelni kell azonban arra, hogy a mintafiiggvény most mar komplex lesz.
Ez a savszelektiv Fourier-analizis (Band-Selectable Fourier Analysis, BSFA, vagy mas néven
komplex demodulacio).

A mérendd x(t) jel hatarfrekvenciajat az alulateresztd sziir segitségévei korlatozzuk,
majd f,, > 2f, frekvenciaval mintavételezziik. A kapott x; sorozat spektruma a 24.83b abran

15
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lathato. Minket az fc frekvencia kornyéke érdekel, ezért az e/2™/ct fiiggvénnyel modulalunk.
A komplex keverést kozvetleniil nem tudjuk elvégezni, ezért a blokk vazlaton lathaté moédon
a valds ¢és képzetes részt kiilon kezeljik, pl. x; = Rex; + jlmx; alapjan a Re x; és Im x/
értékeket szamoljuk. A spektrumképeken a komplex jelek spektruma lathato.

Az eltolt Sx; spektrum lathatdo a 24.83c abran. Most mar alulateresztd sziiréssel
kivaghat6 a 0-ra kevert spektrumtartomany (24.83d abra). Mivel a jel savkorlatja csokkent, a
mintavétel ritkithatd (Gjramintavételezés) annyira, hogy a 0 kdzepti spektrumtartomany éppen
ne torzuljon (24.83¢ abra). Az x; sorozatbdl (azaz a Rex; és Im x; sorozatbol) csak minden
fm/ fu-edik értéket tartunk meg. A 24.83e abrarol leolvashato, hogy a célt elértiik: megfeleld
spektrumt, minimalis frekvenciaval mintavételezett jelsorozatot kaptunk, melyen
gazdasagosan elvégezhetd a gyors Fourier-transzformacio.

16
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cos2nfen-At . 4,

Rex; Rex;
| N\
fh o 1 1

Im“) l ll:t:l X; | R
N AIp = 4 x. (FFT}—— 5(f)

M

i
k-
- « Ia‘:m:i__]I Imxid/élm:j

-sinZnf.natl
a)
5:;
Analizalandd
[}
l 1
™ N
I AN/ T
fg fh f,—n
b)
wa

.

c)

)

24,83, abra. A savszeleltiv Fourfer-analizis



BME-VIK Méréstechnika és Informacios Rendszerek Tanszék

Az optikai Fourier-transzformacié

jeor_ #x) jeot
Ha egy vékony lencse fokuszsikjaban egy f(x)=a(x)e" Ve hullamfront
helyezkedik el, akkor a masik fokuszsikban jo kozelitéssel F(ky)et hullamfront jelenik meg,

ahol k alkalmas konstans, y az optikai tengelyt6l mért merdleges tavolsag és F(ky)= F(f(x)).

A legegyszertibb példak kozismertek: az optikai tengellyel parhuzamos sugarakat
(konstans fliggvény) egy pontba (Dirac-delta) gytijti 0ssze a lencse, a fokuszbeli pontszer(i
fényforras fényét pedig az optikai tengellyel parhuzamos sugarakka alakitja. Az is ismert az
elemi optikabdl, hogy az optikai tengellyel szoget bezard parhuzamos sugarak is egy pontba
fokuszalddnak, de ez a gytjtdpont eltolddik a fékuszsikban.

24.73. 4bra. Egyszerl példak az elemi optikabol
a az optikai Fourier-transzformécié alapesetei; & gyGjtépont-¢eltolédds véges beesési szog esetén

18
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A korrelacio indirekt elvii mérése

A fentiekben lattuk, hogy egy véges hosszusdgi regisztratum Fourier-
transzformaltjanak variancidja folytonos spektrumu jeleknél kozvetlen kapcsolatban van a

spektrummal. Valoban, az
S(k) = - | Xie|?
= 5 X

kifejezés varhatd értéke folytonos jeleknél Kkozelitdleg a  teljesitmény-
stirtiségfiiggvénnyel egyenld. Ez azért is kézenfekvd, mert az energia-stiriségfiiggvény és a
teljesitmény-stirtiségfiiggvény fizikai értelmezése nagyon hasonlo, ezért kézenfekvd, hogy az
energia-strdségfiiggvény  definicids  Osszefiiggéséhez hasonléoan a teljesitmény-

strtiségfiiggvényt is meg tudjuk hatdrozni.

A pontos érték ugy szamithato ki, hogy a korabban elhanyagolt haromszog-ablakot
(Bartlett-ablakot) figyelembe vessziik:

E {:f;{;.-)} — {S(k)} % F {wa(m)}

A varhato érték tehat az ,igazi” spektrum €s a frekvenciatartomanybeli Bartlett-ablak
konvolucidja. Ennek az a kovetkezménye, hogy az éles csticsok szétkenddnek, a meredek

élek pedig ellapulnak.
A periodogram variancidja 100%, ezért valahogy atlagolni kell. Két lehetdség van:

e A periodogramot tobbszor egymas utan mért regisztratumokra kiszamitjuk,
és az eredményeket atlagoljuk (Welch-mddszer).
e A periodogramot sok pontra, nagy felbontassal kiszamitjuk, és a szomszédos

vonalcsoportokat atlagoljuk (Bartlett-mddszer).
: S(k)\ . ),
var {S{Fc)} = ( FZ ]) var { \i}» = S%(k)

A cirkularis korrelacio értelmezése

N
T

RS ()= f L XFT)Y( T o
1]

Ennek varhato értéke:

19
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E{R:,(iA)t}= [1—;;] R,-.}.{fﬁr)+;—;ﬁﬂuf—mm]j i=0,1,2 ... N—1.

Azt kaptuk, hogy a haromszog alakd, un. Bartlett-ablakkal sulyozott korrelacios

fiiggvény baloldala ramasolddik a jobb oldalra (a dbra). Ha a korrelacids fliggvény a —gg]
intervallumon  kiviill  elhanyagolhato  (tehat R(T)

elegendden hosszu mintaregisztratumot dolgozunk
fel), ez az atmasolédas nem zavaro. Ha azonban
R(t) szélesebb (pl. periodikus komponens esetén
egyaltalan  nem  tinik el), akkor az

egymasramasolddas kellemetlen torzitast okoz.

Vizsgaljuk meg, mibdl is szdrmazik az
Osszemasolodas! A mintaregisztratum az iAt (i=0,
..., N-1) pontokban adott (T=NAt iddtartam), és igy
Fourier transzforméltja is N pontos. X(f,T)-ek és -
Y(f,T)nek igy a % (k=0,..,N—1) helyeken (N a) B
pont) szamitottuk ki értékeit. Az

‘ . p AR(T)
utdna elvégzett szorzasnak i

azonban a konvolucio felel meg
az id6tartomanyban , és igy az
iAt (=0, +£1,.. , =*(N-1))
pontokban kellene megkapnunk

a korrelacids fliggvényt. Ennek a

RET)

2T korrelacidohossznak azoban

!
az - (I=0,..,2N —1) pontok

or

felelnek meg, tehat a spektrumra

kétszer  stirlbb  mintavételezéssel  lenne
sziikséglink. Nem tartjuk be a mintavételi
torvényt. Mit lehet tenni? (1)Az N-pontos X(f,T)-
bdl a mintavételi tétel értelmében a kozbenso
értékek is meghatdrozhatdk, de a szadmitas
meglehetdsen koriilményes. (2)Ezért célszertibb,
ha az id6tartomanyban  kiegészitjik a
mintaregisztratumokat N darab 0-val, és igy 2N-
pontos diszkrét Fourier-transzformaciét hajtva
végre a megfelel6 pontokban kapjuk meg a
Fourier-transzformaltakat és a spektrumbecsl6t
(b abra). (3)Egy masik megoldds az, hogy az
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idofiiggvényt T/2 hosszra csonkitjuk (c dbra).

A cirkularis korrelacio fellépte egyébként analdg azzal a megfigyeléssel, hogy mig a

folytonos transzformacié a konvoluciot és a szorzast valdban egymasba viszi at, a DFT a

frekvenciatartomanybeli D
szorzast az un. cirkuldris . .
y . - a valedi gérbe
konvolucionak felelteti meg. ? »
! a mert gérbe

. ]
A Bartlett ablak esetén ==== kanfidenciahatarok

korrekciot kell =~ végezni: a
Bartlett-ablakkal osztanunk kell.

Mivel kis szammal osztva a

variancia nagyon megnéne, a * ol _
T/2 intervallumban végezziik N

csak el az osztast.

7.6. abra. A konfidencia-sav kijelzése korrelacio-becslésben
A korrelaciobecsld varianciaja

Egy savkorlatozott fehér “

zajt probalunk becsiilni, ennek fsm
konstans a spektruma (egészen
B-ig). Szaggatott vonallal az
ablakfiiggvénnyel torzitott
figgvényt (azaz a becslék
varhatd értékét) jeloltik. A
spektrumbecslén jol érzékelhetd

a nagy variancia. Ennek az az

oka, hogy a szomszédos
frekvenciapontokhoz tartozo
becslék egymastol gyakorlatilag
fliggetlenek. !

A koradbbiakban lattuk,

hogy a periodogram varianciaja

nagy: 100%. Arra szamithatunk,

hogy az inverz  Fourier- . ﬂf\ /\ P\/‘N\J
transzformalt variancidja szintén N \j U

nagy. A korrelacidbecslénél az a o)

helyzet, ho a szomszédos .. ) _ . . .
y &y 24.106. abra. A variancia megjelenése a frekvencia- ¢s az iddtartominyban

pontokhoz  tartozé  becslék

erésen korrelaltak. Emiatt a mért pontok az emberi szem szdmadra fliggvénnyé allnak Ossze,
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pedig az dbra nagy részén a hullimzas a variancidbdl szarmazik. Mivel ez veszélyes
érzékcsalddas, jelezniink kell a felhaszndlé szadmara. Ennek legésszeribb modja a
konfidencia-savok kijelzése (vagyis azon hatarok kijelzése, melyek kozé az ismert variancia
esetén az igazi fliggvény jo eséllyel beleesik, 7.6. dbra). Ezt sajnos a korrelatorok tobbsége ma

még nem teszi meg.

G-mondja: A variancia 100%. Sztem ez azt jelenti, hogy az atlagtdl val6 atlagos eltérés
az atlaggal megegyezik. A variancidja a mérésnek nagyon nagy és ezért a varhatd értéke
elveszik, gyakorlatilag beleveszik a szétkenddott becslobe, ezt nem szeretjiik. Ezért
alkalmazzuk a Welch és Bartlett modszereket.

Ez itt mind Bartlett modszer, vagyis mozgoablakos atlagolas. Ha 10, 100-as atlagolast
alkalmazunk, akkor a korreldciobecsld egyre pontosabban tudja becsiilni a tényleges

spektrumot. 10-es atlagolassal a variancia tizedére csokken, a szoras ennek négyzetgyokével.

Egy regisztratum periodogramja, B = 0.5

| | | | | | | | |
5_
: |
; N
2
' | L
Al 0 TR A T Lk
LY LE® fi| '| il I YT ] g1 f|| T l'
] ] ]
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
10 periodogram atlaga
| | | | | | | |
5_ —
4L i
3_ —
2~ —
1 bl A | ' n I | A, I I | LI ]
0 | | | | | | | | |
] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
100 periodogram atlaga
T T T T T T T
E_ —
4 i
2_ —
P e s At o St e et o b Bttt A At Mt b o
0 | | | | | | | | |




BME-VIK Méréstechnika és Informacios Rendszerek Tanszék

A Kkorrelacié becslgje 100 atlagolds utdn azt mutatja amit szeretnénk, természetesen
még itt is van hiba. Az lathato, hogy a korrelacié mindenhol nulla kivéve a nulla helyen. Itt

1-et kell felvennie mivel korrelaciordl beszélink.

A korrelacio-fliggvény becsloje
T T T T T T

0.5 1

0 —
[ [ [ [ [ [
0 200 400 600 800 1000 1200

Ha alkalmazzuk a Bartlett mddszert, vagyis mozgoablakos atlagolast végziink, akkor

az egy alulatereszt6 szlirésnek felel meg, ez lathat6 is az id6- és frekvenciatartomanybeli

jeleken.
Egy regisztratum idéfliggvénye
1 T T
0.5 -
[] —
0.5 -
A | | I | I
0 200 400 600 800 1000 1200
Egy regisztratum periodogramja, B = 0.05
I I I I I I I
3
2
1
U L Hodldn l A 1 1 1 1 1 1 Al 1
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
10 periodogram atlaga
I I I I I I I I
3 - -
2 — —
U | I 1 l 1 1 l 1 1 oy
0 01 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
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100 periodogram atlaga

I .
aL .
0 ] | ] ] ] ] ] | ]
0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
A korrelacio-fliggvény becsldje
0.157 T T T T T
0.1 -
0.05 -
0 | — -
0.05 L r r r r r [
0 200 400 600 800 1000 1200

A periodogram atlagolas hatasara

A korrelcié-fliggvény becsioje ebben az esetben is jobb tulajdonsagokkal

T T T T T T T

01r bir. Mivel ez egy mozgdablakos atlagolas

volt, ezért a mintdk 10 tavolsagban

egymastol korrelaltak lesznek.
0.08-

Hogyan lehet megmérni a
bizonytalansagi savot valos esetben
0.06~ (mekkora a variancidja a mérésnek)? (1)
becsl6k egymasra rajzolasa, ha ezek egy
savban ingadoznak, akkor ez variancia,
0.04r nem fuggenek Ossze. (2) a konfidencia
intervallum: kiszamoljuk az atlagot és
attol vald négyzetes eltérést szamitjuk ki.
0.021 Mivel sokasagrol van szd, ezért Gauss
eloszlast lesz, ezért ez lesz a Gauss
szOrdsa, 2-3 szigma pedig elegendden
nagy konfidencia (95-99,99%). Elvben

: : : : : : : fige a jel fazisatdl nemkoherens

mintavételezés esetén, hogy mekkora a
korrelaciobecsl6, de nem jelentés a

valtozas. Van variancidja, de nem nagy.

I Xk1”2 eloszlasa a Bartlett ablak miatt exponencidlisan lecsnggo.
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Cirkularis konvolucio

http://www.dspguide.com/ch9/3.htm
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Becsléselmeélet

A modell célja ismeretek reprezentaldsa. Az a priori (eleve meglévd) ismeretek
Osszegylijtése és rendszerezése, a modellezés munkafeltétel mind a mérés megtervezéséhez
(mely ponton, hogyan mérjiink, vagy hogyan gerjessziik a rendszert?), mind a megfigyelések
feldolgozasahoz. Amikor a méréeszkozzel megfigyeléseket gytjtiink, figyelembe kell
venniink a fizikaikozeg kiilonb6z6 hatasait és az ezekbdl szarmazd pontatlansagokat. Ennek
megjelenitdje a modellben a megfigyelési csatorna. Mivel az Osszes kolcsonhatdst nem
tudjuk figyelembe venni, ezért altalaban sztochasztikus leképzéssel irjuk le a megfigyelések
megsziiletését. Ez a leggyakrabban azt jelenti, hogy a modellben egy megfigyelési zaj

adodik hozza az elvileg mérhetd értékekhez (,additiv” zaj).

Osszegezve tehat: a keresett mennyiséghez (pl. x) nem fériink hozza kozvetleniil, az
informdcidfeldolgozasnak a szérod6d megfigyelésekbdl (y(n)) kell kiindulnia, viszont
rendelkeziink egy modellel, amely kifejezi a megfigyelések keletkezésérdl alkotott
ismereteinket. Az informdcitfeldolgozas e modell alapjan kell, hogy ,visszaszirje” a

megfigyeléseket, vagyis egy ,,inverz modell” alapjan tervezhetd meg.

Megfigyelések | Beeslések / Dintések
¥ (beesiilt paraméterek)
{becsiilt Allapotolk)

Paraméterck a
Allapotok x a
Struktarak = by

: !
Casal c:irml hecslési iili'ml: 51
(valdszIniiségi) eljilbis
leképlis '
L. o L. A LS 4

paraméter fallapot ) L e
tér meghigvelési tér becslési/dintési vér

L - L. .l
"

Modell: a rendelkezésre  Invers modells a megligyelésekbil
allo ismeretek dssgessege  kivetkeztetiink az dllapotra,
palr:m](‘tt'l‘rc‘

a @& I becsiilt paraméterek)
x % {becsilt Allapotok)
seorddis bizonvtalansig
1.1. dbra. A wvaldsagrol hirt hozd meghgveléseket (y) az ismereteinket leird modell
alapjan szarmaztatjuk. A beesléshez e modell alapjan kell visszaszirni” a megfigve-
léseket, ezt jelenti az inverz modell. A bizonytalansig nem kiiszobélhetd ki teljesen a
becsléshen,

Modellillesztés, paraméterbecslés

A legkézenfekvObbnek latsz6 moddszer a legkisebb négyzetek modszere. Ez azt
jelenti, hogy a mért értékeket egy paraméteres modellel kozelitjiik, és a paramétereket gy
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allitjuk be, hogy a modellbél szamitott és a mért értékek kiilonbségeinek négyzetosszegét
minimalizaljuk (legkisebb négyzetes vagy LS mddszer).

Felmeriil a kérdés, hogy az LS mddszer mennyire jo, és nincs-e ennél jobb eljaras?
Erre a vélasz az, hogy amennyiben ismerjik a megfigyelés modelljét, beleértve a zaj
beépiilését a mért eredményekbe, akkor altaldban van. Ezt maximum likelihood
modszernek nevezik. Bizonyos specialis esetekben az LS modszerre vezet, de nem mindig. A

maximum likelihood mddszer lényege a kovetkezd:

1. Felirjuk a megfigyelések egyiittes strtségfiiggvényét. Ez tartalmazza a
meghatarozni kivant paramétereket.

2. A fenti fliggvényt (vagy annak logaritmusat, ha az egyszertbb, hiszen a
logaritmus-fliggvény ~ monoton) maximalizaljuk a paraméterek
valtoztatdsaval. A maximalizalds gyakran (de nem mindig) derivalassal
torténhet.

Mikor jobb egy becslé a masiknal? Két jellemzdt szoktak megvizsgdlni: a torzitast(az
a jo, ha egy becsld torzitatlan) és a varianciat vagy szorasnégyzetet (az a jo, ha egy becslé

variancidja kicsi).

A végeredményképpen kapott becslét hibdjaval szoktdk jellemezni. A felhasznalot
azonban elsdsorban nem ez érdekli, hanem az, hogy a keresett érték milyen intervallumba

esik nagy valoszintiséggel (hibahatar). Ez az tn. konfidencia-intervallum.

Bayes-tétel

Ha ismert az A és B események valodszintisége, és a P(B|A) feltételes valdszintiség',
akkor

P(B|A) P(A)
P(B)

P(A|B) =

P(A)-t az A esemény a priori?, P(A|B)-t az a posteriori® valdszintiségének is nevezik; a
szokasos értelmezésben A valamiféle hipotézis, B egy megfigyelheté esemény, és tétel azt
adja meg, hogyan erdsiti vagy gyengiti az esemény megfigyelése a hipotézis helyességébe
vetett hitlinket. Tehat ismejiik a valds esemény/paraméter valdszintiség eloszlasat (P(A)), a

ra utald, hozzdkothetd megfigyelhet6 paraméter valoszintiség eloszlasat (P(B)), és azt, hogy

1 Feltételes valoszinliség: Az ,A” eseménynek a ,B” eseményre vonatkozo feltételes
valésziniisége megadja az ,, A” esemény bekovetkezésének a valoszintségét, feltéve hogy a ,B”
esemény mar bekovetkezett, vagy bekovetkezik. Jelolése P(A | B), szdban: A feltéve B.

2 a priori: A tapasztalatot, a tényeket megel6z6 tudas.

3 a posteriori: A tapasztalatbdl szarmazd ismeret.
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a megfigyelhetd6 paraméter bekovetkezése mellett, a valds esemény/paraméter
bekovetkezése milyen valoszinliség stirliség fliggvény(i. Ebbdl kovetkeztetiink arra, hogy
milyen eloszlasti az, hogy ha a valds paraméter mellett feltéve a megfigyelhetd értéke

mekkora.

Bayes becslés

Kezdjiik egy példaval: Egy orvosnak meg kell allapitania, hogy kanyards-e egy
paciens. Kiiitések nem egyértelmt indikatorai annak, hogy kanyaros a beteg, de jelezheti
(lehet anélkiil is kanyards valaki, hogy nincs Kkiiitése). Jeloljik M-mel a kanyaros
megbetegedést, S-sel a kititések jelenlétét, m jelolje a megbetegedések szamat, x pedig azt,
hogy beteg ES Kkiiitése is van, az dsszes paciens N. Annak valészintisége, hogy valaki
kanyards m/N, az pedig, hogy kiiitése is van x/N. Annak feltételes valdszintisége, hogy egy
kyanards betegnek kititései vannak: P(S|M), az értéke pedig x/m.

Annak a valdszintisége, hogy valaki kanyards és kititése van kétféleképpen irhato fel:

(1) Annak a valodszintlisége, hogy a paciensnek kiiitései vannak feltéve, hogy
kanyarés azzal szorozva (valészintiségek szorzata = egyiittes bekovetkezés, ES kapcsolat)

annak valdsziniiségével, hogy valaki kanyaros:

P(M és S) = P(S|M) - P(M)

(2) valamint annak a valdszintisége, hogy a paciens kanyards feltéve, hogy kiiitései

vannak, szorozva annak valdszintiségével, hogy egy paciens kiiitéses:

P(S és M) = P(M|S) - P(S)

A két egyenletet egyenlévé téve egymassal megkapjuk annak a valdszintiségét, hogy

a paciens kanyards feltéve, hogy kititései vannak:

P(M)

P(M|$) = P(SIM) 5>

Ugy kaptuk meg a valdszintiséget, hogy (I)a paciensek kiiitésének valdszintiségét,
(IDa paciensek kanyards voltanak
valoszintiségét ¢és azt (IID)a feltételes

VALosaG ! MEGFIaYELEsEk! BEcsimselw
Lot s ‘ Les
valdszintséget hasznalzuk fel, hogy egy \

!
|
- g . . s N —
paciensnek kiiitései vannak és kanyaros. a I % ) K ; 5
£(o) i A /l,//>
A példa értelmezése: A fenti példa N Z |

| \

konnyen atiiltethetd a  villamosmérnoki = e 3 KL . )
gyakorlatba: ismert a megfigyelt paraméter £(zla) f (=)
sturtiségfiiggvénye:  (IDf(a), ¢és  (IIDa S = —
csatorna  karakterisztikdja: f(zla). A 12.abm , $(alo)
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megfigyelés utan, ezek alapjan a Bayes szabaly felhasznaldsaval eldallithaté az f(alz) Un. a
posteriori stirtiségfiiggvény:
f(a)
alz) = f(zla) —=
flalz) = fla) 55

(o]

(Df () = f f(@)f(la)da

Tételezziik fel, hogy az ismeretlen a valdszinliségi valtozd paramétert a ({zi
megfigyelések felhaszndlasaval kivanjuk becsiilni. Tovabbd az ismeretlen paraméterrdl
bizonyos elSismerettel rendelkeziink, melyet a paraméter fa(a) a priori valdszintliség-

strtiségfiiggvénye ad meg.

Van sok megfigyelés az ismeretlen paraméterrdl: zi, z, ..., zx . A vizsgalati modellben

feltételeztiik, hogy a megfigyeléseket zaj terheli: zi=a i +ni.

Emiatt ismerni kell a megfigyelések feltételes sliriségfiiggvényét: f(zla), a

csatornakarakterisztikat. A megfigyelés utani ismereteket a paraméter f(alz) a posteriori

sUrtségfigevénye adja meg. A Bayes-becslési modszerek mindegyike az a posteriori
gruggveny ] 2] g

strliségfiiggvény meghatdrozasara vezet.

Miutdn az a posteriori striiségfiiggvény rendelkezésiinkre all a segitségével
meghatarozzuk az ismeretlen paraméter (vektor) lehetd legjobb becsléjét. Ehhez értelmezziik

a ,legjobb” fogalmat alkalmas koltségfliggvényeken keresztiil:

+ 00

R(d,a) = E{C(d,a)} = f C(a,a) f(alz)da

amely fliggvény minimuma a Bayes koltség:
Rz = minR(4,a) = minE{C(a,a)}
a a

A C(@,a)az un. koltségfiiggvény, kritériumfiiggvény, hibafiiggvény vagy illesztési

fiiggvény barmilyen feldolgozasi algoritmust jelolhet, amely viszonylag egyszertien

megvaldsithatd és amely érvényes optimumkritérium alapjat C(a)
képezheti. Leggyakrabban a négyzetes, abszolutérték és A
lépcsds kritériumfiiggvényeket hasznalatosak:
m
C@a =) @-a) =@ -a) @ —a)
i=1
m _h'
c@a=la-aq
i=1
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A
c@,a) = 0,hald; —a;| < o) Vi—re
1,egyébként

Minimalis atlagos négyzetes hibaju becslés: |ays = fj;o af (a|z)da|, azaz ezzel a

kritériumfliggvénnyel a legjobb becslés az a posteriori varhatéérték.

Minimalis 4tlagos abszolut hibaji becslés: |d,ps = f(alz)medianjal

Maximum a posteriori becslés: |dM ap = f (a|z)maximuma|

Maximum Likelihood becslés

Adott egy modell, mellyel elképzeléseink szerint jol leirhaté a meghatarozni kivant
rendszer. (A modell tipusdnak és rendszdamanak megvalasztasaval most nem foglalkozunk,
adottnak tekintjiik.) A modellnek vannak szabad paraméterei, melyeket méréssel kivanunk
meghatarozni. A mérési eredményeink zajjal terheltek. Azaz, magukat a paramétereket nem
tudjuk mérni, csak egy valdszintliségi valtozot, mely tobb-kevesebb Osszefiiggést mutat a
modell paraméterrel. Kérdés, hogy a mért értékekbdl hogyan becsiiljiik meg a modell

paramétereit, hogy a lehetd legpontosabb becslést kapjuk.

Az egyik legaltalanosabb becslési stratégia, amit parametrikus becslésnél hasznalunk,
az un. maximum likelihood eljards. A modszert abban az esetben alkalmazzuk, mikor a
modell paraméterek stirtiségfiiggvényei ismeretlenek (hiszen a modellben szerepld
paraméterek is valdszinliségi valtozok a mérés szempontjabodl), viszont a mérést terheld zaj
eloszlasa ismert. Amennyiben egy eloszlasrél semmit sem tudunk, legkézenfekvébb

megoldds egyenletesnek feltételezni.
A maximum likelihood becslés tehat a kovetkezdt jelenti: maximalizalni kell a
P {ezt mértem | a paraméter ennyi és ennyi}

feltételes valoszin(iséget. Formalisan a bayes-dontésbdl vezethetjiik le. A Bayes

dontést az alabbi formula irja le:

P{y.n | p}P{p}

Pip [ym} = PAym}

(ahol p a paramétervektor, ym a mért vektort jelenti) ML dontés esetén ez a képlet

leegyszer(isodik:
P{plym}=CP {ymlp}

hiszen a paraméterek egyenletes eloszlastiak, a P{ym} pedig csak stlyozo tényezdként
miikodik.
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Az L(ymlp) = P {y = ymlp} fliggvényt likelihood fliggvénynek nevezziik, és mindig
meghatarozhatd kizarolag a mérési zaj eloszlasanak ismeretében. A paramétervektor
maximum likelihood becslése (pmr) pedig a likelihood fiiggvény p szerinti maximalizalasaval
adodik.

Megjegyzés: A logaritmus fiiggvény monotonitdsa miatt a maximalizalas
szempontjabol ekvivalens a likelihood fiiggvény helyett annak logaritmusat maximalizalni,

ami sokszor — szamitastechnikai okobdl — célszer(i lehet.

Amennyiben csak az f(zla) feltételes stiriségfiiggvény adott (tehat a Bayes-becsl6
szarmaztathatd), ilyenkor a legjobb becslést az tn. Maximum Likelihood becsld
eredményezi. A Bayes-becsléknél az f(a) a priori slirliségfliggvény ismeretére sziikség volt. A
maximum likelihood becsléknél f(a)-t nem ismerjiikk, ami tgy modellezhet6, mintha egyre
jobban szétteriild stirtiségfiiggvényiink volna. Az a mérendd paramétert tehat egyre nagyobb

variancidju valdszintségi valtozonak tekintjiik.

_II-['II I

Y
Y

arap = AaL

2, abra. Az a priori siiriiségfiigevény hatdsa

A maximum likelihood becslésnek szemléletes értelmezést is adhatunk. Minthogy
vagy nem ismerjiik a paraméter eloszldsat, vagy a paraméter ismeretlen, nem valdsziniiségi
valtozo, csak a megfigyelésekre tdmaszkodhatunk. Az ML becslésnek ezért azt a
paraméterértéket tekintjiikk, amely mellett a kapott megfigyelés a legvaldszinibb. A
likelihood fiiggvény tehat a kapott megfigyelés hihet6ségének mértékét a keresett
paraméterérték fliggvényében adja meg. A maximum likelihood becslének nagyon kellemes
tulajdonsagai vannak: (1) aszimptotikusan torzitatlan (nagy N-ekre a torzitas nullahoz tart),
(2) aszimptotikusan hatdsos, (3) aszimptotikusan normalis eloszldsu, (4) egy fliggvény

becsldje egyenld a becsld fliggvényével.

Likelihood és log-likelihood fiiggvény
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Likelihood fliggvénynek a kovetkez6kben a megfigyelés

feltételes strtségfiiggvényét f(zla) tekintjiik, melynek a szerinti Oln f (3|:’Lj

| —
¢ A=l
maximumhelyéhez tartoz6 paraméterérték adja meg definicidszertien da
az optimalis becslést. A széls6érték feladatot a likelihood egyenlet irja ) f ( |(I
le, kihasznalva a logaritmus fliggvény monotomitasat a log-likelihood B |rr —a =

fuggvényt kapjuk.

1. Példa

Adjunk becslést N db zajos mérésbdl egy vekni silyara. A modelliink a
kovetkezo:
y=g-+n (3)

ahol y a mért érték, g a valodi suly, n pedig a mérést terhel6é zaj. Tudjuk,
hogy a mérési zaj Gauss-eloszlasu, az egyes mérések zaja egymastol figgetlen.
Ezek alapjan a likelihood fiiggvény kiszamolhaté:

N N
L(ym | g) = H Plyi | g} = an-(y-é | 9) (4)
i=1 i=1

ahol f, jeloli a zaj siirtségfiiggvényét. Mivel a zaj normalis eloszlasi, igy a
likelihood fiiggvény:

L(ym | 9) = ﬁ exp ( Z (yI ) (5)

wa.

Esetiinkben a likelihood fiiggvény logaritmusat egyszertibb lesz maximalizalni,
igy felirjuk az 1in. log-likelihood fiiggvényt:

lllL C - gﬁ ; 9}2 (6)

ahol C' egy konstans. A vekni silyanak ML becslése ezek alapjan.

N
gML = FZ (7)

Vagyis eredményiil azt kaptuk, hogy a vekni siulyanak ML becslését tgy
kapjuk, hogy a mért értékek szamtani atlagat képezziik.

Legkisebb négyzetes hibaju becslok

Lattuk, hogy altalaban a becsl6k az a priori ismeretek és valamilyen alkalmasan

megvalasztott hibakritérium alapjan szarmaztathatok. A Bayes-becsl6knél a becsiilni kivant
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paraméter és a megfigyelések statisztikai jellemzdit kellett ismerni, az ML becsloknél a
megfigyelések feltételes stirliségfliggvényének a priori ismeretére volt sziikség. A priori
ismeret hidnyaban viszont csupan a mérend6 rendszer és a modell kozotti valamilyen

értelmeben megfogalmazott eltérés minimalizalasa lehet a szarmaztatas alapja.

A négyzetes kritérium mellett sok elméleti és gyakorlati megfontolds szdl, igy pl.:
kénnyen kezelheté analitikusan, fizikailag jol interpretalhaté (pillanatnyi teljesitmény,
energiatartalom stb.) és nem utolsésorban az ilyen kritériumok alapjan szdrmaztatott becsld
konnyen realizalhaté. E kedvezd tulajdonsagok is kozrejatszanak abban, hogy a legkisebb
négyzetes hibaju becslék a becsléselmélet egyik leggyakrabban alkalmazott témakorét

képezik. .
Megfiguelesi zqj
. n
A legkisebb
négyzetes hibaja - : \

. . Merendo + . ot
becslés feladatat a u rendszer u : rg z Zaios megfigysles
kovetkezOképpen Bemendjel {a} ]
fogalmazhatjuk | ?38\ N e

, 4 | { [— FR

meg: a mérendd & |- i)
rendszer ismeretlen | I [

, , Modaoil =2y Model |
a  paraméterének — _ 5

- kimengjel

olyan @ becslését
keresstik, amely  3.13 dbra. A négvretes hibafliggvény érielmezése

mellett a rendszerrdl nyert megfigyelés (z) és a modell kimendjelének (y, ) négyzetes

eltéréseként definialt hiba minimalis lesz:

Cla,a) = (z—ym)"(z—yu)

A becslést a mérendd rendszerrdl nyert megfigyelés felhasznaldsaval valamilyen

@ = g(z) Osszefiiggés szerint kaphat juk.

G mondja: példaul képzelj el egy olyan mérendd rendszert (a), amely semmi mast
nem csindl mint a kimenetén egy szinuszt allit el6 (y). Ezt a szinuszt akarjuk minél jobban
kozeliteni egy modellel. A modellnek vannak szabadsagi fokai, ezeket tudjuk allitani.
Analitikus esetben vesziink sok mintat és szamolunk egy LS-t vagyis a szabad paramétereket
ugy probaljuk beallitani, hogy a mért és becsiilt értékek kozti kiillonbség négyzete minimalis
legyen, ez a fenti C(a, a) fliggvény minimalizalasat jelenti. Ez az R matrixos szamolgatas
méréselméletbdl. Iterativan pedig ugyanez torténik, csak nem egybdl, hanem egy bizonyos

batorsagi tényezdvel, szintén méréselmélet hazi.

Egy szinusz jelet mar alacsony fokszamu polinommal is jol lehet kozeliteni.

Gyakorlatilag 3 fokt mar 95% f6l6tti korrelaciot mutat.
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Gauss-Markov (GM) becslé: A maximum likelihood becslé specialis esete, amikor a
megfigyelési zaj Gauss eloszlasi, a megfigyelési egyenlet pedig linearis. N dimenzios
megfigyeléseket végziink, n az N dimenzios zaj-vektor:

] —lrJ]I,,,',l.l

Ewnf=0, covimn{=%,,, f(n)=—Fp——e* ", (63)
(27)*[E,,[2
ahol |X | a X matrix determinansat jeloli.
A megfigvelési egyenlet: z=Ua+ n, amellyel a csatorna karakterisztika
. 1 —l_'[:—-.'.-'r.rbI E".I_{ =—Lla)
f(2'|a}=T€ g . (64)
{2!{}: Z'|:ur|§
melynek szelsdértek helye a
cln 7,
gin /(Fa) =—[(z-Ua) %, \(z~Ua)] =0 (65)
aa aa a=d gy,
Osszefiigges alapjan hatarozhato meg. (65) alapjan:
U'S Ua—U"22=0, amibél
dgy =[U'L,UT'U'L,, 2| (66)

ha [U'Z U] 1étezik.

Megjegyzések: (1) A (606) Osszefligges X;I‘J =10 (a,szoras végtelen™) helyettesités mellett a
Bayes esetbol szarmaztathato. (2) A Gauss-Markov becslo torzitatlan.
Szorasnégyzet becslése

Tapasztalati szoras:

1 N 1 N 1 N
— =12 — 2 T2 — 2 2
sv =g 2 (@ =T = |2 (af -T) =, | = | )| -7
N3 N N \iH
ahol N a mintaszam, x, az aktualis minta értéke, 7 pedig a minta atlaga.
A korrigalt tapasztalati szordsnégyzet esetében az v
osztast N-1-el hajtjuk végre, azért, hogy a mogottes 5 — 1 Z( T f)g
folyamat becslgjét kapjuk. Ha N-el osztunk, akkor az eddig N-1 i1 !

mintavett jelsorozat becsléje lesz. Nagy N-eknél a
kiilonbség nem vehetd észre, kis N-eknél azonban pontosabb a becslés.
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Kvantalas, dither, kerekiteés

Smith konyv idevago részei, bevezetd

http://www.dspguide.com/ch3/1.htm

Tanszéki anyag, level 2

A kvantalasnal — annak ellenére, hogy finom felbontast kvantalasnal a kvantalt jel
erésen emlékeztet az eredeti jelre — nem lehet biztositani a kvantdlatlan jel hibatlan
helyreallitasat. Ennek egyik legf6bb oka az, hogy a kvantalas nemlinedris miivelet még akkor
is, ha az A/D konverzionak leginkabb megfelel6 modellt, az Un. egyenletes kvantalot

vizsgaljuk (3.1. bra).

Tehat a mintavételezéssel ellentétben itt nem az a célunk, hogy valamilyen, a
mintavételezéshez hasonld feltételt adjunk az egyértelmii visszaadllithatosagra. Mit tudunk
tehat garantalni? A valasz az, hogy az eredeti jel momentumai (hatvanyainak varhato
értéke) koziil néhanyat drizziink meg a kvantalt jelben (természetesen példaul digitalis
jeleknél, ahol csak két amplitidoszint van, teljes .

visszaallithatdsagot  jelentene!). Példaul egy jel Tq 71
atlagértékének (DC szintjének) mérésekor csak az elsd

7 fe e , w1 . Wi
renddi momentum pontos atvitelére van sziikség, igy akar 4

egybites kvantadlét is alkalmazhatunk. Formadlisan a q .

F 9

L J

mintavételezés és a kvantalds lényegében ugyanaz a

matematikai miivelet. / "::

Kvantalasi hiba: a kvantalt jel és az eredeti jel

Ty Tit1

kiilonbsége. (1) Eloszlasa kozelitdleg egyenletes, és annal

jobb a kozelités, minél kisebb q értéke a jel maximalis 3.1. dbra. Az egyenletes kvantdlo
amplitaddjahoz képest. (2) Ha a két jel keresztkorrelacid fliggvényét képezziik, az varhatéan
kicsi lesz, és a kvantumnagysag csokkentésével egyre kisebb. (3) Hatarfrekvencidja joval
nagyobb, mint az eredeti jelé, és a hatarfrekvencia q csokkentésével egyre nd. A kvantalasi

hiba statisztikailag modellezhetd egy +q/2 egyenletes eloszlasu additiv zajjal.

4

A
B ST % f’”.-[:']l
()| - 2| z4(t) r

v

I
B RS
L& =]

3.3. abra. A kvantalas zajmodellje
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Egyenletes eloszlast; az eredeti jellel korreldlatlan (esetleg fliggetlen az eredeti jeltdl);

fehér spektrumu.

A kvantalt jel striGiségfiiggvényét megkapjuk az o
eredeti jel strlségfiiggvényének szlirésével és .
mintavételezésével. Jelolje az eredeti jelet x, a f]:)m (’LE} = [ fa{; (T ) " da.
valdszintség-stirtiségfiiggvényét f«(x). Tudjuk, hogy egy .
valdszintiségi valtozd karakterisztikus fliggvénye a e
valdszintiség-striségtiiggvényének inverz Fourier-transzformaltja. Legyen a kvantalt jel x’
és valdszintliség-stirtiségfliggvénye fx’(x). Ez utobbi olyan Dirac-impulzus-sorozat, amelynek

elemei az amplitido-tengelyen a megfelel$ kvantalasi szinteknek felelnek meg.

A 34. dbran lathatjuk a
kvantdlds hatdsdt a valdszinliség-
strtségfliggvényre. Megfigyelhetd,
hogy a kvantalasi lépcs6knek megfeleld
terulettel ,aranyos” Dirac-
impulzusokat kapunk. Emlékeztetiink
arra, hogy a Dirac-impulzusnak nincs

fiiggvényértéke, csak azt tudjuk, hogy

az adott tartomdnyban az integralja

véges. Ebben az esetben ez azt jelenti, (b)
hogy az eredeti jel valoszintiség- 3.4. dbra. Az eredeti és a kvantalt jel siriséghiggvénye
strtségfliggvénynek megfeleld

teriiletével egyezik meg az adott Dirac-impulzus integralja. Példaul a 0 értéknél
elhelyezkedd Dirac-impulzusra igaz, hogy:

q/2
rod(x)dr = folz)da.
qa/2
— a0

A kiilonboz6 kvantalasi szintekhez (..., — 3q/2-tdl — q/2-ig, — q/2-t6l q/2-ig, q/2-t6] 3q/2-
ig, ..) tartozo strliségfiiggvény tehat ,0sszehtizédik” egy megfelel6 Dirac-impulzus-
sorozattd. Ez a mivelet egy fontos lépésben eltér az idStartomanybeli mintavételezéstdl. Két
lényeges lépésre bonthatd, mégpedig: (1) konvolucié egy négyszog alakti impulzussal, (2)

mintavételezés (a ,,szokasos” modon).

A kvantdlt jel valoszinliség-stirtiség-fliggvényének szdrmaztatasa: (a) az eredeti jel
valoszinliség-stirtiségfiiggvénye, (b) a négyszog alaku pulzus, (c) a négyszogalaku pulzus és
az eredeti jel valoszintliség-stirtiség-fiiggvényének konvolucidja, (d) a mintavételezés, azaz a

modulald Dirac-impulzus-sorozat, (e) a kvantalt jel valdszintség-stirtiségfiiggvénye.
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f". (‘) {I): ( h’)
(a)
=2 —q 0 q 57~ _ .
(a) -2y —W 0 .r‘g 20
sinc 4y
fn{-r} (I)] =
1
l/q
_ T "
r — AV I _ AT
—q/2 q/2 ’ 4h(n)ﬁnr2¥
(b) (©) 2
Inlz) * fr(z) /1\
/\ . v v o0 v 2w "
—2q q 0 q 2 o
() (d) ‘br(”)-‘iillf'ﬂ-}j—; D (u— 1]-']5im'——2—~'*( —¥)
e(x) \\ 1 //

b2
=
O~}
=

L
=

-4 A . . . .
.‘)q —q 0 q ‘)q E -2 —\r 0 L 20

(e) )

3.6. Abra. A kvantalt jel karakterisztikus fiiggvényének szarmaztatasa
Els6 kvantalasi tétel: Ha az x jel karakterisztikus fiiggvénye ,savkorlatozott”, azaz:

T ¥
®.(u) =0, ha |ul > — = —
]

1 , akkor:
a @x’-ben taldlhatd ismétlédések nem lapoléddnak at, az x karakterisztikus fiiggvénye

visszaallithatd ©x’(u)-bdl, az x valdszinliség-stirliségfiiggvénye visszaallithatd £x'(u)-bdl.

Az els6 kvantdlasi tétel kimondja tehat, hogy ha a q kvantumnagysag elég Kkicsi,

akkor a kvantalt jelbdl egyértelmiien helyreallithatd az eredeti jel.

Masodik kvantalasi tétel: Ha az x jel karakterisztikus fliggvénye ,sdvkorlatozott”,

azaz:

2
D,(u) =0, ha |u| > ? —e=V—¢

, ahol & tetszllegesen kicsi pozitiv

szam, akkor x momentumai visszaallithatdak a kvantalt jel momentumaibol.
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Mit mondanak a kvantaldsi tételek? Ahogy a fejezet elején megjegyeztiik, altaldban
nem tudjuk garantalni az eredeti jel visszaallithatdsagat. Ez azt jelenti, hogy altalaban a jel
valdszintségi stirtiségfiiggvénye nem korlatos tartdju és igy nem teljesiilnek az I. kvantalasi
tétel feltételei. Furcsa mddon ugyanakkor a feltétel nem teljesiilése nem zarja ki a
helyreallithatosagot, csak nem garantdlja minden jelre. Példdul egy egyszeri négyszogjelet
mar egy egybites kvantaldval is helyreallithatunk, abban specidlis esetben, ha a kvantalas a
szinteket éppen valtozatlanul hagyja.

A 1I. kvantalasi tétel nem a stirtiségfiiggvény helyreallitdsara vonatkozik. Mint arra a
legelején utaltunk, bizonyos feltételek teljesiilése esetén — precizen a II. kvantalasi tétel
feltételeirdl van szd — a jel megfelel6 momentumai megmaradnak a kvantalds utan is. A tétel

éppen ezt az allitast fogalmazza meg egzakt formaban.

A kvantalt jel visszaallitasa

Amennyiben a q kvantalasi lépcsd annyira kicsi, hogy az I. kvantalasi tétel feltételeit
teljesitjiik, akkor az eredeti x valoszinliség-stirtiségfiiggvényét visszaallithatjuk a kvantalt x’
jel valoszinliség-striiségfliggvényébdl. Ez nagyon fontos akkor, ha csak a kvantalt adatok
allnak a rendelkezésiinkre, és ezekbdl kell az eredeti jel bizonyos statisztikai tulajdonsagait

meghatédrozni.

Az fX'(x)-bél tehat a fxin(x) meghatdrozdsa a célunk. Ezt hasonléan az
id6tartomanybeli mintavételezéshez megtehetjiik sinc-es interpolaciéval, ahogyan a 3.9
abran lathato. Ezek utan az eredeti x jel valoszintliség-stiriségfiiggvénye megkaphatd, ha az

fx+n(x)-et dekonvolvaljuk fn(x)-szel.

3.9. abra. Az interpolacio illusztracioja

Sheppard-korrekciok, a momentumok torzitasa

A 1II. kvantalasi tétel alapjan a jel karakterisztikus fliggvényére az u = 0 kornyékén a

kovetkezd Osszefiiggés teljestil:

(G

Do(u) = @Ii.{-ej.]sillc?
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azaz a kvantalt jel karakterisztikus fliggvénye itt pontosan olyan alakd, mintha az

eredeti jelhez egy fiiggetlen, egyenletes eloszlasu zajt £ { I} _ £ {i }
adtunk volna, hiszen fliggetlen valdszintiségi valtozok I o R
Osszegzésekor a suriiségfiiggvények konvoluciojat kell £ {Iz} — £ {T‘é} _ i
képezniink, és igy a karakterisztikus fiiggvények 12
2

szorzodnak. Eszerint a zajmodell els6é két tulajdonsaga : : {

e ot Sty E1a%} = E{ay = 38{a) 33
teljesiil, és a momentumok kozotti Osszefiiggéseket a S ! 12

zajmodellbdl meghatarozhatjuk (xq = x + nq). Ezek az an.

Sheppard-korrekcidk.

Figyeljitk meg, hogy az els6 momentum torzitatlan méréséhez elegendd az alabbi

2k
o, (—) —0, k=+142
i

feltétel teljestilése:

Dither

A bemend jelhez kvantdlas el6tt tole statisztikailag fiiggetlen zajt, in. dithert adunk:

Tq(t)

3.10. Abra. Dither alkalmazasa

A kevert jel karakterisztikus fliggvénye a fiiggetlenség miatt:
Do glu) = Op(u)Py(u)

Ha a dither teljesiti a feltételt, akkor az Osszeg is teljesiteni fogja, hiszen a két
karakterisztikus fliggvény szorzddik, és ®x+a(u) a megfelel$ helyen nulla lesz, ®x(u) értékétdl
fiiggetleniil. A jelhez hozzdadott ditherrel tehat biztositani lehet a Sheppard-korrekcidk
érvényességét. Ugyeljiink azonban arra, hogy a Sheppard-korrekcidk ilyenkor nem az x jel
momentumaira, hanem az x+d jel momentumaira érvényesek, ezért x momentumainak

meghatarozasahoz d momentumait is figyelembe kell venni!

(,1'2

12

—

— var{d}

var{r} = var{z,} —
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Ugyanakkor a dither hozzékeverése miatt altaldban a mérések variancidja is né. Igy
példaul a varhatd érték becslése esetén, ha kozelitSleg teljesitjiik a kvantalasi tétel feltételét, a

variancia a kovetkezd:

9
a2

1
12

varq{ Ty b =var{r+d+ Hq} ~ var{r} + + var{d}

Az esetleg nagy amplitaddju dither eré6sen megnovelheti a varianciat, ezért gyakran
specidlis technikaval ,szabadulnak meg” téle, példaul kvantalds utan a dither értékével
korrigalnak (ha ez rendelkezésre all), vagy kiszirik, ha lehet.

Az audio-technikdban a haromszog-eloszlasu dither az elterjedt (két,
kvantumnagysag szélességli egyenletes eloszlasu dither konvoltcidja). Bebizonyithato, hogy
ekkor a varhatd érték torzitatlan, és a variancia is jelfiiggetlen, ami azért fontos, mert
kiilonben liiktetd zaj jelenhet meg (pl. négyszog-dithernél ténylegesen meg is jelenhet), ami

csendesebb részeknél nagyon zavaro.
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Az atlagolas

Az egyszeri atlagolas

Analog modszerrel az egyszert atlagolas az integralast jelenti:

1 ] i

. 1 . 1 | ;
=— > z(k), 0.=-— | z{r)ds.

_!-,-:—E.- ,ﬁ;-:':" e AR |
=] -
.1[1:' FS o 1 A
Hyx — > o
A Ao 17
f=ge Jz(t.‘lcu Fx= o L
a) b)

24.6. abra. Az egyszeri atlagolas
a analog; b diszkrét ailapalis

Az egyszeri (idedlis) atlagolds nem mas, mint a varhato érték becslje annak

feltételezésével, hogy a mintasorozat ergodikus.

Egyrészrdl, iddben elérehaladva egyre tobb mintat vesziink figyelembe mind kisebb,
(de minden mintdra azonos) sullyal. Azt is mondhatjuk, hogy egyre inkdbb megbizunk az
egyre kevésbé bizonytalan becsldnkben, és ezért egyre kevésbé hagyatkozunk egy ujabb

zajos megfigyelésre.

Masrészrdl, a régi és az 4j megfigyelések egyforma salyuak, vagyis az atlagérték csak
abban az esetben alkalmazhatd eredményesen, ha a becslendd jellemz6 valoban konstans.
Egyébként a kiszdmitott atlagérték a zaj kikiiszoboOlése helyett a becsiilendd paraméter
megvaltozasat fogja elfedni. Tehat az idedlis atlagolds egyaltalan nem képes a becsiilendd

paraméter megvaltozasat kovetni. Erre megoldas a mozgd ablakos atlagolas.

Mozgoé ablakos atlagolast akkor célszerti alkalmazni, ha a kozépérték iddben
valtozik. Ezdltal a megfigyelési intervallum leszikiil, a mintdknak csak egy részét vessziik
figyelembe. Az exponencialis atlagolas nem sziikiti le a megfigyelési intervallumot, azonban

a régi megfigyeléseket egyre csiikkend sullyal veszi figyelembe.

Mozgoablakos atlagolds frekvenciatvitele a sinc fliggvény. A frekvenciaatviteli

karakterisztikdbdl a mozgo atlagolas két tovabbi érdekes tulajdonsaga fedhetd fel.
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1. Ha az atlagolasi id6, vagy
az atlagolasszdm novekszik, az
atlagolé egyre jobban elnyomja a
nem nulla frekvencias
komponenseket, azaz  mintegy

kisztiri az id6invarians atlagértéket.

2. Az atlagold elnyomja az
w=(2nk)/T (folytonos esetben) és
w=21k)/(TN)  diszkrét esetben)

L IH{w) |
]I
AT

I

Ly
/!‘»

T e g
1

_ e

SN L
4 2n

i

il o 4

i ! 1

frekvencidkat. Ez a tulajdonsag eredményesen alkalmazhatd periodikus zavarjelek

elnyomasara, amennyiben biztositjuk az atlagolasi idd és a periodikus id6 kapcsolatat.

Az idedlis atlagolds torzitdsa: megallapithatjuk tehat, hogy ha a kozépérték iddben

allandd az idedlis atlagolassal végzett kozpértékbecslés feltételesen, és igy feltétel nélkiil is

torzitatlan.

Az egyszerl atlagolas tulajdonsagai

A becslés torzitatlan E{ﬁx}= % j. E {x(f)} di=p..
B 0
T
o Ly 1 |zl
Variancidja var {qu}:—-j; —F C 3(1-':] dr.
=T
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2 5 )
4 yar ., ,
05+ =2B,T =25
0,2+
0,1t
o033t
0,02 \\_, N

1 2345 10 2'0}

FACRE

50 100 200 SO0 1000

24.7. abra, A kozépértékmérés varianciaja N fiigevenyében savkorlatozott fehér zaj esetén

Ekvivalens savszélesség: annak a
savkorlatozott fehérzajnak a savszélessége, amelynek
ugyanakkora a variancidja, mint a bemend jelnek, és
azonos hossztuisagu

atlagolassal ugyanannyira

csokken az atlegérték variancidja.

ARG
7 25.(0)

A diszkrét esetben tehat alkalmas mintavételi
szam esetén tetszélegesen megkdzelithetd a folytonos
modszer variancidja, ami a szemlélet alapjan nem is
megleps. Az N = 2BeT= 25 érték éppen az az

adatszam, amivel a kozelitd mintavételi tétel
értelmében a folytonos jel visszadlithatd, ennél tobb
adat mar nem ad tobb informaciét. A variancidk

egyenldségére kapott N>2BeT feltétel jelentése tehat
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heurisztikusan megmagyardzhatdé: a maximdlis informdciot ilyenkor szolgaltatja a

mintavételezett adatsorozat.

i _’{.'i:.'\I= - e (2 [ — — 12 {h— i
- Yien (s . AT AT ST AR =k i
Kozelit6 rekurziv atlagolas -
4 r” 4 &5 —_f — b}
A megoldas elénye, hogy a szokasos £.(0)=0 k=12, ...
ritmetikaknal a 2 egész hatvanyaval vald e AT eoder Aridllt B
aritmetikaknal a 2 egész hatvanyaval valo i .- 34 (k) egész értékd fiiggvény kielégiti a
osztas egyszerl léptetéssel megvaldsithatd és )
-'}j!{.l-.]q__- = Mk +

ily modon az atlagolas sebessége mar nem az =
4tlagképzés idSigényességétél, hanem inkabb egyenldtlenséget.

az adatszerzés (A/D atalakitas) sebességétol fiigg. A megoldas hatranya, hogy az iménti
kozelité algoritmus noveli a becslés variancigjat, ami az M(k) fiiggvény modositasaval

azonban javithato.

Fliggetlen mintavételi értékeket feltételezve és elhanyagolva a véges szohosszusag
miatti problémakat, kedvezdbb eredményre jutunk, ha az algoritmus az alabbi Osszefiiggés

szerinti:
= k-1 = = . 2
1,5.2M0-1op=15.2M% =13 ...

A kozelit6 rekurziv atlagolas mind feltételesen, mind feltétel nélkiil torzitatlan.

Az 5.8. a&bran feltlintetett i
relativ variancianovekedés pedig  20%.- .
i N

g
nem tobb mint 20%, ami a kozelitd T _.-"F A ~ \\"\\
i ‘M ‘\\L_‘_-‘.f- e .-u"fi-"‘

rekurziv atlagolas konnyd 0% - A/
megvaldsithatosaga mellett,

elenyészd hatrany. — e — — :
100
5.8, Abra. A kozelitd rekurziv dtlagolds relativ varianciandvekménye

Az exponencialis vagy felejtd atlagolas

Az egyszerti atlagolast gyakran helyettesitjiik a szintén rekurziv jellegli felejtd

(exponencidlis) atlagolassal.
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]
' Hf) bx; i [’]M
x(t)

—1 T\ {1, (1) “—-*-®--
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aj b)
24.18. abra. A felejio attagolas

a analog; & diszkrét atlagolis

Analég esetben ez a 24.18a dbrdn lathato elrendezést jelenti. Tegyiik fel, hogy a
t=0 pillanatban kapcsoljuk rd a sziirére az x(¢) jelet. A sziir8 atviteli, ill. stlyfiige-
vénye:

H(f)= — Fz-":}*le__;‘: (24.11)

Az 5.1.4. pontban levezettiik a torzitds képletét (5.46) :

wTy=pll—c ¥). (24.12)
A kozépértékbecslés tehat torzitott, és a torzitas az iddvel exponencidlisan csokken.
A variancia az 5.1.5. pont alapjdn (Id. (5.73) kifejezés)
T, _ Te=lel

R LA P
var {i.}= j e X 5 C (7)dr. (24.13)

-7

A7 allandosult esetre innen 7. — —= atmenettel kophatunk 6sszefiiggést, de egyszeriib-
ben 1s célhoz érhetiink :

oo g r - " 1 i M df
var (T} =C.(0)= { S () df= j T,;Zn}f| S 1) 4/,

ahol §..(f) a kovarianciafiiggvénybdl szamitott teljesitménysiirtiség-fiiggvény.
Savkorlatozott fehér zaj esetén:

B

[ : % df = % tg (27BK)
J Tr@uK)? 28 Y " Bk 2T TR
oy
BK=1 esetén:
s T ,
var {4(7 ,}}13_;&_,‘,._43;{ : (24.14)

Igy Tr » K esetén az alulateresztd szlir$ idéallanddja hatdrozza meg a varianciat, és ez

nem fiigg a Tr id6tdl. Az alul atereszt6 sziiré alkalmazdsa tehat Tr » K esetén a variancia
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szempontjabdl Te= 2K idejh integraldssal egyenértékii, a mintaregisztratum hosszat viszont

altalaban joval nagyobbra kell valasztani a torzitas csokkentése érdekében.

Az exponencialis atlagolas lényeges elénye, hogy a felejtd tulajdonsag altal kovetni
képes a becsiilendd paraméter lassu valtozasait. A becsiilend6 paraméter valtozékonysaga
miatt kézenfekvd, hogy az iddben hozzank kozelebbi mintdk pontosabb informaciot
hordoznak a keresett paraméterrdl. A nagyobb sulyok azt tiikrozik, hogy ezeknek a kozeli

mintaknak nagyobb jelentdséget tulajdonitunk.

A folytonos exponencidlis atlagolo frekvenciaatviteli fiiggvénye alapjan konnyen
megallapithatd, hogy ez egy els6foku alulatereszté sziir6, amely egyszeri modon

megvalosithato.

Megjegyzés: ha a szomszédos mintak kiilonbségét képezziik, akkor feliilatereszt6
karakterisztikat kapunk.

Fehérzaj: Olyan sztochasztikus folyamat, melynek spektruma minden frekvencian
konstans. Variancidja elvben végtelen. Modell valds rendszerek esetén atvitelhez, az atviteli

tartomanyban konstans (a rendszer savszélessége) spektrumu zaj tekinthet6 fehér zajnak.

Savkorlatozott fehér zaj: Olyan sztochasztikus folyamat, melynek [—B, B] kozott a

teljesitménystriség fliggvénye konstans, mashol nulla:

chal|f|<B

() {0 egyébként

Mintavételi tételek

1. A preciz frekvenciatartomanybeli mintavételi tétel: Ha egy jel id6korlatozott
egy T intervallumon, akkor a Fourier transzformaltjat Af<1/T tavolsagokban
mintavételezve nem veszitiink informaciot.

2. A preciz id6tartomanybeli mintavételi tétel: Ha egy jel savkorlatozott, azaz
igaz a Fourier transzformaltjara, hogy X(f) = 0, ha |fI>B, akkor fm > 2B
frekvencidval mintavételezve nem veszitiink informaciét.

3. Sztochasztikus folyamatokra a mintavételi tétel: Ha egy sztochasztikus
folyamat savkorldtozott, azaz teljesitménystriiség fliggvényére igaz, hogy
S(f)=0, ha IfI>B, akkor akkor fm > 2B frekvenciaval mintavételezve nem
veszitiink informaciot.

4. Kozelité mintavételi tétel: Ha egy jel egyszerre sav és idSkorlatozott, akkor
N=2BT megfelel6en vett mintdval leirhato, vagyis ezekbdl a kozbensd értékek

kiszamithatoak.
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DFT

A Diszkrét Fourier Transzformacio

bevezeté Smith konyv:

http://www.dspguide.com/ch8/1.htm

Mivel csak periodikus és mintavett jeleket tudunk foglalkozni, ezért gyakorlatban
csak a DFT-t hasznaljuk:

N-1 .
ki

DFT: X, = Z x; e TFTN At
i=0

= i
IDFT: x; = Nz Xp e’ TNAf
k=0
Ez a Fourier integralt kozeliti:
+ oo

X(f) = f x(t)e I2m tdt

Ugy hagyom el At/Af-et, hogy egységnyinek tekintjiik. Inverzei-e egymasnak.

Vegyiink egy koherensen mintavételezett koszinusz jelet:
1 .
Acos(2rfit) = EA(eJZTIflt + emJ2mhity

Hova tegyiik az 1/N-et? Mindegy.

Van-e értelme a DFT-be rakni? Igen, ha van egy szinuszunk, akkor a Fourier
transzofrmalt ugy kozeliti a hozzatartozd spektrumvonalat, hogy egyre magasabb lesz. Ha

osztunk, akkor a Fourier egyiithatot fogjuk kozeliteni, nem a Dirac impulzust.

Szétosztva van értelme? Megtehetem.
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Mennyire ekvivalens ha a mintavételezés altal a folytonosbol atmegyek diszkrétbe?
Mekkora hibat kovetek el? Mintavételi tétel - ha betartjuk, akkor nem vesztiink informaciot.
Ha koherens a mintavétel, akkor a Fourier transzformalt megegyezik a folytonos idejiivel,

azonos helyen és megegyez6 alakt lesz a Dirac.

A mintavétel egy
négyszog ablakkal valo
szorzas, kivagunk bel6le
egész szamu periodust. Ha
kivagjuk belSle a szinuszt,
akkor az egy szorzds az
ablakkal,

frekvenciatartomanyban

pedig konvolucié lesz. A

szinusz
frekvenciaspektruma  két
Dirac, a négyszogablaké

pedig sinc. Mivel egész

szamu periodust vesziink,
ezért a mintavételi mintavételi pontok

pontokban pont a nulla

helyek fognak szerepelni. Egyrészt a nulla helyek egymasra esnek, masrészt, pont azokban a
pontokban veszem a mintakat, ezért lesz vonalas a spektrum. T hosszt ablakot feltételezve, a
sinc nulla helyei 1/T tavolsagokra vannak egymastol. T = NAt. Ha N paros 2 valds, a tobbi
komplex konjugalt, ha paratlan, akkor egy valos.

A frekvenciatartomanyban mi torténik, ha az id6étartomanyban mintavételeztem?

Ismétlédni fog a spektrum. Tehat nem érdemes 0-0,5(1)-on kiviil szdmolni a DFT-t.
Nem koherens eset

A szinusz periodus idejének egésszamu tobbszordse legyen a megfigyelés id6

koherens esetben:

! S T=N-At n
—-egész=T =N-At=—
f fm

Ha ezt nem tartom be, akkor a Dirac impulzusok szétcsisznak.

Fast Fourier Transform

Szamos eljaras ismert az FFT kiszamitasara, a leggyakrabban a Cooley-Tukey FFT

algoritmust hasznaljak, ezért ennek ismertetésére szoritkozunk.
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Az eljaras az ,,0szd meg és uralkodj” elvre épiil, amely rekurzivan lebontja a DFT-t
kisebb részekre, amelyeket gyorsabb kiszamolni. A mintaregisztratum hosszanak kettd
egésszamu hatvanyanak kell lennie. Az FFT az N hosszusagu id6tartomanybeli jelet N
egyenként egy pontot tartalmazoé jellé bontja szét, minden lépésben N/2 osztassal. Ezutan
ezeknek a pontoknak a spektrumat hatarozzuk meg, majd az N spektrumot egyetlen

frekvencia spektrumma szintetizaljuk.

A dekompozici6 atfedéses, vagyis paros €s paratlan mintakra valo szétbontas.

igﬁﬂff [01 2345678091011 1213 1415

2 signals of - r oy — _

8 points | 02468101214 |[135 709 111315]|
i / / \
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2 points |'E' 8||4-12||2-m||ﬁ14||1.g||j.13||3.11||?.15|

In'
I

! [N F \ ! ."I \

7y \ PN FAR /oy fA
F A 1 F A F 4 F A ¥

r’! L
BziaznEaEeEkE

In'
¥

&
EHa

16 signals of 4
1 point IEI

FIGURE 12-2
The FFT decomposition. An NV point signal is decomposed into NV signals each containing a single point.
Each stage uses an interlace decomposition, separating the even and odd numbered samples.

A szétbontashoz log, N szintre van sziikség a teljes szétbontashoz. A dekompozicio
nem mas mint a mintdk atsorrendezése, méghozza ugy, hogy a binaris megfeleldjiik
titkorképével cserélnek helyet. pl.: a nyolcas indexti (1000) az egyes index (0001) helyére
keriilt. A kovetkezd 1épés, hogy megkeressiik az egypontos mintdkank a
frekvenciatartomanybeli megfeleldjét. Mi sem egyszer(ibb, ez Onmagaval megegyezik,

viszont mostmar frekvenciatartomanybeli mintdkrol beszéliink.

Az utolso 1épés ezeknek a mintdknak a kombindldsa. Itt minden 1épésben parosaval
Ossze kell kombindlni a jelszegmenseket, vagyis el6szor az egy hosszusaguakat kettd

hossztuisagtiakkd, majd ezeket négy hosszusaguakka stb.

DFT vs FFT

Smith konyv:

mukodés:
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http://www.dspguide.com/ch12/2. htm

Osszehasonlitas:

http://www.dspguide.com/ch12/4.htm

Gibbs hatas
http://www.dspguide.com/ch11/4.htm

fft(fft(x)) eredményének értelmezése (Schnell példatarban megtalalhato)

Legyen a transzformalando jel x(u), Fourier transzformaltja y(v), ennek pedig legyen

z(p) a Fourier transzformaltja:

— 00

y(v) = f x(w)e I gy

400
2@ = [ ywe
+o0
Legyenp = —u
z(—u) = f y(v)e?™dy = x(u)

+ 00

Ha egy jelet kétszer egymas utdn Fourier transzformalunk, akkor az iddtengely

megfordul.

Bizonyitsa be, hogy x = IDFT{DFT(x)}

N - '21'rk—i 1 '21Tk—i
DFT: X), = ine JTN IDFT: x; =N2Xke1 N
i=0 k=0
1 N-1 /N-1 ki N-1 1 N-1 k(i—iy)
—j2nss 2n—2 2 2
Xi, =N ( xleJ”N>eJ N=in(ﬁ e /TN >_xlz
k=0 \i=0 i=0 k=0
8G-ia)={ ]
Szinusz Fourier transzformaljta, a DFT értelmezése
[rjuk fel a szinusz Fourier-transzformaltjat:
X(f) = fAsin(an1t+ p)e I2m gt
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Ezzel az a baj, hogy négyzetesen abszolut integralhaténak kellene lennie, viszont a

kifejezés nem abszolut integralhato.

Ezért induljunk ki abbol, hogy mi lenne, ha 2 Dirac-deltanak (-f1 és fi frekvencian)

vennénk az inverz Fourier-transzformaltjat:

[oe]

. A . A .
x(t) = f X(el?™tdf = Ee‘ﬂ”flt + Eefz”flt = Acos(2mfit)

— 00

Tehat a szinusz Fourier-transzformaltjaban 2 d(t) van. Ezt el kell fogadni, mert ekkor

vag egybe minden és lesz kerek a vilag.

Koherens mintavételezésnél a szinusz egész szamu peridodusa esik az ablakba, a
szinusz frekvencidjanak megfelel6 komponens DFT pontra esik. Ennek feltétele, hogy az
alabbi egyenlet megoldhat6 legyen tgy, hogy M egész szamra jojjon ki: M = N ;—1 Nem

m

koherens mintavételnél nem egész szamu a periddus,a frekvencia nem esik DFT pontra.

Koherens mintavételezés esetén a szinusz jel Fourier transzformaltja maximum
harom vonalat tartalmaz: a DC 6sszetev6 a nulla frekvencian jelenik meg, valamint a szinusz
pozitiv és negativ frekvencigjan. A DC 6sszetevé amplituddja megegyezik a tényleges eltolas
értékkel, a +f1 frekvencidkon pedig a szinusz amplituddjanak fele fog megjelenni, ugyanis a
két frekvencia kozt egyenld ardnyban megoszlik a szinusz amplituddja. A pozitiv
frekvencidn egy pozitiv irdnyu spektrum vonal jelenik meg, a negativ frekvencidn egy

negativ irdnyu tiiske (koszinusz esetében mindkét vonal pozitiv).

Ha nem koherens a mintavételezés akkor két jelenséget figyelembe kell venniink:

szivargas és léckerités effektus.

A 7.9 abra egy szinuszos jel amplitidd spektrumat, alatta pedig az egyes savszlirdk
karakterisztikdjat mutatja N=8 esetén, a normalt frekvencia fliggvényében. A legalso tengely
mentén az egyes savsziir6k kimenetén megjelend jel teljesitményét tiintettiik fel, mindegyik
értéket a szlir6 savkozepének megfeleld frekvencia folott. Ez a jel teljesitmény-spektruménak
becslje, melyen nyilvanvald a szivdrgds hatdsa; (szaggatott vonallal az eredeti

teljesitményspektrumot is feltiintettiik).

A szivargas ugy jon létre, hogy mindegyik sz(ird, a karakterisztikakon jelzett mddon,
csak véges mértékben csillapitja a jel két komplex harmonikus komponensét. A két egymadsra
ortogondlis jelkomponens teljesitményét Osszegezve kapjuk az adott sav eredd
teljesitményét. Akkor lép fel, amikor a jelben talalhaté frekvencia komponens DFT vonalak
kozé esik, ilyenkor a DFT-ben nem tud megjelenni az adott frekvencia mivel nincs rd DFT
vonal, igy a szomszédos spektrumvonalak kozt oszlik meg a teljesitménye. Ilyenkor ezek a

csucsok elvesznek.
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A szivargas tehat a szlrdékarakterisztikdk atfedése ill. periodikus ,leszivasai” miatt

jon létre, a picket fence hatds pedig azért, mert a karakterisztikak nem elég ,laposak” a

savkozép %” (k+ %) kornyezetében.

Picket fence effektus: a spektrumvonal alacsonyabb amplitudéval jelenik meg mint a

tényleges értéke. Oka: a karakterisztikak nem elég laposak a savkozép kornyezetében.

A fazis informaciét a komplex eredménybdl arctan(X) meghatarozasaval kapjuk,

ezekutan a fazis karakterisztika felrajzolhato.

A véletlenfazisu szinuszjel Fourier transzformaltja egy koron helyezkedik el,

egyenletes eloszlassal.

- mﬁﬁﬁﬁm/
ﬁm/’ \mﬁ:ﬁ;ﬁ

ﬁﬁm /’“‘“‘\/'_ \/"“\ —
hy ’ﬁ'ﬁ' E— ﬂ/— \/ﬂ_ﬁ\
B ST

normalt frekvencia [ fT7)

7.9. abra. Spektrumszivirgas és picket fence jelenség: (a) egy szinuszos jel spektruma,
(b-i) a DFT-seiirGbank satirdkarakterisztikai (N = 8), (j) a safirdkimenetek teljesitmé-
nye a megleleld savkozépen dbrazolva (szaggatottal a valodi teljesitmény-spektrum),

Ezeket a hatasokat ablakozassal lehet kikiiszobolni. A négyszogablakkal vald kivagas

a mintaregisztratum széleinél szakadast eredményez (a DFT mindent periodikusnak lat!), igy
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ugras kertil a jelbe. Ablakozo fligvénnyel vald szorzas (gyakorlatilag egy stlyozas) kisimiitja

a széleket, javit a 1éckerités hatason.

DFT eredményének korszimmetriaja

Smith konyv idevagd része, a DFT periodicitasa:

http://www.dspguide.com/ch10/3.htm

Az labbi abran egy DFT eredménye lathato. Amit észrevehetiink: a frekvencia
normalizaltan van abrazolva, a 0-0,5 kozott rész tikorszimmetrikusan a 0,5-1 kozott is

lathatd. Emiatt a szimmetria miatt altaldban csak a 0-0,5 kozotti részt szokas megadni.

BF—F—d ¢ ¢ T 7 ¢ § §
G0l cssesinssedbsessaotiaassiasssas sseatbens {Biaeasen
573 SRS | SRS SN SN SO SUPN NP SR SO I SO
P9 MU || S S SN NN WU SO | W
= I
T v o
o} SN T ;A1 -
e S S T St 2 O
0 I i I i I i I I i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Normalized Frequency
Bizonyitas:
N-1 , N-1 ,
_'Zﬂw —jZn'E —ji2mi —ji2mi
X(k+N)= ) xe ™ N = ine N |e /2™ = X(k)e /2™ = X (k)
i=0 i=0

Zaj FT-jének amplitudodeloszlasa

A zaj természetébdl adodo lesz a Fourier transzformadltjgnak eredménye.

Gyakorlatban el6fordulo zajok: fehérzaj, rozsaszinzaj, Brown zaj, sziirkezaj.

Fehérzaj: teljesitménystiriség spektruma minden frekvencidn konstans.
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Rozsaszin vagy 1/f zaj: teljesitmény-strliség spektruma forditottan ardnyos a

frekvenciaval. -3dB/oktavval csokken a teljesitménye.

Brown-zaj vagy vor0s zaj: teljesitmény-strtiség spektruma a frekvencia négyzetével

csokken. -6dB/oktavval csokken a teljesitménye.

54



BME-VIK Méréstechnika és Informacios Rendszerek Tanszék

Apro finomsagok, definiciok

Kovariancia: két jel egyiitt mozgasa iddben.
a(x,y) = cov(x,y) = E{(X =) (Y —v)} = E{XY} — v
o(x,x) = o%(X)
Autokovariancia: a jel onmagaval eltolt kovarianciaja.
Cox (@) = E{(Xr = 1) Xz — )} = Ryx (1) — 4°
cov(x,x) = cor(x,x)|feltéve, hogy u = 0 o cov(x,x) = cor(x,x) — u?

R{tau)
C{tau)

I ) NS

Karakterisztikus fiiggvény: Ha X valvaltozonak van val. stiriség fiiggvénye akkor a

karakterisztikus fliggvény annak IFT-je:

@ (t) = E{e/™} = f e/ XdF,(x) = f eJXf (x)dx

Korrelacio
Ha Gauss eloszlasu a jel, akkora 0 autokorrelacié fliggetlenséget jelent.

Sziir6 kivalasztasa a feladathoz: van amelyik sz(ir6 az amplitud6 karakterisztikat,
van amelyik a frekvencia karakterisztikat modositja elényosen, mindig a feladathoz mérten
kell valasztni, aszerint, hogy hol van kddolva az informéci6é. Az idétartomanyban kodolt
informdcid esetén a sz(ird fazismenetének linedirsnak kell lenni, ami azt koveteli meg, hogy

az impulzusvalasza szimmetrikus legyen.

Ergodikus jel: a sokasdg és az iddszerinti atlag megegyezik. Csak akkor nem

ergodikus egy jel, ha az rendelkezik memoriaval.

Amennyiben a  regisztrdtum  tobb  peridodust tartalmaz, akkor a
frekvenciatartomanybeli képben annyiad részére csokken a felbontds ugynannyi minta
esetén. pl.: N=600

55



BME-VIK Méréstechnika és Informacios Rendszerek Tanszék

3 periddus az f, 1 peridodus az f,

frekvenciaju frekvenciaju

szinuszbdl L szinuszbol 1
I o0 ' I fo

Centralis Hatareloszlasi Tétel: egymastol fliggetlen val. valtozok melyek p varhatd

értékkel és o szdrasal rendelkeznek Osszegezve normalis eloszlasuak.

Egy valoszintiségi valtozo varhaté értéke az altala felvehet6 Osszes érték sulyozott
atlaga. A stuly megegyezik annak valdszintiségével, hogy (1) adott értéket (diszkrét) (2) adott

tartomanyt felvesz.

Két fliggetlen val. valtozd Osszegének valdszinliségi stirliség filiggvénye, ezen
valtozdk strliségfiiggvényének konvolucidja. Két fiiggetlen val. valtozo kiilonbségének

valoszinliségi sliriség fliggvénye, ezen valtozok strliségfiiggvényének kereszt korrelacidja.

Akkor létezik a Fourier transzformadlt, ha kiszdmithato az integrdl; abszolut vagy

négyzetesen integralhatonak kell lennie.

Minden esetben val0s jeleket mériink, ezért az eredmény FT-janek komplex konjugalt

szimmetrikusnak kell lennie.

Mintavételezés

Linedris az a mtvelet, amelynél ha 6sszeadok két jelet a kettd Osszege jon ki.

Mese, level0 a digitalis oszcilloszkop

A digitdlis oszcilloszkép (Digital Storage Oscilloscope: DSO) miikodési modja
alapvetéen abban tér az analdg oszcilloszkopétol, hogy egy dual-portos memoria
felhaszndlasaval szétvalasztja az adatgytijtést és a megjelenitést. A bemendjelet — megfeleld
jelkondicionalas utan el8szor mintavevo-tarté aramkorre, majd A/D atalakitora vezetjiik. Az
A/D éatalakité bitszamat tobbnyire korlatozza az elérendd mintavételi sebesség. Ha csak
katodsugarcsoves megjelenitésre haszndlnank ezeket a mintdkat, akkor 8 bit elég lenne, de
manapsag egy digitalis oszcilloszkdép egyre inkdbb egy nagytudasu jelanalizator, amely
igényes feldolgozasokat is véges, ehhez azonban nagyobb bitszamra van sziikség (10-12 bit).
A vezérl6 egység gondoskodik a mintavételekrdl, az atalakitdsok inditasarol, a memdriat
cmzd egység léptetésérdl, valamint a megjelenités iddzitéseir6l. A megjelenitéshez
ugyanolyan funkcidkat kell megvaldsitani, mint az analdg oszcilloszképndl: (1) Y irdnyu
eltérités, (2) X irdnyu eltérités, (3) Z ,modulacid”. Az ezekhez tartozo cimaritmetika cimzi a
megjelenitésre kijelolt memdria-tartalmakat, ill. allitja el a vizszintes eltérités ,flirészjelét”.
A megjelenités itt is periodikusan ismétléd6 folyamat: ahhoz, hogy allé abrat lassunk a

képernydn, ciklikusan ki kell olvasnunk a memdriat.
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A frekvencia traszformacidval kiterjeszthetd az oszcilloszkdp savszélessége, valamint

lehet sporolni a mintavétel utani aramkorok alcsonyabb frekvencia igényével.

A bedllitott mintavételi frekvencidval torténé adatgy(ijtés mindaddig folyamatosan
zajlik, amig a trigger-feltétel teljesiilésének kovetkezményeként le nem all. Ha a
rendelkezésre all6 memoriat teleirtuk, akkor ciklikusan feliilirjuk. Az adatgydjtés

leallitasanak mdodozata:

- Ha trigger esemény bekovetkezése utin még teleirjuk a memoridt, akkor un.
utdtriggerelést valdsitunk meg. Ekkor a trigger esemény utdni jelszakaszt tudjuk

megjeleniteni. Az analdg oszcilloszkdpnal lényegében csak erre van lehetségiink.

- Ha a trigger esemény bekovetkezésekor azonnal leallitjuk a mintavételezést, akkor
a memoridban a trigger esemény el6tti idészak mintdi lesznek taldlhatok. Ezt nevezziik

el6triggerelésnek.

- Ha trigger eseményt kovetéen csak iddben késObbi jelszakasz megjelenitését
tervezziik, akkor beallithatunk egy k T késleltetési id6t, és csak az ennek letelte utan
kezdddik a kivant jelszakasz mintdinak begyftijtése. Ez az tn. utétriggerelés késleltetéssel

tzemmod.

- Ha a trigger esemény bekovetkezte utan, egy eléirt idétartamot ( k T ) kivarunk,
de ezalatt még nem irtuk tele a memdriat, akkor a trigger esemény el6tti és utani jelszakasz

egyidejlileg lathatd lesz. Ez az un. el6triggerelés késleltetéssel tizemmad.
Miikodési modok

Egyszeres lefutas (Single sweep): A digitdlis oszcilloszkoppal egyszeres, azaz
periodikusan nem, vagy nehezen ismételhetd, tranziens jelenségek megjelenitését is meg

tudjuk oldani: az egyszer mintavételezett jelalakot jelenitjiik meg.

Atlagolas (Averaging) — Additiv zajsziirés: Ebben az {izemmddban additiv zajjal
terhelt jelalakok ismételt, fazishelyes begyftijtését és az egymdsnak megfeleltetheté pontok

atlagolasat, un. additiv zajsz{irést valositunk meg.

Holdoff funkcio: Példaul egy adatcsomag esetén a trigger-feltétel minden pozitiv
szintdtmenet esetén teljesiil. Annak érdekében, hogy az impulzusokat egyértelmten a
csomag elsé elemétdl kezdédden lassuk, a trigger feltétel érvényre jutasat a megjelenitendd
impulzusok idejére tiltani kell.

Csucsdetektalas (Peak detect): A digitélis oszcilloszkdp mérdcsatornaja mintavételes
tizem(: a jelet csak a mintavételi idépontokban koveti. A mintavételezés latokorébol
konnyen kikeriil példaul 1 kHz-es mintavételi frekvenciat alkalmazva az 1us szélességli

impulzus lathatatlan marad. Annak valoszinliségét, hogy megjelenése egybeessen a
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mintavételi idéponttal 10"-3 nagysagrendiinek becsiilhetjiik. A csucsdetektalds tizemmad az
ilyen impulzusok ,észrevételét” és megjelenitését szolgalja: a megjelenités a kovetkezd

&4

,hivatalosan eldirt” mintavétellel egyidejiileg torténik.

Utofeldolgozas és megjelenités: A korszeri digitalis oszcilloszkopok jelentds
szamitasi kapacitassal is rendelkeznek. Tipikus szolgaltatasuk off-line spektrumszamitas az

FFT algoritmusaval.
Schnell I1I. levell

A hatarfrekvencia Iényeges novelését teszi lehetévé a mintavételezd (sampling) elvii
oszcilloszkép. Ez ismétlodd jelek vizsgalatara alkalmas. Szekvencidlis valtozata a
jelfrekvenciatol kissé eltérd frekvenciaval vagy ennek tortrészével mintavételezi a jelalakot,
és a kiilonb6z6 periodusokbdl szarmazo mintavételi értékek egymas utani felvillantasaval

jeleniti meg a jelformat a képernydn:

24,2, abra. A szekvenciglisan mintavételezé oszcilloszkop mikodési elve

A kisebb frekvencidn megjelend alakhti jel felfoghaté ugy is, mint a mintavételi
torvény be nem tartdsabdl szdrmazd frekvenciatranszformacié eredménye. A 24.3.a dbran
lathato egy f alapfrekvenciaju periodikus jel spektruma. Az f,,, mintavételezési frekvenciat
valamivel az f;, fol6tt valasztottuk meg. A mintavételezés kovetkeztében az eredeti spektrum
tkfy, helyek koriil megismétlédik. A 24.3.b, ¢, d dbrdkon az f,,,, 2f,,, 3f, helyekhez tartozd
ismételt spektrumok egymadsra masolodasa lathatd. Megfigyelhetjiik, hogy a 0 frekvencia
kornyékén felépiil a letranszformalt jel spektruma. Kénnyen belathatd, hogy a 24.3.e dbran
lathato teljes letranszformalt spektrum valoban az eredeti jel spektrumdnak felel meg. A
mintavételezd oszcilloszkop hatranya zajérzékenysége (a képet pontonként mds-mas
periodusbol rakja 0Ossze). Hatdrfrekvencidja, melyet a mintavételez6 kapcsoidsi ideje

korlatoz, néhanyszor 10 GHz.
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24.3. dbra. A szekvencialisan mintavételezd oszcilleszkop mint frekvenciatranszicrmaior

Analég vs. Digitalis alulateresztd sziir6 (atlagolo)

Smith konyv idevago része:

http://www.dspguide.com/ch21/1.htm
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Csaldka abrak
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Mintavetelezett sorozat, fs=20*F1
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Mintavételezett sorozat, fs=5*1
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Mintavételezett sorozat, fs=1.67F1
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Az els6 hét abran lathatd, hogy maradéktalanul helyreallithat a szinusz jel, akkor ha
ketténél tobb minta all rendelkezésre, vagyis betartottuk a mintavételi tételt. Amikor a
szinusz frekvencidja és a mintavételi frekvencia megegyezik, csupa egyforma értéket fogunk
mintavételezni, ez lehet akar a szinusz csucsa vagy csupa nulldk. A lényeg, hogy nem
allithato elé beldle a szinusz jel. Tovabb csokkentve a mintavételezd frekvenciat mar
atlapolddas torténik. Az abrakon a piros vonal jelzi az eredeti spektrum vonalat. Az utolsé

abran frekvenciatartomanybeli atlapolddas lathato, a jel alulmintavételezése all fenn.
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Mintavetelezés

A Dirac-delta értelmezése

Smith konyv idevagd része:

http://www.dspguide.com/ch13/1.htm

1. A kimenetd jel alakjat teljes mértékben a rendszer karakterisztikaja hatarozza
meg.
2. A kimend jel amplitoduja a bemend jel gorbe alatti teriiletével (integraljaval)

aranyos.

Azokat a jeleket, melyek elég keskenyek az emlitett 3 tulajdonsag teljesitéséhez,
impulzusoknak nevezziik. Példdul egy mikrohulldmda add szdmdéra egy impulzus ps
nagysagrendd, mert az elektronika valaszideje ns nagysagrendben mérhetd. Viszont egy
vulkan évekig eltartd kitorése jo impulzusnak tekinthet6 az évezredekig tartd geoldgiai

valtozasok szamara.

Ahhoz, hogy barmilyen rendszer szdmara alkalmazhato legyen az impulzus kifejezés,
definidljuk az impulzust infinitezimdlisan keskenyre. A folytonos Dirac-delta egy

normalizalt valtozata egy ilyen impulzusnak. Matematikailag a kovetkezdk jellemzik:

1. Infinitezimalisan keskeny.
2. Az impulzus a 0 id6pillanatban kovetkezik be.
3. Teriilete 1, azaz ffooo S(x)dx = 1.

Mivel a Dirac-delta infinitezimalisan keskeny és a tertilete 1, ezért az amplitaddjanak
végtelennek kell lennie. De mivel az amplitudo alapjaban véve a jel alakjahoz tartozik, ezért

ez végiilis nem szamit.

A Dirac-delta csak egy matematikai konstrukcio, nem pedig valos jel. A valésagban a
Dirac-deltaként viselkedd jeleknek mindig véges iddtartamuk és amplitadojuk van. Hogy
jobban megértsiik a valo vilagban tapasztalhaté impulzusokat, nézziink az éjszakai égen egy
bolygora és egy csillagra, mint pl. a Mars és a Sziriusz. Puszta szemmel nézve mindkettd
ugyanolyan fényesnek és mérettinek tinik. A Mars kb. 6000 km atmérdjti és 60 millié km-re
van t6liink, mig a Sziriusz kb. 300-szor nagyobb és tobb, mint 1 millidszor tavolabb talalhatd.
A szamok alapjan a Marsot tobb, mint 3000-szer nagyobbnak kéne latnunk, mint a Sziriuszt.
Mégis hogy lehetséges ez? Ezek az objektumok ugyanolyannak néznek ki, mert elég kicsik
ahhoz, hogy impulzusok legyenek az emberi szem szdmadra. Az érzékelt alakzat a szem
impulzusvalasza, nem pedig a tényleges csillag vagy bolygd képe. Teleszkopba nézve ez

azonnal lathaté is: a Mars egy tompa korong, mig a Sziriusz még mindig egy fényes pulzus.
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Pontosan ez az oka annak, hogy a csillagokat miért latjuk pislogni/csillogni, mig a bolygokat
nem: egy csillag képe elég kicsi ahhoz, hogy rovid idére a légkorben 1évo részecskék
eltakarjak, mig a bolygokeé kevésbé.

A matematikaban a Dirac-impulzus szigora értelemben nem fiiggvény, hanem un.

disztribtcid, melynek tulajdonsagait a disztribucidelmélet targyalja.
A komplex exponencialis fliggvény Fourier-transzformalt parja egy Dirac-impulzus.

A mintavételezés modellezése

Ahhoz, hogy analdg jeleket digitalis eszkozokkel feldolgozhassunk, el8szor véges
bitszdmon abrazolt szamsorozatokka kell atalakitanunk Sket. Az id6ben valo6 diszkretizalas a
mintavételezés. Mintavételezéskor az id6ben folytonos jelnek mintasorozatot feleltetiink
meg. Leggyakoribb mddja, hogy a mintasorozat a jel egyenletes idokozokben felvett értékeit

tartalmazza.
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A szamsorozatnak onmagaban 0 a Fourier-transzformaltja, mert csak diszkrét
helyeken kiilonbozik nullatdl. A vizsgdlat céljadbol Dirac-impulzusokat rendeliink a
mintakhoz, gy, hogy az impulzussorozat integralja ne kiilonbozzon jelentésen az eredeti jel
integraljatol.
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Csak azért vezetjiik be a Dirac-deltikat, hogy aztin Fourier-transzformdlni tudjunk.

A mintavételezés matematikai modellezése

Mintavételezéskor az id6ben folytonos jelnek mintasorozatot feleltetiink meg. Ennek
leggyakoribb modja az, hogy a mintasorozat a jel egyenletes id6kozokben felvett értékeit
tartalmazza (2.2. 4bra). Az abran jol megfigyelhetjiik, hogy az ismét egyenletes
tavolsagokban felrajzolt mintavételi értékek sorozata az eredeti gorbéhez hasonlé benyomast
kelt. Az az érzésiink tAmad, hogy megfeleld interpoldcidval az eredeti gorbe szinte hibatlanul
helyreallithato. Anndl inkabb ez a helyzet, minél stirlibb a mintavételezés az eredeti jel
valtozasi sebességéhez képest. Feltehetjiik a kérdést, hogy adott jelet végiil is hogyan kell
mintavételezni, ha a kis hibaju ill. hibatlan helyreallitast biztositani szeretnénk. A jel
valtozasi sebessége a jel spektrumaval van szoros kapcsolatban. Ezért el6szor Fourier-

transzformalhaté (tranziens) jelekre fogunk
& &

x(t) w1

, ‘|||r
'rll

szoritkozni és a mintavételezésnek a Fourier-
transzformaltra gyakorolt hatdsat vizsgaljuk.
Ebben a targyban a Fourier-transzformacio

kovetkez6 alakjat hasznaljuk:

X(f) =Flx(®)} = [ x(t)e 2 at
A legnagyobb nehézséget az jelenti, o
hogy a szamsorozatnak ('jnmagéban zérus a 2.2, dbra. A mintavételezés szokisos modja

Fourier-transzformaltja, hiszen csak diszkrét

helyeken kiilonbozik nullatol. Ezért az egyes értékekhez a vizsgalat céljabdl Dirac-
impulzusokat rendeliink tgy, hogy a Dirac-impulzus-sorozat integralja ne kiilonbozzon
lényegesen az eredeti jel integraljatol:

ralt) = _Z x(t;)d (%) = x(t) Z 5 (f —Til;) ot =T,

=0

ahol x,(t) a mintavett jelet reprezentdldé Dirac-impulzus-sorozat, x(t) a
mintavételezendd folytonos jel, a t; idépontok a mintavételezés helyei, és Ty a mintavételi

tavolsag. Igy

. t —iT., E
/ rp(t)dt = EZ x(t;) [ ) ( Tj ' ) dt | = Z x(t;) T, =~ [ xlt)dt
. =—ng e j=—00 e

A mintavételezés jelelméleti szempontbol Dirac-impulzus-sorozattal torténd
szorzdssal modellezhetd. Ezt a modellt matematikai mintavételezésnek nevezziik. A

mintavételezett jel spektruma tehat az eredeti jel spektrumanak 1/T; tavolsdgban vett
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ismétlédéseibdl all. A folytonos jelhez tartozo X(f) spektrum (és igy a folytonos idéfiiggvény)
visszaallithatdsaganak feltétele a kovetkezO: biztositani kell azt, hogy az ismétl6do
spektrumok ne lapolddjanak at, amit agy lehet elérni, hogy fs = 1/T; értékét eléggé nagyra
valasztjuk. Ezaltal az els6 mintavételi tétel kimondhatd: ha egy jel frekvenciakorlatozott,
akkor fs =1/Ts > 2B esetén a folytonos idéfiiggvény hibatlanul visszaallithatd (nem

veszitliink informaciot a mintavétellel).
Matematikai mintavételezés: szorzas Dirac-impulzussorozattal.

A Dirac-impulzus-sorozat Fourier-sorba fejthetd, és igy mar konnyen Fourier-
transzformalhatd, hiszen minden egyes komplex exponencidlisnak egy-egy Dirac-impulzus
felel meg a frekvenciatartomanyban. Azaz periodikus Dirac-delta sorozat Fourier-

transzformaltja egy periodikus Dirac-delta sorozat.

’ 3

Xom (f)

=
:.H|’\3 4

-+ }
2.4. dbra. A mintavételezés hatasa a Fourier-transzformaltra

A mintavételezett jel spektruma tehat az eredeti jel spektruménak 1/Ts tdvolsagban

vett ismétlddéseibdl all.

Ennek alapjan a folytonos jelhez tartozé X(f) spektrum (és igy a folytonos
idofiiggvény) visszadllithatosaganak feltétele a kovetkezd: biztositani kell azt, hogy az
ismétl6dd spektrumok ne lapolddjanak at, amit ugy lehet elérni, hogy fs = 1/Ts értékét eléggé
nagyra valasztjuk. Ilyenkor ugyanis Xm(f)-nek a (-1/(2Ts), 1/(2Ts)) intervallumba esd része
pontosan megegyezik X(f)-fel, azaz idedlis aluldteresztd szlir6vel X(f) kivaghatd Xm(f)-bdl, és
inverz Fourier-transzformacioval x(t) is kiszamithatd. Kimondhato tehat az 1. mintavételi

tétel (idStartomanybeli mintavételi tétel):
1. Tétel. Ha egy jel Fourier-transzformadltja sdvkorldtozott, azaz
X(f)=0,hal|f| =B,

akkor

(U

1
f5=i2 ZB,azazTSSE
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esetén a folytonos iddfiigguény hibdtlanul visszadllithaté (azaz a mintavételezéssel nem

veszitiink informdcict).

A tételt els6 megfogalmazdirdl elnevezve Shannon-féle tételnek ill. Nyquist-tételnek

is hivjak, az fs/2 frekvenciat Nyquist-frekvencianak is nevezik.

Megjegyzés: Annak, hogy a spektrum mar f = B-nél sem lehet zérustdl kiilonbo6z6, elvi
jelentésége van. Az természetesen nem baj, ha X(f) itt véges értékii, hiszen egyetlen pontban
felvett véges fliggvényérték nem befolydsolnd az inverz Fourier-transzformalt alakjat. Ha
azonban itt Dirac-impulzus jelenik meg, ami f; = B frekvencidja szinuszjelnél (mely tagabb
értelemben Fourier-transzformalhaté) meg is torténik, akkor az fs = 2B frekvencidval

mintavételezve sulyos hibat kvetnénk el (2.5. dbra).
Szinuszjelre tehat a fentieknek megfelel6 mintavételi eldiras: fs > 2f;

Interpolacids formula — az idéfiiggvény helyreallitasa

Az 1. mintavételi tétel levezetése megmutatja, hogy a Fourier-transzformalton
keresztiil hogyan lehet helyredllitani a folytonos idéfiiggvényt. Ha azonban mar tudjuk azt,
hogy a mintavételi tételt betartottuk, akkor a mintavételi értékekbdl a folytonos idofiiggvény
értékeit kozvetleniil (Fourier-transzformacié nélkiil) is kiszdmithatjuk. A megfeleld
formuldhoz példdul az aldbbi modon juthatunk el. A mintavételezett jel spektrumabdl az

eredeti jel spektruma egy négyszog-ablakkal valo szorzas segitségével allithato eld:

X(f) = Xm(Frrect (5 fT)

1, x| < 0,5

rect = {O, egyébként

Xm(f)

L Ll il
™ T

[ P
S 4

Elvégezve az inverz Fourier transzformaciot:
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01007 () = & a5 s

l=—00
+ o0 s
. ) t—1iTs
= Z x(iTy)sinc |
. Ts
l=—00

Ezt a kifejezést interpolacids formulanak nevezziik, mert a mintdk kozotti jelértékeket

a mintak felhasznalasaval interpoldlja.

Figyeljiik meg, hogy t # iT; esetén x(t) el6allitdsdban az Osszes (végtelen sok) x(iT;)
értékre sziikség van. Gyakorlatilag jo kozelitést ad azonban az, ha mindkét iranyban eléggé
tavoli x(iTs) értékeket is figyelembe tudunk venni, mert a sinc-fliggvény még messzebb mar

kicsi.
Mintavételezés a frekvenciatartomanyban

A szamitdgépes adatfeldolgozas soran gyakran at kell térniink az id6étartomanybol a
frekvenciatartomdanyba. Ilyenkor a frekvenciatengely mentén is csak diszkrét pontokban
tudjuk kiszdmitani a Fourier-transzformaltat, ezért sziikségiink van a (folytonos) Fourier-

transzformalt megfelel6 mintavételezését biztosito tételre is.

Ha észrevessziik, hogy a Fourier-transzformdcié és inverze matematikailag azonos
alakti operaciok, akkor a megfeleld kifejezések szisztematikus cseréjével kozvetleniil

kimondhat¢ a II. mintavételi tétel (frekvenciatartomanybeli mintavételi tétel):

2. Tétel. Ha egy jel idokorlitozott, azaz csak egy T id6tartamon beliil kiilonbozik 0-tdl, akkor

spektrumdt (Fourier-transzformdltjdt)
Af<1/T

tavolsagokban mintavételezve a spektrum hibatlanul helyredllithato (azaz a mintavételezéssel
nem veszitiink informdciot).

Figyeljiik meg, hogy bar 2B szerepét T vette at, a tétel megfogalmazasanal nem
torédtiink a T hosszasagu id6tartam helyével, ugyanis az 1/Af tavolsdgokban torténd
ismétlések a T idOtartam tetszéleges elhelyezkedése esetén sem lapolodnak at. Nem
bajlodtunk az intervallum szélén a Dirac-impulzus kizardsaval sem, hiszen az id6fiiggvény

nem tartalmazhat ilyen anomalidkat.

A kozelité mintavételi tétel

Az 1. és II. mintavételi tételt ismerve ugy vélhetjiikk, hogy a két tételt id6- és
savkorlatozott jelre alkalmazva megoldottuk a mintavételezés problémajat. Sajnos a helyzet
nem ennyire egyszerd, ugyanis bebizonyithatd, hogy egy jel és Fourier-transzformaltja nem
lehet egyszerre id6- ill. savkorlatozott, tehat példdul az interpolacids formulaban elvileg nem

tekinthetiink el az i — o hatdratmenettdl. Szerencsére azonban sok jel adott idStartamon ill.
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frekvenciasavon kiviil csak elhanyagolhatdan tér el nullatdl. Ilyen jeleket véges sok adattal

jellemezhetiink. Ezt mondja ki a kozelité mintavételi tétel:

3. Tétel. Ha egy jel eqy T hossziisdgui id6tartamon kiviil kozelitéleg nulla, és spektruma is

kozelitoleg savkorlatozott B savkorlattal, akkor
N >2BT
adattal kis hibdval jellemezheto.

Péld4ul id6tartomanyban:

T
N = ZT=ZBT

2B

3

Ez a tétel biztositja azt, hogy a szdmitdgépen véges sok adattal szamolva is kielégité

pontossagu eredményt kaphassunk.

Megjegyzés: Az idGtartomadnyban f; = 2B esetén elegendd ennyi adat. Ha azonban
fs > 2B, akkor a T hossztisagu idSintervallumbdl N’ = Tf; > N adatot kell venniink, de ezek
az adatok némileg redundansak. A 2BT kifejezés tehat az idofiiggvénybdl nyerhetd
fiiggetlen adatok szdmat adja meg.

Téglanyosszeges kozelités
A kvadratura szabalyok tobbsége az interpolalt fliggvénybdl szarmaztathatd, melyet

aztan konnyt integralni. Az interpoldcié matematikai kozelité modszer, amely egy fliggvény

nem ismert értékeire az ismert értékek alapjan ad kozelitést

A legegyszeribb modszer a téglalap-szabaly. A téglalap-szabaly alkalmazasakor az
integralando fliggvényt téglalapokkal kozelitjiik. Az interpolacids filiggvény konstans, és

keresztiil megy a keresett fliggvény egy-egy pontjain ((a+b)/2, f((at+b)/2)).

b
[ reax ~ ¢ - o (222)

A kozelités pontossagat novelhetjiik azzal, hogy az intervallumot [a, b] feldaraboljuk
n darab alintervallumra; minden alintervallumra kiszdmoljuk a kozelitést, és 0sszadjuk az
eredményeket. Ezt Osszetett-szabalynak, kiterjesztett-szabalynak, vagy iteracids-szabalynak
is hivjak. (S5zélséértékben a folytonos integralt kapjuk.)

Induljunk ki a véges Fourier-transzformaltbol és kozelitsitk az integralt
téglanyosszeggel:
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T N-1
X(f) = fx(t)e_jznftdt ~ Z x(iT,)e J2mkAfITs T
0 i=0

A fenti kifejezést szamitogéppel kiértékelve a Fourier-transzformaltat is diszkrét
pontokban szamitjuk ki. Legyenek ezek a pontok egy Af frekvencialépés egész szamu

tobbszoroseinél:

N-1

X(kAf) = Z x(iT)e J2mkASITs T

i=0

A kérdés most mar csak az, hogy Af mekkora legyen, és k milyen értékeket vegyen fel
ahhoz, hogy ne veszitsiink informdciét. A frekvenciatartomanybeli mintavételi tétel
értelmében Af < 1/T. Mivel a feleslegesen siiri mintavétel feleslegesen redundans adatokat
eredményez ezért célszertinek latszik a valasztos, hogy Af =1/T. Az id6tartomanybeli
mintavételezés miatt a spektrum 1/Ts tavolsagokkal periodikus. Ez azt jelenti, hogy N =
YTy _ T

AF ST N pontban kell kiszdmitanunk a Fourier-transzformaltat, ami logikusnak tlnik,
S

hiszen N-pontos regisztratumbdl N pontot kiszamitva a fliggetlen adatok szdma nem
valtozik. (A DFT-nél megengediink komplex bemend adatokat is. Valds bemend adatok
esetén elvben elegendd lenne N/2 komplex pont is, ugyanis a komplex eredmény valds és
képzetes része is fliggetlen adatot jelent, és valos jel Fourier-transzformaltjara igaz, hogy

X(kAf) = X(—kAf), ezért az N pont fele tartalmaz csak fiiggetlen informaciot.)

Vegyiik észre azt is, hogy a fentiekkel rogzitettiik a kitevében szerepld T;Af szorzat
értékét is TAf = TS% = % Azt kell még eldonteniink, hogy k milyen értékeket vegyen fel (a
periodicitds miatt szabad keziink van). Szimmetria-okokbol k-t is ugyanazokon az értékeket
futtatjuk végig minti-t (0 <i<N-—1):

N-1 ,
—jorkd
Xk=2xie NTS k=0,1,,N—1
i=0

A fenti kifejezésben immar az egyetlen, a fizikai id6vel kapcsolatban 1év§ tényez6 a T
szorzo. Ezt a jelfeldolgozdsban altaldban egységnyinek szoktdk tekinteni (aminek
kovetkezményeképpen a felhasznalt frekvenciatartomany 0 és 1 kozott helyezkedik el), és
ezzel el6ttiink all az immar idéfliggetlen diszkrét Fourier-transzformacié (DFT):

N-1

. ki
X, = Z xie "N k=01,..,N—1

i=0

Végiil, ha Ts egységnyi, akkor Af =1/N, és igy az inverz DFT:

e i
ki
2 -

X; :N E Xk eJ ™~
k=0
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DFT eredménye sztochasztikus jel esetén

A mintavételi tételek el6z6 alakjai Fourier-transzformadlhaté (tranziens, esetleg
periodikus) jelekre vonatkoznak. Gyakran kell azonban sztochasztikus jeleket is
feldolgoznunk. Az ezekre vonatkozo tétel bizonyitdsa koriilményesebb, ezért itt csak
kimondjuk:

Mintavételi tétel sztochasztikus jelekre
4. Tétel. Ha egy sztochasztikus folyamat teljesitménystiriiség-spektruma savkorldtozott, azaz
S(f)=0  ha lfl 2B,

akkor

T, < —
S~ 2B

kozonként mintavételezve lényegében nem wveszitiink informdcidt, azaz az interpoldcids

formula négyzetes értelemben konvergdl a folytonos iddfiigguény értékeihe:

- t—1T ’
.1%11{11 E (.J'HJ - Z x(id, ) sinc (ﬁ T )) =1

i=—M

Megemlitjik még, hogy a fenti feltétel az I mintavételi tétel miatt a
korrelaciofiiggvény ilyen mintadkbol valo helyredllithatdsagat is kozvetleniil biztositja, hiszen
ennél X(f) szerepét S(f) veszi at. A mintdkbol diszkrét pontokban kiszamithato
korrelacidértékekbdl tehat a folytonos korrelaciofiiggvény is megkaphato.

Interpolacié FFT-vel

A mintavételi tétel betartdsa mellett, ha megnézziik az amplitudé spektrum
karakterisztikat, akkor a 0,5 frekvencia kornyékére szimmetrikusan nulldkat besztirva az

idétartomanybeli jel interpoldlt valtozatat fogjuk megkapni.

El6szor képezziik az N pontos FFT-t, majd kiegészitjiik a jelet M db nullaval a 0,5fs

kornyékén, ezutan NM pontos IFFT-t szdamolunk. N pont esetén a frekvenciafelbontas

S5

Afy = fs ;akkor az interpolalt jel frekvenciafelbontasa Afyy = o

TN
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2.6. abra. Interpolacio FF'T segitségével a) az eredeti idéfiiggvény, b) a diszkrét Fourier-
transzformalt ¢) a spektrumok ,széttolasa”, vagvis (r — 1)V db nulla behelyezése utéan
kapott eredmény d) az interpolacid eredménye

Savkorlatozott jelek mintavétele

Az el6zOkben ismertetett mintavételi tételek kimondasakor abbdl a hallgatolagos
feltételezésbdl indultunk ki, hogy a jel spektruma ,kitolti” a (-B,B) frekvenciasavot, ezért itt
semmiféle betranszformalddas nem engedhetd meg. Ha azonban a jel spektruma nem ilyen,
példaul csak egy ismert keskeny savban kiilonbozik nullatol, akkor enyhébb feltételt is
megfogalmazhatunk: elég azt biztositani, hogy a szdmunkra fontos sdvba ne
transzformalddjon be teljesitmény.

fs alkalmas megvalasztasaval fs << 2B is megengedhetd lehet. Gondosan tigyelniink
kell azonban fs helyes megvalasztasara: kis tévedés is elég lehet ahhoz, hogy a jel spektruma

jelentésen torzuljon az esetleges betranszformalddas miatt.

Alul- és talmintavételezés
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A mintavételi tételt nem szabad mereven alkalmazni. El6fordulhatnak olyan mérési
feladatok, amikor nem kell minden lehetséges informaciét kinyerniink az adott hosszusagu
jelbdl, példaul ritkdbb mintavételezéssel is elegendé szamu mintank van megfeleléen kicsi
varianciaju atlagérték képzéséhez. Mi tobb, a ritka mintavételezéssel nyert értékek egymastol

statisztikailag fiiggetlenek is, ami az eredmény statisztikai jellemzését egyszertiisiti.

Masrészrdl, ha az idofliggvény

vizsgalatat kell elvégezniink, példaul a

vizudlis kiértékelésnél, 4ltalaban nem

elegend6 a mintavételi tétel egyszer(i
teljesitése (2.8. abra). Annak ellenére, hogy
abran

az lathaté pontsorozat elvben ‘ ‘ ‘ .

minden informaciot tartalmaz, a

periédusonként alig valamivel tobb, mint 2 .

—

mintabdl a szinusz szabad szemmel nem

ismerhetd fel. Utdlagos interpolacio helyett

b=

b

LARARAAAAARRAANAAL

strtbb

frekvenciaval.

célszertibb

(gt

ilyenkor a

-1

mintavételezés,

LVETrRELL LY

Tegylik még azt is hozzd, hogy ha 0 02 04 06 058

csonkitott regisztratumunk van (példaul

1

2.8. abra. A tulmintavételezés sziikségességének illusztracioja

sztochasztikus jelbdl), akkor a csonka
regisztratum savszélessége a levagas miatt joval nagyobb a teljes (végtelen hossztisagu) jel
savszélességénél, és ezért a teljes jel kisebb sdvszélessége alapjan mintavételezve a

helyredllitas hibaja nagy lesz a regisztratum széle kornyékén.

Megemlitjiik, hogy ide tartozik az un. ekvivalens mintavételezés. Periodikus jeleknél
a mintakat vehetjiik eltér6 periddusokbdl, kicsit eltolt fazishelyzetben: ha az idézités pontos,
ezekbdl a mintakbol az oszcilloszkdép meg tudja jeleniteni a teljes periddust, annak ellenére,

hogy a szigortian vett mintavételi tételt nem tartjuk be.
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Ablak fiiggvények

Hann (Hanning) ablak

w(n) =0,5 (1 — cos (Nzinl)>

A Hann és a Hamming ablakok az un. “emelt koszinuszos” ablakok csaladjaba
tartoznak.

A széleken odasimul az id6tengelyhez, az oldalhullamok csokkenése -60 dB/dekad.

Window function (Hann) Freguency response (Hann)
1

amplitude
decibels

o
.

samples bins

Hamming ablak

(n) = 0,54 — 0,46 (Z’m)
w(n) =0, 46 cos (5

Window function (Harmming) Freguency response (Hamming)

amplitude
decibels

samples bins

A csucshoz legkozelebbi oldalhulldmot jol elnyomja, viszont az idéfliggvény szélein

ugrasa van és ezért az oldalhullamok csak -20 dB/dekaddal csokkennek asszimptotikusan.
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Flat top (lapos tetejii) ablak

_ (Znn)_l_ (4nn) (67Tn)+ (81171)
w(n) = ay — a, cos N_1 az cos | y— as cos |\ =7 Ay 0S| 7

ahol ao=1; a1=1,93; a2=1,29; a3 =0,388; a+=0,032

Window function (Flat top window) Freguency response (Flat top window)

amplitude
decibels

0 M1

samples

Elénye, hogy csokkenti a picket fence (léckerités) hatdst, azaz a spektrumbdl a

maximum értéket leolvasva kis hibaval meghatarozhato a szinusz nagysaga.
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FIR realizacio

A FIR sziirés alapvetéen egy konvolucié végrehajtasa. A kiilonbozé FIR tervezd
eljarasok célija a konstans szorzok meghatarozasa, mely tulajdonképpen a sziird

impulzusvalasza.

FIR sziir6 tervezése az atviteli fiiggvény mintavételezésével

1. A specifikaci6 megadasa vektorban. A frekvencia mintavételezés
tovabbfejlesztése. Ismert a H(f), ezt mintavételezziik N pontban, ahol N
sokkal nagyobb, mint a sz{ir6 fokszama.

2. IDFT-vel megkapjuk a prototipus szlird impulzusvalaszat. Ez valds és
szimmetrikus O-ra.

3. Zérus iddpillanatra szimmetrikusan el is toljuk. A sz(ir6 karakterisztikaja
mar nem valds, de linedris a fazismenete, mert csak az eltolds hoz képzetes
tagot.

4. Gibbs-oszcillacio miatt a levagasi pontoknal korrigalni kell (még nagy M-ek
esetén is). hO(k) = h(k) - w(k) ablakozas, pl.: Hanning. Ezutan DFT {h0(k)},

hogy valoban az eldirt karakterisztikat valositja-e meg.

Remez-algoritmus

Sokszor optimalisabb a hiba maximumat minimalizald iterativ Remez algoritmus. Ez
az IIR tervezésénél is hasznalt Csebisev approximacio. Egyenletes ingadozasu, linedris fazist

FIR szlr6 tervezhetd vele.
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