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A tananyag osszefoglalasa

Mott6 helyett

Bevezetésként alljon itt Dr. Tuschdak Robert és Fodor Gydrgy munkaikbol egy ide ill6, a 1ényeget kivaloan
¢és tomoren megragado két idézet:

Az irdnyitas egy folyamatba valo beavatkozas adott cél elérése érdekében. Sziikebb értelemben
rendszerint technologiai, tagabb ertelemben barmilyen fizikai, kémiai, biologiai, gazdasagi folyamatrol
van sz0. A folyamat valtozasdat a folyamat mozgdasdnak tekintjiik, amely kiilsé és belsé hatdisok
kovetkeztében dll el6. Mind a jellemzoket, amelyekben a mozgds megnyilvanul, mind pedig a kiilsé
hatasokat jelek testesitik meg. A jeleknek van fizikai megjelenési formdja — aram, fesziiltség, homérséklet,
elmozdulas, stb. — ez a jelhordozo, és van informdcio tartalma, amely a jel altal képviselt hatdsrol tudosit
(pl. mutatja, hogy egy hdlézat valamelyik dgaban hogyan viltozik az dram, vagy hogy milyen tapfesziiltség
valtozas éri kiviilrél a halozatot). Az iranyitds dltalanos médja az, hogy egy e célra létesitett kiilsé irdnyito
berendezés meért vagy mds uton szerzett adatok alapjan megvaltoztatia a folyamat kézvetleniil
befolyasolhato jellemzdit, és ezen keresztiil eléri mas jellemzéknek a kivant mozgasat is. Az iranyitott
folyamat és az irdnyité berendezések egyiittese az irdnyitdsi rendszer. A rendszertechnika a folyamatok
anyagi mindségétil elvonatkoztatva a rendszerek kozos jellegzetességeivel foglalkozik, és azokbol von le
kovetkeztetéseket (pl. az irdnyité berendezés strukturdjira vonatkozoan). ... Az irdnyitasi
rendszertechnika a jelekkel végzett miiveletek tudomanya. Iranyitaselméletnek is szokas nevezni, amely az
iranyitastechnikanak egyik fontos, de nem kizarolagos része. Kifogastalanul miikédo rendszer
létrehozasahoz ezen kiviil nem nélkiilozheto a folyamatnak, a felhasznalt eszkozok miikodésének, a
méréstechnikdnak, a szoftver technikdnak, stb. az ismerete. Figyelembe kell venni a kérnyezeti, biztonsagi,
technologiai és gazdasagi szempontokat is.”(Dr. Tuschdak Robert: Szabalyozastechnika. Miiegyetemi
Kiad6. 1994)

A valosagos fizikai, kémiai, miiszaki, gazdasdgi folyamatokat modellek segitségével irjuk le. A
modellalkotas sordn leegyszeriisitjitk a jelenségeket, midltal lehetévé tessziik a folyamatokban résztvevd
mennyiségek értelmezését és a kapcsolataik leirdasat. Az egyszerisités sziikségszeriien oda vezet, hogy a
modell nem irja le kifogdstalanul a folyamatokat. Nagyon nehéz és nem egyértelmiien megoldhato feladat
olyan modellt alkotni, amely a vizsgalt folyamatot elfogadhato mértékig helyesen és ugyanakkor a
rendelkezésre dllo eszkizokkel kezelheté modon irja le. ...Mivel nem foglalkozunk a folyamatok valodi
tartalmaval, ezért a targyalt fogalmak és modszerek meglehetdsen altalanosak. ...Az altalanossagnak
viszont az az dra, hogy a targyalt folyamatok és a benniik szereplé vdltozoék elvontak. Amikor a
tovdbbiakban arrdl beszéliink, hogy egy u gerjesztdjel hatdsara (esetleg sok kozbiilsé jel kozvetitésével)
milyen y vdlasz jon létre, akkor az Olvaso érdeklddése és izlése szerint gondolhat egy erd hatdsdra felléps
mas erdre, elmozduldasra vagy elektromos fesziiltségre, elektromos aram hatasara létrejévi elektromos
fesziiltségre vagy homérsékletre, pénzbefektetéshez tartozo drukészietre és igy tovdabb.”(Fodor Gyorgy:
Jelek és rendszerek. Miiegyetemi Kiado. 2006)

A ,Folyamatszabalyozas” cim{i fiizetsorozatban folytatolagosan targyaltuk a téma
alapfogalmait. Az ,,Osszefoglalas” részben a legfontosabb elvekre és szabalyozasi struktirdk
tulajdonsagaira ismételten, a lényeget kiragadva és néhany kiegészitést téve visszatériink,
remélve, hogy ezzel, és az el6z6ekre valo hivatkozassal a kdzolt ismeretanyagot elmélyitjik.

Megjegyzés

Az iranyitasi rendszer részei (alrendszerei) az irdnyitott folyamat (process, P), és az iranyitast végzé irdnyito
berendezés (controller, C). E két rész szoros egyiittmiikodésébol all az irdmyitdsi rendszer, amelynek
tulajdonsagait egy absztrahalt hatdsvdziat felhasznalasaval targyalhatjuk. A hatasvazlat elemei az i(t) bemend
(input)—, és o(t) kimené (output) jelekkel rendelkez6 MIMO (multi input, multi output, tobb bemenetii, tobb
kimenetil) jeldtvivé tagok, amelyek dinamikus tulajdonsagokkal rendelkezé objektumokat, és ezek ok—okozati
relacidit szimbolizaljak a bemendjeleik (gerjesztések, kényszerfliggvények), és kimendjeleik (valaszok) kozott.
A folyamat bemendjelei az u(t) irdnyité jelek, az u,(t) zavaré jelek, kimendjelei az y(t) irdnyitott jellemzék. A
zavaro jelek nemkivanatos befolyast gyakorolnak az iranyitott jellemzOkre, és ezt a nemkivanatos hatast az
iranyit6 alrendszer az u iranyito jelek szdndékolt médositasaval igyekszik elharitani. Az iranyitd berendezést
absztrahal6 tag els6dleges bemendjelei az iranyitott jellemzok kivant értékét (az ya(t) alapértékeket) megjelenitd
u,(t) alapjelek, és az iranyitott jellemzdk y tényleges értékei, kimendjelei az u irdnyito jelek. Az u elballitasa az
iranyitott jellemzok kivant—, és tényleges értékének kiilonbségén (a h(t)=ya(t)-y(t) hiban) alapszik, a folyamatba
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torténd, idoben folyamatos beavatkozas iranyat és mértékét alapvetéen a h(t) hibajel szabja meg. Az iranyitas
megvalositasanak ezt a formajat szabalyozasnak nevezziik. Ha a rendszer egyetlen y szabalyozott jellemz6t és
egyetlen u, alapjelet (és ya alapértéket) tartalmaz, egyvdltozés—, egyébként tobbvdltozés szabalyozasrol
beszéliink. Igényesebb kovetelményeket kielégitd szabalyozasok esetében az u iranyitd jel eldallitasanak
szabalyozdsi algoritmusdba bemend jelekként bevonhato a folyamat x, allapotvaltozoja (dllapot visszacsatolds),
az u, zavar6 jelek egy része (zavarkompenzdicid), sbt, maga az U iranyito jel is (belsd visszacsatolds). A
szabalyozasi rendszer jelatviteli viszonyait absztrahal6 hatasvazlatot az 1. dbra mutatja.

zavarkompenzacio

| o
v

A szabalyozott

Us A szabalyozo
berendezés alrendszere folyamat alrendszere

(controller) A (process)
Xo(t) C ()
T

belsd visszacsatolds

dllapot visszacsatolds

y visszacsatolasa (f& visszacsatolds)

1. abra A szabalyozas hatasvazlata

A szabalyozasi rendszer dinamikus alrendszerei tehat a szabalyozott folyamat (process, P), és a szabalyozo
berendezés (controller, C). Mindkét alrendszert egy—egy téglalappal jelolt abra jelképezi, a téglalapokba befelé
felé mutatd, nyillal ellatott vonalak a bemendjeleket, a téglalapokbdl kifelé mutatd és szintén nyillal ellatott
vonalak a kimendjeleket jelentik. A bemené—kimend jelekkel ellatott téglalapok a jelatvivé tagok, és azt a
fliggvénykapcsolatot szimbolizaljak, amelyek megmutatjak, hogy a bemendjelek, mint okok (fiiggetlen valtozok)
miként befolyasoljak a kimendéjeleket, az okozatokat (a fiiggd valtozokat). A szabalyozott folyamatot absztrahald
tag kimendjele az y szabalyozott jellemz6 (ami egyébként a szabalyozo egyik bemendjelét is alkotja), a
szabalyozd berendezést jelképezé tagé az U irdnyitdjel (ami egyben a folyamat egyik bemendjele is). Az
ok—okozati relaciok a két alrendszer vonatkozasaban:

(u().u, ©.x,®) = y(t)
(ua ©,y®),u®),U, ©.%.©.%,0) =u@

Azok a fliggvénykapcsolatok, amelyek megmutatjak, hogy a folyamat y és a szabalyozo u kimendjeleit (amelyek
egyébként a folytonos t idének is a fiiggvényei) milyen modon befolyasoljak az u, u,, illetve az u,, vy, u, u,
kézvetlen bemendjelek illetve a szabalyozo és a folyamat X. és X, belsd allapotvaltozdi (amelyek szintén
figgvényei id6nek), bonyolult, altalaban differencialegyenleteket tartalmazo Osszefiiggések is lehetnek®. A
kimenéjelek és a bemendjelek kozotti fliggvénykapcesolatok jellegzetes tulajdonsaga, hogy benniik a jelek
idéfiggvényein tulmenden azok kilonféle rendszami idd szerinti differencidlhdnyadosai is szerepet jatszanak.
A teljes iranyitasi rendszer leirdsdhoz az alrendszerek, leirasan keresztiil vezet az ut. Miutan id6ben lejatszodé
hatasterjedési jelenségekrdl van szd, a dinamikus rendszerekben lejatsz6dd események leirdsanak modszere a
differencialegyenlettel torténé matematikai modellezés. Ennek 4ltalanos formaja az allapotegyenletek
alakjaban megjelenithetd, az u bemend—, és az y kimend jelek kozotti fiiggvénykapcsolatot az x allapotvaltozok
kozvetitésével leird matematikai képlet. A tobb bemenetii, tobb kimeneti MIMO (multi input, multi output) tag
és az egy bemenetll, egy kimenet(i SISO (Single input, single output) tag leirasara a 2. abra jeloléseit és az ott
megadott egyenletekben felirhaté matematikai modelljeit hasznaljuk.

! Példaul az, hogy egy erémii (irdnyitott folyamatot alkotd) atomreaktor—gézturbina—villamos generator
blokkrendszerében a reaktor neutronfluxusa miként befolyasolja az erdatviteli halozatra kiadott villamos
teljesitményt, vagy az inzulinrezisztencia miatt injekcid formajaban beadott inzulin mennyiség miként hat a
vércukorszint aktualis értékére, bonyolult fliggvénykapcsolatokkal adhatok meg (és ez utdobbi napjainknak egyik
fontos kutatasi témateriilete is).
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MIMO tag SISO tag
u(t) X(t) y(t) u(t) X(®) y()
=P — — —>
=1 (n>1) k>1 =1 (n=1) k=1
Allapotegyenlet
ax(t)
—= f[x(t),u(t
it [x(®),u(t)]
y(®) = g[x(t),u(t)]
Al i . U************U il i 5
: dllapotmatrix (n>n), Linedraag : dllapotmatrix (n>n),
B : bemeneti matrix (n ¥j), dx(t) B : oszlopvektor (nx1),
. —= = Ax(t) + Bu(t) S
C : kimeneti matrix (kxn), dt C : sorvektor (1xn),
= D
D : direkt métrix (kxj). YO =Cx(v) + Du(t) D : skaldr (1x1).

ﬁ************ﬁ
Operéatortartomany
x(s) = (s1-A) ' Bu(s)
y(s) =[C(sl — A) B+ D]u(s)
‘W(s)=C(sl —-A)*B+D

W(s) atviteli martix - - W(s) atviteli fiiggvény

Wiy(s) Wop(s) - W(s) Rendszeregyenlet
W,.(s) W,,(s) --- W,.(s n d™iy(t [0 d™iut
O PRI

i=

bys™ +---+b, ,S+b,
n

28" +--+a, ,S+a,

Wi (s) Wip(s) - W (s)
W (s)=
kxj méretli matrix

2. abra MIMO ¢€s SISO tagok kiilonféle matematikai modelljei

Az altalanos MIMO tag matematikai modellje a j szama u bemendjelet, a k szama y kimendjelet, az n szamu x
allapotvaltozot tartalmazo és az id6tartomanyban értelmezett nemlinedris dallapotegyenlet. Ez n szamu elsérendii
kozonséges differencialegyenlet és k szama nemlinedris algebrai egyenlet képletszeri megadasat jelenti. Ebb6l
(egy munkaponti linearizalds végrehajtasanak eredményeként) szarmaztatjuk a linearis tag [linedris
dllapotegyenletét, és ennek az s Laplace operator tartomanyban értelmezhet6é W(s) atviteli matrixat. A SISO tag
n—edrendi differencialegyenlete (a rendszeregyenlet) és W(S) dueviteli fiiggvénye szintén a nemlinearis
allapotegyenletbdl eredeztethetd. A szabalyozasi rendszerek analizise, és szintézise eldismereteket igényel.
Miutan dinamikus rendszerek matematikai modelljeinek vizsgalatardl van szo, ezért alapvetdéen matematikai
ismeretekre van sziikség. Ezen belill is elsésorban a fliggvényanalizisre, a komplex fliggvénytanra, a
matrixalgebrara, a Laplace, a Fourier és a Z transzformaciok eljarasaira, de féleg a differencidlegyenletekkel és
a differenciaegyenletekkel kapcsolatos témakorokre.

A szabalyozasban (closed—loop control, feedback control) a negativ visszacsatolas a
meghatérozé alapelv, aminek lényege, hogy a szabalyozott jellemzd ya(t) eldirt és y(t)
tényleges értékének a kiilonbsége alapjan valosul meg az u(t) iranyité jel kozvetitésével a
folyamatba torténé automatikus (emberi kézremiikodés nélkiili) és az idében folyamatos
beavatkozas. Ennek célja, hogy az y(t) szabalyozott jellemz6 (controlled variable, output
signal) a lehet6 legkisebb hibaval kovesse az ya(t) alapértéket (reference signal, set point),
barmilyen hatas miatt is valtozik meg a szabalyozott jellemz6 tényleges y(t) értéke®. Az u(t)
iranyitdo jel megfeleld6 mértékii megvaltoztatasaval érheté el a h(t)=ya(t)-y(t) kozott
keletkezett eltérésnek (error signal) a lehetd legrovidebb ido alatti mérséklése, vagy

2 Az ya(t) eldirt értéket (az alapértéket) a szabalyozéasi kor U(t)=ya(t)Ae alapjele jeleniti meg (Ag az érzékelés
atviteli tényez6je). Az ya(t) alapértéket referencia jelnek és az y szabalyozott jellemz6 kivant (eldirt) értékének
is nevezik.

¥ Szabalyozas esetében tehat létre kell jonnie a h(t)=ya(t)-y(t) szabalyozasi eltérésnek ahhoz, hogy az eltérés
megsziintetése érdekében torténd beavatkozas megvaldsuljon.
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megsziintetése. Ennek eszkoze az u(t) iranyitd jellel torténd és egy forszirozott mértékii
beavatkozas, majd ennek alkalmas modon torténd ,,visszavétele”. A visszacsatolas elve a
kozmikus mozgasokban és az él6vilagban annak keletkezése pillanatatol valosziniisithetéen
jelen van. Felismerését mar az idOszamitas el6tti kultGrakban az ember dsztondsen is
hasznositotta, tudatos alkalmazasanak elterjedése az ipari forradalom korszakara (az 1700-as
évekre) esik, és a szamitogépek megjelenésével (az 1950—es évek), valamint ennek a
szabalyozasi hataslancban vald kozvetlen szerepeltetésével teljesedett ki (szamitdogépes
folyamatiranyitas). A kezdetekben a gyakorlat altal felvetett problémak megoldasai vezettek
el a szabalyozastechnikai alkalmazasokhoz (pl. g6zgép fordulatszam—szabalyozasa
centrifugalis ingaval annak céljabol, hogy a terhelésndovekedés miatt bekovetkezo
fordulatszam csokkenés megszinjon (Watt, 1750)). A rendszerelmélet kialakulasaval
napjainkban mar az elméleti eredmények is segitik a megfeleld mindséget biztosito
szabalyozasi rendszerck gyakorlati kialakitasat (pl. adaptiv—, robosztus—, predikcios
szabalyozasok, folyamat identifikaci6, stb.). Az dllapotvisszacsatolds elvére épiild
polusathelyez6—, ¢és egy célfliggvény minimalizalasaval megfogalmazott optimdlis (LQR
Linear Quadratic Regulator) szabalyozasok szintén a negativ visszacsatolas alkalmazasanak
alapelvén miikddnek. Az 1. 4abrdn vazolt szabalyozasi struktirdban egy altalanos
kovetelményként megfogalmazhato célkitiizés: ismert folyamatmodell esetében olyan
szabdlyozasi algoritmus létrehozasa, melynek alkalmazasaval az u(t) iranyito jel agy
befolyasolja az y(t) szabalyozott jellemzot, hogy az a leheté legkisebb hibdval kovesse az
ya(t) alapértéket (kovetési feladat), és a lehetd legnagyobb mértékben és gyorsan haritsa
el az wu,t) zavaras szabalyozott jellemzore vonatkozo nemkivanatos hatasat
(zavarelharitasi feladat).

Megjegyzés

A negativ visszacsatolast szabdlyozdsi hataslanc (szabalyozasi kor) felszakitasakor a hataslanc i (input)
bemenetére egy kiils6 jelforrasbol adott jel — a hataslanc kiilonbségképzd tagjanak kovetkezményeként — a
felszakitas helyének 0 (output) kimenetére a bemend jeltdl ellentétes eldjellel érkezik vissza. Ez a tulajdonsag
eredményezi azt, hogy annak az U, zavarasnak a hatasa, amely az y szabalyotott jellemz6t csdkkentené, olyan
hatast valt ki a folyamat u bemenetén, ami ennek kikiiszobolésére iranyul. Pozitiv visszacsatolas esetében ettdl
eltéréen a felnyitott hurk(l hataslancon athaladé jel a felszakitds kimenetére a bemendjellel azonos eldjellel
érkezik, ezért az ilyen tulajdonsaggal rendelkez hataslanc szabdlyozdsi feladatok ellatasdra alkalmatlan. Ennek
oka az, hogy a pozitiv visszacsatolasi rendszerben nem a zavar6jelnek a szabalyozott jellemzére gyakorolt
nemkivdnatos hatasanak mérséklése, hanem ellenkez6leg, eme nemkivanatos hatasnak tovabbi névekedése
valdsulna meg. Ez természetesen nem jelenti azt, hogy a pozitiv visszacsatolas jelenlétével ne kellene szamolni,
ez a labilis folyamatok belsé hatasmechanizmusaban természetszeriien jelen van. Az is el6fordulhat, hogy
szandékolt alkalmazéasaval a szabalyozasi hataslanc bels6 részében alakitunk ki — kiilonféle célok (pl. erdsitési
tényezé novelése, integrald tulajdonsag szerv létrehozdsa, nemlinearis hatasok mérséklése, stb.) elérése
érdekében — pozitiv és negativ visszacsatolasu lokdlis hurkokat anélkiil, hogy ezzel az eredd szabalyozasi
hataslanc negativ visszacsatolasat megvaltoztatnank. A visszacsatolas jellegzetes tulajdonsaga a labilitdsra valo
hajlam, ami a pozitiv visszacsatolas esetében erételjesebben jelenik meg. Ha a zarthurka hataslancban pl.
kizarolag holtidd okozta késleltetés jatszik szerepet, akkor a negativ visszacsatolasu labilis szabalyozasi
rendszerben a jelek egyre novekvé amplitidoju lengésekkel tartanak egy ,.katasztrofalis helyzet” kialakulasa felé,
a labilis pozitiv visszacsatolas esetében ez a jelenség a jelek monoton, exponencialis névekedésében mutatkozik
meg. A gyakorlatban el6forduléd esetekben a jelek novekedésének a védelmi rendszer ,,megszolalasa”, vagy a
hataslanc valamelyik elemének felitédése szab hatart, ami az lizemzavar okozta hatdsokat ugyan mérsékelheti,
de tlizemszeri allapotnak ez a szituacid6 nem tekinthetd. Mindezek mellett a negativ visszacsatolasnak a
gyakorlati alkalmazasokban fontos tulajdonsaga, hogy megfelel6 mértékii alkalmazasaval — a zavarelharitasi
feladat ellatisan tilmenéen — az 6nmagukban labilis folyamatok stabilizdlasdra is alkalmassa tehetd (lasd az
allapotvisszacsatolas témakdrének feldolgozésat).

Az egyvaltozds szabalyozasi rendszerek targyalasat megel6zden attekintjiik a dinamikus
rendszer matematikai modelljével kapcsolatos alapfogalmakat, ezen belill is azt a
legfontosabb részeket, hogy mit értiink a jelatvivo taggal leirt rendszer stabilitasan, illetve az

6
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allapotvaltozo adott x(0) kezdeti feltételének és u(t) gerjesztésnek ismeretében hogyan lehet
meghatarozni a rendszermodell x(t) allapotvaltozojat és az y(t) valaszat. Tapasztalni fogjuk,
hogy kizarolag a linearis rendszermodell esetében lesz egyszerii dolgunk, nemlinearis esetben
a stabilitasvizsgalat igencsak koriilményes lehet, és a differencidlegyenlet megoldasara is
altalaban numerikus modszereket kell alkalmaznunk.

Megjegyzés

A Laplace transzformaci6 — amely az dllandé egyiitthatoju linedris differencidlegyenletek és
differencialegyenlet rendszerek megoldasanak egy altalanosan hasznalt, hatékony és egyszerti modszere — egy
Sfunkciondl, amely a t id6tartomanyban értelmezett f(t) un. belépd idofiiggvényhez (a targyfiiggvényhez, f(t)=0
ha t<0) egy, az s komplex operator tartomanyaban értelmezett F(S) operator fiiggvényt (a képfiiggvényt)
rendeli: f(t)—>L{f(t)}=F(s), illetve az s operator tartomanyban értelmezett F(S) operatorfiiggvénybdl az f(t)
idéfiiggvényt szarmaztatja: F(s)—L *{F(s)}=f(t) (inverz Laplace transzformacio). A leképzés szabalyai:

f) >L{f®} =F()= J-f(t)e’s‘dt

t=0

C+jo

F(s) —LYF(s)}= f(t):— jF(s)eS‘ds ng‘?F(s)eSI

c—jw i=1

Az L{f(t)}=F(s) definiciés képlet improprius integral. Konvergencijjanak elegendd feltétele, ha az f(t)
targyfiiggvény szakaszonként folytonos és elegenden nagy t-re |f(t)|<Mexp(af), és M, a pozitiv allandok. (PI.
L{1()} = 1/s, L{1(t-Tp)} = exp(=sTy)/s, L{e*} = 1/(s-a), illetve L{1/s°} =t, L '{a/[s(s+a)]} = 1-exp(-at),
L {1/(1+sT)?} = (t/TDexp(—t/T), stb). Az inverz transzforméacié vonalintegraljat zart gorbe menti integralra
lehet visszavezetni, és ennek kiszdmitisara a komplex fiiggvénytan residuum tételét” lehet felhasznalni. A
Laplace transzformaci6é alkalmazasival a t id6tartomanyban megadott linearis differencialegyenletet az s
operator tartomanyban algebrai egyenletté lehet egyszeriisiteni. Az s tartomanyban az adott u(S) gerjesztésre
keletkez6 x(S), y(s) valaszok linearis algebrai egyenletekkel torténé meghatarozasa a transzformacio

L{AX(t)+Bu(t)}= AL{x(t)}+BL{u(t)}=Ax(s)+Bu(s)
L{dx(t)/dt}=sx(s)—x(0)
linearitasi tételén és differencidlasi szabalyan alapszik. Az Xx(s) és y(s) ismeretében az X(t) és y(t)
idéfiiggvények inverz Laplace transzforméacioval hatarozhatok meg (x(H)=L{x(s)}, és y(1)=L{y(s)}). Az
inverz transzformacié néhany fontosabb szabalya a linearitas

L{Cx(s)+Du(s)}=CL {x(s)}+DL *{u(s)}=Cx(t)+Du(t)
tétele, és a konvolucio (Faltung) tétele. Ez utdbbi szerint az y(S)=W(s)u(s) szorzatfiggvény inverz
transzformaltja az L *{W(s)}=w(t) és az L *{u(s)}=u(t) targyfiiggvények w(t)*u(t) konvoliciéja (vagyis nem a
targyfiggvények w(t)u(t) szorzata !!!):

t t

LW (s)u(s)} = w(t) = u(t) = I w(D)ut —r)dr = I w(t—7)u(r)dr

=0 =0

A konvoltcid tétele mellett, ha az inverz transzformalando fiiggvény y(s)=W(s)u(s)=B(s)/A(s) olyan algebrai
tort, amelyben a nevezé n fokszamu A(S) Kkarakterisztikus polinomjanak p; gyoke ki multiplicitasu, az y(t)
idofuggvény kifejezése (inverz transzformaciod tobbszords polusok eseténen):

C+ joo

YO =Ly} = 5 J-Y(S)e“ds——f iés; e*d <p.>i8 e

ahol res——= B(s) e” = lim ! %((S,H)k.@e“]
(pi) (S) s>pi| (k; —1)! ds"i A(s)

* Ha egy f(s) komplex fiiggvény egy C zart gorbe altal hatarolt tartomanyban véges szam p; szingulris pontot
kivéve mindeniitt analitikus, akkor a ¢ gérbe mentén vett vonalintegralja azonos a p; pontokban vatt residuumok
Osszegének 2mj—szeresével.
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Miutén a definicios integral integranduszanak exp(—st) exponencialis tényez6jében a t id6 mértékegysége sec
(dim[t]=sec) és a —st exponensnek dimenziétlannak kell lennie, ezért az s Laplace operator 1/sec dimenzidval
rendelkezik (dim[s]=sec ). Az s komplex valtozé a differencialds—, az 1/s az integralas Laplace operatora.

A dinamikus rendszer matematikai modellje

A szabalyozasi rendszer elméleti analiziséhez célszeri a tényleges fizikai, kémiai,
biologiai, élettani, gazdasagi, stb. dinamikus folyamatoktél (a modellezni kivant
objektumoktol) elvonatkoztatni, és ezeket — ha erre lehet6ség van — a matematikai
modelljeikkel helyettesiteni. Ezzel a ,,szerkezetileg” igen sokféle szabalyozasi rendszerek
egységes matematikai targyalasanak lehet6ségét teremthetjiik meg (ez a sokféleség elsésorban
a szabalyozott folyamatok kiilonb6z0ségeibdl szarmazik, a szabalyozasi algoritmust realizalo
technikailag megvalositott szabalyozo berendezés viszont altalaban egységes elvekre és
szerkezeti kialakitasokra épiil). A matematikai modellnek a megalkotdsa — kiilonosen a
folyamatot leir6 alrendszer esetében — nem egyszeri feladat, és azzal is szamolni kell, hogy a
masodlagos jelenségek elhanyagolasa miatt ez a matematikai modell nem tudja teljeskoriien
jellemezni a tényleges fizikai rendszert. A szabalyozds hatasldncaban szerepet jatszo
szabalyozd berendezés és a szabalyozott folyamat alrendszerei egymassal szoros
kélesonhatasban® 16v6 rendszerek (lasd az 1. 4brat), és természetszerlien matematikai
modelljeikre is ez a kdlcsonhatas a jellemz6. A folyamat és a szabalyozd berendezés
matematikai leirasanak egylittese a teljes visszacsatolt rendszer statikus és dinamikus
tulajdonsagait is — a fizikai miikddéssel tobb—kevesebb &sszhangban — megadjak
(modellalapi leirasra épiilé analizis és szintézis). A szabalyozasi hataslancban 1év6 szervek,
vagy ezeknek egy késziilékben 6sszevont része, onmagukban is alkothatnak lokdlis, alarendelt
visszacsatolt hurkokat (pl. a helyzetbeallitd, a szabalyozd, a kaszkadszabalyozas, stb.), és az
egyes fizikai alrendszerek matematikai modellalkotasaban is megjelenik a pozitiv, vagy a
negativ visszacsatolas (lasd a késObbiekben ismertetésre keriilé6 példakat). A dinamikus
rendszerekben az u(t) gerjesztések (bemendjelek) hatasara a folytonos t idében lejatszodod
tranziens folyamatok zajlanak, és ezeket altalaban az x(t) allapotvaltozok kozvetitésével az
y(t) valaszok (kimend6jelek) idofiiggvényei jelenitik meg.

Az egy bemenetii (j=1), egy kimenetli (k=1) és tetszbleges N>1 rendszamu SISO linedris
dinamikus rendszerek esetében az u(t) bemendjel, és az y(t) kimendjel kozotti
fiiggvénykapcsolatot — az objektum matematikai modelljének linearizalasat® kovetéen és az
x(t) allapotvaltozd kozvetitd hatasat mintegy kikiiszobolve — a d®y(®)/dt” un. vezetd
egyiitthatojara normalizalt’ és

d™y) . d"Vy() dy(t)
o +h R 44+ h, —=+h,y(t) =
d™u(t d ™Dyt du(t
o) o 4" o duy
dt dt dt

+0nu(t)

= Yo

® Ez a kolesonhatds azt jelenti, hogy a szabalyozé alrendszerének u kimenéjele (az iranyito jel) egyben a
folyamat egyik bemendjele, illetve a folyamat y kimendjele (a szabalyozott jellemzd) egyben a szabalyozo
egyik bemendjele (negativan visszacsatolt ered6 rendszer).
® A fizikai objektum eredetileg nemlinedris matematikai modelljének linearizaldsat — melynek eredménye a
linearis rendszeregyenlet vagy a linearis allapotegyenlet — egy késébbi fejezetben ismertetjiik.

A normalizalds jelentése: a normalizélatlan differencialegyenletben az apd™y(t)/dt" tényezé ag#0
egyiitthatojaval elosztjuk a rendszeregyenlet mindkét oldalat, ezzel a d™y(t)/dt" tényezs vezeté egyiitthatoja az
egység lesz. Az irodalom a rendszeregyenletben az indexek forditott sorrendjét is hasznalja.
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alakban felirhato, implicit, n—edrendd, dllando egyiitthatojua, linedris differencialegyenlet (a
rendszeregyenlet) definialja. Ennek egy ,,mas alakban” megjelenitett — a differencialegyenlet

mindkét oldalanak (zérus kezdeti feltételek melletti) Laplace transzformaciojabol
szarmaztathatd — és vele egyenértékii (az y(s)-re nézve explicit) algebrai kifejezése:

H(S z,)

() =W(u(s) = S u(e) = W H IS H ISt Uy g
() s"+hs" o+ h s+, H(S_p')
we wis) E
W (s)

Ennek alapjan az y(s) kimen6— és az u(s) bemend jelek Laplace transzformaltjainak y(s)/u(s)
hanyadosaként definialhat6 a SISO tag W(s)=y(s)/u(s) atviteli fiiggvénye (transfer function),
ami a szabalyozastechnika egyik legfontosabb fogalma. A rendszeregyenlet, illetve az atviteli
fliggvény h;, gi egylitthatoi valds allandok és realizalhatosagi okok miatt n>m. A W(s)
matematikai alakja polinomok hanyadosait tartalmazo algebrai tort, vagy a G(S) szamlalo és
H(s) nevez6 z; és p; gyokeit tartalmazd un. zérus—polus alaku képlet. Az atviteli fiiggvény
szabalyos (proper), ha a G(s) polinom m fokszama azonos a H(S) polinom n fokszamaval:
m=n, és szigortan szabalyos (strictly proper), ha m<n. Ez utobbi esetben a p; polusok szama
tobb mint a z; zérusoké, az n—m kiilonbségiik a W(S) atviteli fliggvény polustébblete (pole
access). A szabalyozott folyamatokat modellez6 atviteli fiiggvény altalaban szigoruan
szabalyos, pdlustobblete>1. A G(S) ¢és H(S) polinomok relativ primek, ha nincs ko6zos
osztojuk, vagyis nincs egymassal azonos zj zérusuk és p; polusuk. Az egyvaltozos rendszerek
analizisében az dtviteli figgvénynek alapvetd jelentdsége és szerepe van. Az atviteli fiiggvény

H(s)=s"+h.s" *+...+h, 15+h,=(s—p1) (5-P2)... (5—Pn)

nevezdje a karakterisztikus polinom, és ennek p; gyokei a jelatvive tag stabilitasat és a
dinamikus tulajdonsagait alapvetéen befolyasoljak. Minden esetben tartsuk szemel6tt, hogy
az awviteli  fiiggvény lényegét tekintve a linearis SISO jelatvivé tag n—edrendi
differencialegyenletének egy vele egyenértékii, de mas alakja, amit a mindkét alakban
egyarant szerepld Qi és h; paraméterek is mutatnak.

Megjegyzés

A rendszeregyenletnek egy tovabbi kifejezése is értelmezhetd, amikor is az y(t) kimendjel — az inercia
(tehetetlenségbdl szarmazo) tipusu késleltetéseken tilmenden — a jelterjedés véges sebességébdl szarmaztathatd
és egy Ty, holtidovel jellemzett késleltetést is tartalmazva valaszol az u(t) bemendjel altal kivaltott hatasra. EKkor
a rendszeregyenlet és az ennek megfelel atviteli fliggvény matematikai kifejezései:

d™y® . d"Vy() dy(t) d“ut-T,)  d"Put-T,) du(t-T,)
+h ~+h,—=+hy(t)= + et +0,u(t-T,
e L g 1 g y(t) =9, at" 1 R Oma at gnu(t-T,)
i g
) [Te-=
(S) W(S)U(S) — G(S) —sTh U(S) _ gos + gl + -+ gm 1s + gm —sTh U(S) — go i=1 e—sTh U(S)
() s"+hs"t+- +h,,ls+h .
W(s) W (s) H(S_ pi)

A holtidds, linedris tag atviteli fliggvényében a G(S)/H(S) algebrai tort (és az ehhez rendelhetd zérus—pdlus
eloszlas) kifejezése mellett az exp(—sTy) transzcendens tényezd is megjelenik. A holtid6s tag u(t)=1(t) ugrasjelre
adott y(t)=v(t) valasza (dtmeneti fiiggvénye) egy olyan id6fiiggvény, amely a 0<t<T, iddintervallumban zérus,
tehat a latszat az, mintha a t=0 id6pontban belép6 bemendjel hatasara a kimendjel Ty, ideig nem reagalna. A t>Ty,
id6ben az y valaszt az atviteli fiiggvény algebrai tort tényezdje alakitja. A W(S) atviteli fiiggvényben a holtidés
tényez6 megjelenése — kiilondsen akkor, ha ez a zarthurku hataslanc belsejében van jelen — az analizisben, a
szintézésben és a fizikai mukodésben komoly gondokat okozhat. Itt emlitjiik meg, hogy egy belépd f(t)
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idéfuggvénynek a pozitiv id6 irdnyaban T, —val torténd eltolasaval eléallitott f(t-Ty) targyfliiggvény Laplace
transzformaltja:

L{f(t-Tn) }=L{f(t)}exp(=sTn), pl. L{o(t-Tn) }=L{o(t)}exp(-sTh)= exp(-sTn)

A tobb (j>1 szamu) bemenetii, tobb (k>1 szamu) kimenetii és tetszéleges N>1 rendszamu
MIMO linedris rendszer esetében az U(t):[UJ_(t)...Uj(t)]T bemendjel vektor, és az
y(O=[y1(0)...y(®)]" kimendjel vektor kozotti fiiggvénykapcsolatot az n szamu dllapotviltozé
komponensbél allo X(O)=[x1(t) ... xa()]" dllaporvektor kozvetitésével (az allapotvaltozok
X(0)=0 kezdeti értékei mellett) a

O _p v
y(t) = Cx(t) + Du(t)

ﬁ ECR R R R R R R R R R b b e B e b b b ﬁ

x(s) = (sl — A)™Bu(s)

y(s) = W(s)u(s) =[C (sl — A) B+ D]Ju(s)
W(s)

vektor—matrix alakban megadhat6 differencialegyenlet rendszer (az dllapotegyenlet) és az
ezt kisérd kimeneti algebrai egyenletrendszer irja le®. Az operator tartomanyban az u(s)
bemendjel vektor és az y(s) kimendjel vektor kozotti fliggvénykapcsolatot a kxj szamu skalar
atviteli fiiggvényt tartalmazd W(s)=C(sl-A) 'B+D atviteli matrix definialja. Az allapotteres
leirasban A az allapotmatrix (mérete: nxn), B a bemeneti matrix (mérete: nxj), C a
kimeneti matrix (mérete: kxn), és D a direkt matrix (mérete: kxj) altalaban valds elemeket
tartalmazd paramétermatrixok, n az allapotegyenlet rendszama. Miutan a SISO tag a MIMO
tag specialis esete, a SISO tag n-edrendt differencialegyenlete (a rendszeregyenlet)
allapotteres leirassal (allapotvaltozokkal, allapotegyenlettel és kimeneti egyenlettel) is
megadhat(')9 (ennek elénye, hogy az egyetlen, de n—edrendii differencialegyenletet n szamui
elsérendii differencialegyenletb6l allo differencidlegyenletrendszer helyettesitheti, aminek
kezelése jelentésen egyszer(ibb). A felirt linearis matematikai modellek rendszerint egy
nemlinearis modell linearizaldsabol szarmaznak, €és egy munkapont kis kornyezetében
jellemzik az objektum statikus és dinamikus viselkedését. Az LTI (Linear Time—Invariant)
modell alapvetd tulajdonsaga, hogy a t idétartomanyban értelmezett matematikai modell
mellett megadhatjuk ennek az s Laplace operator tartomanyban felirhato alakjait is (pl. a
MIMO tag W(S) atviteli matrixdt, vagy a SISO tag W(s)=y(s)/u(s) arviteli fiiggvényét). Ennek
révén az allapotegyenlet (n szamu, de elsorendii differencidlegyenlet tartalmazo
differencialegyenlet—rendszer), illetve a rendszeregyenlet (egyetlen, de n—edrendii
differencialegyenlet) idétartomanybeli nehézkes kezelését megkeriilve, az s Laplace operdator
tartomdnyaban a lényegesen egyszeribb algebrai egyenletrendszerekkel, illetve
egyenletekkel dolgozhatunk.

8 Az n szamu els6rendii, allandé egyiitthatojd, lineris differencialegyenletbdl (az allapotegyenletbdl) és a k
szamu linearis, algebrai, kimeneti egyenletbdl allo egyenletrendszer egyiittest a lineéris, idéinvarians, kauzalis
system). Az u(t), x(t), y(t) jelek oszlopvektorok, amelyeket sorvektorok transzponaltjaiként is jelSlhetjiik.
Koordinatakban is felirhat6 kifejezését a késdbbiekben részletezziik.

® Az allapotteres leirasnak fontos tulajdonsaga, hogy az x(t) allapotvektor révén a dinamikus rendszer belsd
hatasmechanizmusat is feltarja.
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Megjegyzés

A SISO tag 2n+1 szamu @;, h; paramétert tartalmazo rendszeregyenlete (az n—edrendii differencialegyenlet)
kiilonféle (elvileg végteleniil sokféle, a rendszeregyenlettel egyenértékii) dllapotviltozés alakokban is
megadhatd (lasd az arviteli fiiggvény kilonféle felbontasait). Egyfajta altaldnosan felhasznalt szokésos
allapotvaltozos leirdasok az un. elsd, és a masodik Frobenius alakok. A SISO tagot leird allapotvaltozos
matematikai modell B, C, D paramétermatrixai és ezek méretei specidlisak. Az A mdtrix (mérete nxn), de B
oszlopvektor (mérete nx1), C sorvektor (mérete 1xn), D skaldr (mérete 1x1). Levezetés nélkiil adjuk meg a
SISO tag rendszeregyenletének Frobenius alakokban felirhatd dllapotteres reprezentdcioit és ennek Ag, Bg, Cr,
D illetve Ag*, BE*, Ce*, De* paramétermatrixait. Az els6 alakban az u(t) gerjesztést6l a dx(t)/dt allapotsebesség
vektornak csak az n sorszamu komponense fiigg (lasd a Br bemeneti oszlopvektort), a masodik alakban az y(t)
kimendjel meghatarozasahoz csak az X*(t) dllapotvektor X,*(t) n sorszami komponensének ismerete sziikséges
(lasd a Ce*=B"=[00...0 1] kimeneti sorvektort).

Rendszeregyenlet:

dy(t) . d™y) du)  d™u)
+ +---+hy(t) = +
dt" h di™? Y0 =0, dt" bt

U***********************************************U

et ()

Elsé Frobenius alak (x allapotvakozoval) :

% (t) 0 1 0 - 0l[x@] Jo
X, (t) 0 0 1 - 0 X, (t) 0
m o= : : e oo u)
x| |0 0 0 0 1 ||x,m] |0
O] |=h —hy —hp o b XM ] |1
o A £l
X, (1) ]
X, (1)
YO =[0, - oM Gos-Gohs - G-Goh]| P |+ gou®
cr Xpa(t) | OF
X, (1) |
- i

Masodik Frobenius alak (x * allapotvakozdval) :
A=Al  Bi=C!] Ci=Bl Di=D!=g,

Bar az els6 és a masodik alak x(t) illetve x*(t) allapotvaltozoi egymastol eltérnek, az y(t) kimendjel és az u(t)
bemendjel kozotti fliggvénykapcesolatot leird rendszeregyenlet (vagy az ennek megfeleld atviteli fiiggvény)
mindkét modell esetében természetesen azonos:

$" 408" 44 g,

W(s)=C(sl —A)'B+D=Cr(sl —A:)"Bg + D =Cr (sl —A:)'B; +Df = 9°n —
s"+hs"™ +---+h,

Annak indoka, hogy a SISO tag egyetlen, n—edrendii differencidlegyenletet jelentd matematikai modelljét
gyakran az n szamu elsdérendii differencialegyenletet tartalmazo allapotegyenlet alakjara vezetjiik vissza egyrészt
az, hogy a latszélag komplikaltabb allapotegyenlet matematikai kezelése a rendszeregyeltet kezeléséhez képest
lényegesen egyszeriibb, masrész az allapotteres leirdas a rendszer belsé strukturdjat (az Xx(t) vagy x*(t)
allapotvaltozok megjelenitésével) is részleteiben feltarja és attekinthetové teszi’®. A Frobenius alak
paramétermatrixaibol lathatjuk, hogy az ezekben szereplé adatok a rendszeregyenlet h; (i=1,2,...,n) és g;
(i=0,1,2,...,n) valés paramétereit tartalmazzak. Figyeljiik meg, hogy az elsé Frobenius alak allapotmatrixanak
utols6 soraban a rendszeregyenlet s"+h,s"*+...+h, ;s+h, karakterisztikus polinomjanak negativ h; egyiitthatoi
allnak (ennek a polinomnak az s=p; gyokei azonosak az Ar allapotmatrix 4; sajatértékeivel, amelyek a
rendszeregyenletével leirt rendszer tranziens viselkedését befolyasoljak). A rendszeregyenletbdl, illetve az ennek
megfeleld atviteli fliggvénybdl szdrmaztathatd elsd Frobenius alakot irdnyithatosdagi kanonikus alaknak, a

19 Kiilsnosen igy van ez, ha a rendszeregyenletet olyan allapotegyenlet alakra hozzuk, melynek allapotmatrixa
diagonalis, f6atlojaban az allapotmatrix 4; sajatértékeivel (lasd kanonikus transzformdcio, az allapotvaltozok
szétesatolasa). EKkor a paramétermatrixok komplex elemeket is tartalmazhatnak.
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masodikat megfigyelhetdségi kanonikus alaknak is nevezik. A Frobenius alakok mellett egyéb, a
rendszeregyenlettel egyenértékii allapotteres reprezentaciok is konstrualhatok™.

A dinamikus MIMO rendszernek altalaban j>1 szamu u;(t) bemendjele, n>1 szamu X;(t)
allapotvaltozoja és k>1 szamu yj(t) kimendjele van (de specialis esetben természetesen j=1 és
k=1 mellett SISO — egy bemenetii, egy kimenetii N>1 rendszamu — rendszerrdl is lehet szo). A
fizikai objektum rendszeregyenlete'?, vagy dllapotegyenlet reprezenticicja, a rendszer
matematikai modellje, amit a linearis, idéinvarians, kauzalis®® rendszer esetében az drviteli
fliggvény vagy az dtviteli matrix is helyettesithet. A rendszere(z:;_ enlet altalaban egy n—edrendi
(n>1), az u(t) bemend—, és az y(t) kimend jeleket és ezek u(t)=dPu(t)/dt’, yO(t)=dy(t)/dt
differencidlhanyadosait is tartalmazé differencialegyenlet. Az allapotegyenlet n>1 szamu
elsérendii, az uj(t) bemend jeleket, az x(t) allapotvaltozokat valamint a dx;(t)/dt
allapotsebességeket tartalmazd kozonséges differencialegyenletbdl allo differencidalegyenlet
rendszer (az egyes dx;(t)/dt allapotsebességek mindegyike az ui(t) bemend jelek és az xi(t)
allapotvaltozok mindegyikének a fiiggvénye), amit a k szamu az yi(t) kimend jeleket
meghatarozo, algebrai egyenlet egészit ki (az egyes yi(t) kimendjelek mindegyike szintén az
ui(t) bemend jelek és az xi(t) allapotvaltozok mindegyikének a figgvénye). Ez utobbi algebrai
egyenletrendszert kimeneti egyenletnek, vagy mérési egyenletnek is nevezik. Vektor—matrix
alakban felirhato altalanos alakjuk

Nemlinedris rendszer esetében:

dx(t)
STl fIx(),u(t)]

y(®) = g[x(t),u(t)]

illetve linedris (LTI) rendszer esetében:

“A MATLAB [aF,BF,CF,DF]-tf2ss (Gs,Hs) fuggvénye a W(S)=G(S)/H(S) polinomialis alaki A4tviteli
fliggvényb0l az irdnyithatésdgi allapoteres alak paramétermatrixait szamitja (t£2ss: transfer function to
state—space conversion).
12 A rendszeregyenlet a SISO tag u(t) bemené—, és y(t) kimend jelei kozott meglévé és rendszerint egy n—edrendii
Fly™t), y" 2, ..., y@), u™(), u™ D), ..., u(t)]=0 nemlinearis, implicit differencialegyenletet jelent. Linedris
SISO rendszer esetében ez az agy™(t)+ary™ P(t)+. .. +ay()=bou™(®)+bu™ D(t)+.. +bu(t) linearis egyenletre
egyszertisddik, ahol a;, b; egyiitthatok valds allandok. Az yO(t), u(t) az y(t), u(t) jelek i-szeres, id8 szerinti
derivaltjai. A differencialegyenlet y™(t) vezeté egyiitthatora normalizalt alakja:

yO @) +hy D)+ hay (©=gou™ 1) +g.u™ Dty +. . +gnut),
ahol hi=aj/ay és gi=bi/ag a normalizdlt egyiitthatok (ay#0, de mas egylitthatok zérus értékek is lehetnek).
Realizalhatésag miatt a bemendjel u(m)(t) derivaltjanak m rendszdma nem haladhatja meg a kimendjel y(”)(t)
derivaltjanak n rendszamat (n>m). Az dllapotegyenlet reprezentdcio j szamui u;i(t) bemendjel és a k szamu y;(t)
kimendjel kozotti  fuggvénykapcsolatot az  x(t) allapotvaltozok kozvetitésével — dx(t)/dt=Ff[x(t),u(t)],
y(t)=g[x(t),u(t)] vektor—matrix alakban felirhato n szamu elsérendi differencialegyenletet (differencialegyenletet
rendszert) tartalmazo kifejezésben és a k szamt nemlinearis algebrai egyenlet alakjaban adja meg. Linearis
esethen ez dx(t)/dt=Ax(t)+Bu(t), y(t)=Cx(t)+Du(t) és A, B, C, D valds szamokat tartalmazd, a jelek
oszlopvektoraihoz illeszkedd paramétermatrixok. Az allapotegyenlet reprezentacid SISO €s MIMO tagot egyarant
jellemezhet, a rendszeregyenlet a sIsO tag egyfajta (n—edrendii diffrencialegyenletet jelentd) matematikai
modellje.
3 Linearis rendszer: érvényes a szuperpozicio elve, vagyis ha az u,(t) és u,(t) gerjesztésekre keltett valaszok az
yi(t) és yo(t) jelek, akkor az u(t)=kyui(t)+kous(t) gerjesztés y(t)=kiy:(t)+koyo(t) valaszt eredményez (Ki, ko
allandok). ldéinvarians rendszer: az u(t) gerjesztés idébeli U(t-Ty) eltoldsa ugyanekkora eltoldst eredményez
az y(t-Ty,) valaszban. Kauzalis rendszer: barmely belépd u(t) gerjesztéshez, belépd y(t) valasz tartozik, az y(t;)
valasz nem fligg a bemendjel t>t; jovobeli értékeitdl (az oknak meg kell eléznie az altala kivaltott okozatot).
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dx(t)
STl Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

Ezekben dx(t)/dt allapotsebesség vektor, x(t) allapotvaltozo vektor, u(t) bemendjel vektor
y(t) kimendndéjel vektor f, g nemlinedris fiiggvények (0szlopvektorok), de linearis esetben
fIx(t),u(t)]=Ax(t)+Bu(t), és g[x(t),u(t)]=Cx(t)+Du(t) ahol az A,B,C,D a linearis rendszer u, X, y
oszlopvektorokhoz illeszkedd paramétermatrixai.

Megjegyzés

Specialis esetben az y;(t) kimendjeleknek felvehetjiik magukat az x;(t) allapotvaltozokat is, ekkor formalisan a
mérési egyenletek k szdma azonos az elsdrendii differencidlegyenletek n szamaval és a kimeneti egyenlet
y(t)=Ix(t) vektor-matrix egyenlet alakjaban értelmezhet6 (ekkor y(t)=g[x(t),u(t)]=Cx(t), és C=I az nxn méretii
egységmatrix).

A kovetkezd példak bemutatasdval az kivanjuk érzékeltetni, hogy a kiilonféle folyamatok
(fizikai és egyéb objektumok) matematikai modelljének meghatdrozasa milyen modon
torténhet, illetve milyen tulajdonsag jellemzi a modelljeikkel leirt objektumokat. A
folyamatok sokfélesége, de a matematikai modellek hasonlosaga teremti meg a dinamikus
rendszerek (kozottiik a negativ visszacsatolds elvén miikodd szabalyozasi rendszerek)
egységes, modell alapu targyalasanak lehet6ségét. Ennek alapjan elvonatkoztatunk az
objektumok kiilonféle szerkezeti, aramkori és egyéb megoldasainak sokféleségétdl, és mind a
folyamatot, mint pedig a szabalyozd berendezést a matematikai modelljeikkel
absztrahaljuk™®. A képletekben felirt matematikai modellhez — a jelatvitel szemléltetésére —
egy algebrai (memoriamentes)—, és dinamikus (integrald és holtidés) alaptagokat tartalmazo
hatasvazlatot is rendelhetiink. Ez a hatasvazlat az objektum képletszertien leirt viselkedését a
matamatikai modellel egyenértékiien jellemzi. A hatasvazlat kimené (output, 0) és bemend
(input, i) jelei kozotti alapfiiggvényeket szimpolizalo algebrai alaptagjai a /inedris (aranyos:
o=ki, és az osszegzé 0=Xi alaptagok) és a nemlinedris [pl: 0=ki%, o=kVi, o=exp(i), o=f(i),
o=kisi, stb.] alaptagok, dinamikus alaptagjai az integralé [o(t)=0(0)+fi(t)dt] és a holtidés
alaptagok [o(t)=i(t-Tn)]. Ezek felhasznalasaval a linearis és a nemlinearis dinamikus
rendszerek hatasvazlat struktardja épithetd fel. Ha ennek birtokdban az integralé alaptagok
o(t)=x(t) kimend jeleit allapotvaltozoknak vessziik fel, a dinamikus rendszer allapotegyenlete
is eldallithato. Az algebrai alaptagok fontos tulajdonsadga, hogy i(t) bemendjeleik
megvaltozasaira az 0(t) kimendjeleik megvaltozasaival azonnal reagalnak, a kimend és
bemend jeleik kozott jelkésleltetés nincs (memoriamentes tagok). Ettél ellentétesen a
dinamikus alaptagok o(t) kimendjelei az i(t) bemendjel megvaltozasara csak id6beli
késleltetéssel reagalnak.

Példak
1. Hidraulikus rendszer (szabadkiomlésii tartalyokbdl allo folyamat)

Két, szabadkiomlésli hengeres tartalyt az u;(t)>0 és u,(t)>0 bemeneti térfogatsebességek (hozamok) taplaljak,
az also tartalyba ezen talmenden a fels6 tartaly hy(t) szinthelyzete altal befolyasolt q;(t)>0 hozam is befolyik. Az
alsé tartalybol kifolyd és szintén ennek h,(t) szinthelyzetétél fliggé hozam qy(t)>0 (lasd 3. abra, D és d a
tartalyok és a kifolyasi nyilasok sugarait jelolik).

Y A szabalyozni kivant folyamat (a szabalyozott szakasz) matematikai modelljének meghatdrozasa az egyik
legfontosabb, és egyben legnehezebb feladat. Ennek megalkotasaban jelent6s mértékben kell kdzremiikddnie a
folyamatot ismerd specialistanak és a szabalyozasi rendszert tervezd szabalyozastechnikusnak. Ha a folyamat
matematikai modellje elfogadhatd modon irja le a fizikai objektum viselkedését, a teljes, automatikusan miikddo
szabalyozasi rendszer megtervezése is lehetéve valik.
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—>—-——|
u; [m¥sec] I A feltoltés folyamata: Az anyagegyensulyi egyenletek :

/I\ U= dllando

dh;

Df/zdh1 (t) =[u, (t) — g, (t)]dt

D2 adh, (t) = [u, (t) + 0, (t) - g, () Idt
0, (t) = sz \[2gh, (1)

: 0, (t) = b3 \[2gh, (1)

Uz
— T | < Gfm ()=
—I |¢| hl(t) = Xl(t) = y1(t)
[°f1

hz ®= Xy ®= Y2 ®

D: [m]>

dh,
D. > X=Yo

; t

<—d
Szerkezeti vazlat | 2 © t ®

ut)—»| MIMO ta —> )1

Hatdsvazlat * 2 [m*/sec] ! g t

Uz(t) —p Xl(t)| Xz(t) L Ya(t)

d
1 dt I Xa(B)=ya(t)
Dz
Az dllapotegyenletek (a matematikai modell) :

2

N
5]
A
KI

do® 1 I
th() :E[_mf” 29, (t) +u, ()] =

dx, h : =[x (1), %, (1), uy (1), u, ()] =[x, (1),u (V)]
Lo [ e i a0 ® - 956 0]
T

= f,[% (€)%, (©),u, (©),u, (O] = 5%, (1), %, (t),u, (1)]
yl(t) = Xl(t)
\/— Y, (1) = X, (t)

229

A

3. abra Szabadkiomlés tartalyok szerkezeti vazlata, hatdsvazlata és nemlineéris allapotegyenlete

A 1égkoéri nyomasra tavozd i(t)>0 és (t)>0 hozamok Torrichelli, illetve Bernoulli tételei alapjan
Qu(t)=ud:*mV[2gh:(0)], qa(t)=ud>’m[2gh,(t)], ahol 4~0.85 a kifolyési tényezd, g a nehézségi gyorsulas, d°r az
aramlasi keresztmetszet. A rendszer allapotvaltozadi és egyben kimendjelei a hi=x,=y; és h,=X,=y, szinthelyzetek.
Az allapotegyenlet az egyes tartalyok anyagegyensulyi feltételei alapjan irhatok fel, ezek azt fejezik ki, hogy a
szinthelyzetekben dt idé alatt bekdvetkezd dh valtozasok a tartalyokban D?zdh térfogat valtozasokat
eredményeznek, amit a bearamlo és kiaramld hozamok kdzotti egyensuly felbomlasainak eltérései hoznak 1étre.
Az uy(t)=uyg és Up(t)=uy allandd értékek mellett kialakuld egyensilyi helyzetben a bearamlo és a kiaramlo
hozamok azonosak, ezért u10=q10=,ud127r\/ [2ghyo] és u20+q1o=u20+u10=q20=ﬂd227r\/ [2ghy]. A szerkezeti vazlatot, a
rendszert absztrahalé MIMO tagot, az alaptagokbdl felépithetd hatasvazlatot, €s a rendszer allapotegyenleteit a 3.
abra tartalmazza. A masodrendli nemlinedris rendszer allapotegyenlete két, elsérendli, kozonséges
differencialegyenletet tartalmazé differencidlegyenlet rendszerbdl all, a matematikai modell nemlinearitdsat az
okozza, hogy a g; és g, hozamok a h; és h, szinthelyzetek négyzetgyokétsl fiiggnek. A hatasvazlaton ezt a
gyokvono nemlineéris algebrai tagok jelenitik meg (a gydkvono tag olyan nemlinedris alaptag, amelynek o(t)
kimend jele az i(t) bemend jelének négyzetgydke: o(t)=Vi(t)). A fizikai miikodésbdl kovetkezik, hogy allando
értékli Uyp és Uy hozamok mellett sziikségszertien kialakulnak a szinthelyzetek hy és h,g allandosult értékei
(6nbealld rendszer), amikor is a tartalyokba be—, és kiaramlé hozamok egymassal azonosak:

U10=010 — hye={uso/ [ﬂdlzﬂ\/(ZQ)]}z :(31(“10)2
Uz +(10=UzotU10=020 — hzo:{(u10+U20)/[/1d227f\/(29)]}2: Cz(Ulo"'Uzo)z-
= {U[ud QYT co={[U[ud,’m(2g)]}*

A Kkifejezésekbdl lathatd, hogy az allandosult viszonyokat leird ho=h(ug) statikus karakterisztikdk parabolak,
mivel az egyensulyi szinthelyzetek a bearamlé hozamok négyzetétol fiiggnek (lasd 4. abra). Az egyensilyi
helyzet kialakulasahoz vezetd hy(t) és hy(t) idofiiggvények meghatirozasahoz a nemlinearis differencialegyenlet
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rendszert kell az uy(t), u,(t) hozamok és a h;(0), hy(0) kezdeti feltételek ismeretében megoldani'®. Ezek az
idéfiiggvények az iires tartalyok (h;(0)=0, h,(0)=0) felt6ltédési folyamataban monoton névekedve tartanak a hyg
és hyg allandosult értékek felé. A két bemendjel (Ug, U,), a két allapotvaltozd (x;=hy, X,=h,), és a kimendjeleknek
is tekintett (y;=x;=h;, yo=x,=h,) valtozok alapjan a jelatvitelt MIMO tag absztrahélja, a bels6 hatasmechanizmust
a linearis és nemlinedris alaptagokbdl felépiild hatdsvazlat szimbolizalja. A fizikai miikddésbol kdvetkezden a
u(t) bemendjelek, az x(t) allapotvaltozok és az y(t) kimendjelek kizardlag pozitiv értékek lehetnek. Figyeljikk
meg, hogy az alaptagokbdl felépitett hatasvazlat mindkét integrald tagja a sajat Xy(t), Xo(t) kimendjelérdl — a
nemlinedris gyokvond tagokon keresztil — mnegativan visszacsatolt. Ennek kovetkezménye a rendszer
aszimptotikusan stabilis tulajdonsaga. A hatasvazlat alapjan is megallapithatjuk, hogy allandé bemeneti
hozamok mellett a rendszer egyenstlyi allapotaban az integral6 tagok dx(t)/dt bemendjeleinek zérus értékei kell
hogy legyenek (mert ha nem ez lenne, nem lehetne allandosult allapot), ezért példaul az x;o allandésagahoz
sziikséges, hogy dx;o/dt=0=(1/D1%7)(U10—010)=(1/D1’7) [Uso—(ud*m)N(29x10)] legyen. Az xio egyensulyi értéke —
egyezden a korabban mas modon értelmezett eredménnyel — ebbdl

u
X0 =My = (m)z =¢,(Uy)?

Ennek a kifejezésnek az alapjan abrazolhatjuk a tartalyok X;o=hyo=fi(Usp) és Xpo=hyo=F>(Usg+Uy) statikus

karakterisztikait, amelyek azt mutatjak meg, hogy az allando Uy , illetve uip+u,g befolyo térfogatmennyiségek

miként befolyasoljak a hiy, hyy szinthelyzetek allandosult értékeit. Ezek a Karakterisztikik egyébként

masodkoku parabolak (lasd 4. abra).

X10=h10 X20=h20 I

h10=f1(U10) h20=f2(U10+U20)

Uzo+Uz0

Uio
] Uzo+Uzo

4. abra. A tartalyok statikus karakterisztikai

A statikus karakterisztikak egy fizikai objektum esetében akkor értelmezhetdek, ha az
allandoénak felvett up bemendjelek hatasara 1étrejon a dinamikus rendszernek egy olyan
allapota, amelyben a rendszer x(t) allapotvaltozoi és az y(t) kimendjelei is egy Xo, Yo allandé,
de nem zérus értékeket vesznek fel. Ezek az allando értékek egy tranziens folyamat
,»lecsengésének” végére jonnek 1étre. Az ilyen dinamikus folyamatok aszimptotikusan stabilis
(onbedllonak is nevezett) rendszerek. A fizikai objektumok nem mindegyike rendelkezik
onbeallo tulajdonsaggal, ezeknél a statikus karakterisztika fogalma sem értelmezhetd.

2. Elektromechanikai rendszer (kiilségerjesztésii egyenaramu villamos motor)

Az élland6 @ fluxusu egyenaramu villamos gép elektromos energiat mechanikai energiava atalakitod szerkezet.
Bemendjelei az armatura korre kapcsolt u,=u; kapocsfesziiltség és a forgdrész tengelyére haté mr=u, terheld
nyomaték, elsddleges kimendjele a motor tengelyének Q szogsebessége. Az armatira tekercs ellendlldsa R,
induktivitdsa L, a forgérész tehetetlenségi nyomatéka @. Az armaturara kapcsolt Uy fesziiltség az armattra
korben i aramot indit, ami Ri(t) és Ldi(t)/dt fesziiltségeséseket hoz létre. Az i aram és a @ fluxus
ko6lcsonhatasaként my=c®i (c®: gépallandd) villamos nyomaték keletkezik, ami az i armatiraarammal aranyos.
Az m,—m; nyomatékkiilonbség a forgomozgis Oc=OdQ(t)/dt=m,—m; mozgasegyenlete szerint (e=dQ(t)/dt a
forgorész szoggyorsulasa) a gép Q2 szogsebessége (m,>my esetében) novekedni kezd. Ez a szogsebesség Ui=c DL
indukalt fesziiltséget (,.ellenelektromotoros er6t”) hoz létre az armattra tekercsben, és ennek iranya — Lenz
torvénye szerint — ellentétes az Uy kapocsfesziiltség iranyaval. Az armatura korre felirhatd Kirchhoff
hurokegyenlete (u=iR+Ldi/dt+u;) és Newton mozgasegyenlete (@dQ/dt=m,—my) alapjan hatarozhatjuk meg a

> Ennek a dx(t)/dt=—a\x(t)+Bu(t) tipusi nemlinearis differencilegyenletnek most létezik az analitikus
megoldasa is, ennek meghatarozasat — matematikai ismeretanyag felfrissitése céljabol — az olvasora bizzuk.

2013. szeptember 9. 15 SZB



Folyamatszabalyozas (etim.12) Osszefoglalas

gép allapotegyenletét. A szerkezeti vazlatot, a rendszert absztrahaldé MIMO tagot, a linearis alaptagokbol
felépithetd hatasvazlatot, a rendszer allapotegyenleteit és atviteli matrixat a 5. abra tartalmazza.

R L

u, (t) = Ri(t) + Lm +u; (t)

? <— dt
] Ldi/dt dQ(t) B
T m, (t) —my (t)

uO=wlV] @ I u \\:,\ u ) = ¢4 Q(t)
Q(t)=x:[rad/sec] m,(t) =cgi(t)
i) =x() =y, (1), Q) =x,(1)=y,(t)

o

mr(t)=u, [Nm] 0

g —> i(t) [Al=xy

Kapcsoldsi vazlat

w®=ud®) —» MIMO tag — y1()=x1()=i(t)

d . = = =(
. : O % .[ Xl(t)zli)ﬁ(t) uz(t)=mr(t) —p» Xl(t), Xg(t) L Y2(D)=%()=2 (1)
— 5 = > B
(v ) ? dit) 1 R P 1
i : oC
R T=I[—Rl(t)—0¢€!(t)+u1(t)]=—fl(t)—TQ(tHfuk(t)
] 400 1o - i- L
pm 79[C¢|(t) m; (1)]= ) i) E‘mT(t)]
_% e Yi(t) =%, (£) =i(t)
B A : Y2 =%, (0) =() Az dllapotegyenlet
O] [ R o 1
dt || L L |[x® L Uy (t)
dx, (t) % 0 X () 0 _1 U, (t)
< 22\
dt 0 x(t) 0 u(t)
" @ dx(t)/dt A B
W —% > _yl(t) _ 1 0] x(t) o 0 0] ut)
! xM=0=y:0) | y,@®)] [0 1|[x%®] [0 0][u,)
Hatdsvazlat y(®) € X(®) D u(®)
Az dtviteli matrix
¥:(8) ¥:(8) R o1
W) u©),, WO, :C(SI_A)leJrD{l o} ST 11T ° :[Wn(s) le(s)}
¥,(8) Y2(8) 0 1)_cb 0 1| [Wauls) Wy(s)
Lo, wLO),., 0 o

5. dbra Egyenarami motor hatasvazlata, linedris allapotegyenlete és drviteli matrixa

A villamos gép fizikai térvényszerliségei alapjan felépitett linedris alaptagokat tartalmazo hatdsvazlat integrald
tagjainak i(t)=xy(t) és Q(t)=x,(t) kimendjelei a folyamat allapotvaltozdi, amelyek most y;=x;=i, Y,=X,=Q
kimendjeleknek is felvesziink (egy hajtadsszabalyozasi feladatban az Q szdgsebesség a szabalyozott jellemzd
szerepkorét toltheti be, amelyet az my terhel6 nyomaték nemkivéanatosan fefolyasol, és ennek hatasat az uy
kapocsfesziiltség szandékolt valtoztatasaval ellenstilyozhatuk). A hatasvazlat alapjan figyeljik meg, hogy az
(1)>2—3—4—(1) ,,atvonalon” olyan negativ visszacsatolasu hurok van, amelyben egy negativan visszacsatolt
és egy visszacsatolatlan integrald tag negativ visszacsatolasu zdrt hataslancot alkot. Az uj(f)=Ujpp=Ux és
Up(t)=Uz=myo allandé bemendjel értékek mellett x;0=iy és X20=€2 adatokkal kialakul6 egyensulyi helyzetben az
integralo tagok bemend jelei zérus értékek (ha nem lennének azok, az iy és © nem lehetnének allandok). Ekkor
OdQyldt=0=cPiz—My,, vagyis az armatira aram allandosult iy=(1/c®@)mry értékét kizdrolag a terhelényomaték
szabja meg (a terhelés nem megengedett mértéke a gép tulmelegedéséhez és meghibasodasahoz vezethet). Az
Ldig/dt=0 feltételbdl u=Rig+cPQy=[R/(cD)|M1o+c Dy, és innen

1 R 1 .
Q= f(Ugo.Mrp) :E(Uko _Emmjza(uko _R'O)

A terhelényomaték mpy=0 értéke mellett a motor Qy* un. iiresjarasi szogsebessége ardnyos a gép Uy

kapocsfesziiltségével [Qo*=Uyo/(cP)]. Az mr=m;>0 terhelé nyomaték ezt az liresjardsi szogsebességet az my
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terheléssel aranyos AQr=—mpR/(c®)? mértékben csckkenti le (lasd 6. abra). A terheld nyomatéknak a
szogsebességre kifejtett nemkivanatos hatasat a gép kapocsfesziiltségének adott mértékii megvaltoztatasaval
lehet megsziintetni. Ha egy szabalyozasi rendszer kialakitasaval az my terhelé nyomatéknak az Q szogsebességre
gyakorolt nemkivanatos hatasat az uy, kapocsfeszultség szdndekolt moédositdsdval kivanjuk elhdritani, a motor
matematikai modelljének ismeretében tudjuk kiszamitani, hogy példaul egy Am; terhelésvatozas okozta AQr
szOgsebességvaltozas megsziintetésehez mekkora szandékolt Auy kapocsfesziiltség valtoztatds sziikséges
(armattrakdori beavatkozas).

Q(uy) Q(mr)

Mr=M=0— Mr=m;>0
Uia=Uxo+RMr/(c@)>Uio

QO .Qo Uio
AQr AQr
.Qo -QO
—T Uk
Uo — Ui mr N M

6. abra A motor Q(Uy,M)|mt=a. €s Q(Ug,M1)|uk—qn. statikus karaktrtisztikai

Annak eldontésére, hogy az éallanddé bemend jelek hatasara az i(t) és Q(t) milyen modon érik el az iy és Qg
egyensulyi értékeiket, a linearis differencialegyenlet adott uy(t), mr(t) bemend jelekre és i(0), Q(0) kezdeti
feltételekre vonatkozo megoldésa sziikséges. A tranziens folyamat — a gép R, L, @, ¢® paramétereitdl fiiggben
aperiodikusak, vagy csillapitott lengéseket tartalmazd id6fliggvények lehetnek. A fizikai mikodés
tulajdonsagaibol levonhatd kovetkeztetések alapjan — miutan az allandé uyy kapocsfesziiltség és my
terheldnyomaték hatasara létrejon az iy armatiraaram, és Q, szogsebesség allandosult értéke — a rendszer
aszimptotikusan stabilis. Ez egyébként az integrald tagok negativ visszacsatolasabol is kikovetkeztethets. Az
adott feltételek mellett targyalt elektromechanikus rendszer allapotegyenlet reprezentacioja linearis matematikai
modellhez vezetett. Meg kell emliteniink azt az esetet is, amikor a @ gerjeszt fluxus nem dllando érték, vagy
esetleg szandékolt valtoztatasaval is befolyasolni kivanjuk a motor Q szogsebességét (gerjesztOkori
beavatkozas). Ilyen esetben a rendszer allapotegyenletei alapvetéen nemlinedris tulajdonsagtiak, és a @ gerjeszto
fluxus alacsony értéke a szogsebesség lizemzavar jellegii ,,megszaladasahoz” is vezethet.

3. Elektronikus aramkor (PID szabalyozo)

A PID szabalyoz6 egymassal parhuzamos kapcsolast aranyos (P)—, integrald (1)—, és egytarolos differencialo
(DT) csatornabdl (miiveleti erésitéket, R, C aramkori elemeket és tapegységet tartalmazoé alkatrészekb6l) rakhato
Ossze. Ennek aramkori kapcesolasi vazlatat mar korabban részleteztilk. A szabalyozo linearis alaptagokbol
felépiil6 hatasvazlatat, allapotegyenletét, atviteli—, és atmeneti fliggvényeit a 7. abra tartalmazza. Figyeljik meg,
hogy az egytarolds differencidlo tagot késletetés nélkiili aranyos tagnak integrald taggal torténd negativ
visszacsatolasa valdsitja meg. Mind az allapotegyenlet, mind pedig az atviteli fliggvény a hatasvazlat alapjan
kozvetleniil felirhatd. Az allapotvaltozok az integrald tagok kimendjelei, vagyis az x; az | csatorna integralo
tagjanak kimend jele, az x, a DT csatorna visszacsatolo dagaban 1év0 integrdalo tag kimend jele. Az y
kimendjelnek az allapotvaltozokbdl és a bemendjelbdl torténo ,,0sszerakasa” most komolyabb figyelmet igényel
(lasd az allapotegyenleteket).

A W(s) atviteli figgvény PIPD id6allandds normalalakjat a szabalyozo méretezésekor, a vele egyenértékii PID
alakot pedig az aramkori realizalaskor hasznalhatjuk. Az u(t)=1(t) allandé bemendjel mellett az y(t)=v.(t)
kimendjel (amely egyébként a parhuzamos kapcsolast alkotd P, | és DT csatorndk kimendjeleinek az dsszege)
idéfiiggvénye az integrald csatorna miatt t—oo mellett ,,minden hataron tal” novekszik™®. Az y(t) kimené&jel
allandé értéket csak u(t)=0 bemendjel mellett tud felvenni. Miutan az atviteli fliggvény szamlaldja és nevezdje
azonos fokszamu, a Ve(t)=L {W,(s)/s} atmeneti fiiggvénynek a t=0 idépontban v4(0)=K(1+Tp/T)=k. T4 /T értékii
ugrasa van. Ez az elrendezés igen sokféle szabalyozasi feladat megoldasaban a szabalyozo alrendszerét
absztrahalja. Az allapotmatrix diagonalis, 2;=p;=0 és 1,=p,=—1/T<O0 sajatértékekkel, amelyek egyébként a W,(s)
atviteli fiiggvény polusait is jelentik. Az atviteli figgvény PIPD alakjabol az is leolvashato, hogy a szabalyozo
atviteli fliggvényének két zérushelye van, és ezek z;=—1/T;<0, 2,=—1/T4 <0. A technikai kialakitas mai szintjén a
PID szabalyoz6t nem miveleti erdsitokbol felépitett analog aramkor, hanem digitalis eszkéz (PLC,
folyamatiranyité szamitogép, stb.) realizalja. A hatasvazlat | csatornajan megjelend visszacsatolatlan inzegralé

® Ezt a ,minden hatiron tal” torténé novekedést az integralé hatast realizalé fizikai objektum (pl. a
kondenzatorral visszacsatolt miiveleti erésitd) telitddése korlatozza.
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tag el6idézdje a rendszer labilitasanak, ami most abban nyilvanul meg, hogy az allandé U, bemendjel hatasara X,
allapotvaltozo — és ennek hatasara az y kimendjel is — minden hataron til ndvekszik. A hatasvazlatbol, vagy a
W,(s) atviteli fiiggvény PID parhutamos alakjabol egyszeriien meghatarozhatd a v¢(t) atmeneti figgvény. Ebbol
lathatban a szabalyozo egy y(0)=K (1+Tp/T) forszirozott kimené jellel ,,indit”, majd az integrald csatornajanak
révén a kimené jelét id6ében linearis fiiggvénykapcsolat szerint mindaddig néveli, amig az u(t) bemend jele
zérussa nem valik.

P Ll ,
: 1 Il , 1
i P : ardanyos csatorna !
dx, l L reerdls csat i
u(t) . Ka(t) 1 - 1 i xa(t) y(t) i . integralo csatorna E
—> > > T > ' DT : egytérolds differencidlé csatorna
DT T Az dllapotegyenletek
o adi > I %a(t)
A hatdasvazlat - ax,
at dx, (t) K,
dt 0 0 X () T,
1 4 ‘ = 1 + L ju(t)
K. L e G 26070 -1 k0] K,
D dt TT T
1+Tp/T » dx(t) / dt 5
T X, (t
TofT | | T yo- -1 Y1k e
: . Wy(s)=——T —— STo Tle®] T
e T T 11 LesT N L
P TTys W(s)=C(sl —A)'B+D
LIRS T Az arviteli fuggvény

Az dtmeneti figgvény

t
Wc(s)=Kc[1+i+ *To j:kC ArsT) desTy) vc(t)=Kc[1+TL+Tr—De TJ

uy | sisotag |y STy LT STi (+sT)) '
S PID Pl PD
"l x(®), ot T, - )T, -
1, %:(1) POTRURAFELEN WS S8 JE S S Ul S
T, T, +T, -T

7. abra PID szabalyozé hatasvazlata, linedris allapotegyenlete, dtviteli— és dtmeneti fiiggvényei

Miutan jelen esetben SISO tagrél van szd, az deviteli fiiggvény PIPD alakjabol a tag rendszeregyenlete
kozvetleniil felirhato:

W,(s) = y(s) _\ @+sT)A+STy) _ kTTys” +k (T +Ty)s+K,

u@s) ¢ sT,(+5sT) TTs2+T,s

d2y(t) _ dy() d2u(t) du(t)
TT—L2 47 2ok T T +k (T +T +k.u(t
i dtz i dt cli'd dtz c\li d) dt C ()

Vegyiik észre, hogy a dinamikus tag rendszeregyenletében n=m=2 és nem szerepel benne (e%y mas
értelmezésben zérus egyiitthatoval van jelen) az y(t) kimendjel, csupan ennek dy(t)/dt els6rendii és d@y(t)/dt?
masodrendti id6 szerinti derivaltjai.

4. Elektronikus aramkor (RC oszcillator)

Az elektronika egyik fontos, széles korben felhasznalt aramkore a harmonikus jelet el6allitd RC oszcillator.
Aramkori kialakitasat tekintve két, egyméssal soros kapcsolést alkoto integrator negativ visszacsatoldsdabol épiil
fel. Villamos kapcsolasi vazlatat, allapotegyenleteit, hatasvazlatat, atviteli—, és atmeneti fiiggvényét a 8. abra
tartalmazza. Az u(t)=1(t) egységugrasra adott valaszbol lathatéan az y(t)=v(t) kimendjel w=1/RC
korfrekvencidju (T,=2zRC periodusidejii) harmonikus lengémozgast végez, az oszcillacié korfrekvencidja az R,
vagy C értékeivel befolyasolhatd. A rendszernek ug=allanddé bemendjele mellett X,0=Ug, X10=0 értékekkel
virtudlis'” egyensulyi pontja van (ekkor az integratorok bemend jelei zérus értékek), de innen egy Aug allandd
bemendjellel kimozditva x;(t) és Xp(t) harmonikus lengdémozgasba kezd. Figyeljiink fel arra, hogy a két,
egymassal soros kapcsolast alkotd integrald tag negativ visszacsatolasa a stabilitasi hatarhelyzetben 1€v6 (tehat

Y Ez az egyensulyi helyzet azért ,virtudlis”, mert barmilyen hatis, ami a rendszert ebbdl kimozditja majd
magara hagyja, harmonikus lengémozgast eredményez.
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gyakorlati szempontbdl labilis) rendszert eredményez (az 6sszegz6t és az integratorokat tartalmazd aramkori
hurokban 1évé paratlan szamu miiveleti erdsitéi fazisforditd tulajdonsaggal rendelkeznek, ennek eredménye a
hurok negativ visszacsatolasa). Ha a visszacsatolas pozitiv lenne, a labilis tulajdonsag abban nyilvanulna meg,
hogy a rendszer ugrasjelre adott Xy(t), X»(t)=y(t) valaszai monoton jelleggel ,,minden hataron tilmenben”
novekednének. Ez a jelenség természetesen csak addig tartana, amig a miiveleti erdsitok be nem telitédnek.

Um R (1) | %l R R__ 0
|7 0sszegzd integrator Integrator
y()=v(t)
A kapcsolasz vazlat Y
A hatasvazlat dx, dx, ) u()=1(t)
u() 1| dt X | dt I Xa(t)=y (1)
— RC » » E >
t
27RC
Az dallapotegyenletek Az atmeneti figgvény
|
= O _ 2y -x,0)
ION R Y(s)=W(S)u(s) dt  RC ’
’ "1+ (sRC)? %O _ 1,0
dt RC
y(t) =X, (t)
Az atviteli ﬁiggvény E T
o % Ceel =
T PR Gl S S a0 || 1 [mr)} FaRs
141 1+(RC)* s’ +wp at RC 0 L°
(sRC)? <
2
@ 1 1 %, ()
v(t)=L* “}=1-cos(w,t) @, =— y(t)=|0 1{ }+Ou(t)
O=LHG = (@) @ = L 4 ol

8. abra RC oszcillator aramkori kapcsolasa, hatasvazlata, linedris allapotegyenlete, datviteli fiiggvénye

Az A allapotmatrix karakterisztikus egyenlete és ennek gyokei: det(A/-A)=0, A;,=+j/RC=%jwy, vagyis a
sajatértékek valos részei zérus értékek, tehat mindkét sajatérték a komplex szamsik imagindrius tengelyén van.
Itt jegyezziik meg, hogy a két integrator pozitiv visszacsatolasa mellett a rendszer allapotmatrixanak sajatértékei
M=1RC=wq és 1,=—1/RC=-w, lennének (vagyis mindkét sajatérték a komplex szamsik valds tengelyén lenne),
ami a pozitiv valos sajatérték miatt a labilitas biztos tulajdonsagat mutatja. Ez utobbi esetben nem jonne 1étre az
oszcillacio, az eredd atmeneti fliggvény monoton ndvekedve a végtelen érték felé tartana. Miutan a rendszer Xy,
Xp allapotvaltozoi és y kimendjele alladd up, bemendjel hatisara nyugalmi helyzetet felvenni a negativ
visszacsatolas mellett sem képesek, a labilis jelleg ekkor is fennall. De ez utdbbi esetben az oszcillalo jelek
mellett ezek amplitadéinak korldatossdga megmarad. Ha viszont az u(t)=sin(wt) gerjesztés olyan harmonikus jel,
amelynek korfrekvenciaja azonos a fizikai objektum wq sajatfrekvenciajaval (w=wy=1/RC), kiilsé rezonancia
esete allna fenn, a jelek amplittidoi ekkor minden hataron til ndvekednének. Az atviteli fiiggvény alapjan a SISO
tag rendszeregyenlete:

a2y

dz +agy(t) = ogu(t)
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Vegyiik észre, hogy ebben a masodrendii, allandé egyiitthatdji, linearis differencidlegyenletben a kimendjel
dy(t)/dt elsérendii differencialhanyadosa nem (illetve zérus egyiitthatéval) szerepel™®. A csillapitatlan legést
jelenté miikodés (ami szabalyozastechnikai értelemben labilitast jelent) most {izemszerii allapotnak felel meg.

5. Biologiai folyamat (Volterra allapotegyenlete’)

Két, egymassal azonos teriileten versengd X;(t) és X,(t) diszkrét szamossagt, de az elemek nagy szama miatt
folytonos szamossagunak feltételezett mikrobafaj szaporodik. Volterra a szaporodasi folyamatot a

dxé t(t) = £,[%, (1), X, ()] = Ky X, () = myx, (©)X, (1)
dxét(t) = ,[% (1), X, ()] = Ky X, (1) — M, X, (£)X, (1)

nemlinearis allapotegyenletekkel irta le. A Kix;(t) és koXx(t) a korlatozasoktol mentes novekedési mértéket jelenti
(feltételezziik, hogy Ki>k,>0), az mix;(t)xa(t) és myxi(t)X,(t) pedig a verseny kovetkeztében a ndvekedési
mértékben bekovetkezd csokkenés jellemzéje (M0, my>0). Az x1(0) és X(0) kezdeti feltételek és az xy(t) és
Xo(t) szamossagok kizardlag pozitiv értékek lehetnek.

A hatdsvazlat x1(0)>0 X2 x1=0 (x4 kihal,
l X, szaporodik) t=0
dx,/dt Xa(t)
Doy X I Q.4 >  trajekioria
k. <
m - x1(0)
Xz(o)
A X1(t)Xz(t) <t Ki/
P « ms
< T |e L \
A 4 , labilis
nyeregpont
m; k, yeregp
0 ) %

kz/ my

........ > 1 I L > _Pﬁ(])
dxo/dt Xa(t) .
%2=0 (xo kihal,

x1(0)>0 labilis X; szaporodik)
csomopont

9. abra A Volterra allapotegyenlethez rendelhetd hatasvazlat és az allapottrajektoria

Az allapotegyenlethez rendelhetd nemlinearis rendszer hatasvazlatat, az X;~X, allapotsikon elhelyezkedd (P jelt1)
virtualis egyensulyi pontok koordinatait, és a kiilsnféle kezdeti feltételekbdl indulo allapot—trajektoriakat®® a 9.
abra tartalmazza. A rendszer u(t) bemendjeleit zérus értékeknek tekinthetjiik, az allapotvaltozok mozgasat a
kiilonbozé értékeket felvevd x;(0)>0, X2(0)>0 kezdeti feltételek generaljak. Az integrald tagok a k; és kj atviteli
tényez6kon keresztiill onmagukrol pozitivan visszacsatoltak, az myx;(t)xx(t), illetve az myx;(t)xx(t) szorzo6 tagon
keresztiili visszacsatolasuk viszont negativ. Az Xy(t), Xo(t) id6fliggvények menetét — a szorzas nemlinearis
miivelete miatt — jelentdsen befolyasolja, hogy milyen kezdeti feltételekrél indul az X; és X, szaporodasi vagy
kihalasi folyamat. A virtualis egyensulyi helyzetek az integratorok zérus értékli bemendjeleinél lehetnek, amikor
is Xmoldt:klxlo—m]_Xszo:O, illetve dXQQ/dt:k2X20—m2X10X20:O. Az ezt klelégit(')' megoldésok az X1~Xo éllapotsik
X10=%20=0 koordinataji és P jelii (csomopont) —, valamint az X;o=ko/my, Xo=K:/m; koordinataji és Py, jelii
(nyeregpont) pontjaiban vannak (lasd 9. dbra). Az egyenstlyi pontok stabilitdsviszonyait Poincaré—, vagy
Ljapunov stabilitasi tételei alapjan a munkapontokban linearizalt rendszer allapotmatrixanak sajatérték eloszlasa
donti el. A linearizalt modellnek egy P jelii egyensulyi pontra vonatkozé kifejezései

18 Altalanos érvényli tulajdonsag: ha a rendszeregyenletben az y(t) kimendjelet vagy valamelyik d®y(t)/dt
(i:1,2,...,n—1) derivaltjat tartalmazd egyiitthatd zérus értéket vesz fel, a tag labilis (Iasd a Hurwitz kritérium
egylitthato feltételét).

* Irodalom: Csdki Frigyes: Korszerii szabalyozaselmélet. Akadémiai Kiado.
20 Az allapottrajektoriak az xy(t) és X,(t) allapotvaltozok id6fiiggvényeinek egy tombritett abrazolasi formaja az
az X,~x, allapotsikon, grafikonjuk az idében paraméterezett formaban megjelenitd x,=f(X;) gérbék.
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a0 _ 205, 0, 08|
dt 6X1 p ' 2 P ’
dAX, (1) _ o, (% %,)| Ax (1) + o, (%, %,)| A%, (0)
= 1 2
dt 6)(1 |P 2 P

o (X %) ofi(X,%,)

A x|, x| {kl —MX,,  —MXg }
b = =

of, (%4, %,) of (%1, %,) —MyXy Ky —MyXgg

0X,

0X,

P P

A P illetve P, egyenstlyi pontokra vonatkozd Apgs €s Apny allapotmatrixok a megfeleld Xjo, Xzo koordinatak
helyettesitésével kaphatok. Az allapotmatrixok és ennek sajatértékei:

A Py pontban: X,o=X,,=0

k, 0
Aps = >4 =k >0, 4,=k,>0
0 Kk
: k, k
A P, pontban: ><m=m—2 X20=F11
o kM
Apny = m e > A =Kk, >0, 4, =—ykk, <0
2
—k—2 0
1m1

Miutan a P pontra linearizalt rendszer allapotmatrixanak mindkét sajatértéke pozitiv, a P,y pontra linearizalt
rendszer allapotmatrixanak egyik sajatértéke pozitiv, ezért mindkét egyensilyi pont labilis (lasd Ljapunov
kozvetett stabilitasi kritériuma). Az allapotsikon abrazolt trajektoriak azt szemléltetik, hogy a kiilonféle kezdeti
feltételekb6l induld szaporodas (vagy kihalas) miként alakul. Lathatoan az egyik faj kihalasa (amikor is
egyedeinek szama zérusra csokken) sziikségszerlien bekovetkezik. Az idében paraméterezett trajektoridk az
allapotvektor végpontjanak mértani helyeit jelentik, mikozben a kezdeti feltételek hatasara a rendszer
mozgasban van. A trajektoriakat meghatarozo x,=f(x,) kifejezések a

ax, (t)
dt :&7 fo (X1, %2) _ kX, —MyXiX,
ax, () dx,  f(%, X))  KgXg —MX X,

dt

trajektoria differencidlegyenlet x,=f(x;) megoldasai, ezeket azonban itt nem részletezziik. Az 9. dbra azt mutatja,
hogy a P szingularis pont (labilis csomdpont) kornyezetébol ,,parabolak”™, a P, szingularis pont (labilis
nyeregpont) kornyezetében pedig ,hiperbolak” a meghatarozé trajektoria menetek.
A példakban bemutatott fizikai, biologiai objektumokhoz (hidraulikus—, elektromechanikus—,
PID szabalyozo—, elektronikus fizikai rendszerek, illetve egy biologiai folyamat) kiilonféle
formaban megadhaté matematikai modelleket rendeltiink. Ezek nemlinearis (hidraulikus
rendszer, ¢és biologiai folyamat)—, illetve linedris (villamos gép, PID szabalyozd, RC
oszcillator) allapotegyenletek voltak. Lathattuk, hogy linedris rendszer esetben az u
bemendjel—, az x allapotvaltozo—, és az y kimendjel kozotti fiiggvénykapcsolat az s Laplace
operator tartomanyban — az atviteli matrix, illetve az atviteli fiiggvény fogalmak
bevezetésével — algebrai kifejezéssel is leirhato. Ekkor — az A,B,C,D paramétermatrixok és az
u(s)=L{u(t)} ismeretében és x(0)=0 feltételezésével — az X(S) és y(S) megoldasok az
allapotegyenletek transzformaltjaibol kozvetleniil kifejezhetdk:

X(s)=(sI-A) "Bu(s)

y(5)=[C(sI-A) *B+DJu(s)=W(s)u(s).
A modellalkotasnal egyrészt elhanyagolasokat tettlink (4ramlasi turbulencia, a folyadék
viszkozitasa, a forgdmozgas 1égellenallasa, az armatiira &ramnak a fluxusra valo visszahatésa,

a muveleti erdsiték driftje, stb.), masrészt van a jeleknek egy olyan tartomanya is, amelynél a
matematikai modell érvényét veszti (tartalyok tulfolydsa, motor talterhelése, miiveleti
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erdsitok telitddése, stb.). Mindezek miatt nem egzakt leirasokrol van szo, és ezek is csupan a
jelek egy adott tartomanyaban jellemzik a rendszereket. Mindegyik rendszer allapotegyenlete
két elsorendii differencialegyenletet tartalmazott (n=2, masodrendii lineéris és nemlinearis
rendszerek), amit a linearis és nemlinearis alaptagokbdl felépitett hatasvazlat két integrdlo
tagja is reprezental. A SISO tagok esetében (PID szabalyozd, RC oszcillator) az
allapotegyenletek mellett a mdsodrendii rendszeregyenleteket is megadtuk. Altaldnos esetben
természetesen alacsonyabb (n=1), vagy magasabb (n>2) rendszamok is el6fordulhatnak, és a
bemend—, illetve a kimend jelek j és k szama is tetszéleges lehet. Az RC oszcillator és a
biologiai folyamat példai azt kivanjak érzékeltetni, hogy a dinamikus rendszerek allapotteres
leirasanak a szabalyozasi alkalmazasokon tilmutato jelentsége is van. A példak a stabilis és
labilis egyensulyi pontok mindségi kiilonbozéségeit is illusztraljak, megmutatva, hogy a
labilis egyensulyi pontban a rendszer allapotvaltozoi nem tartozkodhatnak. A tartalyok és az
elektromechanikai rendszerek dnbedllé (stabilis) tulajdonsaggal rendelkeznek, ezért az
allando6 ug bemend jelek mellett (mintegy a tranziens folyatok végértékeként) kialakulnak az
allapotvaltozok és a kimend jelek Xo, Yo egyensulyi értékei. Ekkor értelmezhetdek az
egyensulyi értékek kozotti fiiggvénykapcsolatok, és az ezeket megjelenitd yo=Yy(Up) Statikus
karakterisztikak. A kiilonféle technologiai fol%/amatok matematikai modelljét a folyamaton
végzett mérési eljarasokkal is eld lehet allitani'.

A bemutatott példakbol lathatd, hogy a mérnoki szemléletmod a matematikai modellekhez
egy jelatvive tagokkal absztrahalt vazlatot (a hatasvdzlatot) rendeli. Ez a képletszeriien
megkonstrualt matematikai modellel egyenértékiien, de attol szemléletesebben fejezi ki a
rendszer jelei kozott meglévo oksagi viszonyokat, a statikus és dinamikus tulajdonsagokat, a
valdsagos vagy virtudlis egyensulyi helyzetek kialakuldsanak lehetdségeit. A hatdsvéazlaton az
ok—okozat relaciok u(t) bemendjel (0k) — X(t) allapotvaltozé (okozat és egyben ok) — y(t)
kimendjel (okozat) fliggvénykapcsolatokban jelennek meg, és algebrai és dinamikus
alaptagokbol allo struktirat alkotnak. Az algebrai (mas néven memdriamenteS) tagok
idokesleltetés nélkiili fiiggvénykapcsolatot absztrahalnak a bemeneteik és kimeneteik kozott, a
dinamikus tag vagy egy integralo (1)—, vagy pedig egy holtidds (H) tulajdonsaggal rendelkez6
linearis alaptag. Az 1 tag o(t) kimend (output) jele az i(t) bemend (input) jelének iddszerinti
integralja [mas megfogalmazasban az | tag kimend jelének a sebessége azonos a bemend
jelével: do(t)/dt=i(t)], a H tag kimendjele a bemendjelének T, holtidével késleltetett
figgvénye. A dinamikus alaptagok /inedris tagok, ezért matematikai leirasaik az
idétartomanyban és az operator tartomanyban egyarant értelmezhetdek:

| tag: o(t):ji(t)dt N W,(s):ﬁzl
0 i(s) s
Htag: o(t)=i(t-T,) — WH(s)=%:e—sTh

Mindezekbdl az a fontos tulajdonsag is kovetkezik, hogy az integrald tag o(t) kimend
jelének az i(t) bemendjel hatasara keltett Ao(t) megvaltozdsahoz t>0 idére van sziikség (ami
egyébként azt is jelenti, hogy véges bemendjel ugras hatasara az integral6 tag kimendjele a
bemendjel ugrasanak iddpillanataban valtozatlan marad). Az | tag fontos jellemzdje, hogy

2l Ennek egyik modszere (amelyet elsésorban az egy bemenetii—, egy kimenetii SISO rendszerekre

alkalmazhatunk) az u(t)=1(t) egységugrasra adott y(t)=v(t) valasz (az atmeneti fiiggvény) feldolgozasan alapszik
(az eljarast atmeneti fiiggvény alapjan végzett folyamat identifikacionak nevezik).
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o(t) kimendjele csak akkor lehet dllando, ha az i(t) bemendjele zérus, illetve az aktualis, t;
idopillanatban felvett o(t;) kimendjele a bemendjelének teljes (—oo<t<t; intervallumban
felvett) ,.el6életétol” fiigg (memoria jellegii tulajdonsag). A holtidés tag kimendjele a
bemendjelének a megvaltozasat csak a Ty holtidS eltelte utdn koveti’. Az integrald és a
holtidés alaptag minden dinamikus fizikai rendszer jelatviteli tulajdonsidgaban és ennek
matematikai leirdsdban sziikségszeriien jelen van, és az u bemendjel és y kimendjel kozotti
jelkésleltetést absztahalja. Ha a Ty, holtid6 okozta késleltetés az integralo tagok jelenlétébol
szarmazo6 késleltetéshez képest igen kicsi, ennek hatasatol gyakran eltekinthetiink.

Integralo alaptag Holtid{s alaptag
o(=wi()=1(t) o(t)=w(t)=5(t-Ty)

i(H)=5(t)

............ > i(t)=3(t)

Th
A w(t) sulyfiiggvények
o(t)=wi(t)=t o(t)=vu(t)=1(t-Tx)
v v
L / i(H=1(t) 1 i()=1(t)
! T

A v(t) atmeneti fiiggvények
W, (jo) =e 1™

] j
O<w<oo
w=c0l +
() é
+
W.(i Va(an)
®)=——
(jo) == A, 1)
O<w<oo o
: w="—
alulateresztd sziird  mindent atereszt6 sziird 2T,

A W(jw) frekvencia fiiggvények

10. abra Az integralo () és a holtidés (H) alaptagok w(t), v(t) és W(jw) renszerjellemz6 figgvényei
Megjegyzés
Az integralo és a holtidés alaptagok linearis dinamikus tagok, és a nemlinearis dinamikus rendszerek
jelatviteli tulajdonsagainak leirasaiban is jelen vannak. A dinamikus rendszer alapvetd rendszerjellemzd

fiiggvénye a tag allapotegyenlete, illetve a rendszeregyenlete. Linedris SISO rendszerek esetében ezen tilmenden
a W(s)=y(s)/u(s) atviteli fiiggvény, a w(t)=L{W(s)} salyfiiggvény (ami az i(t)=6(t) Dirac impulzusra adott

22 Az | (integrald) tag els6rendii linearis differencidlegyenlete: do(t)/dt=ki(t), vagyis az o(t) kimendjelének
do(t)/dt sebessége ardanyos az i(t) bemend jellel. Az | tag dtviteli fiiggvénye ks (az | alaptag esetében a k,
integralasi atviteli tényezé az egység). A H alaptag olyan linearis tagnak is tekinthetd, melynek exp(—sTy)
transzcendens atviteli fiiggvénye

. T, .
e = lim @+ s—)yN = lim
ol 5% g0 g Ty
( *N)

szerint is kozelithet. Ez N>1 szami, T=T,/N>0 id6allandoval rendelkezd, 1/(1+sT) atviteli fuggvényl
egytdrolos aranyos tag soros kapcsolasanak felel meg (a N=10 mar j6 kozelitésnek szamit).
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vdlasz), av(t)=L"{W(s)/s} atmeneti fiiggvény (ami az i(t)=1(t) egységugrasra adott vilasz) és a W(iw)=W(S)s=es
frekvencia fiiggvény (ami az i(t)=1sin(w?) harmonikus bemend jelre adott harmonikus o(t)=a(w)sin[w+g(w)]
valasz a(w)=absW(jw) és p(w)=arcW(jw) amplitadojat és faziseltolasat szolgaltatja). Az integrald és a holtidds
alaptagok sily—, dtmeneti—, és frekvencia fiiggvényei a 10. abran lathatok. A w(t) sulyfiiggvény és a v(t) atmeneti
fiiggvény grafikonja szemléletesen mutatja, hogy a d(t) és 1(t) bemendjelekre milyen kimendjel valasz jon 1étre.
A frekvencia fliggvény azt jelzi, hogy az i(t)=1sin(w?) harmonikus bemendjelre adott harmonikus
o(t)=a(w)sin[wt+p(w)] valasz 1 tag esetében olyan, hogy w—oo esetében a(w)=absW(jw)—0, de a
korfrekvenciatol fiiggetleniil ¢(w)=arcW(jw)=—m/2 (alulatereszt6 sziiré), a H tag esetében minden w
korfrekvencian a(w)=absW(jw)=1, de az w korfrekvenciatél fiiggden p(w)=arcW(jw)= —wT, (mindent ateresztd
szUrd).

A dinamikus rendszerek allapotteres leirasanak hatasvazlattal torténd szemléltetésénél

alkalmazott fontos elv, hogy egy x(t) jel dx(t)/dt derivaltjat integralé alaptag i(t) bemenetén
mikodtetve, az integrald tag Kimeneten maga az o(t)=x(t) jel jelenik meg.

Az allapotegyenlet részletezése

Egy fizikailag realizalt dinamikus rendszer (pl. a szabalyoz6, a folyamat alrendszerei vagy
maga a teljes zart szabalyozasi rendszer is) tulajdonsagait leird egyik altalanos matematikai
modell az n szamu dx;(t)/dt allapotsebességet és az xi(t) allapotvaltozot, valamint a j szamu
ui(t)y gerjesztést tartalmazd  elsérendii  kozonséges  differencialegyenletb6l — allo

differencidlegyenlet rendszer (az i—edik dx;(t)/dt allapotsebesség az X, Xz, ..., Xn
allapotvaltozok—, és az Ui, Uy, ..., Uj bemend jelek mindegyikének az f; nemlinedris
fliggvénye), amelyet a k szamt ¢és az yi, Yo, ..., Yk kimend jelet (amelyeknek mindegyike

szintén az allapotvaltozoknak és az bemend jelek mindegyikének a gi nemlinearis fiiggvényei)
definialo algebrai egyenletrendszer egészit ki®>. A fizikai objektum xi(t) allapotvaltozoi olyan
valtozok, amelyeknek a t; idopontbeli Xj(t;) ismerete alapjan a tetszoleges Xi(t2) és az yi(to)
(t>t;) valaszok meghatarozhatok, ha ismerjiik a matematikai modellt és az uj(t) gerjesztések
t;<t<t, idSintervallumbeli értékeit?®. Az u(t) gerjesztésnek az y(t) valaszra kizvetlen és
kozvetett hatasa van, a kozvetett hatas az X(t) allapotvaltozok kozvetitésével valosul meg. Ezt
a matematikai modellt a dinamikus rendszer dgllapotegyenlet reprezenticiojanak, az X;
allapotvaltozok altal kifeszitett n dimenzids teret dallapottérnek (state—space) nevezziik.
Altaldnos — holtid6t nem tartalmazo — alakja (j szamt bemendijellel, k szamu kimendjellel
rendelkez6, N rendszami nemlinearis MIMO taggal absztrahalt rendszer esetén):

% A miiszaki technologiai folyamatokban az u iranyito jel, az u, zavar6 jelek, és az y szabalyozott jellemzd
kozotti fliggvénykapcesolat meghatarozasara a mechanika, a villamossagtan, a hétan, az aramlastan stb.
torvényszeriségei (Kirchhoff, Newton torvények, a hoatadas és hévezetés torvényei, Bernoulli egyenletek, stb.)
keriilnek felhasznalasra. A folyamatok kauzalisak (az ok idében megeldzi az okozatot), és az U bemendjelek
hatasara kivaltott X allapotvaltozok és y kimendjelek iddlefolyasai igen valtozatos képet mutatnak. Az energia €s
anyagtarolasi okok, valamint a jelterjedés véges sebessége miatt a kimendjel késleltetve reagal a bemendjelek
megvaltozasaira, e késleltetések nagysagrendjei a usec~msec  (pl. elektronikus— és elektromechanikus
rendszerek), de sec~dra (pl. termikus folyamatok) értékek is lehetnek. Az élettani folyamatok matematikai
leirasa a technikai folyamatok leirasahoz képest 1ényegesen bonyolultabb eljarashoz vezethet, jelenleg is kutatas
targyat képezi.

? A dinamikus rendszer alaptagokbol felépitett hatasvazlatan az integrdlé tagok bemendjelei a dxi(t)/dt
dllapotsebességek, kimendjelei az dllapotsebességek idé szerinti integrdljai, vagyis a rendszer x;(t)
allapotvaltozoi.

2013. szeptember 9. 24 SZB



Folyamatszabalyozas (etim.12) Osszefoglalas

%: £ IX (), X (£), Uy (0), - U ()]
dxét(t) = £, [Xg ()0, X (£), Uy (1), U ()]
% = fn[xl(t)""’Xn(t)aul(t),---,u.(t)]

*hkhkkhkkhkkkkhkkhkkhkkhkkkhkkikkkikkikkhkikkkikikkkik

Y1 () = GalXq (6),-00s X, (1), Uy (6), -+, u; (V)]
Y2(t) = GolXq (©)er0s Xq (), Uy (), -+, U (D)]

Y (©) = 9 [Xa (1), X (0), U1 (1), -+, U (1)]
vagy rovidebben:

O 0 OO0 112

R R R R R R R R R R b i b b R b i b e b

yi (1) = g;[X (©),..., X, (1), u, (¥),...,u; ()] 1=12,...,k

A dinamikus rendszert leir6 allapotegyenlet ismeretében rendszerint azt a két kérdést kell
megvalaszolni, hogy a fi és @i fliggvények, valamint az allapotvaltozok x;(0) kezdeti
értékeinek ismeretében,

@ a t=0 id6épontban belépd, adott ui(t) (i: 1,2,...,J) gerjesztések hatasara a 0<t<oo
idGintervallumban a rendszer milyen xi(t) (i: 1,2,....,n) és yi(t) (i: 1,2,....,k) valaszokat
ad, illetve hogy az

@ Uui(t)=uiol(t)=dllando gerjesztések esetében létrejohet—e a rendszer olyan allapota,
melyben t—oo mellett az Xi(t) allapotvaltozok és az yi(t) kimend jelek mindegyike az Xio
és Yio allando (egyensulyi) értékeikhez tartanak®?

A kérdések megvalaszolasa az allapotegyenlet megolddsdt, és a rendszer stabilitasvizsgdlatdt
igényli. A megoldas soran el6szor xi(t) allapotvaltozok kiszamitasaval meg kell oldani az n
szamu nemlinedris, elsérendli, kozonséges differencidlegyenletbdl 4ll6 differencidlegyenlet
rendszert, majd az xj(t) és ui(t) ismeretében a nemlinearis, algebrai (mérési)
egyenletrendszerb6l egy egyszerli behelyettesitéssel lehet kiszamitani az yi(t) valaszokat.
Miutan a f; és g; altalaban nemlinearis fliggvények, ezért rendszerint numerikus megoldasi
modszerek johetnek szoba. Ha azonban a nemlinedris matematikai modellt egy adott P jeli
egyensulyi munkapont koérnyezetére linearizda/juk, vagy a rendszer eleve linearis, olyan
matematikai modellt kaphatunk, amelynek Iétezik analitikus megoldasa is (a linearis

> A dinamikus rendszer analizise soran tovabbi, szintén fontos kérdések is felmeriilhetnek (pl. irdnyithatéak—e,
illetve megfigyelhetéek—e a folyamat xi(t) allapotvaltozoi, irdnyithatéak—e az y;(t) kimend jelek, milyen legyen az
u(t) iranyito jel, ha a rendszert egy adott X(ty) allapotabdl véges id6 alatt az x(t;) allapotaba akarjuk atvinni, az
allapotegyenleten €s az atviteli matrixon tulmenden milyen egyébb matematikai rendszerjellemzokkel irhato le a
modellezett objektum, stb.)
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rendszereknek egységes, szinte minden vonatkozéasaban kidolgozott rendszerelmélete van®).

A stabilitasi kérdésének eldontésére tobbféle stabilitdsfogalom hasznalatos, nemlinedris
esetben komplikalt eljarasok lehetségesek (Maxwell, Poincare, Ljapunov, Popov stb. szerzok
altal kidolgozott stabilitdsvizsgalati modszerek), a linedris rendszerek stabilitdselmélete
azonban viszonylag egyszerii (Hurwitz, Nyquist, Bode, Evans stb. eljarasai). Jelen munkaban
a stabilitas fogalmanak azt a gyakorlatban alkalmazott elvét hasznaljuk, amely szerint
stabilisnak azt a dinamikus rendszert tekintjiik, amely allando u(t)=upl(t) belépd egységugras
tipusu gerjesztésvektor hatasara olyan korldtos X(t) allapotvektor és y(t) kimendjelvektor
valaszt ad, amelyeknek t—oo id6éponthoz tartozd X(o0)=Xo, Y(o0)=Yo allanddsult (de az up
értékétdl fiiggd) értékei is 1éteznek®’. Az ilyen rendszer a tranziensek lezajlasa utan az 4lland6
Uo gerjesztés vektor hatasara elébb—utobb allando X allapotvaltozoval és Yo kimendjellel
nyugalomba (egyensulyi helyzetbe) keriil (9nbedllé rendszer). Fontos észrevenniink, hogy az
allapotegyenlet megoldasa soran az n szamu X;(t) allapotvaltozo és k szamu yi(t) kimendjel
mindegyikének az idoéfiiggvényét meg kell hataroznunk. Az allapotvaltozok altal Iétesitett n
dimenzids allapottérben — mikozben a t idévaltozo felveszi a 0 <t< o« intervalumbeli értékeit
— abrazolhaté az X(t)=[x1(t) Xa(t) ... xn(t)]" allapotvektor® végpontjanak mértani helye (a t
idével paraméterezett n dimenzids térgdérbe, mas néven az allapottrajektoria), ami az n Szamu
Xi(t) megoldasoknak a 0<t<co id6intervallumban egy tomdritett megjelenitési formaja.

A nemlinearis rendszer munkaponti linearizalasa

Legyen az u(t)=[ui Uy ... Ujo]T belépd gerjesztés vektor minden Ujp komponense t>0
mellett allando, és tételezziik fel, hogy az ezek hatasara keltett X(£)=[x1(t) Xa(t) ... xn()]"
allapotvetor t—oo—ben felvett allandosult X(t)iw=X(0)=Xo=[X1(20) X2(c0) ... Xn(c0)]" értékének
minden x;(c0) komponense is Xj(o0)=Xip=dllando értékre beall. Az n dimenzios allapottérnek ezt
az Xo=[Xw0 Xa0 ... xmo]" koordinataja P pontjat a rendszer stabilis egyensilyi pontjdnak
nevezziik. Ebben az egyenstlyi allapotban minden allapotsebesség zérus (dXio(t)/dt=0 mert
Xo=dllando), ezért a P egyensulyi pontban

dxio (t) _

dt 0: fi(Xlo,"',Xno,ulo,"',uj'o) i:].,z,...,n

Yio = i (X0, X0 Ugos -+ Ujo)  1=12,...,k

Ennek az n+k szamu algebrai egyenletrendszernek az alapjan — a fi, g; fliggvények és az ujg
gerjesztések ismeretében — az allapotvaltozok és a kimend jelek Xio, Yio egyenstlyi értékei
meghatarozhatok. Ha az egyensulyi helyzetben a gerjesztés vektor minden komponense
Uio+dui(t) értékre megvaltozik, ez sziikségszerlien az allapotvaltozok és a kimendjelek
minden komponensének Xio+AXi(t), Vio+Ayi(t) valtozasat is maga utan vonja. A valtozast leiro
allapotegyenlet

% Az eredeti nemlinearis modellnél a munkapontra linearizalt modell egyszeriibb, de csupan a munkapont
kornyezetében lejatszodd jelenségek targyalasara alkalmas. Linearis rendszer esetében a stabilitas
rendszerjellemzd tulajdonsag, nem fiigg a kezdeti feltételt6l és a gerjesztést6l. A linearizalas modszerének
alkalmazasaval a matematikai modell szempontjabol is homogenizdlhatjuk a szabalyozasi rendszer modelljét.

" Tlyen stabilis tulajdonsaggal rendelkezik az el6zéekben targyalt példak koziil a tartdlyokbdl Gllé folyamat és
az egyendramu motor (Onbedllo rendszerek). Az elektronikus PID szabalyozo, az RC oszcillator és a Volterra
egyenletekkel leirt rendszereket labilis tulajdonsaggal rendelkeznek, mert dllandé bemend jelek mellett az
allapotvaltozoik €s a kimendjeleik — a miikddési tartomanyaikban — nem képesek allando értéket felvenni (nem
onbedllé rendszerek).

BAZ [x1(t) Xa(t) ... xq(t)] sOrvektor [xy(t) X,(t) ... x(t)]" transzponaltja oszlopvektort jelent, és a szévegezésben a
leiras helytakarékossaga miatt hasznaljuk a transzponalt alakot.
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d[xjo + A% ()]
dt
Yio +AY; (1) = il Xio + AXy (1), -+, Xno + AX, (), Uyg + AUy (1), -+, Ujo + AU, (1)]  1=12,...,K

= fi[Xio + A% (1), Xno + A%, (1), Uyg + AU, (1), Ujo + AU ()] 1=12,.

Az f; és @i fliggvényeket — ha ez egyébként megteheté — Taylor sorba fejtve, valamint
figyelemmel arra, hogy Uio, Xio €s Yio allando értékek és dxio/dt=0, fi(X1o,, ...,xn0, Uio, ..., %j0)=0,
valamint a gerjesztés Aui(t) megvaltozasa is ,.kicsi”®’, a masodrendiien kis mennyiségeket
elhanyagolva kapjuk:

do , dIA% (O]
i',L dt
0

of; of.
= fi(Xy0,* Xpo, Ugo, s Jo)+[aXJPAX1(t)+“'+(87'j AX, (1) +

0
é-Ii —1 =

0 0g;
Yio +AY;(t) = 9i (Xig, s Xng,s Ugg, jO)+(63 j AXl(t)"'"""[& AX, (1) +
1/p

X
J{g—gijul(t)Jr--- (

n/p
illetve a dxio/dt=fi(Xo,U0)=0, Yio=0i(Xo,Uo) figyelembevételével:

d[Ax; (1] of, of o N
ot _[6XJPAX1(I)+ +[6anpr (t)+(6u1)PAu1(t)+ J{auleu ) i=12,.n

Ay, (t) = (ai’ J AX (£) +-- J{Z? j AX (t)+(ag j Ay (t) +-- {23 J AU) =12,
1/p n/p 1/p i/p

Yio

(o))
(=]

o)

'] Auj(t) 1=12,..k
u

A (0fi/0xi)p, (Ofi/Oui)p, (Ogi/Oxi)p, (Ogi/Oui)p parcialis derivaltak melletti P index arra utal, hogy
ezek a meredekségek a P egyensulyi ponthoz tartozd értékeket jelentik. Ez a linearizalas
eredményeként kapott linearis matematikai modell az egyensulyi pont Kis kornyezetében
lejatszodd tranziens jelenségek tanulmanyozasara helyettesitheti az eredeti nemlinearis
rendszer matematikai modelljét, és egyszeriségénél fogva a rendszeranalizist is jelentGsen
megkonnyiti. A kozelités csak akkor alkalmazhato, ha a fi és g; nemlinearis fiiggvények az
egyensulyi pontban az érintdikkel helyettesitheték, vagyis ha a Jacobi tipusua A, B, C, D
paraméter matrixokban szerepld parcialis derivaltak léteznek (a f; és @; fliggvények a P
munkapontban folytonosak, egyértékiick és legalabb egyszer derivdlhatok, tehat nincs
szakadasuk, hiszterézisiik, vagy toéréspontjuk). A nemlinearis rendszer P munkapontra
vonatkozo — vektor-matrix formatumban is felirhatd — linearizalt matematikai modellje
mindezek alapjan:

2 A kis valtozas” azt jelenti, hogy az f(Xo,Ug)=0, g(Xo,Ug)=0 egyenletekkel leirt hiperfeliiletek a P egyensulyi
pont kérnyezetében az érintd hipersikjaikkal kdzelithetoek.
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fdax ] [ o Of ] L AL
Tt | | ox X, | [Ax (t)] | U Ou, au; | [Auy(t)
dao®) | | e X ax,)| |2 T T | Al ()

dt = 0% 0%, X, . |*t|ou ou, ou; .
w0 [d, oy oy | 0] [dy g | [0
L dt 1 ox ox, X, | A ou,  ou, ouj | ad
dAX(t)/ dt TS —

Ay, ()] | 0% ox, X, | [Ax(t)] |9 Oy ouj | [Au,(t)
A | D2 B2 B2 | | axyy| | Bz Bz Dz fau,(
. =l 0X 0%, X, . |T|ou ou, ou; :
M O] |age o8 o | [MO) [ag, dg, o oge | (AU
Ay (t) | OX;  OX, % o ou; ou, au; o

C (kxn) D (kxj)

Ennek egy tomorebb, altalanosan hasznalt alakja (a dAx(t)/dt : dllapotsebesség vektor, Ax(t) :
dllapotvektor (nx1), Au(t) : bemendjel vektor (jx1), Ay(t) : kimendjel vektor (kx1), A :
dllapotmatrix (nxn), B : bemeneti matrix (nxj), C : kimeneti matrix (kxn), D : direkt matrix
(kxj) jelolések bevezetésével):

dAXx(t)
dt
Ay(t) = CAx(t) + DAu(t)

= AAX(t) + BAu(t)

A linearizalt allapotegyenletben a kis valtozasra utalo A jelolést rendszerint elhagyjuk, de ha
ez félreértésre adna alkalmat, a megfelels szévegkdrnyezetben erre hivatkozunk®.

6. Példa

Az el6zbekben targyalt két tartalybol allo folyamat nemlinedris dllapotegyenleteit mar részleteztik. A
nemlinearis tulajdonsagot a differencidlegyenletekben szereplé négyzetgyokos kifejezések jelentették (a ¢
kidgramlo hozamok az x=h szinthelyzetek négyzetgyckének fiiggvényei, g=aNh=anx), a differencialegyenleteket
kiséré algebrai egyenletek eleve linearis kifejezések. A linearizalas soran vegyiik figyelembe, hogy az uig és Uyg
allando bemeneti hozamok mellett a P jelii egyensulyi pont allapotvaltozéinak koordintdi X;0=hio=C1(U10)?,
X20:h20=02(u10+u20)2. A gyOkvonas linearizalasa:

2 ()15t 15«
&(a\/;)—a&[x }—QEX —IZZX —m
Jelen példaban (ami kivételnek tekinthetd) a dx(t)/dt=—a\x(t)+Au(t) tipust nemlineéris differencialegyenlet
analitikusan is megoldhato lenne, de most a linearizalas alkalmazasaval torténd megoldast kivanjuk illusztralni.
Az elézéekben mar bemutatott allapotegyenletek alapjan lathattuk, hogy a mérési egyenlet eleve linearis, ezért
csak a nemlinedris differencialegyenlet linearizalasat kell végrehajtani. Részletezve:

% L chetséges, hogy a dinamikus rendszer matematikai modellje eleve linearis (lasd a korabban targyalt
elektromechanikus rendszer, PID szabalyozo és RC oszcillator példakat, amelyek linearis, id6—invarians — LTI —
matematikai modellel leirhatdé rendszerek). Ez azonban csak azért lehetséges, mert a fizikai objektum
matematikai leirasakor a masodlagos jelenségeket figyelmen kiviil hagytuk.
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dxi(t) = 1,1, (8),Uy ()] = —ay/%, (1) +Bu, 1)
dxé(t) = X (1), %, (1)U, (O] = v/, (1) = 3y/%, (1) +&u, (t)

Y1 () = 9, [x ()] = x, (1)
Yo (1) = 9,[%, ()] =%, (1)

Khkhkhkhkhkhkhkhkkhkhkkhdhhhhkhhkhkhhhhhhhkk
d d d
a:u(gl)zﬂg >0, Y:u(D—l)Z\/ZQ >0, SZH(D—Z)Z\/ZQ >0,
1 2 2

1
> >0, = >
Din Dyn

B= >0

A linearizalt allapotegyenletek:

A8 () _(h00U) ) px )4 af(x1 U | A, ()= -
dt 0%, b ! P '

Ax, (1) +BAu, (t)

o

dAXZ(t) — afZ(Xl’XZ’UZ) AX (t)+ afz(xlrxbuz) AX (t)++ af?(xl’XZ’uz) Au (t):
dt %, . ox, . au, .
A () - — A%y (1) + & AU (¢
N %, (1) o X, (1) +& Au, (t)

Ay, (t) =AX (t)
Ay, (t) = Ax, (1)

Vektor—matrix alakban az eredeti nemlinedris és a linearizalt matematikai modell:

M_ r dAx, (t) @ 0
ddt _| e +pu) , o 2%, x®7 T8 0[Au )
Xé(—t) |7 X () =6y X, (1) +2u, (t) dax, ) | 7| » 5 |am] o 2)lan,0
t ] ‘ dt 2 2 :
s e . WO
{yl(t) _ Xl(t)}  [a0] [t o][auo], o o)faue
ACINEAO Ay, | [0 1{[ax,@)]| |0 0f|Au,@)
S— S —— ==
y(t) g(xu) Ay(t) c=I D=0
A nemlinedris matematikai modell A linearizalt matematikai modell

A rendszer allandd Uiy Uy bemend jelek mellett X1, Xpo adatokkal az allapotsik P(Xig ,X20) pontjaban stabilis
egyensulyi helyzetben van. A P pont kis kornyezetében a rendszer mozgasat kdzelitdleg a linearizalt
allapotegyenletek irjak le. A linearizalt rendszer hatasvazlatait és a paramétermatrixokat a linearizalt
allapotegyenlet alapjan a 11. abra tartalmazza. Figyeljik meg, hogy a hatasvazlaton (a linearizalas
eredményeként) kizarolag ardnyos (P), integralo (1), és oOsszegzé (Z) linedris alaptagok szerepelnek, és az
integrald tagok negativan vannak visszacsatolva. A visszacsatoldsok atviteli tényezdi az A allapotmatrix
paraméterei, amelyek az egyensulyi pont koordinatainak fiiggvényei. Az A allapotmatrix alsé hdromszdg alaki,
igy foatlojaban a 1;<0, 1,<0 sajdtértékei szerepelnek. A linearizalt allapotegyenletnek létezik az adott
AX(0)=[Ax1(0) Ax,(0)]" kezdeti feltételekre és  Au()=[Auy(t) Auy(t)]" gerjesztésre vonatkozod
AY(D)=AX(t)=[Ax1(t) Axp(t)]" analitikus megoldasa, ennek kérdéskorét a késébbiekben targyaljuk. Miutin C
egységmatrix és D nullmatrix, ennek jelentése az, hogy a rendszer kimendjelei azonosak az allapotvaltozokkal,
és ekkor a bemendjelek direkt modon a kimendjeleket nem befolyasoljak (Du(t)=0). A jelek kis valtozasait
tartalmazd allapotegyenlet 1ényegét tekintve azt jelenti, hogy az eredeti nemlineéris rendszer allapotterének
origdjat egy linedris koordinata transzformacioval a P(Xio,X) egyensulyi pont altal meghatarozott helyre
transzformaljuk, és ebben a munkapontban a nemlinedris fliggvényeket az érintdikkel helyettesitjiik (lasd 8.
abra).
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dAXx(t)
Aui(t dAXx ——~ = AAX(t) + BAu(t
(0 o Ax(t) 1 | Av dt ® ®
—> S > j D> —> Ay(t) = CAX(t) + DAu(t)
A _ _
[} _ [04
[}
2% 0
: @ Az dgllapotegyenletek A= 1o B-= [ﬁ }
< /4 S 0 ¢
I 2,40 e ———
! | 2% 2y %20
: o | c—_l 0 D- 00
I 0 <----- o1 " oo
B P ~ C=I D=0
7 At —| MIMOtag [—>An()
2\/X50 Aty —)  Ax(), Axa(t) > AvaAD)
s A linearizalt rendszer

1 XZ
24Xz ‘; A AXp

+ 5 !
—| dAx, :
Auy(t) dt J‘ Axa(b): 1 Aya(t) X20 TRl A

..... > X1

X10

11. abra A tartalyok linearizalt allapotegyenletéhez rendelt (linearis alaptagokat tartalmazo) hatasvazlat
Megjegyzés

A korabban targyalt biologiai folyamat (méasodrendli nemlineéaris Volterra allapotegyenlet) linearizalasanak
eljarasat az el6zéekben szintén bemutattuk. A rendszer nemlinearitasat ott az allapotvaltozok szorzasi miivelete
okozta.

A holtid6tél mentes linearizalt (vagy eredetileg is linearis) modell algebrai alaptagjai az
id8késleltetés nélkiili ardnyos (P) és az dsszegzd (X) linedris alaptagok™, dinamikus tagja az
integralo (1) alaptag. Az LTI rendszer alaptagokbol felépitheté hatasvazlat struktrajaban a
tagok egymashoz képet soros—, parhuzamos—, és visszacsatolast tartalmazé alapstrukturakat
alkothatnak®. A linearis modellben a dx;(t)/dt allapotsebességek illetve az yi(t) kimengjelek
mindegyike az osszes Xi(t) allapotvaltozonak és az dsszes Ui(t) bemendjelnek a sulyozott
linedris kombindcioja, a sulyoz6 tényezdk az A, B, C, D paramétermatrixokban szerepld
allandok™®. A linearis rendszer allapotegyenletének koordinatakban felirt alakja:

1 Az aranyos tag o(t)=y(t) kimendjele az i(t)=u(t) bemendjelének dllandé szorosa (y(t)=ku(t), k az aranyos tag
awviteli tényezdje), az osszegzé tag kimendjele a bemendjeleinek dsszege [y(H)=Zu;(t)]. A nemlinedris
rendszerben (a linearis alaptagokon tilmenden) nemlinedris algebrai tagok is jelen vannak. Ezek — a
nemlinearitasok sokféleségének megfeleléen — igen valtozatosak lehetnek (példaul: szorzok, hanyados képzok,
gyokvonok, hatvanyozok, logaritmizalok, telitddok, két és tobballasuak, hiszterézissel rendelkezok, altalanos
y=f(u) fiiggvénygeneratorok, stb.). Az algebrai tagokat memdriamentes tagoknak is nevezik, miutan
kimendjeliiknek a t; id6pontbeli y(t;) étéke kizarolag a bemendjeliik u(t;) értékétdl fugg (vagyis fliggetlen az y
kimendjelnek és u bemendjelnek a t; idépontot megeldzd értékeitl). Az algebrai tagok egy idealizalt,
id6késleltetés nélkiili 0=f(i) kapcsolatot irnak le az i bemend és 0 kimené jeleik kozott.

%2 A soros és parhuzamos kapcsolasokban a linedris tagok egymashoz képesti felcserélése az eredd jelatviteli
tulajdonsagokat valtozatlanul hagyja, visszacsatolds esetében a visszacsatolt és a visszacsatold tag felcserélése
(hacsak nem azonos jelatviteli tulajdonsagu tagokrdl van sz0) azonban alapvetden megvaltoztathatja. Az
egymastol kiilonb6z6 nemlinedris alaptagok soros kapcsolasaban a tagok sorrendjének felcserélése az eredd
jelatvitelt szintén alapvetden mddositja.

3 Az u(t), x(t) és y(t), jelek oszlopvektorok, melyeknek komponensei az uj(t), x(t) és yi(t) skalaris valtozok.
Ezeket az oszlopvektorokat gyakran sorvektorok transzpomaltjaiként is jeldljiik, pl. x(t)=[x.(t) X,(t)...x,(D)]".
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dxy (t) | _ o
dt ay Ay o A || X @) ] [y b o by [ Ug(t)
A0} Ay @y Ay || X)) | |ba by oo By Uy(t)
O | M R |
dXn (t) ‘ Ay Ay ot @ | Xp (t) _bnl bn2 bﬂj_ _uj (t)
L dt | A (nxn) x(t) B (nxj) u(t)
dx(t)/dt
y1(t) Ciu Crp = Cpp || %(t) diy dip - dyy || Ug(t)
Y, (t) _|Ca1 C2 v Can | % ® N dyy dypy oo dy || Up(t)
Y (1) Ci G2 = Cin | % () _dkl dep - dy |Yj (t)
—_— = —
y(t) C (kxn) x(t) D (kxj) u(t)

A koordinatdkban megadott allapotegyenleteket (a leirds tomoritése céljabol) altalaban a
vektor—matrix formajukban is hasznaljuk. Az allapottér reprezentaciok kifejezései ennek
megfelelden nemlinedris rendszer esetében:

dx(t)
STl f[x(®),u(t)]

y(®) = g[x(),u(®)]

linearis (vagy linearizalt nemlinearis) rendszer esetében pedig:

% = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

Ezekben az u(t), x(t), y(t) jelek és a f és g tetszéleges nemlinearis kifejezéseket tartalmazo
fiiggvények rendre jx1, nx1, kx1 és nx1, kx1 méreti oszlopvektorok:

Uy (t) % (t) Y1 (t) f; 01
u(t) = Uzs(t) X(t) = Xzs(t) y(t) = Y2E(t) fo fzz g= 952
uj(t) Xq (1) Y (1) fa 9k

Az A (nxn), B (nxj), C (kxn), D (kxj) adott méretli és az oszlopbektorokhoz illeszkedd
paramétermatrixok.

A nemlinedris—, €s linearis rendszerek n rendszamu allapotegyenleteihez rendelheté MIMO
(t6bb bemenetii: j>1, tobb kimenetii: k>1) és SISO (egy bemenetii: j=1, egy kimenetii: k=1)
tagok hatasvazlatait a 12. abra tartalmazza. Figyeljiikk meg, hogy mindegyik hatasvazlaton
szembeoltden jelenik meg az a tulajdonsag, hogy

@ az y(t) kimendjelnek az x(t) allapotvaltozotdl €s az u(t) bemend jeltdl vald osszetevoje
van, valamint

@ a rendszer dinamikus tulajdonsagait az Xx(t) allapotvaltozé hordozza, és az X(t)
integralo alaptag visszacsatolasanak kimendjeleként van jelen.
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Kk hhhhhhkhhhhhhhkhhhhhhhhhhhhhr Nemlinedris TENASZEN joqdkkhhhhhhhhhhkhhhhhhhhhhrrh

a.) Nemlinearis MIMO tag x(0)
dx(t J

. i v x(0) yo

w=p XO =vo fxu) = [ o=l gy =
. X

Nemlinearis tag (=1) ﬁ (n=1) 4 (k=1)

f(x,u), g(x,u) nemlinedris
algebrai fiiggvények

Nemlinedris dinamikus rendszer

Linedris rendszerek

b.) Linearis MIMO tag

P dx(t) I
Bu X — cx T Y@
un=pp X1 = o CONQ I s dt I
1) A K
X
us) =p| W(S) = y(s)=W(o)u() A N
W(s) =C(sl —A)*B+D Linearis dinamikus MIMO rendszer
A allapotmatrix (nxn) B bemeneti matrix (nxj)

dx(t)/dt allapotsebesség vektor (nx1) x(t) allapotvektor (nx1)
C kimeneti matrix (kxn) D direkt matrix (k xj)

u(t) bemendjel vektor (jx1) y(t) kimendjel vektor (kx1)
c.) Linearis SISO tag x(0)
P ' P
s B0 Vo 2o =y
t U(t) Bu B dt
uy — XO 0 - —» B = —Pp I = C |
(=1 4 b = (n>1) (k=1)
AX
us) —pf W(S) | yo=W)u() A |« P
> d
W(s)=C(sl - A)'B+d = Linearis dinamikus SISO rendszer
_ 9oS"™ +0,8™ .o+ G aS+ O A allapotmatrix (nxn) n>1 B oszlopvektor (nx1) j=1
n n-1
TS bty s N, . Csorvektor (1xn) k=1 D=d skaldr (1x1)
d.) Elsérendi linearis SISO tag x(0)
P dx(t) I P
, X() Uy bu £ at # x() ox T YO
ut) —» > (D) > b —»C—> I —»E c —X—>
(i=1) ‘ (n=1) (k=1)
ax f
us) —p W(S) > y(s)=Wis)u() a | P
> d
Linearis dinamikus, elsdrendii SISO rendszer
_ ds+(bc—da)
We=—7 - A=a=jskalar (1x1) n=1  B=b skslar (1x1) j=1
=L+hgl go=d, g, =bc—da h, =-a C=cskalar (1x1) k=1 D=d skalér (1x1)
S+Nn,

P: id6késleltetés nélkiili aranyos alaptag  X: 6sszegz6 tag |: integralé alaptag

12. 4bra Nemlinedris és linedris rendszerek allapotegyenleteihez rendelhet6 hatasvazlatok

A vektor-matrix alakban felirt allapotegyenletek ugyan tomoren, és latszolag igen egyszeri
kifejezésekben adjdk meg a dinamikus rendszer matematikai modelljét, azonban ne
feledkezziink meg arr6l, hogy végsé soron N szama elsérendli kozonséges
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differencialegyenletbdl allo differencialegyenlet—rendszerrél és k szamu algebrai egyenletet
tartalmaz6 egyenletrendszerrdl van sz6. A matematikai modell ,,végletekig leegyszerisitett”
alakjat a j=1, k=1, n=1 elsérendii linearis SISO rendszer jelenti, amikor is a dinamikus
rendszer allapotegyenlet reprezentacidja egyetlen kozonséges differencidlegyenletet és
egyetlen algebrai egyenletet tartalmaz. A 12. abra nemlinearis és linearis allapotegyenletekhez
rendelhetd hatasvazlatai jol szemléltetik, hogy a dx(t)/dt allapotsebesség vektort a linearis
integralo tag bemenetén miikodtetve, ennek kimenetén az allapotsebesség vektor id6 szerinti
integralja — vagyis maga az x(t) allapotvektor, mint megoldas — jelenik meg, és az integrald
tag bemenetén mikodtetett dx(t)/dt eléallitasaban az u(t) és az x(t) jelek jatszanak szerepet.
Fontos észrevenniink, hogy mivel minden egyes kimendjel az osszes allapotvaltozonak és az
osszes bemend jelnek a fliggvénye, ezért barmelyik y; kimendjel meghatdrozasdhoz minden X;
allapotvaltozo és minden U; bemendjel ismerete sziikséges. A 12. abra hatasvazlatain a jeleket
szimbolizalo, nyilakkal ellatott kettés vonalak a jelek oszlopvektor (tobbkomponensii) voltara
utalnak. Ha a nemlinearis rendszert a Py egyensulyi pontra linearizaljuk, akkor ennek kozelito
linearis rendszermodelljét kapjuk. Ez utdbbi esetben a linearizalt rendszer jelei az egyensulyi
ponthoz képesti dAx(t)/dt, Ax(t), Au(t) és Ay(t) megvaltozasok, és a paramétermatrixokban
szerepl6 adatok a Py munkapont koordinatainak fliggvényei. A hatasvazlatok szemléletesen
mutatjak, hogy altalanos esetben az u(t) gerjesztés egyrészt direkt modon (pl. linearis esetben
Du(t) komponens révén), mdsrészt az X(t) allapotvaltozok kozvetitésével (linearis esetben
Cx(t) mértékben) befolyasoljak az y(t) kimendjelet (az u(t) bemendjel y(t)—re gyakorolt direkt
hatasa a szabdlyozott folyamatok modelljében altalaban nem jelenik meg (D=0), szemben a
szabdlyozo modelljének esetében, amikor is ennek a direkt hatdsnak tudatos jelenlétére
rendszerint torekvés is van). Az allapotvaltozok kozvetitésével keltett Cx(t) hatas — a
visszacsatolt integrald tag kovetkeztében — késleltetve juthat csak érvényre. Az integralo tag
visszacsatolasanak mikéntjétél fliggéen ez a rendszer labilitasat is eldidézheti. A
hatasvazlatok — a matematikai modell képletszerli megadasahoz képest — szemléletesebben
mutatjak azt a tulajdonsagot, hogy a dinamikus rendszer tranziens folyamatait az integralo
tagnak az A dllapotmatrixon keresztiili visszacsatoldsa jeleniti meg.

A n rendszamu rendszerek esetében a hatdsvazlaton szerepld integrald tagok szdma azonos
az n rendszammal és minden egyes integrald tag kimendjele az x(t) allapotvektor egyik X;(t)
komponense. Ettdl eltéréen egy egyedi integralo tag dx;(t)/dt bemend jele (az u(t) gerjesztés
vektor mellett) minden egyes integralo tag Xi(t) kimend jelétol fligg, linearis esetben ezek az A
allapotmatrix i—edik soraban szereplé tényezokkel sulyozott ajiXi(t)+aixz(t)+...+ainXn(t)
linearis kombinacioja. Ez egyben azt is jelenti, hogy az n>1 rendszamu rendszer integrald
tagjai és ezek visszacsatolasai bonyolult strukturat alkotnak, ami kizardlag n=1 esetében valik
rendkiviilien egyszeriivé (lasd 12d. abrat). A linearis modellnél A=0 mellett egyik integrald
tag sincs visszacsatolva, ezért u(t)=uol(t)=dallando>0 és x(0)=0 kezdeti feltétel esetében az |
tag a Bugl(t) bemendjelének hatasara az allapotvektor x(t)=[Bugdt=Bug/dt=Bugt szerint —
id6ben linedrisan — ndvekszik, ami a kimendjel vektor y(t)=Cx(t)+Du(t)=(CBt+D)uo linearis
novekedését is eredményezi, vagyis a rendszer gyakorlati szempontbdl labilis, mivel az
alland6 bemendjel hatasara az xi(t) allapotvaltozoi és ezek kozvetitésével az yi(t) kimend jelei
is, idében ugyan linearisan, de minden hataron tul novekszenek. Az A#0 allapotmatrix
elemein keresztiil viszont 1étre jon az integrald tagok pozitiv, vagy negativ visszacsatolasa,
ami pozitiv visszacsatolas esetén a rendszer labilitasat tovabb fokozza (az allapotvaltozok és a
kimendjelek exponencialisan novekszenek), vagy negativ visszacsatolds esetén a rendszert
stabiliza/hatja (az allapotvaltozok és a kimendjelek, az uj allando bemendjeleknek
megfelelden, szintén allado Xi, Vio értékeikhez tarthatnak). A hatasvazlaton szerepld integrald
tagok egyikének kimendjele az egyik xi(t) allapotvaltozo, de ennek az integrald tagnak a
dx;(t)/dt bemenetére (ha az A matrix elemei nem zérusok) mindegyik integrator kimenete (igy

2013. szeptember 9. 33 SZB



Folyamatszabalyozas (etim.12) Osszefoglalas

sajat Xi(t) kimenete is) pozitivan vagy negativan visszacsatolt. Minden esetre a linearis
rendszer x(t), y(t) idéfliggvényeinek lefolyasaban az A allapotmatrix minden adatanak
alapvetd befolydsa van, ezért A a dinamikus rendszer tulajdonsagainak alakitdsaban
kitiintetett, meghatdrozé jelentéséggel bir®. A 12b.— d. dbrakon vazolt linedris rendszerek a
12a. abra nemlinedris rendszerének specialis esetei, amikor is az f[x(t),u(t)]=Ax(t)+Bu(t),
illetve a g[x(t),u(t)]=Cx(t)+Du(t) linearis fiiggvények. A legegyszeriibb linearis rendszer az
elsérendii (n=1) SISO tag (lasd 12d. abra). Ennek paramétermatrixai skalaris adatok, és az x(0)
kezdeti feltétel altal kivaltott sajatmozgas, valamint az u(t) gerjesztés (a kényszerfiiggvény)
keltette gerjesztett mozgds igen egyszertien (a komplikalt matrixmiveletek nélkiil)
meghatarozhatok. Az elsérendii linearis SISO rendszernek az is jelentdséget ad, hogy az n>1
rendi linearis MIMO rendszer altalaban (a gyakorlati esetekben mindig), elsérendii, egymdsra
hatdst nem gyakorlo részrendszerekre bonthatdo (lasd hasonlosagi transzformaciok, az
allapotvaltozok szétcsatoldsa).

Megjegyzés

Egy tetszélegesen megvalasztott regularis, Nxn méretti T transzformaciés matrix alkalmazasaval és az
x7(Y)=Tx(t) uj allapotvektor bevezetésével (ezek az Gj xqi(t) allapotvaltozok a régi Xi(t) allapotvaltozok stulyozott
linearis kombinacioi, pl. X7i(t)=TiX()+TiXo(t)+...+TinX,(t), sth.) az eredeti linearis rendszer egy masik, vele
egyenértékii allapottér reprezentacioja (a X(t)=T “xr(t) hasonlésagi transzforméci6 figyelembevételével)

dx(t)
e AX (t)+Bu(t)
yt)=Cx; () +Dut) —  x(t)=T % (t)

%:TAT&XT (t)+ TBu(t) = A X, (t) + Bru(t)

y(t) = CT X, (t) + Du(t) = C; X, (t) + Dyu(t)

alakra hozhaté (A;=TAT*, B;=TB, C;=CT*", D;=D). Ebben az alakban — a T=T4 matrix megfeleld
megvdlasztasa mellett, és ha az eredeti rendszer A allapotmatrixanak sajatértékei egymastol kiilonbozéek — az
Ar=T¢ATy " transzformalt matrix diagondlis is lehet, féatlojaban az eredeti A matrix egymdstél kiilonbézé i;
sajatértékeivel. Az allapotegyenletnek ez az atalakitasa — az allapotvaltozok ,,szétcsatolasa” — a szamitasokat
jelentdsen egyszertsiti. Az irodalom a diagonizalt At matrixot Ar=A moddon is jeldli, utalva arra, hogy ennek
foatlojaban az eredeti A matrix 4; sajatértékei allnak és a tobbi eleme zérus:

i 0 0
N 0 4
0 0 A

Az A matrix J; sajatértékei a det(11-A)=0 valds egyiitthatoval rendelkez6 n fokszami karakterisztikus egyenlet
gyokei. Ezért — az algebra alaptétele szerint — a A diagonalis matrix f6atlojaban a Aj=c; valos sajatértékek mellett
Aiix1=0itjw; konjugdlt komplex gyokpdrok is lehetnek, ezek azonban un. blokk—diagonalis alakra alakithatok (ez
a két, konjugalt komplex sajatértékekkel rendelkezé elsdrendii rendszernek egy mdsodrendii rendszerre torténd
Osszevonasat jelenti). Ez utobbi esetben a A foatlojaban a valds sajatértékek—, és a foatlora timaszkodod 2%2
méretil o; €S w; valds elemeket tartalmazo blokkok szerepelnek:

% Az itt leirt tulajdonsagok ismertetésekor feltételeztiik, hogy a B, C, D paramétermatrixok pozitiv elemeket
tartalmaznak. Az A allapotmatrixot az irodalom rendszermdtrixnak is nevezi. Az A dllapotmdtrixot ne tévessziik
ossze a linearis rendszer sajatmozgasat alapvetSen befolyasolo @(t)=e™ alapmdtrixal, ami egyébként az A
allapotmatrixtol fliggd és az eM=I+At+(At)%/21+(At)*/3!+... hatvanysorival értelmezhetd nxn méreti
matrixfiiggvény!
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.0 0 0 0 O

0 4, 0 0 0 O
0 0 o o 0 O
0 0 -w o 0 O
0 0 0 0 4, O
0 0 0o 0 o0 °

A Ty transzformacioval az integralo tagok kizdrdlag sajdat magukrol a A; tényezokin keresztiil visszacsatoltak,
ami ismételten megerdsiti, hogy a linearis rendszer stabilitasanak altalanos feltétele, hogy A allapotmatrixanak
negativ valos részii sajatértékei legyenek. Ha ez teljesiil, az integrald tagok kizdrélag sajat magukrol térténd
negativ visszacsatolasanak kovetkezményeként jon létre a dinamikus rendszer aszimptotikus stabilitisa. A
blokk—diagonalis transzformacio és az A=Ar transzformalt matrix, valamint a Ty transzformaciés matrix
meghatarozasa MATLAB tamogatassal:

[AT,BT,CT, DT, Td] =canon (A, B, C, D, "modal’) ;
Az allapottér reprezenticio Ar=T¢ATq'=A diagonalis alakii 4llapotmatrixdnak eléallitasat létesitd T
transzformaciés matrix — itt nem részletezett eljarassal, komplikalt matrixmiiveletek révén (az allapotmatrix

sajatvektorainak meghatarozasan keresztiil) — analitikusan is meghatarozhato®. Az A allapotmatrix m
sajatvektorait és 4; sajatértékeit, valamint a T4 transzformacids matrixot meghatarozd6 MATLAB fliggvények:

A=input ('A='); [m, lambdal=eig (A) ;
Td=inv (m) ;

Az allapotegyenlet megoldasa

Az adott x(0) kezdeti feltétel és az adott u(t) gerjesztés hatasara keltett x(t) és y(t) valaszok
az allapotegyenlet ismeretében szdmithatok. A nemlinearis allapotegyenlet — ritka kivételektol
eltekintve — altalaban csak numerikusan oldhaté meg: pl. Euler, Adams, Milne, Runga—Kutta
stb. numerikus modszerek™.

Megjegyzés.
Euler médszer:

ax®) _ Xk+DT]-x(kT,) _
dt — T -

S

X[(K+DT, 1= x(KTs) + f[x(kT,),u(kT, )T,

fIx(kT),u(kT,)]

ahol k a pozitiv egész szamok sorozata T a szamitas lépéskaze.

tg(eu) =Fie(Xi,U)

X1
Xt Az eljaras elve:
/ G az x allapotvaltozd 0j X értéke =
X 1 ‘ az x el6z6 Xy értéke + meredekség
— (fox1épéskoz (Ty).
Ts
Xk+1:Xk+tg(ak)Ts
kTs (k+1)Ts t

13a. 4bra Az Euler numerikus mddszer szemléltetése

A numerikus megoldéas természetesen a linearis allapotegyenlet megoldaséra is felhasznalhatd. Ez utobbi, un.
eldrelépd esetben, amikor is a megoldas érint6jének meredekségét a KT pontban értelmezziik:

X[(K+1) Ts]=X(KTs)+[AX(KTs)+Bu(kTe) ] Ts=(I1+AT )X (KTs) +BTU(KT;).

% Irodalom: Bokor Jozsef-Gdspdr Péter: Tranyitastechnika jarmiidinamikai alkalmazasokkal. TIPOTEX Kiado.
Lantos Béla: Tranyitéasi rendszerek elmélete és tervezése 1. (Egyvaltozds szabalyozasok). Akadémiai Kiado.

% MATLAB tamogatas a nemlinedris differencidlegyenletrendszer numerikus megolddsara: ode23 és oded5
fiiggvények (Runge—Kutta eljarasok).
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Ebben a linedris extrapolacioban az (1+ATs) az exp(AT;) alapmatrix Taylor soranak els6 két tagja. Diszkrét
rendszerekben Ts a mintavételezési id6 (sampling time), ami a numerikus szamitas /épéskozének felel meg. A
hatralépd Euler modszer esetében a megoldas érint6jét a (k+1) T pontban vett értékkel kozelitjik. Ekkor
X[(k+ 1) TsJ=x(KTo) +{AX[(k+1) T +Bu[(k+ 1) T} Ts— (I-ATOX[(k+1) T]=x(KTs) + BT u[(k+1)T4],
X[(k+1) ToJ=(1-ATs) H{x(KT)+BTU[(k+1) T}

A numerikus megoldas pontossagara a szamitas T, 1épéskdzének alapvetd befolyasa van. Kiilondsen igy van ez,
ha az A matrix sajatértékei széles tartomanyt fognak at (|Aimax|>>|imin|), vagyis a rendszer ,.stiff” (a 1épeskoz
hibas megvalasztasa numerikus instabilitishoz is vezethet). A bonyolultabb numerikus modszerek zomében az
Euler modszer tovabbfejlesztésén alapszanak.

A linearis rendszer valaszai analitikusan is meghatarozhatok. A linearis esetre érvényes a
szuperpozicié elve, és ekkor az allapotegyenlet (itt nem levezetett) analitikus megoldasat®’
jelento x(t) allapotvektor és y(t) kimendjel vektor kifejezései:

t
x(t) = eA'x(0) + j eAIBy(r)dr
X, (t) 0

X, (1)

y(t)=C eA‘x(0)+jeA<t—f> Bu(z)dz |+ Du(t)
‘ 0

X(H)=X; ()+%, (t)

Ebben xs(t) az x(0) kezdeti értékek altal keltett sajatmozgas. Ezt kizardlag az x(0) kezdeti
feltétel és a rendszer A allapotmatrixa befolyasolja, komplementer megoldasnak, szabad
osszetevének is nevezik. Az Xy(t) az u(t) kényszerfiiggvény altal létrehozott gerjesztett
mozgds. Ezt a rendszer A allapotmatrixa, a B bemeneti matrixa, és az u(t) gerjesztés egyiittese
befolyasoljak, és partikularis valasznak is hivjak. Az eredd x(f) megoldas a két
mozgaskomponens Xs(t)+Xg(t) szuperpozicicja®®. A ®(t)=e™ mdtrixfiiggvény a linearis
rendszer alapmatrixa, értelmezését — az e®=1+at+(at)’/2!+(at)’/3!+...exponencialis fliggvény
hatvanysoranak analdgidjaként — hatvanysoraval adhatjuk meg:

2 it t? at°

D) =eM =S A =l + AL+ A* —+ A®—+...

io il 2! 3
A (1) alapmatrix a dx(t)/dt=Ax(t) homogén differencialegyenlet rendszer x(t)=e* megoldasa,
amit egy, a differencidlegyenletbe torténd egyerii visszahelyettesitéssel igazolhatunk.

% Annak belatasat, hogy az itt felirt x(t), y(t) képletek a linearis rendszer allapotegyenletének megoldésait
jelentik igy igazolhatjuk, hogy az dllapotegyenletekbe visszahelyettesitve ezeket, azonossagokat kapunk. A
megoldo képletek levezetése a differencialegyenleteket targyalo kiilonféle matematikai miivekben megtalalhato
(pl:  ILN. Bronstejn—K.A. Szemengyajev: Matematikai zsebkonyv. Miszaki Konyvkiadé). A Laplace
transzformacion alapulo megoldast ebben az Osszefoglald részben is kozoljik. Az x(t) allapotvektor Xq(t)
komponensének analitikus meghatarozasa csak ,.egyszerii” u(t) gerjesztésvektor (pl. determinisztikus belép6
vizsgaldjelek: d(t), 1(t), t, t%/2, sin(wt), e™) esetében problémamentes, az integralast gyakran numerikusan kell
elvégezni.

% Addig, amig az x(t) sajatmozgist a rendszer A &llapotmatrixdnak J; sajatértékei befolyasoljdk, az Xyt)
gerjesztett mozgds menetét alapvetGen az u(t) kényszerfiiggvény hatirozza meg, és a rendszer csupan a
partikularis megoldas amplitidojat és faziseltolasat befolyasolja. A rendszernek csak akkor van lényeges
befolyasa a partikularis valaszra, ha az un. kiilsé rezonancia esete all el6, vagyis amikor a kényszerfiiggvény
egyik tagja hasonld a sajatmozgas valasz egyik tagjahoz. Ilyen esetben a gerjesztett valasz jellegében tér el a
kényszerfiiggvénytol.
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Megjegyzés

A linearis rendszer Xs(t) sajdtmozgdsa n=1 elsérendii esetben igen egyszerii, mivel ekkor A=a skalar (ekkor A
sajatértéke a=) 6nmaga), és az e matrixfiiggvény egy kozonséges e exponencialis fiiggvényre egyszertisodik,
vagyis xs(t)=e*x(0). Ennek grafikonjat — az A=a=A paraméter kiilonféle értékeire — a 13b. abra mutatja. Az a=2
karakterisztikusan jellemzi a sajatmozgas id6beli lefolyasat, amit az is jelez, hogy a sajatmozgast szemléltetd
hatasvazlat integralé alaptagja a A atviteli tényez6jii aranyos taggal van visszacsatolva. A visszacsatolas
struktarajaban kialakulo tranziens folyamatok id6fiiggvényeit, ezek stabilis vagy labilis voltat az a=A értéke és
eldjele alapvetden befolyasolja (1asd a 13b. abrat).

x(0)#0

X
Ly ’ - e™x(0), 2 =a>0, labili
u=0 1! .o dt $ xn O x(0), 2 =a>0, labilis
....... > T J. > a=/=0 hatarhelyzet
ax(t) x(0) -
a=) |e ) 8”'x(0), 1 =a<0, stabilis
O _ ax(t) e x(0)
t . .
X(t) = e*'x(0) t=T=1/abs(a) 5T

13b. abra Elsérendii linearis rendszer Xq(t) sajatmozgasa a visszacsatolas a=4 atviteli tényezdjének kiilonféle
értékei mellett

Lathatjuk, hogy kizarolag a=1<0 sajatérték mellett (vagyis ha az integralé tag negativan visszacsatolt, amikor is
a Ax(0) az x(0)-hoz képest ellentétes eléjellel jut vissza az integrald tag dx(t)/dt bemenetére) ,,cseng le” az x(0)
kezdeti feltétel hatasara keltett Xy(t) sajatmozgas. Ekkor a rendszer allandoésult allapotaban az u(t)=0 bemend
jelhez x5(0)=0 allapotvaltozo és y(0)=0 kimendjel tartozik (aszimptotikusan stabilis elsérendii rendszer). Az
x(0) hatasa most kb. t=5/(—1)=5T id6 alatt e °x(0) ~x(0)/148.5 értékére csokken, amit gyakorlati szempontbol
mar zérusnak tekintiink [a T=1/(-1) érték (A<O0!) az elsérendli rendszer idéallanddja, t=T id6 alatt az
Xs(Di=1=Xs(T) az x(0)/e értékre csokkenl].

A gerjesztett mozgas és ennek grafikonja u(t)=1(t) mellett (1asd 14. abra):

P bt a=1=0
_ a(t-7) —
X, (t) = Ie bu@dr= b4y 40
=0 —a

x(0)=0 111 Xg i=a>0 A=a=0 u(t)=1(t)

dxg (t)

u(t)#0 bu dt J- V Xgt) J=a <0, stabilis
+ — _>

I%q(t) b/(-a ,
a= < %/
t

_T t=T=1/abs(a)

14. &bra Elsérendi linearis rendszer Xq(t) gerjesztett mozgasa a visszacsatolas a=A atviteli tényezdjének
kiilonféle értékei és u(t)=1(t) mellett

Az x4(t) megoldasbol (vagy a hatasvazlatbol), az is kovetkezik, hogy az allandd u(t)=uol(t)=1(t) gerjesztés
hatasara Kizarolag akkor jon létre t—oo mellett az Xy(t) id6fliggvénynek Xg(co)=Xgo=buo/(-a)=b/(-a) allandé
értéke, ha a=A<0, vagyis ha az integrald tag negativan van visszacsatolva (lasd 14. abra). Ekkor a t—co
idopontban az integrald tag dx,(t)/dt bemendjele b+ab/(—a)=b—b=0, és ezért az X4(c0)=Xy kimendjele allando.
Ebben az Aallandosult &llapotban az elsérendii rendszer kimendjele is allando, ennek értéke
Yo=Cxgo+duo=(cb—da)/(—a). A 14. abra azt a fontos tulajdonsagot is szemlélteti, hogy a negativan visszacsatolt
integralo tag eredé jelatviteli tulajdonsidga olyan onbeallé tagot jelent, amelynek atviteli tényezéje a
visszacsatolas atviteli tényezéjének reciproka.

Az n>1 esetében a sajatmozgas és a gerjesztett mozgas matrixfiiggvényekkel szamithatd. Ezt a sajatmozgasra
részletezve az X(t) nx 1 méretii oszlopvektor , amelynek értéke az x(t)=e*'x(0) matrixfiiggvény:
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apit -+ appt

X (t) L A % (0) at At % (0) % (0)
Xe2 (1) :J } X, (0) ZJ } X;(0) =[|+At+A2ﬁ+ J x;(0)
: S e B a )

Xsn. ® %, (0) %, (0) A %, (0)

anl -+ ann

X () =e*x(0) —

Ebben az e exponencialis matrixfiiggvényt hatvanysoraval definidlhatjuk, ami a sajatmozgis Xgi(t)
komponenseit is egy hatvanysor alakjaban adja meg. Az x(t) kiszamitdsa zart alakban akkor egyszerti, ha az A
allapotmatrix az egymastol kiillonb6z6 A; valos sajatértékeit tartalmazo diagondlis matrix. Ebben az esetben az
et tényez6t nem kell a soraval értelmezniink, ugyanis:

Xsl(t) %1 0} Xl(o) rlt 0} X1(O) et Xl(O) e/hlxl(o)

Coa St
X (1) —el® X,(0) —el® ot x,(0) | it X,(0) _ e™x,(0)
et T e I R K
Xsn (t) X (O) Xn (0) - = X (0) e‘”‘ Xn (O)
oA « 1
Xs (1) x(0) eAly(0)

Lathatjuk, hogy az x(t) allapotvektorban, és az y(t)=Cx(t)+Du(t) kimendjel vektorban is megjelené x(t)
sajatmozgas komponens kizarolag akkor tarthat t—oo mellett zérushoz, ha az A dllapotmdtrix minden
sajatértékének valos része negativ. (Az olvasora bizzuk annak belatasat és matematikai indoklasat, hogy az
olyan rendszer, amelynek allapotmatrixaban minden paraméter pozitiv—, vagy legfeljebb zérus érték, bizonyosan
labilis tulajdonsaggal rendelkezik™). MATLAB tamogatis az X, sajatmozgas és az Xg gerjesztett mozgas
meghatarozasara:

[y,xs,t]=initial (A,B,C,D,x0);
[y,xg]=1sim(A,B,C,D,u,t) ;.

Ha az allapotvektor kezdeti értéke x(0) és u(t) Laplace transzformalhatdé un. belépd
idofiiggvény, az allando egyiitthatoju linearis rendszer allapotegyenletének az s Laplace
operator tartomanyban kaphato X(S) és y(s) megoldasai algebrai miiveletekkel hatarozhatok
meg®, majd ezt kovetden az x(t) és y(t) idéfiiggvényeket inverz transzformacioval
szamithatjuk. Részletezve (adott x(0), u(t), és A, B, C, D paramétermatrixokvalamint
L{u(t)}=u(s) mellett):

dx(t)
dt
y(t) = Cx(t) + Du(t)

U *hkkhkkkhkkhkkhkkkkhkhkkhkkkhkhkhkkkkhkikhkhkhkikhkhhkiik U

— AX(t) + Bu(t)

x(s) = (sl — A)*[x(0) + Bu(s)] =
= (sl + A)*x(0) + (sl — A)™*Bu(s)
X (s) Xy (S)
y(s) = C(sl — A x(0) +[C(sl — A) B+ DJu(s)
W(s)

Az x(t) és y(t) idofliggvények az X(S) €s y(S) inverz transzformatjaiként kaphatok:

% Segitség: az nxn méretli A allapotmatrix /; sajatértékei a det(A/-4)=1"-trace(A)A" *+... +det(A)=0 n fokszamu
karakterisztikus egyenlet /; gyokei. Ahhoz, hogy ezek a gyokok negativ valds résziiek legyenek sziikséges (de
nem elégséges!) feltétel, hogy az egyiitthatok azonos eldjeliiek legyenek (lasd Hurwitz stabilitasi kritérium). A
trace(A) az A matrix nyoma (a féatlojaban 1évé paraméterek dsszege).

*Ha az A, B, C, D paramétermatrixokban szereplé egyiitthatok fiiggvényei a t idének, a rendszer ugyan lineéris
marad, de ekkor a Laplace transzformacio a matematikai modell algebrai egyenletté torténd atalakitasara nem
hasznalhato. Ennek oka, hogy az A(t)x(t) szorzatfiiggvény Laplace transzformaltja nem azonos a tényezok A(S),
X(S) transzformaltjainak szorzataval (L{A(f)x(t)} ZA(S)X(S), lasd a konvolucio tételét)!
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x(t) = L {x(s)}= L {@(s)[x(0) + Bu(s)]}
y(©) = Ly (s)}= LH{C2(s)x(0) + W(s)u(s)}
ahol az x(s) és y(s) megoldasokban a
B(s) = Lido(t)} = L{e |= (s1 - A)

a @(t)=e™ alapmatrix Laplace transzformaltja, és az y(s) kifejezésében a W(s) egyiitthato a
MIMO tag atviteli matrixa. Ha a kezdeti feltétel x(0)=0, akkor y(s)=W(s)u(s), és a kimendjel
idéfiiggvénye y(t)=L {y(s)}=L {W(s)u(s)}. Az u(s) bemend—, és az y(s) kimendjel
oszlopvektorok kozotti figgvénykapcsolat az S operator tartomanyban tehat egy
matrixegyenlet formajaban definiahatd. Részletezve:

W(s)=C(sl —-A)'B+D =

_ Cadj(sl — A)B +det(sl - A)D
det(sl — A)

Az A, B, C, D paramétermatrixok ismeretében W(S) szamlalojaban 1évé matrixmiiveleteket
elvégezve ¢és a nevezOjében 1éve det(sl-A) skalaris tényez6t figyelembe véve a
kimendjelvektor y(s) transzformaltjara, valamint a W(s) atviteli matrix altalanos alakjara az
alabbi kifejezést kaphatjuk:

y1(S) (Wi (s) Wi, (s) W (s) ][ u(s)
Y2(S) | [Wai(s) Wiy (s) W,;(s) || uz(s)
: : Wa(s) :
Ye(S)]  [Wia(8) Wia(s) Wii(8) || u;(s)
— - o
y(s) W(s) u(s)
u(s) MIMO tag y(s)

1l—— —> 1
2—>F-_ Tso > >

Waels) - "\:%:%_> 3 ¥l
Us(S) 5 # . .’ _-
j —t — &
sorszér; IIIIIIII W(S) sl)rézeim

Y3(8)=Way(S)us(S)+...+ Was()us(s) +...+Wsi(s)uy(s)

SISO tag
u =
) W(s) yE)=W(s)u(s)
j =1 k=1
n>1

15a. abra A W3s(S) atviteli fliggvény és a SISO tag jelentése

A W(s) atviteli matrix egy atviteli fiiggvény elemekbdl felépiil6 k sort és j oszlopot tartalmazo
olyan matrix, amelyben mindegyik Wq(S) atviteli fliggvényelemnek (I: 1,2,....k ; g: 1,2,...,j) a
nevezdje ugyanaz a det(sl-A) karakterisztikus polinom. Pl. a W3s(s) atviteli fliggvényelem azt
mutatja meg, hogy a 3. sorszamu Y3(S) kimend jelre az 5. sorszamu Us(S) bemendjelnek milyen
befolyasa van (lasd a 15a. abrat). Ismételten rogzitsiik le, hogy pl. az ys(S) kimendjel
mindegyik ui(s) bemendjelnek a megfeleld Wsq(s) (q: 1,2,...,)) atviteli fiiggvénnyekkel
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sulyozott linearis kombinacidja, €és azt a dinamikus tulajdonségot irja le, hogy a bemend jelek
osszessége miként fefolyasoljak a kimend jelek egyikét (a példaban az y; kimend jelet). A
Was(s) atviteli fliggvény egyébként egy n—edrendii rendszeregyenletet is definial az yj(t)
kimend—, és az Us(t) bemend jelek kozott, mikozben a tobbi bemendjel zérus. SISO tag
esetében az atviteli matrix egyetlen elemet tartalmazo W(s) atviteli fiiggvényre egyszeriisodik.
Az atvitelimatrix hatdsvazlattal vald szemléltetését a 15b. abra mutatja.

u(s) —=% > Wa(s) —l
Was(s) ﬁ—» ya(s)
> Wy(s) )
o Atviteli
fiiggvény
< Pl Wa(s)
a q S
Us(s) > M Was(s) y3(s)
b Wii(s)
—> Wkl(s) —l
Wis(s) |—> Yi(s)
P Wii(s)
W(s) y(s)
Bemeneti oszlopvektor Atviteli matrix Kimeneti oszlopvektor

Y3(8)=War(S)ur(S)+...+ Was(s)us(s) +...+Wsi(s)u;(s)

15b. abra az allapotmatrix szemléltetése az arviteli fiiggvényelemekkel
Megjegyzés

A W(s)=C(sl-A)'B+D atviteli matrix kiszamitisa — a szokasos matrixalgebrai alapmiiveleteken (Gsszeadas,
kivonas, szorzas) tulmenden — az (sl-A) ™" inverz mdtrix meghatarozasat is igényli. Az (sI-A)™ inverz matrix
akkor létezik, ha az (SI-A) négyzetes, és reguldris, vagyis determinansa nem zérus. Szarmaztatasa az

(sl-A) *(sl-A)=I
azonossag alapjan torténik (I az egységmatrix). Meghatarozasanak képlete:

_adj(sl - A)

(o =A"= det(sl — A)

Az adj(sl-A) adjungdlt matrix az a matrix, amely az (SI-A) matrixbdl ugy szarmazik, hogy ennek egyes
elemeihez tartozd elbjeles aldeterminansokbol (a tarstényezOkbol) képzett matrix transzpondltia. Ha A=a
skalér, akkor (s-a) '=1/(s-a), de ha példaul
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A=|:a11 a12i|*> (SI—A)= S|:1 0:|_|:311 a12i| :|:5_a11 _a12i|
Ay 01 Q1 8y —8 S—ay

2x2 méretii regularis [det(sI—A)zsz—s(a11+a22)+a11a22—a12a21¢0)] matrix, akkor

;
S—8; Ay
1 .
e ] ey i~

—8; S—ay det(sl —A)  (s—ay)(s—ay)—a,3,
{S_azz a, } S—a,, a,
_ 8  S—ay _ (s—ay)(s—ay) — a3, (S—ay)(s—ay,) —a5,ay
(s—ay)(s—az) —a5,3, 821 S— 8y

(s—ay)(s—ay) —a,8,;  (S—ay)(s—a,) —a,ay

Figyeljik meg, hogy az (sI-A)™" kifejezés egy olyan matrix, amelynek algebrai tort elemeiben a szamlalo a
nevez6jétdl kisebb fokszamii polinom. Miutan az (sI-A) ™ az e™ alapmatrix Laplace transzformaltja, az €™ zart
alakban trténé meghatarozasara az e™'=L"{(sl-A) '} inverz Laplace transzformaciot is hasznalhatjuk.

Ll{ S—8y } Ll{ ) }
o(t) = L—l{(sl _ A)’l}: (s—ay)(s —ay) —ay,a, (s—ay)(s—ap) — a8, | | |:ZZ§3 :jzgﬂ

L ay Lt S—ay
(s—ay)(s—ay,) — a8y, (s—ay)(s—ap) —a5,8,;

Vegyiik észre, hogy a @(t) alapmatrix elemei t—oo mellett zérushoz tartanak, ha a 52—(a11+a22)3+a11a22—a12a21
karakterisztikus polinom A, ,=p;, gyokei (az A allapotmatrix sajatértékei, illetve a W(S) atviteli matrix polusai)
negativok, vagy negativ valés résszel rendelkeznek®’.

Mindezek alapjan az allapotegyenletével leirt linearis dinamikus rendszer aszimptotikus
stabilitasat az alabbiak szerint fogalmazhatjuk meg:

A linearis SISO vagy MIMO dinamikus tag aszimptotikusan stabilis, ha
az x(t) allapotvektoranak X,(t) sajatmozgas komponense t—co mellett
zérushoz (az allapottér origojaba) tart, vagyis:

lim x,(t) = lim e”'x(0) = lim &(t)x(0) =0
t—oo t—o0 t—oo

Ennek feltétele, hogy a ®(t)=e™ alapmdtrix** minden komponense t—oo mellett zérushoz

tartson. Ez akkor kovetkezhet be, ha a rendszer A allapotmatrixanak minden sajatértékére a

real(2;)<0 teljesiil, vagy ezzel egyenértékiien a det(sl-A) karakterisztikus polinom Hurwitz
Lo 43

polinom™,

A SISO tag rendszeregyenlete és atviteli fiiggvénye

Ha j=k=1 és n>1 tetszdleges, akkor a MIMO tag egy bemenetii, egy kimenetii n rendszamu
SISO tagra egyszeriisodik, W(s)=C(sl-A) 'B+D atviteli matrixa — a B (oszlopvektor, nx1), C
(sorvektor, 1xn), D (skaldr, 1x1) paramétermatrixok specialis tulajdonsagai miatt — egyetlen
atviteli fiiggvény elemet tartalmaz. Ekkor vy(s)=W(s)u(s), ¢és az atviteli fliggvény
W(s)=y(s)/u(s) szerint a kimend és bemend jelek Laplace transzformaltjainak hdnyadosaként
is értelmezhetd. A SISO tag esetében A (nxn) méretli matrix, ezért W(s)=G(s)/H(s) egy olyan

* Ellenérzésként kiszamithatjuk az (sI-A) '(sl-A) kifejezést is (ami az egységmatrixot kell adnia eredményiil),
ezt azonban az olvaséra bizzuk.

*2 Az alapmatrix (més elnevezésében dimeneti matrix) néhany fontosabb tulajdonsaga: 1.) d@(t)/dt=Ad(t), 2.)
@(0)=|, 3) Qil(t)z@(—t), 4) @(tz—tl)@(tl—to)zdj(tz—to), t2>t1>to ) 5) ¢k(t)=¢(kt)
“ Az n fokszamu Hurwitz polinom minden p; gydkének realis része negativ: real(p;)<0, i: 1,2, ...n.

Z
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algebrai tort, amelynek nevezéje az n fokszamu H(s)=det(sl-A) karakterisztikus polinom*.
(A J=k=n=1 elsérendii SISO tagot jelent, ekkor a linearis rendszer minden jele és minden
paramétermatrixa skalar® vagyis A=a=/1, B=b, C=c, D=d, és a karakterisztikus polinom
(s-a). Az n>1 esetben a SISO tag az dllando egyiitthatoju, n—edrendii, linedris
differencidlegyenlettel (a tag rendszeregyenlettével) is jellemezheté*, ennek a vezetd
egyiitthatora normalizalt (np=1) kifejezése:

n n-1 m m—1
d yn(t) “h d n)ﬁt) d unSt) ‘g d mu_gt)
dt dt dt dt
Ebben a h; (i: 1,2,...,n) és gi (i: 0,1,2,...,m) valés egyiitthatok, valamint n>m.

+..+hyt)=09, +...+gpu(t)

Megjegyzés.

A rendszeregyenletnek az id6tartomanyban torténd megoldasahoz meg kell hatarozni a homogén
differencialegyenlet yy(t) dltalanos megoldasat és az inhomogén differencidlegyenlet egy Yy(t) partikularis
megoldasat. Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa a homogén egyenlet dltalanos megoldasanak és az
inhomogén egyenlet egy partikuliris megoldasnak az &sszege: Y(t)=yn(t)+yy(t). Koriilményes modszer,
egyszeriibben kereshetjiik a megoldast, ha a rendszeregyenletet az allapotegyenlet alakjara vezetjiik vissza, vagy
a Laplace transzformaci6 eljarasat alkalmazzuk.

A rendszeregyenletbil kozvetleniil is szarmaztathaté a SISO tag W(s)=y(s)/u(s) atviteli
fliggvénye. Ennek — az s komplex valtozo algebrai tortjeként (polinomok hanyadosaként)
megadhato — altalanos, polinomialis normalalakja:

m . (s—z)

G(s) _ 9os" +9s8 l+---+gngog _y(s)

H(s "+hs" 4. +h n u(s

(s) s"+hs" +..+h, TT6-p) (s)
i=1

algebraitort alak

W (s) =

gy okiény eds alak

Az atviteli fliggvény polinomialis kifejezésében a rendszeregyenlet g; és h; valos egyiitthatoi
szerepelnek, igy ezek ismerete esetében a \W(S) atviteli fiiggvény a rendszeregyenletbol
kozvetleniil felirhato (az atviteli fiiggvény polinomialis normalalakja és a rendszeregyenlet
egymasnak kolcsondsen megfeleld, ugyanazokat a paramétereket tartalmazod ,,mas—mas
alakjai”).

* Csak a s1so tag W(s) atviteli fliggvénye értelmezhetd, mint az y(s) kimend és az u(s) bemend jelek Laplace
transzformaltjainak hdnyadosa, zérus kezdeti feltételek mellett. A W(S)=G(s)/H(s) atviteli fiiggvényével leirt
dinamikus rendszer aszimptotikusan stabilis, ha H(s)=0 karakterisztikus egyenletének minden p; gyoke (W(s)
minden polusa) az s komplex sik negativ valds részii félsikjan (a stabilitdsi tartomanyban) van. Egy mas
meghatarozasban W(s)=L{w(t)}, ahol w(t) a SISO tag stlyfiiggvénye (impulzusvalasza).

A dx(t)/dt=ax(t)+bu(t), y(t)=cx(t)+du(t) elsérendii (n=1) allapotegyenletnek adott x(0) kezdeti feltételre, és
u(t) gerjesztésre vonatkozo6 (matrixmiiveleteket nem tartalmazo)

t t

X(t) = e*'x(0) + Iea("’)bu(f)dr =e®x(0)+b | ¥ u(r)dz, y(t) =cx(t)+du(t)
=0 7=0

megoldasanak jelentds szerepe van, mivel egy alkalmasan megvalasztott kanonikus transzformécioval az n>1
rendszamu allapotegyenlet elsérendii rendszerekre bonthato fel (lasd az atviteli fiiggvény részlettortes alakjat).
*® Az n rendszamu, allando egyiitthatoju, linearis differencialegyenlet (a SISO tag rendszeregyenlete) ARMA
(auto regressive, moving avarage) modell, és n>m. Ennek az id6tartomanybeli megoldasa koriilményes eljarast
igényel, ettdl egyszeriibb, ha a rendszeregyenlethez egy vele egyenértékli dallapotvaltozos leirast rendeljik, és
ezt oldjuk meg, vagy a Laplace transzformaci6 alkalmazasaval az id6tartomanybol az S operator tartomanyra
tériink at, majd az inverz Laplace transzformacioval tériink vissza az idétartomanyba.
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Megjegyzés

A G(5)=00s"+018™ ... + Q.15+ Un=0o(5-Z1). . .(5-Zm) és H(s)=s"+h;s" +...+h,.15+h,=(5-p1)...(S-ps) polinomok
z; gyokeinek (W(s) zérusainak, ahol W(z;)=0) és p; gyokeinek (W(s) pélusainak, ahol W(p;)=oc) meghatarozasaval
a polinomidlis normalalak gydktényezds normalalakban, idddllandés normalalakban vagy részlettirt alakban is
megadhatd. Az algebra alaptétele szerint a valds egyiitthatoja G(s), H(s) polinomok gyokei valos értékek (pl.
Zi=a;, Pi=o0i), vagy konjugdlt komplex parban megjelend szamparok (pl. zjjw=aitjfi, piir1=oitjw;), illetve a
gyokok egy része a komplex sik origdjaban is lehet (pl. J szamt z=0 zérus, és K szama p;=0 poélus). A
gyoktényezOs alakhoz rendelhetd az atviteli fliggvény ,,abraja”, amely a zérusok és polusok elhelyezkedését
mutatja a komplex szamsikon (lasd 16. abra). Ez az dbra — a gy egyiitthatd megadasa mellett — egyértelmiien
definialja az atviteli figgvényt. Elvi lehetdségként tobb, egymassal azonos zérus és polus is lehetséges, amelyek
kiejtik egymast. Az is el6fordulhat, hogy valamely zérus vagy pélus a G(S) szamlalo, illetve a H(S) nevezd
polinomjainak tobbszords multiplicitasu gyoke.

J¢ polus
O zérus

16. abra A W(s) atviteli fiiggvény polus—zérus eloszlasa a komplex szamsikon

Ennek megfeleléen a G(s) illetve H(s) gydktényezés kifejezésében az s’ és s*, az (s-z) = (s—a) és (s-pi)=(s—0),
valamint a konjugalt komplex gglékpérokat tartalmazd  (5-2))(S—Ziv1) = (5-zi)(s-z*)=5"=s(zi+z*)+ziz;*
illetve a (s—pPi) (5—Pi+1)=(5—Pi) (5Pi*) = s—s(pi+p;*)+pipi* tényezdk szerepelhetnek (z*, pi* a z; és p; konjugaltjai).
A valoés zérusok és polusok kiemelésével valamint a konjugalt komplex zérusokat és poélusokat tartalmazo
tényezOket egy valos egyiitthat6ji méasodfoka polinomba Ssszevonva és ebbdl a ziz*=a’+87 és pipi*=oi+wi
valos értékil allandokat kiemelve az alabbi kifejezéseket kaphatjuk:

valods a; zérusokhoz és o; pdlusokhoz tartozo tényezok:

s-2, =5-a, = (a)lL+ (-)s] - —(L+sn)
S= P, =5-0, = (-0)IL+ (-—)s] == (45T,

konjugalt komplex (5-z;)(s—zi+1) zérusparokhoz és (S—p;)(S—Pi+1) polusparokhoz tartozo tényezok:

. x : : . . 20, 1

sz—(Zi+Zi)S+ZiZi :Sz_[(ai+JBi)+(ai_JBi)]S+(qi+JBi)(ai_JBi):((X'iZJrﬁiz)[l_ 2 zs+ﬁsz]:
a; +B; o +B;
=i2(1+ 24T +15:8%) Ty = ! >0 -l<p;=- i <1
Jar o7 Jorowt

N x : . . . 20, 1

SZ—(pi+pi)s+pipi =52 —[(o; + Jo; +(o; — j0)Is + (0; + j0;)(o; - jo) = (o] +f )L - 20 757 252]=
i+’ ol +of
1 G;

<1

=i2(1+2§iTOis+T02isz) T, = >0 -1<& =-

1
Toi Vol +of Vol +of

A 1=1/(-a;) és Ti=1/(-0y) valds idddllandok, a wu=1ITy a nevezében 1évé masodfoku tényez6k valds
sajatfrekvenciai (natural frequency), a & a valés csillapitasi tényezok® (damping factors). Mindezek
figyelembevételével (my, n; a valds, my, N, a konjugalt komplex parban eléforduld zérusok és polusok szama, és
igy a G(s) és H(s) polinomok fokszamai m=J+m;+2m,, n=K+n;+2n,). Vagyis:

* A MATLAB [10,ksi]-damp (Ps) utasitisa egy tetszéleges, az s valtozoban n fokszama P(s) polinomhoz
kiszamitja ennek gyokeit, a gyokoknek megfeleld sajatfrekvenciakat és csillapitasi tényezdket.
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m m2
008" [ Js=e] Jis- e+ 106 - (e - 801

W(s) = m n2 =
sKH(s—aoH[s—(oi+jw.)][s—(a.—Jwi)]
1
H( a)H(a +B) H[“(‘*)S]H(l‘ﬁ ™)
L _ 20; 1 2
H( a)H(a o) H[1+( ai)S]H(l i
Wr (s)
k/si
(L+s7;) L+ 2p7g8 +758%)
- 2)6-2,).(5-2,) _LH ' H e
W) =90 (s—P)(s—Py)(5-p,) S 42 n2
1 27 n
gyoktenyeés (polus-zérus) alak H (:I'+ STi )H (1 + 2giTOis + TOZiSZ)

Wr (s)
idéddallans normaélalak

A gyoktényezds (zero—pole—gain) és az idéallandés normalalak 1ényegét tekintve az atviteli fiiggvény azonos
tulajdonsagait (W(s) zérus—polus eloszlasat) mutatjak, az idéallandos alakban azonban minden, Kk, 7, ui, 7o, Ti, &
Toi paraméter valos érték, és i=K-J a tag tipusszama. A tranziens viselkedést az atviteli fliggvény Wr(s)
idéallandokat tartalmazé tényezdje jeleniti meg, a rendszer kvazistacioner 4llapotaban viszont a k/s' tényezé a
meghatarozo. Stabilis W(s) mellett i=0 ardnyos (6nbealld) tagot jelent, az i>1 integralé tulajdonsagot mutat, i<1
esetében differencidlo jellegh jelatvitelr6l van szo. Ha a K, =i, wi, toi, Ti, & Toi paraméterek mindegyike pozitiv
érték és i=0, akkor minden pdlus és zérus a komplex sik negativ valds részii félsikjan van, és a tag
aszimptotikusan stabilis, 6nbealld, és un. minimumfazisi. Ha a stabilis polusok mellett a zérusok kozott pozitiv,
vagy pozitiv valos részli zérusok is vannak, az Onbealldo tag nem minimumydzisi. A Wr(s) tényez6 1ényeges
tulajdonsaga, hogy az s=0 helyen vett helyettesitési értéke az egység: Wr(0)=1. A W(s)=G(s)/H(s) polinomialis
normalalakjabol a gyoktényezds normalalak meghatarozasat a MATLAB [z,p, k]=tf2zp(G,H); fliggvénye
tamogatja. Az id6allandés normalalak kiilonféle tényez6i alapjan az alabbi tablazatban megnevezett tagokat
szokas egymastol megkiillonboztetni:

W(s) tényezdje A megfeleld rendszeregyenlet Megnevezés Jelolés  Megjegyzés
k y(t) =ku(t) Idékésés nélkiili aranyos tag P k: atviteli tényez6
du(t) o o o
sTp yit)=Tp ot Differencialo tag D Nem realizalhaté
L 7 YO _ Integrdls tag I T, integraldsi idé
ST, dt
du(t) , . g ., .
1+ T, y(t) =u(t) + T, " Aranyos—differencialo tag PD Nem realizalhato
1 dY( ) _ o o
TisT ——2+y(t)=u(t) Egytdrolos aranyos tag T T>0, idéallando
+
1+24T,5+T2s%  y(t) = u(t) + 24T, dl;(t) +T2 dd”(t) P+D+D? tag PDD?  Nem realizdilhatd
il 2 d%y(t) d)’(t) o . .
_— T, +2 +y(t) =u(t Kéttirolos lengd ta T: To>0, 0<¢<1
l+2§TOS+T0232 0 dtz §TO y() () g g 0
1+sTy 7 YO _ iy 1, O Ardnyos-integrilé tag Pl T0
sT; dt dt
T
% dili(t) +yM) =T, dl;?) Egytarolos differencialo tag DT T¢>0, T>0
1+5sT
1+ 51? dy(t) y© =u®+T, MO invosdifferencialotag PDT  T4>T>0
+5
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1+5T,

iy T L0} +y@)=u(t)+T, du(®) Kozelitd aranyos—integralé tag PIT — T>T>0
1+sT dt dt

e y() =u(t-T,) Holtidés tag H Tv>0

A tablazatban kiemelten megjelenitett kéttarolos lengé tag (T: tag) atviteli fiiggvénye és az ennek megfeleld
rendszeregyenlet egy olyan alapeset, amivel a zart szabalyozasi rendszer Ya(S) (alapérték) bemendjele és az y(S)
(szabalyozott jellemzd) kimendjele kozotti jelatviteli tulajdonsagait is gyakran jellemezziik. Az atviteli
fiiggvényt ekkor egy negativ valos részii py,=otjo=[-EEjN(1-EA)]/To un. domindns péluspdr jellemzi [lasd
17. 4bra, wo=1/T, a csillapitatlan (természetes) korfrekvencia, V(1-¢)/T, a csillapitott (lengési) korfrekvencia,
&=cos(y) a csillapitasi tényez6]. A & csillapitasi tényez6 értékétdl fiiggben a kéttarolos lengd tag v(t) atmeneti
fiiggvénye (egységugras valasza):

¢ —
e " CoS (1_§z)t+ ° sin“l_ézt 0<&<1

1_
J1-&2 To Ji-&2 T

t

_ 1 1 t, T
v(t)=L? =d1-1+—)e D =1
® {1+2§I'03+T0232 s} ( TO) ]
t
—B— [ _ 2 I_ 2
1-e ™| cosh d 6E)t+ 3 sinh 1 gt 1<&<wo
To \/l—f To
P1 A g2
¥ i lT‘f
- cos()=¢

SLs s

&=1, pr=1To

pZ:pl* 20, putifTo

17. dbra A kéttarolds lengd tag (T tag) atviteli fliggvényének polusai

A v(t) kifejezésébdl lathatoan a £>0 csillapitasi tényez6 értékétdl fliggben a v(oo)=1 végértékre torténd beallas
lengésekkel (0<¢&<1) vagy aperiddikusan (1<E<o0) torténik. Figyeljiink fel arra a tulajdonsagra, hogy a ¢
csillapitasi tényez6 egységnyi értéke esetében az atviteli fliggvénynek kétszeres multiplicitasu valds polusa van
a negativ valds tengely p;,=—1/T, pontjaban, amikor is az aperiddikus atmeneti fliggvény a leggyosabb
beallast. A £=0 paraméter jelentése csillapitatlan lengést jelent, ekkor a poélusok p;,=£j/Ty értékkel az
imagindrius tengelyen vannak (T=2xT, periddusidejii oszcillator tipustt miikodés). A &<0 eset labilitast jelent,
az atmeneti fliggvény minden hataron tal novekszik.

A v(t) grafikonjat ¢ kiilonféle értékeire MATLAB tamogatassal szamitjuk. Részletezve:
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TO=input (' T0=') ;ksi=input (' ksi=");
[G,H]=0dr2 (1/T0, ksi) ;step (G, H) ;

A kéttarolés lengd tag atmeneti fliggvénye
From: U(1)

2 G
§ / \ / \
[\ [ e
. / \ / \
16~ / \ \
/ \ / \
141 \ [ \
RN AVinax | \
12 / \ \
_ \ / \
s Z \ [——
> - 1
08 | \ / \
/ ! | |
/ \
06 / g=1 &=0 \
| \
04t I/ \ / \
I/ /
I/ \
0 :
105 14
tn Time (sec.)

18. abra Kéttarolos leng6 tag atmeneti fliggvényei
A T: tag atmeneti fiiggvénye (lasd 18. abra) 0<¢<1 esetben csillapodo lengésekkel veszi fel az y(co)=v(c0)=1
végértékét, mikdzben a t,=nTo/N(1-£2) idSpontban keletkezé maximalis tillendiilése (overshoot)

_z

:Vmax(tm) —1=e st

AV

max

A v(t) atmeneti fliggvény fontos tulajdonsaga, hogy a AV titllendiilés értéke kizdarélag a & csillapitdsi tényezd
fiiggvénye.

A tablazat masodik kiemelt atviteli fliggvénye az aranyos—integralé (Pl) tagot irja le. Ez az
(1+sTy)/(sT;)=1+1/(sT;) kifejezésnek megfeleléen egy aranyos (P) és egy integralo (I) tag pdrhuzamos
kapcsolasanak is tekinthet, atmeneti fiiggvénye ennek megfeleléen v(t)=L{W(s)/s}=1+t/T;,. Kiemelt
jelent6sége azért van, mert igen nagy gyakorisaggal a szabalyozasi algoritmus egy W, (s)=k,[1+1/(ST;)] tipusq,
aranyos (P) és integralo () jelatviteli csatornaval rendelkezd atviteli fiiggvénnyel jellemezheté (T;>0:
integralasi idd).

A tablazatban a harmadik kiemelt atviteli figgvény az exp(-sTy) holtidds (H) tényezét jelenti. Ez a tényezd
akkor szerepel a tag atviteli fliggvényében, ha az y kimendjel és az U bemendjel kozotti késleltetésben az inercia
tipusti késleltetésen tilmenden a jelterjedés véges sebességének a hatasa nem hanyagolhato el. Atmeneti
fiiggvénye v(t)=1(t-T}), vagyis az u(t)=1(t) egységugrasra adott y(t)=v(t) valasz egy Ty holtidével késleltetett
egységugras. Az exp(-sTy) tényezO transzcendens volta a zart szabalyozasi rendszer analizisében jelentSs
nehézséget okozhat, ezért gyakran algebrai tort tipusa atviteli fliggvénnyel kozelitjiik (1asd a Strejc, vagy Pade
kozelitéseket).

Természetesen a tablazatban szereplé minden tagnak — az atviteli fliggvényeken és a rendszeregyenleteken
talmenéen — fontos rendszerjellemzé tulajdonsaga a w(t)=L{W(s)} sulyfiiggvénye, a v(t)=L{W(s)/s}
datmeneti fiiggvénye és a W(jw)=W(S),=;, frekvencia fiiggvénye (Nyquist helygorbéje). Ezek meghatarozasat és
abrazolasat az olvasora bizzuk. Az inverz transzformacié végrehajtasahoz vegyiik figyelembe, hogy egy inverz
transzformalando B(S)/A(S) valodi tortfiggvény (B(S) m>0 fokszama kisebb A(s) n>1 fokszamanal) inverz
transzformaltja az n fokszamua A(S) polinom egyszeres multiplicitast p; gyokei esetében (Heaviside kifejtési

tétele):
4B | _ Y B(p:) pit
L {A(s)}_Z[dA(s)} ¢
S=pj

i=1

ds

A téblazatban szereplé ,,nem realizalhat6” D, PD, PDD? tagok idedlis differencidldé komponenseket
tartalmaznak (szamlalojuk a nevezdjilknél magasabb fokszamu, atmeneti fiiggvényiikben J(t) Dirac delta és
ennek koriilményesen értelmezheté do(t)/dt elsérendii—, és d?0(t)/dt? masodrendii derivéltjai is megjelennének!).
Ezek a W(s) atviteli fliggvény G(S) szamlalojanak gyoktényezojeként ugyan létezhetnek, de dnmagukban nem
realizalhatoak. Az atviteli fiiggvényben egy z; zérus realizalasa sziikségszerlien egyiitt jar egy p; polus
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jelenlétével is, ami biztositja, hogy a szamlalo a nevez6tél nem magasabb fokszamu (tehat példaul az s—z;
tényez6 nem realizalhaté tagot, de az (S—z)/(s—p;) realizalhato tagot jelent). Elfajuld esetnek tekinthetjik a
W(s)=k atviteli fiiggvényt is, amely y(t)=ku(t) — id6késleltetés nélkiili aranyos, tehat bizonyos értelemben
idealizalt — kapcsolatot definial az y kimend és U bemend jelek kozott. Ebben a vonatkozasban megengeddbbek
vagyunk, mert ha a valosagban jelenlévé késleltetés a rendszer tobbi késleltetéséhez képest elhanyagolhatd, a
késleltetés nélkiili aranyos tag (a proporciondlis, P tag) absztrakcidjaval dolgozhatunk.

Az algebrai tort, vagy gyoktényezds kifejezésben adott atviteli fiiggvényt részlettortes alakban (partial—
fraction) is megadhatjuk. Ha W(s) pi polusai egymdstdl kiilonbozdek, akkor a polinomidlis alak ri/(s—p;)
részlettortek Osszegére is felbonthato. Ennek kifejezése n>m mellett:

gosm + glsmil +..t gmflS + gm _

=1 -
s"+hs" .+ h s+h,

polinomials alak

o (5-2)6-2).(5-2n) _

=0, =

(5= Ppy)(s=Py)-.(5— Py)
gyoktényeds (polus-zérus)alak

I

NG N GP) Nk Y0
részlettor tes alak (7 pl) részlettor tes alak

W(s) =

Ebben r; a W(s) komplex valtozos fiiggvény reziduumai®®, ki=ri/(—p;) atviteli tényez6, T=1/(-p;) idéalland6. A
részlettortes alakbol az is kovetkezik, hogyha a p; polusok az s komplex sik negativ valds tengelyén
helyezkednek el, ez az alak n szamt egytdrolos ardnyos tag (T tag) pdrhuzamos kapcsoldsdanak struktrajaval
jellemezhets. A részlettortes alak igen egyszeriivé teszi a tag w(t)=L *{W(s)} impulzusvalaszanak kiszamitasat,
miutan a w(t) sulyfiiggvény az L {ri/(s—p;)}=riexp(pit) idéfiiggvény komponensek dsszegeként jon létre. Az
atviteli figgvény W;(s)=ri/(s—pi)=xi(s)/u(s) osszetevdjéhez egy

sX; () = piX; () + ru(s) & % =pxt)+rut) i:12..,n
V9= % e y0=Y x0
i=1 i=1

allapotegyenlet komponens, és az ezek Osszegeként keletkez6 y kimendjel rendelhetd. Ennek alapjan hasznaljuk
azt a meghatarozast, hogy egy dinamikus rendszer atviteli fiiggvényének minden p; pdlusahoz a rendszer
egyfajta xi(t) dllapotviltozoja tartozik (lasd pl. az atviteli figgvény pdrhuzamos felbontasat). Ebbdl az
allapotegyenlet elsé kanonikus alakja allithato el6, amikor is a rendszeregyenletnek megfelelé allapotegyenlet
diagonalis allapotmatrixanak foatlojaban az atviteli fliggvény p; polusai szerepelnek. Az allapotegyenlet ekkor:

X (t) pp 0 o 0 I X() n
i Xz.(t) _ 0 p.z 0 le(t) " r.z u(t)
dt : S : :
X, (t) 0 o - Pn X, (t) r
S SRS
x(t) AT=A Br
%, (1)

yO-f 1 - 1

*8 r; a W(s) komplex valtozos fliggvény p; szinguléris pontjahoz tartozé
o Cn(S—p) . .+ (5—pi) T Cot. .+ Ca(s—pi) ...

Laurent sordban az (s—p;) " tényezbjének c_, egyiitthatdja, a p; ponthoz tartozé reziduum (c=r;).
W(s)=G(s)/H(s) atviteli fliiggvény szingularis pontjai (polusai) a H(s)=0 karakterisztikus egyenlet p; gyokei.
Ezek, illetve a residuumok kiszamitasat (a G(s) és H(S) polinomok ismeretében) a MATLAB

[r,p,k]=residue (G,H); [z,p, k]=t£f2zp (G, H)

utasitasai tamogatjak (t£2zp: transfer function to zero—pole conversion).
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A W(s)=G(s)/H(s) atviteli fiiggvény ismeretében a jelatvivd tag sulyfiiggvénye (a W(t):L’l{W(S()}
impulzusvélasza), drmeneti fiiggvénye (a v(t)=L{W(s)/s} egységugras valasza), W(jw)=W(s),-,=a(w)e”""
frekvencia fiiggvénye (az u(t)=1sin(wt) harmonikus jelre adott kvazistacioner y(t)=a(w)sin[wt+e(w)] valasza),
vagy fetszéleges U(t) gerjesztésre adott y(t), X(t) valaszai MATLAB tamogatassal is meghatarozhatok. Pl. a
polinomidlis normalalak ismerete alapjan (ha n>m):

G=input (' G=') ;H=input (' H=") ;

[w,x, t]=impulse (G, H) ; impulse (G, H) ; pause;

[v,x,t]=step (G, H) ;step (G, H) ;pause;

[reW, imW]=nyquist (G, H) ;nyquist (G, H) ; pause;

[a,fi, omega]=bode (G, H) ;bode (G, H) ; pause;

u=input (‘u=’") ;

[y,x,t]=1sim(G,H,u, t);1lsim(G,H,u, t);

Ha W(s)=G(s)/H(s) és u(s)=Gy(s)/H(s) algebrai tortek, akkor y(s)=W(s)u(s)=[G(s)Gy(s)I/[H(s)Hu(s)]=B(s)/A(S).
Az y(t) idéfiiggvény ekkor az L {W(s)}=w(t) és a L {u(s)}=u(t) konvoluciojaként, vagy az y(t)=L {y(s)}=
L™ {B(s)/A(s)} inverz Laplace transzformaltjaként hatirozhaté meg. Abbol a tulajdonsagbol, hogy az s operétor
sec ' dimenzioval rendelkezik az is kovetkezik, hogy minden z; zérus és p; polus dimenzidja is sec™’, illetve az

ezek reciprokaként bevezetett 7, 7, 75, T, paraméterek sec dimenzidjuak, valamint a x4, ¢ paraméterek
dimentiotlanok.

A W(s) atviteli fliggvény
H(s)=s"+h:s" *+...+h, 15+h,=(5-p1)(5-P2). ..(S-Pn)

karakterisztikus polinomjanak p; gyokei (a W(s) atviteli fiiggvény polusai) szabjak meg a tag
stabilitasat, az Xs(t) sajdtmozgasanak tranziens Osszetevoit (lasd pl. az atviteli fiiggvény
részlettortes alakjat és az ebbOl szarmaztathatdo riexp(pit) id6fliggvény szerint alakuld
stlyfiiggvény komponenseket). Ezek az riexp(pit) 0sszetevok —oo mellett akkor tartanak
zérushoz, ha a pit exponens negativ, vagyis ha real(p;)<0%.

Aszimptotikusan stabilis a W(s)=G(s)/H(s) atviteli fiiggvényével leirt
dinamikus tag, ha minden p; pélusara — a H(s)=s"+h;s" *+...+h,=0
karakterisztikus egyenletének minden gyokére — real(p;)<0 feltétel teljesil.

Az aszimptotikusan stabilis rendszer esetében u(t)=upl(t) ugrasalaku gerjesztésre t—oo mellett
1étrejon a valasz Yo=Y(t),- allandosult értéke, amikor is az u és y jelek differencialhanyadosai
zérus értékiiek. Ebben az allandosult allapotban hn,yo=gmuo, illetve yo=(gm/hn)uo=kuo [k=0m/hy
a SISO tag dviteli tényezdje (ersitése, dc gain), és gm0, h,#0].

Megjegyzés

A sIso tag W(s) atviteli fliggvényéhez — mint ahogy ezt az el6z6ekben targyaltuk — kiilonféle
allapotegyenletek rendelheték. Ezek jellegzetes tulajdonsaga, hogy a B bemeneti matrix oszlopvektor, a C
kimeneti matrix sorvektor a D direkt matrix skaldr (lasd az atviteli fliggvény kiilonféle — pl. direkt és
parhuzamos - felbontasait, vagy a Frobenius alakokat). A SISO tag jelatviteli tulajdonsagait a
rendszeregyenletén, az dllapotegyenletén, és az atviteli fiiggvényén tilmenden tovabbi rendszerjellemzd
fliggvényekkel is leirhatjuk. Ezek: a w(t) sulyfiiggvény (impulzusvalasz), a Vv(t) dtmeneti fliggvény (az
egységugras valasz), és a W(jw) frekvencia fiiggvény (a harmonikus jelekre adott vélasz). Ez utobbiak —
hasonloan a differencialegyenlethez illetve az atviteli fiiggvényhez — is alkalmasak arra, hogy tetszéleges u(t)
gerjesztd jelekre kapott vdlaszokat meghatarozhassuk. A W(jw) frekvenciafiiggvény a szabalyozé un.
frekvencia modszeren” alapulo rendszertechnikai méretezésében (a szabalyozd W(S) atviteli fliggvényének —
illetve a szabalyozasi algoritmusnak — meghatarozasaban) is jelent6s szerepet kap.

Ha az aszimptotikusan stabilis rendszer az ui(t)=ujo=dllando#0 gerjesztésre adott x;(t) és
yi(t) valaszai t—oo mellett xj(0)=Xjo, Yi(0)=Yio allandé értékeket vesznek fel, akkor az n

“ A Hurwitz stabilitasi kritérium alkalmazasaval a H(s) polinom p; gydkeinek kiszAmitasa nélkiil is
eldonthetd az a kérdés, hogy minden p; gyokre teljesiil—e a real(p;)<0 feltétel.
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dimenzios allapottérben abrazolt allapotvektor x(c0)=Xe=[X1(0) Xa(0) ... Xn(c0)]" végpontja az
allapotér stabilis — Ps jelti — egyensulyi pontja. Nemlinearis esetben a dinamikus rendszernek
adott up gerjesztés vektor mellett t6bb egyensulyi pontja is lehet, linearis rendszer esetében
viszont csupan egyetlen egyensulyi pont van™. Stabilis vagy labilis rendszer Ps, illetve P,
egyenstlyi pontjaban®® a dxo(t)/dt allapotsebesség vektor zérus (mert az Xo allapotvektor
allando), ezért az Xo és Yo koordinatak értékei nemlinearis esetben a dxo(t)/dt=f(Xo,up)=0
egyenletbdl hatarozhatok meg.
% =f(%,Up)=0 — X5 =T1"(Up)
Yo = 9(Xo,Ug) = g (" (Ug),Ug) = 9 (Ug)

Linearis rendszer esetében az X, allapotvektornak és az Yo kimendjel vektornak a
paramétermatrixokkal kifejezhetd értékei:

—dxé’t(t) = f(Xy,Ug) = AXy + Buy =0 — x, =—A'Bu,
Yo = CX, + DUy = (-CA™B + D)u, = ku,
k

Az LTI rendszer egyensulyi pontjanak Xjp koordinatai algebrai matrixmiiveletekkel
szamithatok, az A inverz matrix most Aﬁlzade/detA, és det(A)A0.

Ha a rendszer allapotvektoranak kezdeti értéke X(0) és a gerjesztésvektor u(t)=uol(t)
ugrasfliggvény, akkor a t=0 idopontban a dx(t)/dt allapotsebesség vektor (az integralo tag
bemend jele) nemlinearis és lineéris esetekben:

dx(t)|

tho = f[x(0),u,]
dx(t)]

o, MO+ B

Ennek jelentése az, hogy az x(t) allapotvektor minden X;(t) komponense x;(0) értékrdl indulva
tg(ai)=fi[x(0),uo]=fi[x1(0),.. ., Xn(0),u1(0),...,u1(0)], illetve linearis esetben az AX(0)+Bug
kifejezésnek megfelelden

tg () =a;,X, (0) + - -+ &, X, (0) + byyu, (0) +- -+ byu; (0)

meredekséggel kezd az idGben valtozni, vagyis altalaban a Xj(t) megoldas dx;(t)/dt
meredeksége a t=0 id6pontban mindegyik allapotvaltozo x;(0) kezdeti értékétdl, és mindegyik
bemendjel ugrasnak az ui(0) nagysagatol fiigghet®, akar stabilis, akér labilis rendszerrdl is
legyen sz6 (lasd 19. abra).

0 Az dgllapottér X, koordinataji egyensulyi pontjat — hasonléan, mint a W(s) atviteli fiiggvénynek a komplex
sikon abrazolt p; pdlusokkal definialt pontjaihoz — szinguldris pontnak is nevezik.

L A P, labilis egyensulyi pont ,,virtualis” egyensulyi helyzetet jelent, mert ebben a pontban keletkezé barmilyen
kis kimozditas hatdsara a rendszer ide visszatérni nem képes.

2 Linearis rendszerek esetében a jelek kezdeti (t=0) és végértékének (t=0) meghatirozasara a Laplace
transzformacido megfeleld tételeit is hasznalhatjuk, feltételezve, hogy a végérték a rendszer aszimptotikus
stabilitasanak okan egyébként létezik.
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Xi stabilis / RN labilis Xi stabilis / labilis
/I \‘\ ’
%i(0) Xi(20)=f; (Uo) xi(0) Nt Xi(00)— —A'Buo
f\ tg(c4)=FX(0),uc] v t f tg(as)— Ax(0)+BUo V -
> t
Nemlinedaris rendszer Linearis rendszer

19. dbra Az ugrasjelre adott x;(t) valaszok kezdeti és végértékei

Onbedlls®® SISO tagok esetében az Ug dllandé gerjesztéshez allanddsult allapotban (t=)
dllando Xo éallapotvaltozo, és allando Yy, kimendjel tartozik, ezek dsszerendelését az

Xo=F*(Uo),  Yo=0(Uo)
Xo=—A 'BUg, Yo=(-CA'B+D)uo=kuo

kifejezések, illetve az y, kimendjel és az Uy bemendjel kozotti fliggvénykapesolatot
meghatérozé statikus karakterisztikdk teremtik meg™ (k=—CA 'B+D=gu/h, a lineéris SISO tag
awviteli tényezdje, dc erdsitése). Linearis esetben az Yo=Kug az origdn atmend k meredekségi
egyenest jelenti (lasd 20. abra). A statikus karakterisztika egy mérési eljarassal is
meghatarozhatd, lényeges tulajdonsaga, hogy kizarolag az onbedlld tagok Uo, Yo egyensulyi
ertékel kozotti figgvénykapcsolatokat tartalmazza.

Yo Yo=g(Uo) - y Yo Yo=kuo y
« k=19(¢)
Yoz X-"'-"x' T \ y(t)
Yo1 1 —_ Yo2 < - - - [ R
| | /, =
/o ¥ ; A
i Yor </‘\ ......... e —_ }
% P Y P A
: 1 u % t S |
— Uor —  Uo2 ° Uor — U2 > 9 !
u | L > u
<2
t u(t) Nemlinearis u(t) Linedris

20. abra Nemlinearis és linearis 6nbeallo (stabilis) SISO tagok statikus karakterisztikai

Annak eldontésére, hogy egy Aup ugrasfiiggvény hatasara keletkezett Ayp milyen Ay(t)
idoéfliggvény végeértekekent jon 1étre, a differencidlegyenlet megoldasara lenne sziikség. A 20.
abra a lehetséges Ay(t) idofiiggvények egyikér (pl. az Aug ugrasjelre adott Ay(t) aperiodikus
jellegti valaszt) mutatja.

A W(s) atviteli fiiggvénnyel jellemzett linearis SISO tagok hatasvazlatai P (aranyos), |
(integralo) és X (0sszegzd) linearis alaptagokbol 4116 hatasvazlat struktirabol épithetdk fel
(lasd az atviteli fiiggvény kiilonféle felbontasait, illetve az egyenarami motor valamint az
elektronikus aramkoérok hatasvazlatait). A W(S) atviteli fiiggvénnyel jellemzett tagok

% Az onbedlls SISO tag aszimptotikusan stabilis, és az Up=dllandé bemendjelre, dllandésult allapotban,
Yo=KUo=dllandé+0 kimendjel valaszt ad. Az allapottér Pg pontja ekkor stabilis egyensulyi pont.

> LTI rendszer esetében ez az allandosult allapot kizarolag akkor létezik, ha az A allapotmatrix minden 4;
sajatértéke — a det(1/—A)=0 karakterisztikus egyenlet minden gyokére — real(4;)<0.
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egymassal alapstruktirakat alkotd kapcsolatban lehetnek. Ezek az alapstruktarak a Wi(s)=
Gi(S)/Hi(s) és a Wxy(s)=Ga(S)/Ha(s) atviteli fiiggvényli tagok soros, parhuzamos és
visszacsatolast tartalmazo kapcsolasai (lasd 20a. abra). Soros kapcsolas esetében a Wi(S)
atviteli figgvényl tag yi(S) kimend jele mikidteti a Wy(S) atviteli fiiggvényi Uy(S)
bemendjelii és  Yo(S) kimendjeltt tagot [ux(s)=yi(s)]. Mindezek kovetkezményeként
Y2(S)=W2(S)u2(S)=W2(s)y1(S)=W2(S)W1(S)ui(S), az eredd atviteli fiiggvény ennek megfeleléen
WR(S)=W1(S)W2(s)=Yy2(s)/us(s). Parhuzamos kapcsolas esetében mindkét tag azonos
u1(S)=uz(s)=u(s) bemendjellel gerjesztett, az ered6 kimendjel az egyes tagok kimendjeliek az
Y1(8)+Y2(S)=Wa(s)u(s)+Wo(S)u(s)=[W1(S) +W2(s)]u(s) Osszege, az eredd atviteli fiiggvény tehat
WR(S)=W1(S)+Wa(s)=y(s)/u(s). Visszacsatolas mellett a W,(s) visszacsatolt tag ui(s)
bemendjele a rendszer u(s) bemendjelének és a visszacsatold tag y(S) kimendjelének az
uz(s)=u(s)+yy(s) osszege (pozitiv visszacsatolas esetén) vagy az Ui(S)=u(s)-yv(S) kiilonbsége
(negativ  visszacsatolas  esetén). Az ered6 kimenbjel a  visszacsatolt tag
Y(s)=W1(s)u1(s)=W1(S)[u(s)£yy(S)] kimend jele, de az y,(S) visszacsatolo jel yu(S)=Wa(s)y(s).
Ennek  megfelelien a  struktara  y(S)  kimendjelének  implicit  kifejezése
y(s)=Wi(s)[u(s)£W-(s)y(s)]. Ebbdl y(s) explicit alakban  y(s)=Wa(s)/[1=W1(S)W2(S)]u(s),
vagyis a visszacsatolas ered6 atviteli fliggvénye Wg(S)=W1(S)/[ 1£W1(S)Wa(s)]=y1(S)/u(s), és a
+ el6jel a negativ visszacsatolasra, a — eléjel a pozitiv visszacsatolasra vonatkozik.

b Wi(s) | Wa(s) v —|  WR(S)=Wi(s)Wa(s) | v

SISO tagok soros kapcsolasa

Y1

u ;ul; Wy(s) y u —»|  WR(S)=Wi(s)+Wo(s) >y
Y2
Uy SISO tagok parhuzamos kapcsolasa
W (s)
u£yy _ W, (S) — 1
u - Wy(s > Vi u — WR —> y
© LW, (S)W, (5)
- Wa(s) e SISO tagok pozitiv vagy negativ visszacsatolasa

20a. abra SISO tagok alapstrukturai

A soros és a parhuzamos kapcsolasok ered6 arviteli fliggvényeinek nevezdje a Hi(S)Ha(S)
karakterisztikus polinom. Ezért ha mindkét tag stabilis, az ered6é rendszer is stabilis, de ha a
tagok valamelyike labilis, az eredd rendszer is labilis. Nincs ez igy a visszacsatolds esetében,
mivel ekkor a Wg(s) karakterisztikus polinonja Hg(s)=H1(s)H2(s)+G1(s)Gx(s), ami azt jelenti,
hogy pl. labilis Wy(s) esetében W,(S) megfeleld megvalasztasaval Wrg(S) stabilizalhato, vagy
stabils Wi(s) és Wx(s) esetében a Wg(s) labilis is lehet. Mindennek oka, hogy a
visszacsatolasban zarthuku jelterjedés realizalodik: u;=u+y, —y=Wi(S)u;—Yy,=Wy(S)y—Us.

A stabilitas szemléltetése az allapottérben. Az allapottrajektoria
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Az aszimptotikusan stabilis, illetve labilis rendszer mozgasa nem csak az
allapotvaltozoinak xj(t) idofiiggvényeivel, hanem az x; allapotvaltozok altal kifeszitett n
dimenzios allapottérben az dllapotirajektoriaval is szemléltethetd™ (lasd 21. abra). Az
aszimptotikusan stabilis rendszer trajektoriaja az allapottér x(0) kezdeti feltétel vektor altal
meghatarozott pontjabdl indul, és az allandé Up=[uip Uy ... UjO]T gerjesztés hatasara, t—oo
mellett az allapottér Xo=[X10 Xz0 ... Xno]" koordinataju Ps jelti stabilis egyensulyi pontja felé
tart, amit elméletileg a t=co idépontban ér el (lasd a. abra). Ha ezt a stabilis rendszert az
egyensulyi helyzetébdl egy Kis Aug jellel kimozditiuk majd Auy gerjesztést egy rovid id6
elteltét kovetden megsziintetjiik, a rendszer visszatér az Xo koordinataju stabilis egyensulyi
pontjaba. Labilis rendszer esetében is létezhet a f(Xo,Up)=0, vagy az  Axp+Bup=0
egyenleteknek Xo koordinataja P jeli labilis egyensulyi pontja, de az ebbdl kimozditott
rendszer ennek kornyezetét elhagyja, a trajektoria t—oo mellett a végtelenbe, vagy egy
masik, stabilis egyensulyi pontba tart (labilis, ,,virtualis” egyensulyi pont, lasd b. abra). Az is
eléf(%gdulhat, hogy a labilis egyenstlyi pont koriil periodikus vagy kaotikus mozgas jon
1étre™.

.) ab: U=Uo , . .
a.) dbra Xs Az dllapottér b.) abra %a Aug Az allap_O_tter
o P labilis
Ps stabilis A 00—t egyensulyi
egyenstlyi pontja.
pontja: t=o0 X(30)—> 0
X(o0)=Xg P.
t=c0 s \ /\ t=0
Xo.+" :
X2 ) L Xz
...................... XD

X1 Labilis rendszer: x(t) a P, pontot elhagyja

Stabilis rendszer: x(t) a Ps pontba tart

21. abra Stabilis és labilis rendszer allapottrajektoriai
Megjegyzés.

A kiilonféle tudomanyagakban a stabilitas fogalmanak is kiilonféle értelmezését hasznaljak. Egyes bioldgiai,
vagy kozgazdasagi folyamatokat akkor tekintenek stabilisnak, ha valamely allapotvaltozojuk exponencialis
torvényszeriliség szerint névekszik. A szabalyozastechnikaban ettdl ellentétesen az jelenti a stabilis rendszert, ha
a rendszer xs(t) sajatmozgdsa (az u bemendjel zérus értékének megfelelden) egy adott id6 eltelte utan kozel
zérusra csokken, az allando Uy hatasara keltett gerjesztett Xy(t) mozgasa pedig t—oo mellett az allandé X, Yo
koordinatakkal meghatarozott egyensulyi értékhez tart. Természettudomanyi teriileten a stabilitas problémakorét
— a bolygomozgas mechanikajanak tanulmanyozasa soran — Newton (kb. 1620) vetette fel, és Euler, Lagrange,
Laplace (kb.1750) munkaiban bontakozott ki. Lagrange hozott 0j szemléletet a stabilitasvizsgalatban, mert nem
a differencialegyenlet megoldasanak alapjan kivanta vizsgalni a megoldas korldtos voltat, hanem a matematikai
modell szerkezetébdl akarta eldonteni a stabilitast. Maxwell (kb. 1880) a Watt (kb. 1750) altal mar a
gyakorlatban alkalmazott centrifugalis ingaval szabalyozott g6zgép stabilitasvizsgalatat a matematikai modell
alapjan végezte el. Poincaré (kb. 1900) Lagrange energiaclméletét vitte tovabb, az égitestek mozgasanak

> Az éllapottrajektoria az allapottérben abrazolt X(Y)=[x.(t) Xa(t) ... X.(t)]" allapotvektor végpontjanak (idében
paraméterezett) mértani helye, mikozben az u(t)=[u,(t) u,(t) ... uj(t)]T gerjesztésvektor és az x(0) kezdeti feltétel
hatasanak kitett rendszer mozgasban van. Masodrendii rendszerek esetében az allapottér dllapotsikra, vagy
fazissikra (,,0t—sebesség” diagramra) egyszertsodik.

*® Miutan a nemlinedris rendszernek tbb egyensulyi pontja is lehet, a teljes allapottér az ezeket magaba foglalo
résztartomanyokra oszthatd. A stabilis tartomanybol induld trajektoria a tartomany stabilis egyensulyi pontjaba
fut, a labilis tartomanybol indulé allapotvektor vagy a végtelenbe tart, vagy a labilis egyenstlyi pont koriil
periodikus mozgast végez. Az is eléfordulhat azonban, hogy labilis egyenstlyi pontok mellett az allapotvektor
korlatos marad, de nem mutat periodikus ismétlédést, és az allapottér egy adott tartomanyat sem hagyja el. Ez a
jelenség a nemlinearis rendszer kaotikus viselkedése (lasd pl. Lorenz egyenlet, MATLAB demo fliggvénye).
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vizsgalatat egyéb, masodrendii rendszerekre alkalmazva. A stabilitasvizsgalat elméletét — magasabb rendszamu
linearis és nemlinearis rendszerekre is kiterjesztve — Ljapunov (kb. 1900) altalanositotta.

A linearis SISO rendszert gerjesztés(G)—valasz(V) stabilis (roviden GV stabilis) rendszernek
nevezik, ha barmely korlatos u(t) gerjesztésre korldtos y(t) valaszt ad (BIBO — bounded input
implies bounded output — stabilitds). A GV stabilitasbol nem kovetkezik a rendszer
aszimptotikus stabilitdsa, mivel az y(t) kimend jelben nem sziikségszerlien van jelen a
dinamikus rendszer minden allapotvaltozdja (y(t)=Cx(t)+Du(t), C sorvektor, amelynek egyes
elemei zérus értékek is lehetnek, igy az ezekhez tartozo allapotvaltozok 1étezésiik ellenére a
kimendjelben nem jatszanak szerepet). Marpedig ha ezek valamelyike labilis (vagyis minden
hataron tilmenden ndvekszik), a GV stabilitds ellenére a rendszer labilis (lasd az
allapotmegfigyelhetéség ¢és az allapotiranyithatosag témakoreit). Ettdl ellentétesen az
aszimptotikusan stabilis rendszerek természetszerlien teljesitik a GV stabilitas feltételét is,
mivel mindegyik allapotvaltozojanak sajatmozgadsa zérushoz tart.

A nemlinedris rendszer valamely egyenstlyi pontjanak stabilis—, vagy labilis tulajdonsagat
Ljapunov elsé (kozvetett) stabilitasi tétele alapjan lehet eldonteni. E tétel szerint:

Ha a P egyensulyi pont kdrnyezetében a nemlinearis rendszer mozgasat egy linearizalt
modellel irjuk le, akkor a linearizalt modell A allapotmatrixanak /; sajatérték
eloszlasa alapjan donthet6 el a P pont stabilitasa. Nevezetesen, ha a linearizalt modell
A allapotmatrixanak minden sajatértéke negativ valos részii (real(4;)<0), akkor a Ps
pontbdl ennek kis kornyezetébe kimozditott, majd magara hagyott rendszer a Ps
egyensulyi pontjaba visszatér (ekkor Ps stabilis egyensulyi pont).

Ha viszont a sajatértékeknek legaldbb az egyike pozitiv valos résszel rendelkezik, a P
munkapont labilis, az innen kimozditott (majd magara hagyott) rendszer, nem tér vissza oda.
Ha a sajatértékek valamelyike zérus, a kritérium nem hasznalhatd. Az LTI rendszernek
egyetlen (az x(0) kezdeti feltételtél nem fliggd) egyensulyi pontja van. Ez az egyensulyi pont
akkor stabilis, ha A allapotmatrixanak mindegyik sajatértéke negativ valos részi. Ilyen
esetben a rendszer xs(t) sajatmozgasa aperiodikus, vagy csillapitott lengé jelleggel az
allapotér origdjaba, az Up=dllando gerjesztés hatdsara kivaltott Xy(t) gerjesztett mozgds az
allapottér Xo=X(c0)=—A"'Buo 4llapotkoordinatikkal rendelkezé  Ps stabilis egyensilyi
pontjaba tart. A kimendjel ¢=co —ban felvett értéke ekkor szintén allando, Yo=
Cxo+Dug=(-CA™'B+D)up=kuy (lasd 21. abra).
Megjegyzés

Ljapunov masodik (kozvetlen) stabilitasvizsgalati modszere a globalis allapotérben egy alkalmasan
megvalasztott, és a potencialis energiahoz hasonlo V(x) fiiggvény (Ljapunov fliggvény) alapjan teremt
lehetdséget a stabilitds tartomanyanak meghatarozasara. Elméleti jelent6ségli moddszer, linedris rendszerek

esetében torténd alkalmazasara — miutan itt egyszeriibb stabilitasvizsgalati eljarasok is rendelkezésre allnak —
ritkén kertil sor.

Az allapotiranyithatésag és az allapotmegfigyelhetéség fogalmai

Az LTI rendszer allapotegyenlet reprezentacidjanak dx(t)/dt=Ax(t)+Bu(t) matematikai
kifejezésébol lathatéoan az Xi(t) allapotvaltozok iddbeli lefolyasanak alakitdsaban a rendszer
sajat tulajdonsagait képviseld A allapotmatrixnak, és a u(t) bemendjel hatasvonalaban 1év6 B
bemeneti matrixnak meghataroz6 szerepe van. Az allapotiranyithatosag alapkérdése, hogy
létezik—e a dinamikus rendszernek olyan korlatos és szakaszonként folytonos u(t) bemendgjele,
amelynek segitségével egy eldirt t,—t>0 véges id6 alatt az X(tp) allapotvektort egy szintén
eloirt X(t,) allapotvektorral megadott uj allapotaba atvihessiik? Nyilvanvalo, hogy abban az

esetben, ha egy tetszbleges Xi(t) allapotvaltozot az u(t) bemendjellel kozvetleniil, vagy mas
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allapotvaltozok kozvetitésével befolyasolni nem tudunk, a feladat nem megoldhatd, a
folyamat dllapotvektora ilyen esetben nem irdnyithato. Trivialis eset a B=0 érték, amikor is
egyetlen allapotvaltozora sincs az u(t) bemend jelnek befolyasa.

Hasonloan felmeriil6 kérdés lehet, hogy a rendszer u(t) gerjesztésének és y(t)=Cx(t)+Du(t)
kimend jelének egy to<t<t, idéintervallumban rendelkezésre allo y(t) és u(t) ismert (pl.
mérési) adataibol az allapotvektor x(tp) értéke meghatarozhato—e? Nyilvanvaloan, hogy az A
¢s C paramétermatrixoknak ebben meghatarozd szerepe van, mert pl. ha C=0 az x(t)
allapotvektor a kimendjelben nincs is jelen, ezért X(tp) az y(t) és u(t) megfigyelésébol
bizonyosan nem hatarozhaté meg. Ekkor a folyamat dllapotvektora nem megfigyelhetd.

Az allapotiranyithatosag (controllability) és allapotmegfigyelhetéség (observability)
kérdéskorét Kalman® doldozta fel. Levezetés nélkiil adjuk meg az allapotiranyithatdsag és az
allapotmegfigyelhetség teljesiilésének feltételeit. Az A, B, C, D paramétermatrixaival
jellemzett linearis folyamat allapotvaltozoi iranyithatoak és megfigyelhetéek, ha az

C., =[B AB... A"'B]
O, =[CTA'CT...(A")"'C"]

A, B matrixokbol képzett Ceo(A,B) irdnyithatésdgi—, és az A, CT matrixokbél képzett
Ou(AT,CT) megfigyelhetdségi matrixaik rangja megegyezik a dinamikus rendszer n
rendszamaval (A" és C' az A és C matrixok transzponaltjai). Az altaldnos linearis
rendszer Kalman nyoman négy olyan alrendszerre bonthatd, amelyeknek
allapotvaltozoi: 1.) iranyithatok és megfigyelhetok (Xjv), 2.) iranyithatok de nem
megfigyelhetdk (x;), 3.) nem iranyithatok de megfigyelhetok (Xm), 4.) nem iranyithatok
és nem megfigyelhet6k (x), (lasd 22. abrat).

: x(0)
u(t) j y()
1. (Xim) %};’
V
2. (X|)
v
3. (XM)
V
4. (x)

22. 4bra Dinamikus rendszer alrendszerei

Fontos tulajdonséag, hogy egyrészt sem az irdnyithatdsag, sem a megfigyelhetdség teljesiilése
nem igényli a rendszer stabilitasat, masrészt az atviteli fiiggvény kizardlag a dinamikus tag
iranyithat6 és megfigyelheté 1. alrendszerét (amelynek x; allapotvaltozdjara az u

% Kalman, R. E-Ho, Y. C.-Narenda, K. S. : Controllability of Linear Dinamical Systems. Contributions to
Differential Equations. Interscience Publishers Inc. New York 1962.
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bemendjelnek befolydsa van és az y Kimendjelben is jelen van) definidlja. A
részletkérdésekkel a korabbiakban foglalkoztunk.

Példa

Egy negyedrendli (négy alrendszerbdl allonak tekinthetd) SISO dinamikus tag allapotegyenlete
(all;éazz;é A337Aaa bl;ébz;éo , CoFca#0 paraméterek mellett):

[ dx, (1) |

dt

dom | [ 0 0 0][xm] [b
dt | 0 a, 0 © xz(t)+b2 U
a1 0 0 a; 0 |x() 0
dt 0 0 0 a,l|lx 0
dm| L0 0 0 A]lxO) (0]
—_— A X(t) B
L dt |

L o

dx(t)/dt

X (t)

yt)y=[0 ¢, 0 c,] );28
¢ 3

X4 (t)
x(t)

Az éllapotegyenletekb6l  kozvetlenil leolvashatd, hogy X (t) iranyithato (b;#0) de
megfigyelhetetlen (c;=0), Xy(t) iranyithaté (b,#0) és megfigyelheté (C,#0), X5(t) iranyithatatlan
(bs=0) és megfigyelhetetlen (€3=0), X4(t) iranyithatatlan (b,=0) de megfigyelhet6 (c4#0). Hasonlo
eredményt ad a C,, iranyithatosagi €s az O, megfigyelhetéségi matrix vizsgalata is. A

S—ay; 0 0 0 b,

0 s—a 0 0 b
W(s)=C(sl —-A)*B+D=[0 ¢, 0 c,] 22 2| _Gbe _ Y(S)
— 0 0 S—ay, 0 0| s—a,, u(s)

0 0 0 S—ay, 0

sl-A ‘ T

atviteli fliggvénybdl az olvashato le, hogy W(s) az A, B, C, D paramétermatrixok adott értékei
mellett csupan az Sy irdanyithaté és megfigyelhet6 részrendszerrél tajékoztat. Ha példaul az
a;:=4,>0 sajatérték miatt a teljes rendszer labilis, ez a tulajdonsag az atviteli fiiggvényben nem
jelenik meg.

A szabalyozasi rendszer matematikai modellje
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A szabalyozasi rendszer esetében mind a folyamatot (process, plant), mint pedig a
szabalyoz6 berendezést®® (controller, regulator, control algorithm) egy—egy linearizalt
matematikai modellel (rendszeregyenlet, allapotegyenlet vagy atviteli fliggvény, atviteli
matrix) jellemezhetjiik, és ezek felhasznalasaval tudjuk az egyensulyi pont kornyezetében
lejatszo6do jelenségeket tanulmanyozni. Minkét alrendszer — és ennek alapjan az eredd, zart
hataslancu visszacsatolt szabalyozasi rendszer is — a differencialegyenleteikkel irhatok le, de
egyszerlibben targyalhatjuk a linearis szabalyozasi rendszer alapvetd tulajdonsagait, ha az
alrendszereket a differencialegyenleteik helyett az atviteli fiiggvényeikkel és az chhez
rendelheté hatasvazlattal jellemezziik (1asd a 23. abrat). A szabalyzé berendezés esetében ez
az ya(s) alapértéket (set point) valamint az y(s) szabalyozott jellemz6 tényleges értékét
(controlled variable), mint bemendjeleket és az u(s) iranyitd jelet (control signal), mint
kimendjelet tartalmazo alrendszert (amikor is u(s)=W.(s)[ya(s)-y(s)])—, a folyamat esetében
pedig az u(s) iranyitdo jelet valamint az U,(S) zavar6é jelet (disturbance, noise), mint
bemendjeleket és az y(S) szabalyozott jellemzOt, mint kimendjelet tartalmazé alrendszert
[ahol is y(s)=W,(s)u(s)+W(s)u,(s)] jelenti. Az alrendszerek az u(s) iranyitd jel és az y(S)
szabalyozott jellemz6 kozvetitésével, egymassal szoros csatolasban vannak (negativ
visszacsatolasu zart hatdslanc). A rendszerint magas rendszamu, allando egyiitthatoju,
linearis differencialegyenlet—rendszerek helyett az s operator tartomanyban algebrai
egyenletekkel dolgozhatunk, de ennek ara, hogy az allapotvaltozok alakulasardl kozvetleniil
nem tajékozodhatunk, illetve a megoldasokat is az operator tartomanyban kapjuk (sok
gyakorlati esetben az allapotvaltozok ismeretére egyébként nincs is sziikség, és az operator
tartomanyban kapott megoldasokbol is tobb kdvetkeztetés levonasara van lehetdség).

A szabilyozo alrendszere Ug(S) W,(s) A folyamat Az eredd rendszer
> z
l —'O)}
O] h(s) u(s) y(s) _ Ya(s) » Wk(s) L ue
We(s > Wp(s) > U(s) —
_ L 5 h()

Atviteli matrix

u(s)=We(s)[ya(s)-y(s)] Y(5)=Wp(S)u(s)+W,(s)us(s)

(1=2) (k=3)

23. dbra A klasszikus, soros kompenzacios, linearis szabalyozasi rendszer hatasvazlatai

Jelentés gyakorisdggal a folyamat Wp(s) ¢és W,(S) atviteli fliggvényei onbedllo,
aszimptotikusan stabilis tagokat definidlnak, aminek jelentése szerint az ugrasszeriien valtozo
Uol(t), Uxl(t) dllado bemend jelekre olyan y(t) valasz keletkezik, amely t—oo mellett yo
dllando értékhez tart. A szabalyozo6 tulajdonsagai ettdl ellentétesen altaldban integralo
jellegliek, amit a maradd szabalyozasi eltérés megsziintetésének kdvetelménye igényel. Ennek
jelentdsége az, hogy a szabalyoz6é mindaddig valtoztatja az u(t) jelet, amih a h(t) hibajel
zérussa nem valik. Az eredd rendszer bemendjelei az ya és U, jelek (kiilsé jelek, excitation),
kimendjeleknek pedig vegyiik fel az tlizemtani szempontbol lényeges szerepet betoltd y
szabalyozott jellemz6t, az u iranyito jelet és h=y,—y hibajelet (belsé jelek, internal signals).
A hatasvazlaton szerepl6 tagok — az Osszegz6 tagokat kivéve — mindegyike ugyan SISO tag,
az eredd rendszert azonban két bemend jellel (ya, U;), harom kimend jellel (y, u, h) rendelkez6
és a WR(S) atviteli matrixal reprezentalt MIMO tag irja le. A hatasvazlat alapjan — a jelek

%8 Folyamat alatt most a szabalyoz6 u(t) iranyité jele és az érzékeld szerv y(t) kimendjele kozott hatasiranyban
elhelyezkedé fizikai rendszereket tekintjiik (teljesitményerdsitd, helyzetbeallitd, végrehajtod szerv, beavatkozo
szerv, technologiai folyamat, érzékeld szerv, tavado), a szabalyozo berendezést pedig a kiilonbségképzo szerv és
a szabalyozasi algoritmust realizal6 szabalyozo jelenti.
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kozotti  fiiggvénykapcsolatokat az s Laplace operator tartomanyban értelmezve — az
alrendszerek matematikai modelljéi:

Y(8)=Wp(s)u(s)+W:(s)u(s) (@
u (s)=Wc(s)h(s)

h(s)=Ya(s)-¥(s)

A folyamatot leir6 (a) egyenletben a W, (s) és W,(s) atviteli fliggvények azt mutatjak, hogy az
y(s) szabalyozott jellemz6t miként befolyasolja az u(s) iranyitojel és az u,(s) zavarojel, a
szabalyozasi algoritmust reprezentald W(s) pedig azt fejezi ki, hogy az u(s) iranyitojel
miként fiigg a h(s) hibajelt6l, ami viszont az Ya(S) alapérték és az Y(S) tényleges érték
kiilsnbsége™. Az (a) egyenlet (Ay(s))n=W,(S)u,(s) tényezdje annak mértékét jelenti, hogy az
U(s) zavaro jel (nemkivanatosan) milyen és mekkora befolyast gyakorol az y(s) szabalyozott
jellemzére akkor, ha a szabalyozdé nem valtoztatna meg az u(S) iranyito jelet. Ezt a
nemkivanatos hatdst (az U iranyitojel megfeleld6 mértékben torténd szandékolt
megvaltoztatasaval) a szabalyozd kozombdsiteni igyekszik, és jol méretezett rendszer
esetében — legalabb is a stabilis rendszer egyensulyi dllapotdban — a teljes mértéka
zavarelharitast végre is hajtja®®. A hatasvazlatot felépits tagokat leird egyenletek alapjan
egyszerl algebrai atalakitassal kaphatjuk, hogy a zdrt szabalyozas mellett az y(t), u(t) és h(t)
belso jelek (pontosabban ezek y(S), u(s) és h(s) Laplace transzformaltjai) miként fliggnek az
Ya(S) és Uy(s) kiilsé gerjesztések transzformaltjaitol. A visszacsatolt eredé rendszer eredd
matematikai modelljét — a Wg(S) atviteli matrix alakjaban — is el6allithatjuk.

Megjegyzés

Ha az alrendszereket az iddtartomanyban felirhato differencidlegyenleteikkel (vagy az ennek megfelelé
allapotegyenleteikkel) modelleznénk, az eredd visszacsatolt rendszer differencialegyenlet rendszerének
meghatdrozdsa és ennek az adott y(t) és u,(t) gerjesztésekre torténd idStartomanybeli megolddsa korilményes
eljarast igényelne. A Laplace transzformacio alkalmazasanak elénye abban mutatkozik meg a legjobban, hogy
az s operator tartomanyban a differencidlegyenlet rendszerek helyett algebrai egyenletekkel dolgozhatunk, de
ennek ara, hogy a keresett y(s), u(s), h(s) megoldasokat is az S operator tartomanyban kapjuk. Az
idétartomanyba val6 visszatérés eszkdze az y(t)=L{y(s)}, u(t)=L™{u(s)}, h(t)=L{h(s)} inverz transzformécio.
A rendszeranalizis soran az ya(t) alapértéket és az U,(t) zavard jellemz6t rendszerint egységugras (1(t)—1/s),
egység sebességugras (t—1/s%), vagy harmonikus (sin(wf)—w/(s*+w?) determinisztikus vizsgalod jeleknek
valasztjuk. A folyamat alrendszerét leiro y(s)=W,(s)u(s)+W,(s)u,(s) fiiggvénykapcsolatban a Wy(s) és W,(s)
atviteli fiiggvények ismerete kiemelt jelentéségili, mivel ennek alapjan lehet szamszerGsiteni azt, hogy az u,
zavarojel keltette és az y—ra gyakorolt W,(s)u,(s) nemkivanatos hatast az u iranyitd jel milyen és mekkora
modositasaval lehet hatastalanitani. Ha az u,(S) zavaras a folyamat bemenetén (az U iranyit6 jel hatasvonalan)
timadna a zart hataslancot, akkor ennek az y szabalyozott jellemz6 hatasvonalara torténd egyenértékii
athelyezése esetében W,(s)=W,(s) helyettesitést igényelne (ez esetben az u és u, azonos hatast fejtene ki az y—ra).

% Ne feledkezziink meg arrol, hogy az atviteli fliggvények lényegiiket tekintve egy tetszéleges rendszamii,
allando egyiitthatoju, linearis differencialegyenleteknek (a rendszeregyenleteknek) egy ,,mas alakjai”. A W,(s)
és a W,(s), W,(s) atviteli fliggvények labilis tagokat is definidlhatnak. A rendszeregyenletekben a visszacsatolas
azzal jelenik meg, hogy egyrészt a szabalyozo u(s) kimendjele (az iranyitojel) befolyasolja a folyamat y(s)
kimendjelét (a szabalyozott jellemzOt), masrészt folyamat y(S) kimendjelének szintén befolyasa van az u(t)
iranyitojelre: y=y(u,u,), u=u(y,ya). Ezt a strukturat egyvdltozés rendszernek is nevezik, ami arra utal, hogy
egyetlen y(t) szabalyozott jellemz6rél, és ennek megfeleléen egyetlen ya(t) alapértékrdl van szo.

% dealis koriilmények kozott az u, zavaras y szabélyozott jellemzdre kifejtett (Ay(s))n=W,(s)u,(s) nemkivanatos
hatasat (stabilis Wy(S) és W,(S) esetében) az u iranyitd jel Au(S)=—[W,(s)/Wy(S)]u,(s) mértékii megvaltoztatdsa
tudnd hatastalanitani. A zart hataslancu szabalyozasi rendszer 1étesitésének egyik célja, hogy a zavarasnak a

szabalyozott jellemzére gyakorolt nemkivanatos hatdsat mérsékkelje, vagy megsziintesse.
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Az y(s), u(s), és h(s) belso jelek (mint ahogy az a szabalyozasi rendszer hatasvazlatabol is
kiolvashatd) az ya(S) ¢és U,(S) kiilsé jelek (a gerjesztések) fiiggvényei. Bevezetve a
Wo(S)=Wc(S)Wp(s) jeldléssel a ,nyitott hurok” eredd atviteli fiiggvényét®, az operétor
tartomanyban felirt rendszeregyenletek alapjan kaphatjuk, hogy:

W (s) W, (s)
y(s) 1+W,(s) 1+W,y(s)
u (S) — Wc (S) _ Wz (S)Wc (S) |:yA(S)}

1+W,(s) 1+W,o(s) || u,(s)
hes) 1 W, (s)
| 1+ Wy (s) 1+Wy(s) |

W (8): atviteli matrix

vagy a Wo(S)/[1+Woy(S)] tényez6t (a zart rendszer Ya(S) alapértékre vonatkozd Wr(S)=Yy(S)/ya(s)
eredd atviteli fliggvényét) kiemelve egy masik alakban:

W,(s) |
W, (s)
PIACN BERRAC {yA(s)}
W ST [TAC T RO
Wq (s) 1 ~W,(s)
Wo(s)  Wo(s).
Wk (s)

Ez a képlet szemléletesen és tomoren mutatja a két bemend—, és hdrom kimend jeli eredd
szabalyozasi rendszer MIMO taggal leirt deviteli matrixdt, ezen belill példaul azt, hogy a zdrt
rendszer matematikai modelljében a szabalyozott jellemzd tényleges y(s) értéke miként fiigg
az ya(s) alapértéktol (az y(S) eldirt értékétol) és az u,(S) zavaro jeltol:

y(s)= o) gy, WelS) ) g

1+W;y(s) 1+Wy(S)
— WO(S) y (S)-I—WZ(S)U (S)
1+Wo(s)| "7 Wy(s)

Ebben a kifejezésben a (Ay(S))n=W,(S)u,(S) tényez6 mutatja azt, hogy a zavard jel milyen
mértékii befolyast gyakorol a szabalyozott jellemzére szabdlyozds nélkiil, illetve hogy ezt a
nemkivanatos hatast az aszimptotikusan stabilis szabalyozas zdrt hataslanca

W,(5)u,(5) _ (AY(S))w

AY(s)= 1+Wy(s)  1+Wq(s)

mértékben — a Wp(S) nyitott kori atviteli fliiggvény céliranyos €s megfeleld megvalasztasa
esetében — csokkenteni (a rendszer allandosult allapotaban megsziintetni) képes. Miutan
Wo(s)=W,(s)W(s), és ebben a szabalyozd W,(s) atviteli fliggvénye a tervezd altal szabadon

® pontosabban a nyitott hurok eredd atviteli fiiggvénye (a hataslanc negativ visszacsatolasat is figyelembe véve)
—Wc(S)W,(s) lenne, ezért W(s) helyesebb definicioja az egymassal soros kapcsolast alkotd W(s) és W,(s) atviteli
figgvényli tagok Wy(s)=Wc(S)Wy(s) eredd atviteli fiiggvénye. A szabalyozd rendszertechnikai méretezése a
szabalyozasi algoritmust reprezentald W,(s) atviteli fiiggvény meghatarozasara iranyul.
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(de a realizalhatésag feltételeit betartva) megvdlaszthato, a zavarelharitdis mértékére
meghataroz6 befolyasunk lehet. A szabalyozas rendszertechnikai meéretezése is a We(S)
meghatarozasara iranyul. Idedlis esetben a szabalyozott jellemz6 tényleges y(S) értéke azonos
az ya(s) alapértékével és fiiggetlen az u,(S) zavar6 jeltdl, vagyis y(s)=ya(s). Ez akkor lenne
teljesithetd, ha Wy(s)/[1+Wo(s)]=1, illetve W,(S)/[1+Wy(s)]=0 lehetne (idealis kovetés és
értéktartas). Ennek megvalositasa Wy(S)=k=co értéket igényelne, ami — az alrendszerek
fizikailag realizalt 1éte és dinamikus tulajdonsadgai miatt — nyilvanval6an nem lehetségesaz.
Az aszimptotikusan stabilis szabalyozas keretei kozott — az i>1 tipusszam®™ megfeleld
megvalasztasaval — legfeljebb azt lehet elérni, hogy valamely determinisztikus bemend
jelekre (példaul az ya(t)=yaol(t) valamint u,(t)=u,l(t) ugrasjelekre, yao és Uy allandok) és a
rendszer dllandosult dllapotdra j6jjon létre az Y(t),—»=Y(0)=Yyao hibamentes allapot. Ehhez —
mint ahogy azt a korabbiakban mar részleteztiik — az sziikséges, hogy a Wy(S) nyitott kori
atviteli flggvény i>1 tipusszam mellett (egyszeresen vagy tobbszordsen) integrdlo
tulajdonsaggal rendelkezzen® (pl. az &nbealld folyamathoz valasztott PID szabalyozod
integralo csatornaja a nyitott kornek i=1 tipusszamot biztosit), valamint a u,(S) zavar6 jel
aszimptotikusan stabilis W,(s) atviteli fliggvényli tagon keresztiil ,tamadja” a =zart
szabalyozasi hataslancot.

A szabalyozasi rendszer tanulmanyozasa soran felmeriilé fontosabb kérdések:

o milyen matematikai modellekkel irhatok le a szabalyozasi hataslancban szerepld
fizikai objektumok, milyen tartomanyokra terjed ki a matematikai modell érvényessége,
a paramétervaltozasok milyen mértékben érintik ezt az érvényességet (modellalkotas),
o a folyamat— és a szabalyozé ismert matematikai modelljei mellett, célszeriien
megvalasztott determinisztikus ya(t), u,(t) gerjesztésekre a zart rendszer milyen y(t),
u(t), h(t) vdlaszokat ad (rendszeranalizis determinisztikus vizsgalo jelekre),

o adott folyamat—, és szabalyozd matematikai modellek mellett, yaol(t), U,l(t)
ugrasalaku determinisztikus gerjesztésekre a zart rendszer y(t), u(t), h(t) valaszainak
t—oo mellett 1étre jon—e az Yo, Uo, o allandosult egyensuilyi értéke (stabilitasvizsgalat),
o ismert folyamatmodell esetében milyen lehetéség van arra, hogy a folyamat u(t)
bemendjelének rnilvezériésével a tranzienseket lerdviditsik, a tilvezérléssel torténd
gyorsitasnak milyen korlatai vannak (a tranziensek befolyasolasa az iranyito jel
tulvezérlésével),

o hasznalhat6—e a rendszer analizisére a munkaponti linearizalds, és a méretezésre a
vizsgalatok ,,frekvencia modszere” (a rendszer linearitasi tartomanyanak vizsgalata),

82 A szabalyozastechnikus (eljatszva a gondolattal, és mintegy elvi lehetdségként) a szabalyozo atviteli
fuggvényét formalisan W(S)=K/W,(S) szerint is megvalaszthatna, és ekkor a nyitott hurok atviteli fiiggvénye:
Wo(s)=Wc(s)Wy(s)=k. lehetne (algebrai hurok). Ekkor k.—co mellett az idealis allapot kozelitheté meg. Ez azért
nem tekinthetd realis alternativanak, mert egyrészt Wy(s) polustdbblete és exp(—sTy) holtidés tényezdje miatt az
1/Wy(s) inverz atviteli fliggvény (a ritkan el6fordulo kivételektol eltekintve) altaldban nem realizalhato, masrészt
az igen nagy k. atviteli tényez6 az U iranyitd jel jelentOs tilvezériését is eredményezné. Mindezek miatt a
W¢(S)=Gc(s)/Hc(s) megvalasztasanak altalanos alapeve, hogy a szamlalojaban 1évé G.(s) polinom gydkeivel (a
W(s) z; zérusaival) kompenzaljuk a Wy(s)=Gp(s)/Hp(s) polusainak (a Hy(s) pi gyokeinek) kopenzdilhato (negativ
valos résszel rendelkez6 és a lassu tranzienseket eredményezd) részét, amivel a nyitott kor atviteli fliggvényét
kivansagainknak és [lehetdségeinknek megfelelden alakithatjuk (lasd kés6bb, a W¢(s) rendszertechnikai
méretezését).

% Tipusszam: a felnyitott hurokban 16v8 un. szabad (visszacsatolatlan) integratorok szdma, ami egyébként
azonos a Wy(s) nyitottkori atviteli fiiggvénynek az s komplex sik origdjaban 1év6 polusainak szamaval.

8 Altalanosabban: az ya(t) alapérték (kvazistacioner allapotbeli) hibamentes kovetéséhez sziikséges, hogy az
Ya(S) pdlusait a Wo(S) pélusai is tartalmazzak. Ez W¢(s) megfelelé megvalasztasaval biztosithato (pl. az ya(s)=1/s
(egységugras), vagy ya(s)=1/s* (sebességugras) jelek hibamentes kovetéséhez Wo(s) tipusszamanak i=1-nek,

vagy i=2—nek Kkell lennie, stb.).
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o adott folyamatmodell mellett hogyan kell megvalasztani a szabalyozd matematikai
modelljével reprezentalt szabdlyozasi algoritmust, hogy az ered6 zart rendszerben az
alapérték kovetésére és a zavard jeleknek a szabalyozott jellemzére gyakorolt
nemkivanatos hatasanak mérséklésére (a zavarelharitasra) vonatkozo kovetelmények
teljesiiljenek (a szabalyozo rendszertechnikai — modell alapii — méretezése),

o milyen hatdsa van a folyamat paramétervaltozasainak a zart rendszer statikus és
dinamikus tulajdonsigaira, a szabalyozd paramétereinek iizemkozben torténd
modositasaval hogyan lehet a paramétervaltozasokat figyelembe venni (érzékenység,
robosztussag analizise, adaptivitas tervezése),

o milyen legyen a rendszertechnikailag megtervezett és a szabalyozasi algoritmust
realizal6 fizikai objektum (a szabalyozé berendezés hardware tervezése®™), stb.?

A zdrt szabalyozasi rendszerrel szemben tamasztott stabilitasi igény és a megfeleld mértéki
stabilitasi tartalék® kielégitése alapkovetelmény. A linearis, zart hataslanct rendszer
stabilitdsanak feltétele, hogy az ered6 Agr allapotmatrixanak sajatértékeit meghatarozo
det(1l-Ar) karakterisztikus polinomjanak minden Jg;j gyOke negativ valos résszel
rendelkezzen®. Vagy ezzel egyenértékiien a Wo(S)=Go(S)/Ho(s) nyitott kori atviteli
fliggvénybdl képezhetd és a zdrt kor stabilitasat meghatarozé Hg(S)=Ho(S)+Go(s)=0
karakterisztikus egyenlet gyokei (a zart rendszer WR(S):GR(s)/HR(s):Go(S)/[Go(s)+Ho(S)!
eredd atviteli fliggvényének pri=Ari polusai) negativ valds résziiek legyenek (lasd Hurwitz®
vagy Nyquist stabilitasi kritériumokat és Evans gydkhelygorbe®™ modszerét).

Az aszimptotikus stabilitas a zdrt szabalyozasi rendszerrel szemben
megfogalmazott elsédleges alapkivetelmény, amit akkor is teljesiteni kell, ha
a szabalyoz6 vagy a folyamat alrendszerei onmagukban labilis
tulajdonsaggal rendelkeznek.

A szabalyozo alrendszerének vonatkozasaban a labilitas rendszerint fennall, mivel a
szabalyoz6 altalaban visszacsatolatlan integrdlo fokozatot is tartalmaz (pl. 1, PI, PID
szabalyozok). Ez azt jelenti, hogy alland6 hibajel mellett az integrald fokozatot tartalmazo

rom

szabalyoz6 kimené jele minden hataron tilmenden novekszik. Ettol eltéréen a folyamatok

% A szabalyozasi rendszerek analizise és szintézise soran a folyamat fizikai objetumahoz kell taldlnunk egy ezt
megfeleléen leird matematikai modellt (pl. a Wy(s) és W,(s) atviteli fiiggvényeket), majd ezek, és a zart
rendszerre eldirt kovetelmények ismeretében kell tervezniink egy olyan matematikai modellt (pl. a szabalyozd
W,(s) atviteli fliggvényével reprezentalt szabalyozasi algoritmust), amely a folyamatmodellel ,,egyiittmiikodve”
alakitja az eredd renszermodell tulajdonsagait. Ennek a modellalapu miikodésnek az ellendrzése utan
kovetkezhet a modellalkotas forditott feladata, nevezetesen a W,(s) algoritmust megvaldsitdo harware (pl. egy
digitalis szamitogépen futd program) létrehozasa, és ennek a folyamat fizikai objektumaval torténd
egyottmiikodésének kialakitasa, valamint a zarthurku fizikai rendszer beilizemelése és tesztelése.

% A megfeleléen megvalasztott stabilitdsi tartalék ad biztositékot arra, hogy a paramétervéltozasok egy adott
mértéke ne veszélyeztesse a zart rendszer stabiltasat.

7 Az allapotegyenleteikkel leirt alrendszerek (szabalyozo: A, B, C¢, D, folyamat: A,, By, C,, D, valamint A,,
B,, C, D, paramétermatrixainak ismeretében az eredd visszacsatolt rendszer Agr, Bg, Cg, Dg
paramétermatrixainak meghatarozasa nehézkes €s komplikalt matrixmiveleteket igényel.

% A Hurwitz stabilitasi kritérium akkor alkalmazhato, ha Wo(s)=G(S)/Ho(S) algebrai tort, vagyis exp(-STp)
transzcendens tényez6t nem tartalmaz (T,=0). Ha az exp(-sTy) tényez6t Pade, vagy Strejc polinomokkal
kozelitjiik, a Hurwitz stabilitasi kritériumot holtidds rendszerek stabilitasanak vizsgalatara is kiterjeszthetjiik.

89 A zart rendszer Go(s)+Ho(s)=0 karakterisztikus egyenlete pg; gydkeinek vandorlasa a komplex szamsikon
valamely paraméter (rendszerint a k korerdsités) fiiggvényében, a szabalyozasi rendszer gydkhelygorbéje. Ha

ennek valamelyik aga a képzetes tengelyt metsztve a pozitiv valos részre atmegy, a zart rendszer labilissa valik.
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jelentds részben 6nbealld tulajdonsaggal rendelkeznek (vagyis aszimptotikusan stabilisak), de
altalanos érvénytinek tekinteni ezt sem lehet.

Megjegyzés

Valamely tetszéleges ya(t) és U,(t) determinisztikus vizsgald jelekre adott y(t), u(t), h(t) valaszokat inverz
transzformacidval hatarozhatjuk meg:

W (s) W, (s)
y(t) v(s) 1+W,(s) Yals)+ 1+W,(s) u.(8)
u® | = L4 u(e) [ =11 Ty g RIS )
+W, (s) 1+W,(s)
h(v) h(s) 5 W, ()
1+ W, (s) Yale)= 1+ W, (s) u.(8)

Az itt kijelolt miveletek ,kézi” szamitasokkal torténd elvégzése — néhany egyszert, alacsony rendszamu esettdl
eltekintve — igencsak faradsagos és hosszadalmas lenne. A MATLAB felhasznaldsa azonban az inverz
transzformaciohoz is jelentés tamogatast nyajt. Ha ya(t)=yaol(t) és u,(t)=u,01(t), valamint a zavarojel stabilis
W,(s) atviteli fiiggvényl tagon keresztiil ,,tamadja” a zart hataslancot (lasd 16. abra), az aszimptotikusan stabilis
linearis zart rendszer y(t), u(t), h(t) jeleinek y(eo)=yo, u(e)=up, h(ec)=hy egyensilyi értékei — mellézve az inverz

transzformacioval jard nehézkes szamitdsokat — a Laplace transzformacid végérték tétele alapjan is
meghatarozhatok:
W, (s) Yo ¢ W, (s) Uy W, (0) N W, (0) u
0 20
v() sv©)] [V wwo(s) s W1+W\;</(s) s WV\(/)O(O) A V\}+(;NV(§/(02)
lim U(t) =lim SU(S) — uO =lim|s c(s) M*S z(s) c(s) uzO — c() — z() c() 0
o ht) 50 sh(s) h 90| 1+W,(s) s 1+W,(s) s 1+W, (0) 1+W, (0)
0 S 1 M_ Wz(s) uzO 1 Yo — Wz(o) u
1+W,(s) s 1+W,(s) s 1+W,(0) °*°  1+W,(0) °

Egy kizarolag elméleti jelentdségli idealizalt eset, amikor is W,(s)=K,, W,(s)=k, és W(s)=k., vagyis a folyamat
és a szabalyozo idOkésleltetés nélkiili aranyos (P) tagokkal jellemezhet6k (a 24. abra hatisvazlatan szerepld
folyamat esetében ez a T,=T,=0 paramétereknek felelne meg). Ez a memoriamentes hurok a gyakorlatban ugyan
nem fordul elé, mivel valamilyen mértékben inercia—, illetve holtidés késleltetés mindegyik alrendszerben
sziikségszeriien jelen van, de a stabilis rendszer statikus viszonyainak leirasara ez a feltételezés felhasznalhato.
Tehat ha a jelatviteli késleltetésektl eltekintiink, és figyelembe vessziik hogy ekkor Wo(s)=W(s)Wy(s)=k k,=k a
nyitott kor korerdsitése, a hatasvazlat egy un. algebrai hurkot alkot (a zart hatdslancban a hatasterjedési
sebesség ekkor végtelen nagy). A rendszeregyenletek most algebrai kifejezések, vagyis y=Kyu+ku,, u=k:h,
illetve h=y,—y. A folyamat és a szabalyozé u~y sikon abrazolhatdo y=Kkpu+ku, és u=K,(ya—y) statikus
jelleggorbéit — paraméternek tekintve az Uy €s Yag valtozokat — a 24. abran szemléltettiik.
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k,
Ya h kC u o W= K, & _>§_y_>
_ P 14T,
y=koutkells L ug=0 - u=Uux<0  k=—tg(B)tg(a)=kkp>0
y
Yao h S u=kOny) / y F
} Ayi<<(Ay) Ay =(Ay)n/(1+K)
YN
\l/ Yo / I
Y1 /\/—\
Yao i
TJ (Ay)w Ay(t)
« N g
Up Uy Ui kcyAO u Th
I | u
Th ,.——’I Ay — (Ay)N —
C b 1-tgatgp
D () _ (Ay)y
1+kk, 1+k
\

24. abra A folyamat y=y(u,U,) és a szabalyozd u=u(y,,y) statikus karakterisztikai

A folyamat statikus karakterisztikdja u,=0 mellett az u~y sik origéjan atmend, k,=tg(a)>0 (0<a<m/2)
meredekségli egyenes, amely U, =d/landé mellett 6nmagaval parhuzamosan k,uU,; értékkel tolddik el (a 24. abra
U,1<0 negativ értékére vonatkozik, és a folyamat esetében U a fiiggetlen és y a fiiggd valtozd). A szabalyozo
berendezés statikus jelleggorbéje —k.=tg(f) (n/2<f<m, tg(f)<0) negativ meredekségii, yap—ban paraméterezett
egyenes, amely yao és kyao helyeken metszi az y és u koordinata tengelyeket. A rendszer yng alapérték és u,=0
zavard jel mellett az u~y sik (Uo,Yo) koordinataji Psy pontjaban (ahol is az y=kyu+ku,=Kou és u=Kc(yas—Y)
karakterisztikak metszik egymast) egyensulyi helyzetben van. Ha a zavardjel ugrasszertien u,o=0-r6l u,=u,;<0
értékre valtozik, az uj egyensulyi pont az (u;,y1) koordinataji Ps; helyen (ahol is az y=Kkyu+k,u,; és u=kc(yao—y)
karakterisztikdk metszik egymast) jon létre, vagyis az U, hatasara az y szabalyozott jellemz6 yo—16l y,—re
csokken (Un<0'). Ez a szabalyozas nélkili (Ay)y valtozastol l1ényegesen kisebb is lehet (ha nem lenne
szabalyozas, vagyis az U,; zavaras fellépésének ellenére az Ug iranyito jel valtozatlan maradna, a munkapont az n
jelli pontban jonne létre). Az y megvaltozasanak Ay, mértékére a szabalyozo —k.=tg() meredekségének alapvetd
befolyasa van, mivel f—m/2 mellett k.—oo és Ay;—0. Mindezek a tulajdonsagok a zart szabalyozas y
szabalyozott jellemz6jének, az u iranyito jelének és a h hibajelének az y, alapértékt6l és az u, zavardjelt6l valo
fliggését meghatarozo — €s a rendszeregyenletekbdl felirhato — fiiggvénykapcsolatokbol is kiolvashato. Az Yag €s
Uy =0 gerjesztésekhez tartozo belsé jelek Yo, U, ho egyensulyi értékei:

kz u =L +k_zu =L
Yo 1 Tk o Yo (Ya0:Usz0) Tk (Yao K kzo) 1I:'k Yo
K11k |[va K 1 . .
ut) |=—| — -= u Uyg) = —— (Yo — 2 Uy ) = ——
® okl & K Lz(t)} = Ug(YaosUso) l+k(k Yao K Us) 1+kon
h(t) P P P P
1k kK 1 K, 1
Kk K ho(YAorUzo):_1+k(IYAU*?Uzo) :mon
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Az ilyen szabalyozast — utalva a hataslancban szerepl6, késleltetés nélkiili aranyos tagokra — aranyos (O—tipust)
szabalyozasnak hivjuk. Jellegzetes tulajdonsaga, hogy a k=kck,>0 korerdsités a k; atviteli tényezdvel tetszoleges
O<k<oo értékre beallithatd. Az y kifejezése és a 24. adbra szemléletesen mutatja, hogy k novelésével y egyre
kevésbé fiigg a zavard jeltdl, és elméleti hataresetként k—oo mellett k/(1+k)—1, k/k—0, és ezért Yo—yao,
Uo—aolKp, No—0. A negativ visszacsatolasu (0<a<n/2, tg(a)>0, n/2<f<m, tg(8)<0—tg(a)tg(B)<0!) ardnyos
szabdlyozds zart szabalyozdsi hataslinca a K=Kk, =—tg(a)tg(f) korerdsités novelésével (vagyis ha p—n/2) a
zavards hatdsat jelentés mértékben mérsékelni képes: Ay1=KU,1/(1+K)=(Ay)n/(1+K). Ez a tulajdonsag az aranyos
szabalyozas korerdsitésének novelésére — ami a szabalyozd K. atviteli tényezdjének novelésével (ismételten
hangstlyozva f—n/2 mellett) érhetd el — inspiralhatja a tervezot.

Mivel a valésagban mindkét alrendszerben (de elsdsorban a folyamatban) a jelkésleltetések is jelen vannak, a
korerdsités novelése a zart rendszer labilitasra valé hajlamat is fokozza, vagy esetlegesen magat a labilitdsat is
eléidézheti. Ezért k megvalasztasanak a stabilitas kovetelményei korldtot szabnak. Folyamatszabalyozasokban
az aranyos szabalyozas k~50 korerGsitése mar igen jO adatnak értékelhetd, mivel ez a zavaras hatasat a
szabalyozas nélkiili (Ay)y érték 51-ed részére lenne képes lecsokkenteni. Itt jegyezzikk meg, hogy abban az
esetben, ha a folyamatot a Wy(s)=k, atviteli tényez6jii idokésleltetés nélkiili ardnyos tag helyett pl. a
W,y (s)=k,/(1+sT,)* atviteli fiiggvényii onbealld tag modellezné, Ki>8 hurokerésités mellett —a T,>0 bdrmekkora
értéke esetében — a rendszer labilis lenne, és stabilis egyensulyi pontok k>k,=8 esetében nem is tudnanak
kialakulni, vagy hasonloan a W,(s)=kpexp(—sTn)/(1+sT,) atviteli fiiggvényili 6nbeallé folyamat mellett a ki
stabilitasi hatarhelyzetet a folyamat Ty/T, viszonyszdma hatdrozna meg”’. Ez utobbi esetben és TulT,=1
viszonyszam mellett a kritikus korerdsités ki+=1.9.

Az algebrai hurokban (T,=T,=0 mellett) a Au, altal kivaltott hatasterjedés végteleniil gyorsan jon létre, a
rendszer a Pg stabilis egyensulyi pontjabol azonnal a Ps; stabilis pontjaba keriilne. A valésagban azonban ez az
atmeneti folyamat — az idéallandok és a holtidé T,>0, T,>0 jelenléte miatt, de egyébként stabilis rendszert
feltételezve — nem torténhet meg zérus id6 alatt, a Psy pontbdl a Ps; pontba torténé atmenet egy tranziens
folyamat t—oo melletti hatarértékeként johet 1étre. Megfeleléen megvalasztott szabalyozd esetében ezek a
hatarértékek léteznek, ekkor a zart rendszer aszimptotikusan stabilis. A 24. abran az y(t) szabalyozott
jellemzonek és az u(t) iranyitd jelnek egy lehetséges idébeli grafikonjat is feltiintettiik, a késleltetések hasonld
tranzienseket okoznak a h(t) hibajelben is. Ha azonban a korerésités értéke f—m/2 kovetkezményeként egy
k>ky kritikus értéket meghaladna, a rendszer egyensulyi helyzete nem tudna kialakulni. llyen esetben labilis
rendszerrdl lenne sz6, ami a szabalyozasi feladatok ellatasara nyilvanvaldan alkalmatlan, és a lengési amplitudok
minden hataron tal torténé ndvekedése miatt veszélyhelyzet is létrejohetne. A targyalt — algebrai hurkot
feltételez6 eset — abban az értelemben is idealizdlt, hogy a valésigban a folyamatok nemlinearisak, vagyis az
y=kou+k,u, linearis figgvénykapcsolat altalaban egy y=y(u,u,) nemlinearis fiiggvény linearizalasanak
eredménye. A szabalyozd rendszertechnikai tervezésének egyébként éppen az a célja, hogy az ismert
folyamatmodell alapjan olyan szabalyozasi algoritmust realizaljunk, amely az alrendszerek dinamikus
tulajdonsaga mellett is az idealizalt (gyors és hibamentes) viszonyok megkozelitését célozza.

A szabalyozo u=K.(y,—Y) statikus karakterisztikdjanak értelmezésekor fiiggetlen valtozd (a bemendjel) az y
szabalyozott jellemz06, a fiiggd valtozo (a kimendjel) az u iranyito jel, vagyis az y bemendjel befolyasolja az u
kimen6 jelet. Ezért a f=n/2 egy elfajuld (k=*) eset lenne, ami csak egy szakadasos fliggvény realizalhatna.
(Az aranyos szabalyozo statikus karakterisztikajanak tg(f) meredeksége negativ, és |1/tg(f)| reciproka a
statizmus. Ennek alacsony értéke noveli a rendszer lengési hajlamat). A szabalyozd esetében a 0<f<m/2
tulajdonsagu karakterisztika ugyan megvalosithatd lenne, de ez pozitiv meredekségli statikus karakterisztikat
jelentene. Ennek alkalmazasa nem lehetséges, mert a zart hurok pozitiv visszacsatolasa miatt a zavarelharitas és
a stabilitas kovetelményének nem felelne meg (lasd 25. abra). A Ps; pontban kialakulo egyensulyi helyzetben a
zavarasnak az y kimendjelre vald hatasa — a visszacsatolas nélkiili allapothoz képest — rosszabb helyzetet
okozna, mivel Ay;>> (Ay)y lenne. Mindebbdl is az kévetkezik, hogy a pozitiv visszacsatolds a szabalyozas
alapfeladatanak ellatdsara nem alkalmas.

7 Wo(s)=kexp(—sTp)/(1+sT,) nyitott hurok mellett a zar¢ hurok karakterisztikus egyenlete (1+sT,)+kexp(—sT,)=0.
A stabilitds hatarat jelentd ki kritikus korerdsités meghatarozasa a Nyquist stabilitasi kritérium alapjan
lehetséges.
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25. abra A stabilis, pozitiv visszacsatolasu hurok tulajdonsagai

A 24. abran bemutatott eredményekbdl az is latszik, hogy az u,=0 értékr6l u,<0 értékre valtozd zavaras
felléptének hatasara a zart rendszer a Py egyensulyi pontjabol a Py egyensulyi pontljaba ,megy at”, és
mindekdzben a szabalyozott jellemzd Yo—10l y;—re csokken, €s az U iranyito jel (mintegy kompenzalva a zavaras
y-ra kifejtett hatasanak egy részér) ug—rol u;—re novekszik meg. Elvileg annak sem lenne akadalya, hogy az
iranyito jelet u; helyett ui>u; —re noveljiik (ha kézi iranyitas mellett egy gépkezeld végezné a szabalyozast, O
egyébként ezt is tenné), mivel ekkor teljes mértékil zavarelharitas valésulhatna meg, és az 0ij egyensulyi pont az
i—vel jelolt helyen johetne létre. Az aranyos szabalyozads ezt az ilizemmodot nem teszi lehetdvé (mert az
egyensulyi helyzetek kizarolag a statikus karakterisztikak metszéspontjainak megfeleld koordinatak mellett
jOhetnek csak létre). De ha a szabélyozo integralo tulajdonsaggal rendelkezne (pl. a h=y,-y hibajel az u iranyito
jelet nem a vele ardnyos u=k:h fiiggvénykapcsolatnak, hanem az u(t)=k/h(t)dt integralegyenletnek megfelels
fliggvénykapcsolat szernt a h hibajel integraljaként allitana el6), a szabdlyozo képes mindaddig valtoztatni az u
iranyito jelet, amig a h=y,—y hibajel zérussd nem vdlik. Ez viszont akkor kdvetkezik be, ha y=y,, barmekkora is
az alland6 zavarodjel értéke. llyen esetben (algebrai hurok nélkiili) integrdlszabdlyozasrol van szo.

A szabalyozo6 rendszertechnikai méretezése

A szabalyozas rendszertechnikai méretezésének soran az ismert dinamikus tulajdonsagokkal
rendelkezé6 ¢és a Wy(s) atviteli fiiggvényével leirt folyamathoz olyan, Wc(s) atviteli
fiiggvénnyel jellemzett szabalyozasi algoritmust kell meghatarozni, amelynek alkalmazasaval
a zdrt rendszerre megfogalmazott kvetelmények, mindségi eldirasok teljesiilnek. Ezeket a
kovetelményeket rendszerint a zart szabalyozas ya(t)=1(t) alapértékre vonatkozo ered6
y(t)=Vr(t) dtmeneti figgvénye alapjan, vagy a Wg(S)=Woy(S)/[1+Wy(S)] alapjelre vonatkozo
eredd atviteli fiiggvény'* pri<0 domindns pélusainak eloszlasara vonatkozéd el8irasok
teljesitése szerint fogalmazhatjuk meg. (Ne feledkezziink meg arrél, hogy a zart rendszer
dtmeneti figgvénye Vr(t)=L {Wr(s)/s} és Wr(s) dominans pg; polusai hatirozzak meg a Vg(t)
idébeli lefolyasat). Altalanos kovetelmény, hogy a zart szabalyozasi rendszer y(t)
szabalyozott jellemz6jének a lehetd legkisebb h(t) hibaval kell kdvetnie az u,(t) alapjellel
definialt ya(t) alapértéket (kovetés), és a leheté legnagyobb mértékben és gyorsan kell

A zart rendszer Wi(S)=Wy(S)/[1+Wq(s)]=Y(S)/ya(S) szabalyozott jellemzére vonatkozd eredd atviteli

fliggvényét kiegészité érzékenységi fiiggvénynek—, az E(S)=1//[1+Wy(s)]=h(s)/ya(s) hibajelre vonatkozé eredd
atviteli fuggvényét érzékenységi fiiggvénynek is nevezik. Jellegzetes tulajdonsaguk, hogy Wg(S)+E(S)=
Wo(S)/[1+Wo(s)]+1/[1+Wo(s)]=1.
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elharitani az u,(t) zavar6 jellemzének a szabalyozott jellemzére gyakorolt nemkivinatos
hatasat (zavarelharitas). Egy mas — ritkdbban alkalmazott — lehetséges méretezési eljaras
olyan kritériumokat tartalmaz, amelyek teljesitésével egy J[x(t),u(t)], vagy J[y(t),u(t)]
koltségfiiggvény minimalizalasa a célkitiizés (LQR szabalyozas, X(t) a folyamat
allapotvektora, u(t) a folyamat bemené — iranyito — jele). Barmilyen kivetelmény teljesitése
is az eldiras, ezek azdltal valosulhatnak meg, hogy a folyamat u(t) irdnyito (bemend) jelét —
a célszeriien megvalasztott szabalyozasi algoritmus segitségével — a kivanalmaknak
megfeleld célok elérése szerint tervezziik. A folyamat tulajdonsagainak alapvetd sajatossaga,
hogy az iranyitd jellel Iétesitett beavatkozas hatdsa a szabalyozott jellemzOben inercia
(jellemzdi a tehetetlenséget kifejezé Tpi>0 id6allandok)—, és a jelterjedés véges sebessége
miatti (jellemzdéje a Tp>0 holtid0) keésleltetéssel juthat érvényre. Az inercia tipusu
késleltetések az u(t) iranyitojel egy megengedett mértékii, és adott ideig tartd tulvezérlésével
csokkenthetdk, a holtidé okozta késleltetés azonban semilyen szabalyozastechnikai eljarassal
nem befolyasolhato. A szabalyozo tervezdjének szamara a folyamat holtideje egyébként is
egy igencsak kellemetlen és nemkivénatos tulajdonsdg, miutdn az U iranyitdé jel
megvaltoztatasanak hatasara a folyamat kimenetén Ty, ideig ,,nem torténik semmi”, ami az U
iranyito jel megtervezésében és a rendszer stabilitasanak biztositasaban komoly gondokat
okoz.

Megjegyzés

Gondoljunk arra az igen egyszerii szabalyozasi struktrara, mikor is a felnyitott kor atviteli fiiggvénye a
k=kcko=>0 atviteli tényezdjii, idedlis holtidés tag, vagyis Wy(s)=kexp(-sTp), és k az i=0 tipusszamu ardnyos
szabalyozas huroker6sitése (lasd 26a. abra).

h(o0)=1/(1+k)>1/2!

kekdo<l! | qi YA
p T -> ﬂ /\
y=1)  h u _ y(®)
s k. kpe ™™ s Vv
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—>— — 1> ke " > 7Y
- ST; 1 =0
holtidds tag s [/ :
2T k - 2i 3i !
b. dbra. | szabdlyozé T, > ——2 - KT/ T 2Th 3Th
T —2¢p,

26. abra Holtid6s folyamat szabalyozasa P és | szabalyozoval

A 26a. abra alapjan egy gondolatkisérlettel konnyen belathatdo, hogy ez a szabalyozasi rendszer Ky>1
hurokerdsités esetében labilis, barmekkora is a Ty>0 holtid6 értéke. Ez azt jelenti, hogy az olyan folyamat,
amelynek inercia tipusti id6allandéi a holtidohdz képest elhanyagolhatoak, aranyos (P) szabalyozdval
gyakorlatilag nem szabalyozhatok. Ekkor ugyanis a zavard jelnek a szabalyozott jellemzére gyakorolt
Ay=(Ay)n/(1+Kmeg) allandosult allapotbeli hatasa — a megengedett korerdsités Kmeg~ Kin/2=1/2 alacsony értéke
miatt — alig mérsékelhetd [Ay=(Ay)n/(1+1/2)=2(Ay)n/3]. Ilyen esetben az integral6 (1) szabalyozo alkalmazésa a
felléptének hatasara képes ,lassu adagolassal” valtoztatni az U iranyit6 jelet, és ebbdl kifolydlag biztositani a
rendszer stabilitasat és az allandosult allapotbeli teljes mértékii zavarelharitast (lasd 26b. abra). Az | szabalyozd
— mint mar Korabban is lattuk — mindaddig valtoztatja az u(t) iranyit6 jelet, amig a h(t)=yaol(t)-y(t) bemendjele
(a hibajel) zérus értéket nem vesz fel, ami y(t)—.=yao mellett johet csak létre. Figyeljiik meg, hogy Ti=k,Tp
valasztas mellett az y szabalyozott jellemz6 2Ty, id6 alatt az y(2T,)=ya=1 végértékére all be, de ha a T; integralasi
id6 Ti<2k,Tn/m érték, ez a rendszer is labilissd valik.
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A rendszertechnikai méretezés frekvencia modszere

A zart szabalyozasi hurokban az ya(t) eldirt—, és a folyamat y(t) tényleges értékeinek
h(t)=ya(t)-y(t) kiilonbsége (a hibajel) generalja az u(t) iranyito jelet. Ennek segitségével kell
elérni a zart szabalyozasi rendszer olyan tulajdonsagait, amely biztositja a rendszer
aszimptotikus stabilitasdt, a stacionarius vagy a kvazistacionarius hiba zérus értékét, valamint
azt a tulajdonsagot, hogy az alapjel illetve a zavardjel valtozasakor a tranziens folyamatok
id6tartamai lehet6leg gyorsan a zérushoz tartsanak. Példaul az ya(t)=yaol(t) allandé alapérték
esetében (az értéktartd szabalyozasoknal, amikor is az elsédleges feladat a zavarelharitas)
kovetelmény, hogy az y(t) szabalyozott jellemzd lehetSleg réovid idé alatt vegye fel az
alapértéknek megfeleld y(oo)=Yyao allandosult értékét, vagyis egyensulyi helyzetben a hibajel —
az allando U, zavarodjel értékétol fiiggetleniil — legyen zérus. Ennek eléréséhez az iranyito jel
megfeleld mértekl talvezérlését kell létrehozni, valamint a szabalyozonak integraléd
fokozatot kell tartalmaznia. A talvezérléssel biztosithatd, hogy a tranziensek gyorsan
,lecsengjenek”, az integrald fokozat azt teszi lehetové, hogy a zérus hibajel is fenn tudjon
tartani egy dllando értékii ug irdanyito jelet (a szabalyozé mindaddig ,,dolgozik”, amig a
hibajel zérus nem lesz). A tananyagban targyalt kiilonféle szabalyozasi struktarak
leggyakrabban eléforduld, és ezért meghatirozé jelentdségii tipusa a soros kompenzaciét"™
tartalmaz6 zarthurku hataslanc (1asd 27. abra). Ennek alapvet6 sajatossaga, hogy a folyamattal
soros kapcsolast alkotd szabalyozé tulajdonsagaival ugy alakitjuk a Wo(s)=Wc(s)W,(s) nyitott
kori ered6 atviteli fiiggvényt, hogy a Wg(S)=Wo(S)/[1+Wy(S) ] atviteli fiiggvénnyel definialt
zart rendszerre megfogalmazott kovetelmények teljesiiljenek.

Szabalyozo Folyamat
(C(\)/ ?trol) integrdlds (process) W () =W, (sW, (s) = 0(6)
/ :Me-ﬂh l
tilvezérlés ks H.(s) Hy(s)
—
¢ We (s) Wp(s) 1
Th UZ(S) 1+W0(S)
G, (s) | u®) G.(5) y(s) ya(S) W, (s) y(s)
yA(S)/« h(s) W._(s) = —=< _p —sTh A W, (s) = —2—2
o st IRICNE] e LCh WO LA pn gt I Sy R ETAD
T Az eredd zart rendszer hatdsvazlata

27. abra Soros kompenzacio hatasvazlata

Ebben a strukturaban W,(S)=G¢(S)/H(S) a linearis szabalyozasi algoritmust megjelenitd
atviteli fliggvény, a Wy (S)=Gp(s)exp(—sTh)/Hp(S) a tagabban értelmezett (a hataslanc u iranyito
jele és az ellendrzd jel kozotti részét tartalmazo) folyamat munkapontra linearizalt atviteli
fiiggvénye. A Gc(s), Hc(s), Gp(s), Hp(s) tényezék az s komplex operator polinomjai, a
folyamat atviteli fiiggvényének exp(—sTy) transzcendens tényezdje a holtidd okozta
késleltetést szimbolizalja. A Wg(s), Wy(s) ¢és Wo(s) atviteli fiiggvényeknek nagy
gyakorisaggal eléfordulé tipikus kifejezései:

2 A kompenzdcié kifejezése arra utalas, hogy a szabalyozé atviteli fiiggvényének szamlalojaban 16v6 Ge(s)
polinom gydkeivel (a W(s) zérusaival) kozombositjiik (zérus—polus egyszeriisitéssel kiejtiik) a folyamat Hy(s)
polinomjanak gyokeivel (a W(S) negativ valos részii polusaival) reprezentalt inercia tipust idokésleltetések egy
részét.

A szabalyozd W(s) atviteli fiiggvényének méretezése szempontjabol feltételezhetjiik, hogy a zavar6 jel
W,(s)=1 atviteli fiiggvényen keresztiil a szabalyozott jellemzd hatasvonalan ,tdmadja” a zart szabalyozasi
hataslancot. A folyamat exp(—sTy) holtidds tényezéje miatt a zart rendszer Wr(S)=Wo(S)/[1+W,(S)] eredd atviteli
fiiggvénye transzcendens kifejezés is lehet.
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Wp (s)= GP(S) e~ ~ kp e=5Th
Hp (5) (+5sT,)A+5T,,)
— Gc (S) _ i STD 1+ STI 1+ STd
") H.(s) _K°(1+ST| st TR0 : st
PID Pl T
Wy (5) =W, (S)W, (5) = k, (1+sT))A+5sTy) kp o

ST, (L+sT)  (@Q+sTy)(A+5Ty,)

(Wp(s): kéttarolos, holtidds, onbedllo folyamat, k,>0 atviteli tényezd, Tp1>Tp>0 idéallandok,
Tr>0 holtid6, W (s): PID, vagy PIPD szabalyozo, K, k>0 atviteli tényezok, Ty, T; integralasi—,
Tp, Tq differencidlasi idék, T a PD fokozat idéallandoja, és T;>T¢>T>0). A szabalyozd
rendszertechnikai méretezését —a ke Ti, Ty és T paraméterek meghatarozasat — a PIPD
idéallandés normalalakjanak’ alapjan lehetett egyszertien végrehajtani, felhasznalva a nyitott
kor Wo(jo)=Wc(jo)W,y(jw) frekvencia fiiggvényére alapozott un. ,frekvencia médszer”
eljarasat’

Megjegyzés

A szabalyozd W (s) atviteli fiiggvényének rendszertechnikai méretezése a Nyquist stabilitasi kritériumon
alapszik. Ennek elvi lényege, hogy stabilis, vagy legfeljebb az origéban 1évd polust (integrald tulajdonsagot
megjelenitd tényezot) tartalmazd Wo(S)s=j=Wo(jw)=W (jw)Wy(jw)=ao(w)explipo(w)] nyitott kéri frekvencia
fliggvény alapjan donthetd el a Wr(S)=Wy(S)/[1+Wy(S)] atviteli fliggvényii zdrt rendszer aszimptotikus stabilitasa
(ap(w)=absWy(jw), @o(w)=arcWo(jw) a Wy(jw) frekvencia fiiggvény amplitidd menete és fazismenete). E
kritérium szerint stabilis a zdrt szabdlyozdsi rendszer, ha a nyitott kor Wy(jw) frekvenciafiiggvényének
helygorbéje (a Nyquist diagramja) — mikézben a w korfrekvencia befutia a 0<w<owo intervallumot — nem fogja
koriil a komplex szamsik —1+j0 pontjdt (egyszertisitett Nyquist stabilitasi kritérium’®, lasd 28. abrat). Ez —
mellézve a komplikalt matematikai levezetéseket — igen egyszeriien belathato. A Wy(jw) frekvencia fiiggvény
ugyanis azt mutatja meg, hogy a stabilis nyitott kor bemenetére kapcsolt i(t)=1sin(w?) egységnyi amplitadoji, w
korfrekvenciaju, harmonikus bemendjelre, kvazistacioner allapotban, a Wy(s) atviteli fliggvényl tag y(t)
kimenetén olyan y(t)=ao(w)sin[w+¢o(w)] harmonikus kimendjel valasz keletkezik, amelynek w korfrekvenciaja
azonos a bemendjel korfrekvenciajaval, amplitiddja ag(w)=absWy(jw), és a bemendjelhez képesti faziseltolasa
po(w)=arcWy(jow). A Wy(jw) frekvenciafiiggvény abran torténé megjelenitésére a komplex sikon abrazolt Nyquist
helygorbe (lasd 28a. abra) vagy a Bode diagramok szolgalnak.

™ A PIPD (lényegében gydktényezés alaku) atviteli fiiggvény k., T, Ty, T paraméterei a PID (parhuzamos
kapcsolasnak megfelel6 alak) atviteli fiiggvény K, T, Tp, T paramétereire atszamithatok.

™ A, frekvencia médszer” Nyquist és Bode tételein alapszik. Lényege, hogy a zart szabalyozasi rendszer eredd
VR(t) atmeneti fiiggvényének AVgma tullovését a felnyitott kor Wy(jw) frekvenciafiiggvényének ¢y(wc)
fazistobblete szabja meg (ha ¢(wc)=n+arcWo(jowo)=n/3 (60°), akkor AVpmam<0.1). A ofw)>0 fazistobbletre
vonatkoz0 méretezési elfirds betartasival a zart rendszer stabilitisa mellett a Vg(t) atmeneti fiiggvény
tallendiilése is ,,kézben tarthatd”.

® A Nyquist kritérium — a komplex fiiggvénytan argumentum elve alapjan — labilis nyitott kéri atviteli
fliggvényekkel rendelkezé szabéalyozasokra is kiterjeszthetd (altalanos Nyquist stabilitasi kritérium). Ennek
részleteivel a megeldzo fejezetekben foglalkoztunk.
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o(t)=ao(wp)sin(wpt)

o N !  aon)<l i(t)=1sin(wpt) y(t)= ao(wp)sin(wpt-—)
A J ) v
a\ Pl LN Wo(jw)=We(jw)Wp(jew) >

ag(we)=1

2 i(t)=1sin(wyt)

ao(wy)<1, stabilis

o(t)=ao(wp)sin(wpt) %]\x‘ ap(wp)<1

Stabilis, ag(wp)<1

To=2n/wy o(t)=ao(wp)sin(wpt)

Wo(jw) Nyquist helygorbéje ‘ -
- >1, labili
a.) bra b.) 4bra ‘%ﬁ ao(wp)>1, labilis

28. abra Az egyszertsitett Nyquist stabilitasi kritérium szemléltetése

A nyitott kor — Wy(jow)=ag(w)exp[jpo(w)] frekvencia fiiggvény altal leirt — frekvencia—atviteli tulajdonsagaira az
alulateresztd sziird jelleg (a nagyfrekvencias harmonikus jelek elnyomasa) érvényes, ezért a Wy(jw) helygorbe
w—o mellett a komplex sik origdjaba tart, és igy altalaban ag(w)—0 és @y(w)——w. Mindezekbdl az is
kovetkezik, hogy az w korfrekvencianak van olyan w, értéke, amikor a Wy(jw) frekvencia fiiggvényti 6nbealld
tag y(t) kimené jele az i(t) bemend jelhez képest —z szoggel (—180 fokkal) késik, vagyis a i(t) bemend jellel
ellenfizisban van, és amplitidoja ag(wy) (lasd 28b. abra). Ezt az y(t) jelet a kiilonbségképzés dnmagahoz képest
ismételten ellenfazisiva forditja (0=—y), vagyis a nyitott kér kimenetén az i(t)=1sin(w,t) bemendjellel azonos
fazisban 1év6, ag(w,) amplitidoval rendelkezd o(t)=ao(wy)sin(wpt) harmonikus jel keletkezik. A stabilitas
szempontjabol az ag(w,) amplitidonak meghatdrozé szerepe van. (A 28a. abra mutatja, hogy az w,
korfrekvencianal a Wy(jw) helygérbe metszi a negativ valds tengelyt és ebben a metszéspontban
absWo(jwp)=ag(wp) és arcWo(jwp)=po(wp)=—n (-180°). Ha ugyanis az i=1sin(w,t) bemenetet a kiilsé jelforrasrol
lekapcsoljuk, és ezzel egyidejiileg az 0 kimenetre tessziik (vagyis létrehozzuk a zart hataslancot), akkor ag(wp)<1
mellett a jelek zérushoz (stabilis rendszer)—, ao(wp)>1 mellett a végtelenhez (labilis rendszer) tartanak. Az
ao(wp)=1 mellett a rendszerben az egységnyi amplitidoju kvazistacioner lengés fennmarad, hiszen a Wy(jw)
frekvencia fliggvényl tag ,,nem tudja” hogy a bemend jelét nem kiilsé jelforrasbol, hanem lényegében sajat
kimenetérél kapja (stabilitasi hatarhelyzet). Ha a Wy(jw) helygorbe az 28a. abran lathaté médon az w.<wy vagasi
korfrekvencianal 1ép be az egységsugaru korbe (itt absWy(jwc)=ag(wc)=1, arcWy(jw:)=¢o(wc)>—r), akkor wy>w,
miatt ag(wp)<1, tehat a zart rendszer aszimptotikusan stabilis. Annak egyik mértéke, hogy a Wy(jw) frekvencia
fliggvény mennyire (milyen mértékben) keriili el a stabilitasi hatarhelyzetet jelent6 -1+j0 pontot a
ol(we)=n+arcWy(jwe)=n+po(wc)>0 fazistobblet. Gyakorlati tapasztalat, hogy ¢(wc)>n/3 (60°) fazistbblet
(amikor is go(we)>—2m/3 (—120°) a zart szabalyozasi rendszernek is megfeleld iizemtani tulajdonsagot biztosit.
A Nyquist kritériumra épiild méretezési eljarasnak jelent8s elénye, hogy holtidds tényez6t tartalmazo Wy(jw)
esetében is hasznalhato. Mindezek a tulajdonsdgok a frekvencia fiiggvény Bode diagrammjain is
megfogalmazhatok. Ez ahhoz az ,,0kolszabalyhoz” vezetett, hogy gy kell kialakitani a nyitott kor frekvencia
fiiggvényének 20log[absWy(jw)]=20log[ao(w)]=a¢ie(w) amplitidomenetét, hogy az egy megfeleléen nagy
hosszusagin —20dB/dekad meredekségii szakaszan (vagyis az w. vagasi korfrekvencia értékénél) messe a 0
dB-es tengelyt. A Wy(jw) frekvencia fiiggvény menetének alakuldsa lathatdan az w. vdgdsi korfrekvencia
kornyezetében Kritikus. A zart rendszer mindségi tulajdonsadgainak megitélésére a fazistobblet mellett a
helygorbe és a —1+j0 pont kozotti legkisebb pp, tavolsagot is felhasznalhatjuk, amelyet egyébként Nyquist
stabilitasi tartaléknak és modulus tartaléknak is neveznek. Ajanlott értéke p,=0.5. Ennek jelentése: a komplex
sik —1+j0 pontjaban (mint kézéppontban) htizott p,=0.5 sugaru kort a Wy(jw) helygorbe legfeljebb érintheti.

Végsé soron a frekvencia modszer vezetett arra, hogy a PIPD szabdlyozo atviteli
fiiggvényében a T; és Ty paraméterek Ti=Tp1, T¢=Tp2 Mmegvalasztasaval kompenzalni lehet a
folyamat Tp; és Ty iddallanddival jellemzett késleltetéseit, a ke és T megfelelc’ien
megvalasztott értékeivel pedig be lehet allitani a nyitott kor @wc) fazistdbbletét’" és az u

""Ez a p((wy) féazistobblet hatirozza meg a zart szabalyozés Vg(t) eredd dtmeneti fliggvényének
O'(%):1OO[VRmaX—VR(OO)]/VR(OO)
2013. szeptember 9. 68 SZB




Folyamatszabalyozas (etim.12) Osszefoglalas

iranyito jel u=u(0)/u(eo)=KckpTpo/T tulvezérlési aranyat. A szabalyozo integrald fokozatanak
koszonhetden az ya(t)=1(t) egységugras alapértékre adott y(t)=vgr(t) valasz végértéke is
azonosan az egység, miutan a szabalyozo csak akkor tud nyugalmi allapotot felvenni, ha a
hibajel allandosult értéke zérus: h(o0)=ya(o0)-y(0)=1-y(0)=0 — y(w)=1 (i=1 tipusa
integrélszabélyozésm). Az ilyen modon végrehajtott méretezés ugy is felfoghatd, hogy a
folyamat p1=—1/T1<0, p,=—1/T,<0 stabilis pélusait a szabalyoz6 z,=—1/T;<0, z,=—1/T4<0
zérusaival a nyitott kor Wy(S) atviteli fliggvényébdl latszolag ,,eltiintetjiik” (egyszeriisitéssel
kiejtjilk, vagy mas megfogalmazassal p;*=0, p,;*=—1/T polusokra ,cseréljik”). Ezek
eredményeként a nyitott kor atviteli fiiggvénye a

1+sT, 1+5T, k _
Wo () =W (S)W,(s) = K,——t ) P ST =
ST, 1+sT Ii _:TT’“ @+ sTp)A+5sTy,)
_ kckp =sT, _ ki —sT,
STp(+5sT) S(1+sT)

kifejezésnek megfelelé alakra egyszertisodik (Wo(S) egy energiatarolds, holtidds, integrald
tag, amelynek integraldsi hurokerdsitése ki=Kckp/Tpa, idéallanddja T, holtideje T).

Megjegyzés.

A folyamat p;=—1/T;<0, p,=—1/T,<0 stabilis polusainak a nyitott kor atviteli fiiggvényébdl valo latszolagos
Leltintetése” azt jelenti, hogy az ezekhez rendelheté x;(t) és Xp(t) allapotvaltozok iranyithatatlanna vagy
megfigyelhetetlenné valtak”. Ennek eredménye pedig az, hogy ezeket az allapotvaltozokat az u iranyito jellel
befolyasolni nem lehet (,,irAnyithatatlan polus™), illetve az y(t) szabalyozott jellemzében nem jelennek meg
(,,megfigyelhetetlen polus”). Ez a tulajdonsdg nem jelent problémat, ha mindkét polus negativ valos részii,
vagyis a folyamat alrendszere aszimptotikusan stabilis, 6nbealld. Szerencsére a gyakorlati esetek jelentds
részében a folyamatok altaldban ilyen tulajdonsaggal rendelkeznek. Ha viszont valamelyik pdlus labilis (példaul
a Tp1 vagy Ty, paraméter negativ szam) akkor ezt a labilis (pozitiv értékii) polust a szabdlyozo zérusdaval kiejteni
nem szabad. Ekkor ugyanis a visszacsatolas hatiasa erre az iranyithatatlan vagy megfigyelhetetlen
allapotvaltozora nem tud érvényre jutni, ami a teljes rendszer labilitasat jelenti (Iasd még labilis folyamatok
szabalyozasa). A folyamat egyes, nagy iddallandokhoz tartozo, stabilis (negativ valds részil) polusainak
eltiintetése” nem azt jelenti, hogy ezek megsziinnek létezni, hanem a szabalyozo zérusaival reprezentalt u(t)
iranyito jel tilvezériése kelti azt a ldatszatot, mintha a nagy idéallandok hatasa nem tudna érvényre jutni. Ez
egyben azt is jelenti, hogy abban az esetben, ha a nyitott hurokban valamely szerkezeti elem telitédese miatt a
tulvezérlés nem johet 1étre, a folyamat felgyorsitasara valo torekves is hatastalan marad.

A Wy(s) kifejezésében ismeretlen paraméterek a szabalyozd K. atviteli tényezdje (dc
erdsitése) és PD fokozatanak T iddallanddja. Ha méretezési eldiras a nyitott kor frekvencia
fliggvényének ¢(w.) fazistobblete (ami a zart rendszer Vg(t) atmeneti fliggvényének AVgmax
tallovését befolyasolja), és a zart rendszerben az u iranyit6 jelnek u=u(0)/u(w) tilvezérlési
aranya, akkor a méretezés soran betartando feltételek: absWo(jwc)=1, m+arcWo(jwe)=ei(wc),
Kckp T2/ T=Uy, ahol w¢ a nyitott kor Wy(jw) frekvenciafiiggvényének vagasi korfrekvencidja
(az w korfrekvencia azon w=w. értéke, amelynél a Wy(jw) helygorbe az egységsugaru korbe
belép, lasd 28. abra). A feltételezett atviteli fliggvényekre részletezve:

tallendiilését. Ha py(wc)=n/3 (60°), akkor 6<10%.

"8 7érus zavarodjel mellett az y(o0)=1 jel fenntartasahoz (az adott folyamatmodell mellett) u(0)=1/k, iranyito jel
sziikséges. Az i tipusszan novelése ugyan javitja a szabalyozas kovetési tulajdonsagait, de egyre nehezebbé teszi
a zart rendszer stabilitdsanak biztositasat. Enek oka, hogy az alacsony korfrekvencia tartomanyaban a nyitott kor
frekvencia fiiggvényének fazisszoge arcWy(jow)=¢o (w)~in/2 (-i90°).

™ Ez csak akkor johetne 1étre, ha egzakt zérus—polus kiejtés valosulhatna meg. Ez azonban gyakorlatilag azért
nem lehetséges, mert a folyamat idéallandoi munkapont fiiggd mennyiségek és a zérusokat is csak egy adott
pontossagon beliil lehet realizalni.
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KekpTp2 _
T

Ebbdl a harom egyenletbdl allo, haromismeretlenes nemlinedris algebrai egyenletrendszerbdl
— miutan a ky>0, Tp1>0, Tp>0, T>0 a folyamat ismert paraméterei és a @(wc) fazistobblet
valamint az u; tiulvezérlési ardany méretezési eléirasok — az . vagasi korfrekvencia, a PD
fokozat T idéallanddja és a szabalyozo k. atviteli tényezdje meghatarozhat6®®. Ennek egyik
modszere az lehet, hogy a (b) egyenletbdl kifejezziik a PD tag T iddallandojat, a (C)
kifejezésbdl pedig a k. atviteli tényez6t mint az e, vagasi korfrekvencia fliggvényeit, és
ezeket az (a) kifejezésbe helyettesitjiik. Vagyis a (b) és (c) egyenletekbdl:

u =0 (c)

T
thZ_% _wcTh}
T= =T(w,)
a)C
(r
tg [_¢tj_a)c-rhi|ut
Tu, 1\ 2
ke =T~ KT = kele)
p!p2 @cKplp2

A T(wc) és ke(wc) kifejezéseket az (a) egyenletbe helyettesitve a méretezés alapegyenletét — az

f(wc)=0 alakjaban — kapjuk:
T
tg HZ - ¢tj - wcTh}ut

F (@), = il

T
w(:ZTplTDZ\/1+ tg ZKZ — ¢ j - wcTh}

Ebben most mar egyetlen ismeretlen a felnyitott hurok Wy(jw) frekvenciafiiggvényének az w.
vagasi korfrekvencidja, és az adott Tpi, Tpz, Th, @1 Ut ismeretében a f(w) fliggvény w. nulla
helye numerikusan meghatarozhat6®! (lasd 29. abra).

8 Az egyenletrendszer numerikus megoldasara a korabbi részekben egy MATLAB programot is kozreadtunk.
Miutan az adott atviteli fiiggvények mellett a zart rendszer karakterisztikus egyenlete

1+Wo(s)=0 = sT, (1+sT)+kk,e ™ =0

transzcendens tényezOt tartalmazo kifejezés, a pgr; polusok meghatarozasa nehézkes, és a zart rendszer
stabilitdsanak vizsgalatara a Hurwitz kritérium kozvetleniil nem is hasznalhato.

8 A méretezés alapegyenletének megoldast a MATLAB fzero eljardsa tamogatja, amely tetsz6leges f=f(w)
nemlinearis kifejezés nulla (zérus) helyét szamitja. A nulla hely keresésének inditdsdhoz meg kell adni a keresés
o inditasi értékét, ennek ajanlasa wq=1/Tp. Egy masik eljaras az lehet, hogy az w~f koordinata rendszerben
abrazoljuk a f=f(w) fuggvényt és ennek alapjan hatarozzuk meg azt az w. koordinatat, ahol f(w;)=0 értéket vesz
fel (lasd 29. dbra).

70

2013. szeptember 9. SZB




Folyamatszabalyozas (eiim.12) Osszefoglalas

f(w) Tpl: Tp2: Th’ Pt Ut
f=f(w)

f(we)=0

- 2 Q
ai\\\\\~.

29. dbra Az f(w) figgvény és ennek w, nulla helye

Az . vagasi korfrekvencia kiszamitasat kovetéen a T(wc) és Kc(wc) képletekbe az .
behelyettesitésével T és k. is megkaphato.

7. Példa

A folyamat normalizalt, relativ (dimenzi6 nélkiili) egységekben adott W (s) atviteli fliggvénye:

(S) — kP efsT,1 — 2 e—Ss
P (A+5T,)A+5T,,) (1+20s)(L+10s)

k,=2 T,=20, T,=10, T, =5
Meéretezési el8irasok: fazistdbblet p(wo)=n/4 (45°), talvezérlési ardny u=u(0)/u(0)=10. A soros kompenzacids
PIPD szabalyozo atviteli fliggvényének —1/T; és —1/Ty zérusaival kompenzalhatok a folyamat —1/Ty; és —1/T,
polusai, ezért a zérus—pdlus kiejtés elve alapjan:

K (L+ST,)L+5Ty) K (@+ST)A+5Ty,)
ST, (L+sT) ST (L+5T)
_ k (1+20s)(1+10s)
20s(1+sT)
k=2 T,=Ty=20, Ty=T,=10, T=?

C

Wc (S) =

Méretezend6 paraméterek a szabalyozo k. és T adatai. A méretezést végz6 MATLAB program (pipd.m fajl) :

clear;echo on;
% PIPD szabalyozd méretezése
global Tpl Tp2 Th ft ut tg

S Kkkkkkhkkkkkkkhkkhkkkkohkkkkxk

% A folyamat paraméterei
kp=input ('kp='); Th=input ('Th=");

Tpl=input ('Tpl="'); Tp2=input('Tp2=");
% A méretezés kovetelményei
ft=input (' ft="');ut=input('ut=');

Khkkhkhkhkhkhhhkhhkhkhhhkhkhhkhkhkhkr

o

o0

A méretezés

A méretezés alapegyenletének megoldasa
wcp=fzero ('meretezo',1/ (Tpl));

T=tg/wcp;
kc=ut*T/ (kp*Tp2) ; Ti=Tpl; Td=Tp2;

% A méretezés eredménye

disp([kc Ti Td T wcp]);

printsys ([kc*conv ([Ti 1], [Td 1])1,..
[eonv ([Ti 0], [T 11)]);

R dE kb kb b b b b b b b b b b b b b i

o0

% A méretezés ellendrzés
[Gh,Hh]=pade (Th, 5) ; GT=kp;
HT=conv ([Tpl 11, [Tp2 11);
[Gp, Hp]=series (Gh, Hh, GT, HT) ;
Gec=kc*conv ([Tpl 11, [Tp2 11);
Hc=conv ([Tpl 0], [T 11);
[GO,HO]=series (Gp, Hp, Gc, Hc) ;
margin (GO, HO) ; pause;

[GR, HR]=cloop (GO, HO) ;

[GRu, HRu] =feedback (Gc, Hc, Gp, Hp) ;
grid on;

step (GR, HR) ;
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title('vR(t) atmeneti fiuggvény');
pause;grid on;

step (GRu, HRu) ; hold;pause;

step (GR, HR) ;

title('vR(t)és u(t) id&fuggvények');
pause;clf;

disp ('vége');

UQ khkhkkhkhkkhkhkhkkhkhkhkrkkhkhkhkhkhkkhhkhhkhkk

function f=meretezo (w)

global Tpl Tp2 Th ft ut tg
tg=tan((pi/2-ft)-w*Th);
sa=ut*tg;ne=w"2*Tpl*Tp2*sqrt (1+tg"2);
f=sa/ne-1;

end

A programfutas soran kapott méretezési eredmények és a rendszer szimulacidja a szampélda adataira (lasd 30.

abra):
[ ke Ti Tq T we ]
[1.1227 20.0000 10.0000 2.2455 0.1091]

(1+20s)(L+10s)

W, (s) =1.1227
20s(L+ 2.24555)

Step Response
From: U(1)

u(t) ‘Y(t) =Ve(t)

Amplitude
To: Y(1)
N

Time (sec.)

30. abra A zart rendszer u(t) iranyité jele és ered6 vg(t) atmeneti fiiggvénye

A példa soran kozolt MATLAB program tanulmanyozasat és rekonstrualasat az olvaso figyelmébe ajanljuk. A
program lényeges részei a wcp=fzero ('meretezo',l/(Tpl));T=tg/wcp;kc=ut*T/ (kp*Tp2); utasitasok,
amelyek a méretezés alapegyenletének w, zérushelyét (wcp), és ennek birtokaban a szabalyozo PD fokozatanak T
iddallandojat és a szabalyozo k. atviteli tényez6jét szamitjak. Hasonloan fontos a margin (G0, HO) ; fliggvény altal
szolgaltatott eredmények. Ennek végrehajtasaval a méretezett szabalyozo adatai mellett a képernyén jelennek
meg a nyitott kor Bode diagramjai, az w. vagasi korfrekvencia, a ¢yw.) fazistobblet, és ezek az adatok is a
méretezés ellendrzését szolgaljak. Ne feledkezziink meg arrdl, hogy a vazolt méretezési eljarasban a folyamat
W,(s) atviteli fliggvényének ismert, un. névleges Ky, Tp1, Tpo, Th adataival dolgoztunk. Ezek a paraméterek a
folyamat egy adott munkaponjaban érvényesek, és egy masik munkapontban, de egyéb okok miatt is (pl.
hémérsékletfiiggés, oregedési jelenségek, stb.) valtozhatnak. A paramétervaltozdsok természetszertien a zart
rendszer lizemtani tulajdonsagaira is kihatnak, katasztrofalis helyzetben a rendszer labilitasat is el6idézhetik. A
folyamat jelkésleltetésében a Ty holtidé jelenléte a Wy(s) atviteli fliggvényben egy exp(-sTy,) transzcendens
tényez6t eredményez. Ha a szamitasok egyszertisitése céljabol Wy(s) algebrai tért jellegét meg kivanjuk tartani,
az exp(-sTy) tényez6t is polinomok hanyadosaval lehet kozeliteni. Ennek szokasos alakjai a Strejc és a Pade
algebrai tortekkel torténd kozelités. Tipikus kifejezéseik:
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Strejc e = |i ! = !
N T.\" T.\"
1+s-1- 1+s-
N N
il E;T N=2 masodfoki e~ E;T N =6 hatodfoki
1+s-1)? 1+s5-1)8
( 2) ( 6)
T
1-s-h
pade e ~2=5Th _ 2 elsofokl
2+ST|.| Th
1+s—

o ~ 120 - 60sT, +12(sT,)* - (sT,)* harmadfoki
120+ 60sT, +12(sT,,)? +(sT,,)®

A Strejc kozelités N szamu Ty/N >0 id6éallandéval rendelkez6 egytdrolds ardnyos tag soros kapcesolasdt jelenti, a
Pade kozelités olyan nem minimum fazisG onbedllo taggal kozelit, melynek zérusai csupan eldjelben
kiillonboznek a stabilis félsikon elhelyezkedd poélusaitdl (mindent ateresztd sziir6). A szabalyozé méretezése
soran a folyamat holtidGs tényezdjének figyelembevétele is sziikséges, ennek amplitidomenete an(w)=1,
fazismenete pp(w)=—wT}. A stabilizalasi nehézségeket a holtidés tag ¢n(w) negativ (a fazistobbletet csokkentd)
fazistolasa okozza, amit a masodfoka Strejc polinom ¢és az els6fokit Pade polinom egyarant
Phsirejc(@)=@npade(w)=—2arcty(w Tw/2) szerint kozelit. A kozelitések amplitidomenetei ansyrejc(w)=1/[1+(w T W2)7],
anpade(@w)=1, vagyis a Pade kozelités amplitidomenete azonos a holtidés tag amplitidomenetével. A gyakorlati
alkalmazasokban a N=6 fokszamu Strejc és a harmadfoki Pade kozelitések mar kielégitd eredményt adnak.
Miutan a Strerjc kozelités az iddtartomdanyban, a Pade kozelités a frekvencia tartomdnyban ad elfogadhatd
eredményt, a T, holtidé aT;, és (1-a)Ty, részekre bontasaval exp(—sT)=exp(—saTy)exp[-s(1-a)Ty], igy az egyik
tényezére a Strejc, a masikra a Pade kozelitéseket hasznalhatjuk. A holtidés tag eredeti jelatviteli tulajdonsagait
(pl. v()=1(t-Ty) dtmeneti figgvény, W(jw)=exp(—joTh)=a(w)exp(jo(w)) Nyquist helygorbe (frekvencia
fliggvény), age(w)=20log(a(w))=0, ¢(w)=—wT, Bode diagramok) célszerii Osszehasonlitani a kozelitések
jelatviteli tulajdonsagaival, ezeket azonban az olvasora bizzuk és figyelmébe ajanljuk. A Strejc kozelités N=oo
szamu T=0 iddallandoval rendelkezd (€s egymassal soros kapcsolast alkotd) egytdrolos ardanyos taggal adna a
pontos holtidés tagot, igy ennek alapjan tekinthetjilk a holtidés tag rendszamdr mitegy végtelen nagynak. A
MATLAB programban — a méretezést ellen6rz6 részben — a folyamat holtidds tényezdjét 6todfoku Pade
polinommal kozelitettik®.

A 31. abran a zart szabalyozasi rendszer egységugras alapjelre vonatkozo Vg(t) eredd
atmeneti fliggvényét, az u(t) iranyitd jelét és a h(t) hibajelet abrazoltuk, azt az esetet
feltételezve, hogy a folyamat holtidés és onbedll, a szabalyozasi algoritmust pedig PID vagy
PIPD szabalyozé realizalja. Az 4bran feltiintettiik a folyamat vp(t) dtmeneti fliggvényét is. Itt
jegyezziik meg, hogy a 0<t<Tj idéintervallumban az y(t) jel a holtid6 miatt zérus (ezért ekkor
még nem tud érvényre jutni a szabalyozott jellemzd negativ visszacsatolasa), a hibajel tehat
az alapértéknek megfelel egységugras, ezért ebben az iddszakaszban az u(t) a szabdlyozo
Ve(t) dtmeneti fiiggvénye szerint alakul. A t=T, id6 elteltét kovetéen a hibajelet (a
visszacsatolas hatasanak érvényre jutdsanak eredményeként) az y(t) szabalyozott jellemz6
mar befolyasolni képes, és ennek megfelelden az egyensulyi helyzet kialakuldsanak iranyaba
véltoztatja. Az abra azt is érzékelteti, hogy a folyamat Ty holtidd okozta késleltetése a zart
szabalyozasi rendszer Y(t)=Vr(t) dtmeneti figgvényében megmarad, ez a késleltetés az u(t)
iranyito jel tulvezérlésével nem mérsékelhetd.

82 MATLAB timogatas a holtidés tag N fokszamu Pade polinommal torténé kozelitésére: [Gh, 5h]-pade (Th,N) ;.
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Ua(t)=ya(t)=1(t), u,(t)=0

/l\ O<t<T,: 1 sTp
KTdT | Ke(1+To/T) N W, (s) =K, (1+—+ )=
U(t)Vc(t)Kc[l+TL+-l__l__De r] ST, 1+sT
\ K (L+sT;)@A+sTy)
¢ ST, (L+sT
u(O):k°T":Kc(1+T—D) i(@+sT)
T T W ()= Ky o=Th
,(8)=
(L+sT,)A+5T,)
wO YOO | ul) | g
ke
AVRrmax _ e
1k, i o Yer)ve(ee)=L
-l @u(oo):Ukp
- VA —— >t

h(t) h(0)=0

31. abra A stabilis zart szabalyozasi rendszer jellegzetes id6fliggvényei.

Az abra szemléletesen mutatja az iranyito jel tulvezérlését [u(0)=k.To/T=K(1+Tp/T)] és ennek
alkalmas modon torténé visszavételét [u(eo)=1/ky<<u(0)], aminek eredményeként az inercia
tipusu jelkésleltetések jelentdsen mérséklodtek (lasd a folyamat vp(t) és a zart rendszer Vr(t)
atmeneti fliggvényeinek grafikonjait). Az y(t) grafikonja csillapitott leng6 jellegii tranziens
folyamatot mutat, de ha nem tartjuk be a fazistobbletre vonatkoz6 el6irast, a zart rendszer
9i(w)<0 esetben labilissa valik. A fazistsbblet megfelelden nagy (kb. 75°) értékre vald
megvalasztasaval a Vg(t) atmeneti fliggvénynek lengésmentes beallasa is biztosithato.

Ha a folyamat Wy(s) atviteli fliggvényének egyszerisitésére lehetdség kinalkozik, a
szabalyozastechnikus a szabalyozé rendszertechnikai méretezésekor ezt messzemenden ki is
hasznalja. Ez ugyanis a méretezést is jelentOsen leegyszeriisiti. Ennek tipikus esete, mikor a
folyamat v(t) atmeneti fliggvénye az egy energiatdrolos holtidds tag atmeneti fliggvényével
kozelitheté. A folyamat Wp(s) atviteli fiiggvényének paraméterei most k,>0 (atviteli tényezo),
Tp1=T,>0 (iddallandd), Tr>0 (holtidd). Ebben az esetben W(s) célszeriien PI algoritmust
jelenit meg, miutan a PD fokozat alkalmazasa a Ty,=0 paraméter kovetkezményeként értelmét
veszti. A folyamat és a szabalyozoé atviteli fiiggvényei ekkor:

G,(s k
W, (s) = S8 e =P T
H,(s) (L+sT,)
G, (s) 1 1+sT.
W, (s)=—""2=K_. 1+—)=k !
¢ Ho(s) °7 sT, ¢ sT,
PI PI

(Wp(s): egytarolos, holtidés, onbealld folyamat, Wc(s): PI szabéalyozo, k>0 atviteli tényezd,
most igen egyszerlien végrehajthatjuk. Az integralasi idének T;=T, értékre torténd
beallitdsaval kompenzalni lehet a folyamat T, iddéallanddjaval jellemzett késleltetését, a K.
atviteli tényez6 megfeleld megvalasztasaval pedig be lehetett allitani a nyitott kor ¢i(cwc)
fazistobbletét. Az ya(t)=1(t) egységugras alapértékre adott y(t)=vgr(t) valasz végértéke most is
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azonosan az egység, miutan a szabalyozé csak akkor tud nyugalmi allapotot felvenni, ha a
hibajel allandosult értéke zérus (i=1 tipust integralszabalyozas). Az ilyen modon végrehajtott
méretezés ugy is felfoghato, hogy a folyamat p;=-1/T,<0 stabilis pélusat a szabalyoz6 z;=—
1/Ti<0 =zérusaval a nyitott kor Wop(s) atviteli fiiggvényébdl mintegy ,.eltiintetjiik”
(egyszertsitéssel kiejtjiik), aminek eredményeként a nyitott kor atviteli fliggvénye

1+ STi | kp -sT, _ %e—sﬂ k; —-sT,,

Wo () =W, ()W, (s) =k, S

ST, |y (L+5T)) sT,
Ez a kifejezés Kki=kckp/Tp integraldsi atviteli tényezOével (integralasi hurokerdsitéssel)
rendelkez6 Ty holtidds, integrald tag. A szabalyoz6 méretezése most analitikusan, és igen
egyszerlen elvégezhetd, mivel Ti=T, felvételével a méretezés kizardlag a K. atviteli tényezd
megvalasztasara korlatozodik. A ,,frekvencia modszer” felhasznalasaval méretezziink most is
egy eldirt @i(wc) fazistobbletre. Ekkor a méretezés alapegyenlete is leegyszeriisodik:

kckp e—ja)CTh
jo. T

c

absW,(jo,)-1= -1=0 @)

p
7+ arWo (jo) - gy (@) =7 -7 ~ 0Ty~ (@) =0 (b)

Ezekbdl a nyitott kor e, vagasi korfrekvencidja €s a szabalyozo K. atviteli tényezdje (az adott
Ko, Tp, Tn folyamatparaméterek ¢és az el6irt ¢ fazistobblet mellett) kozvetleniil
meghatarozhato:

‘ k, T,

Az aszimptotikusan stabilis rendszer esetére vonatkozo idéfliggvények alakulasat a 32. abra
szemlélteti. Vegylik észre, hogy most az iranyitd jel Umax maximalis értéke nem a t=0
idépontban 1ép fel, de végértéke most is U(0)=1/k,. A szabalyozo integralod fokozata miatt az
allandosult hiba most is zérus. Az y(t) csillapodd lengémozgassal vesz fel az y(o0)=1
végértékét. A rendszer a szabéalyozo atviteli tényezdjének Ke>mTp/(2K,Th) értéke esetében
labilissd valna, mivel ekkor a ¢iw;) fazistobblete zérus, vagy negativ érték lenne. Az
U=Umax/U(o0) talvezérlési arany kozelité értéke aszimptotikusan stabilis rendszer mellett:

Vs
t (‘%j
kc(1+.|.7) ZiTip(ijL-Lh)
U = Umax ~ P, _ kp Th Tp _| 7 _ 1+T_p
T 1 - 1 2T
el L h
kp kp
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Detet =Y O=10, u()=0
t _ i _ 1+ STi
U(t):VC(t):kc[l+f] Wc(s)*kc (]-+ STI )7kc STi
Umax Th w _ k p =sTh
ke O/W uo -k, ucrh):kc[nfj T
WO YO u() 0GOS
y(0)=Vr(0)=1
@u(m):llkp
THT, T

32. dbra A zart szabalyozasi rendszer jellegzetes id6fliggvényei Pl szabalyozoé esetében.

"o

Ismételten erdsitsiik meg, hogy a folyamatban jelenlévd Ty, holtidével jellemzett késleltetés
nem mérsékelhetd, ez a szabalyozott jellemz6 Vg(t) atmeneti fliggvényében mindenképen jelen
marad. Az eldirt gi(w.) fazistobblet novelésével a Avpax tallovés csokkenthetd, és ha ez
sziikséges, az aperiodikus (Ilengésmentes) beallas is biztosithato.

Megjegyzés

Ha a felnyitott hurok jelatviteli tulajdonsaga a Wy (S)=kiexp(—sTy)/s atviteli fliggvényii holtidds integrdls taggal
irhato le, akkor a negativan visszacsatolt zart szabalyozasi rendszer aszimptotikus stabilitasanak
biztosithatasdhoz a k; integraldsi hurokerdsitésnek a O0<ki<ky,=n/(2T,) intervallumban kell lennie (ennek
bizonyitasat az olvasora bizzuk). A Ki=n/(2Ty) kritikus integralasi korerésités mellett a zart rendszer a stabilitas
hatarhelyzetében lizemelne, ami nyilvanvaloan megengedethetetlen. Ennél a k=K értéknél a zart rendszer
oszcillatorként viselkedne, és az egységugrasra adott minden valaszjele harmonikus id6fiiggvény lenne. Ki>Ki
integralasi korerdsités mellett a lengési amplitaidok minden hataron tal névekednének, vagyis a zart szabalyozas
labilissa valna (feltételesen stabilis integralszabalyozasi rendszer). Az adott modell esetben jol bemutathato,
hogy abban az esetnen, ha a Wy(s) atviteli fliggvény exp(—sTy,) transzcendens (holtidds késleltetést szimbolizald)
tényez6jének exp(—sTp)=1/(1+sT/N)" Strejc polinommal torténé kozelitését alkalmazzuk, a Wo(s) algebrai
tortel kozelithet. Az alapkérdés: a kozelités milyen N fokszama ad elfogadhatd eredményt? A kérdést abbol a
szempontbol vizsgaljuk, hogy a pontos (Wo(s), Kikrt) és a kozelitd (W'o(S), K i) atviteli fiiggvényeket tartalmazo
szabalyozasok kritikus korerdsitéseit egymassal Gsszehasollitjuk, és a kozelitést akkor tekintjiik megfelelének,
ha Kiet ~ kit Legyenek tehat a pontos és a kozelitd nyitott kori atviteli fiiggvények az alabbiak:

Pontos: Kozelités (Strejc):
k; ki i * 2
W, (s)=—e~ ™ =W, (jo) =——e ™ * k; 1 Sn k; 1
S T S A B S
1+s-m)N 1+ jo-2)N
( N) ( JwN)
k. =
S~ _k . . K 1
Mo, =(0.) = - Sl U IR S —
C T
1+ (0, )2
[ 1+ (a2, N) ]
; z arcW; (jo,) = - (,) = —= - Narctg( T—“)
arCWO(ch):(po(a)c)z_z_wc-rh o @)=, (@c)= 2 9l N

A stabilitasi hatarhelyzetben ag(w.)=1 és po(wc)=—n, és ezekbdl a pontos és a kdzelitd nyitott kori frekvencia
fliggvényekbdl szamithatod Ky és K kritikus integralasi korerdsitések:
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Pontos : Kozelités (Strejc):
N
T 7T \y2
2Ntg (—)| [1+[tg (—
g(ZN)[,/ o] }
k - o =
ikt = o, ikrt 2T,

A kapott eredmények alapjan az N fokszamot kell Gigy megvalasztani, hogy a ki,  szamlaloja jol kozelitse a ©
értéket. Az N=1 nyilvanvaléan nem valaszthat6, mert a kozelités strukturalisan stabilis szabalyozast jelentene
(Kikr=00), marpedig az eredeti rendszer nem ilyen, hanem feltételesen stabilis. Az N=2 eset igen durva kozelités,
mivel ki=n/(2Ty) helyett K'=8/(2T,) adodik (8>>n!). N=10 esetében viszont Ky =3.5854/(2T,), ami
elfogadhaté érték (3.5854~n=3.1416). Ez utobbi eset jelentése az, hogy az eredeti Wo(s) és a kozelitd W, (s)
nyitott kori atviteli fiiggvényekkel leirt rendszerek kb. azonos integralasi korerdsités mellett keriilnek a
stabilitasi hatdrhelyzetbe (a megengedett Kimeq integralasi korerdsités egyébkeént Kb. Kimeg=Kikri/2=1/(4Ty,) lehetne).
A kozelités pontossaga N novelésével tovabb javithato, N—oo mellett Kt tart Kie=n/(2Tp) értékhez, ami (a
kritikus integralasi korerdsités szempontjabol) a pontos érték. A Strejc — és az itt most nem részletezett Pade —
kozelitést Wo(S) transzcendens tényezdjének kikiiszobolésére elterjedten alkalmazzak.

Kaszkad szabalyozas

A klasszikusnak tekinthetd soros kompenzacidé mellett meg kell emliteniink az
allapotvisszacsatolasnak megfeleld struktarat, az un. kaszkad szabdlyozast. Ennek
alkalmazasara akkor nyilik lehetéség, ha a folyamat atviteli fiiggvénye a 33. abranak
megfelelden olyan, egymadssal soros kapcsoldst alkotd részekre bonthatd, amelyekben a
Tp1>0, Tp>0 jelkésleltetések kb. egy nagysagrendben vannak, és az Yi(S) un. kisegitd
szabalyozott jellemzo érzékeld szervvel mérheto.

Szabalyoz6 k Szabélyozo b Folyamat 1 Uar(5) Folyamat 2 Uzz(S)
(control kiils8) (control bels8) (process 1) (process 2)
h u k o) Koz y(s)
o i Wek(s) —N%?_’y% "ol Wen(S) |- W (5) = —2— > sz(s)=ﬁe i =
1+4sT pl +$S p2
B PI PD
Szabalyoz6 belsé hurok (alarendelt hurok) Folyémat
kiilsé hurok (fé szabalyozasi kor)

33. abra Kaszkad szabalyozas hatasvazlata

Az yi(s) kisegité szabalyozott jellemzordl 1étesitett negativ visszacsatolas a belsé hurok (az
alarendelt szabalyozasi kor), €s az ebben szerepld PD szabalyozo a Tp; 1d6allandot T*p1<<Tp;
értékre ,,cseréli”, valamint az u,(S) zavardjel hatasat mérsékeli. A kiilsé hurok (a f6
szabalyozasi kor) Pl szabalyozdja kompenzalja a folyamat Ty, idéallandoval jellemzett
késleltetését, és integrald fokozataval megsziinteti a marado szabalyozasi eltérést. A We(S)
atviteli fliggvényli tag yap kimend jele a belsé hurok alapjelének tekinthetd, és ennek
korlatozasaval az yi(S) kisegitd szabalyozott jellemzd is korlatok kozott tarthatd. A méretezés
a bels6é hurok szabalyozojanak meghatdrozasaval kezdddik, és ennek ismeretében kertil sor a
kiilsé hurok méretezésére.

A sIsO folyamat allapotvisszacsatolasanak strukturaja Iényegében a kaszkadszabalyozas
altalanositasa (lasd 34. 4bra).
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nx1 1xn
Ua(t) ) u(t) X(t) y(t)
A
1x1 -
e(t) dx(t)/dt=Ax(t)+Bu(t)
y(t)=Cx(t) folyamat

allapotvisszacsatolas

szabdlyozo 1xn

34. dbra Az allapotvisszacsatolas hatasvazlata

Ez esetben nem a kisegitd szabdlyozott jellemzoérdl Iétesitiink egy belsd, negativ
visszacsatolast, hanem az A allapotmatrixaval (melynek Ai=p; sajatértékei egyben a folyamat
pélusai) és B bemeneti matrixaval (oszlopvektor) leirt, dx(t)/dt=Ax(t)+Bu(t) matematikai
modellel rendelkez6 folyamat x(t) allapotvektorat egy F visszacsatold sorvektoron atvezetve
az e(t)=Fx(t) skalaris jelet csatoljuk vissza — ha ez egyébként technikailag megteheté — a
folyamat skaldris u iranyito jeléhez. Ezzel a folyamat kozvetlen u(t) bemendjele u(t)=k ua(t)—
Fx(t) értékre valtozik, ahol u,(t) a visszacsatolt rendszer uj bemendjele, és k. az ered6
rendszer atviteli tényezdjének beallitdsara szolgald un. korrekcios atviteli tényezd. Az eredd
rendszer matematikai modellje ezzel a

dx(t)/dt=(A-BF)X(t)+Bk-Ua(t)

y(H)=Cx()

allapotegyenlet lesz. Az igy létrehozott struktiraval keletkeztetett allapotvisszacsatolt
rendszer ered6 atviteli matrixa Ag=A-BF, amelynek /gi=pri sajatértékei a visszacsatolas F
atviteli tényezOinek szabad megvalasztasaval tetszéleges értékekre eldirhatok. A folyamat
eredeti p; polusait (az esetlegesen el6fordulhatd labilitast el6idéz6 és az s komplex szamsik
pozitiv valos — jobb oldali — félsikjan elhelyezkeddket is) tetszélegesen megadott pgr; helyekre
(példaul az s komplex sik stabilis — negativ valos részii — tartomanyara) mintegy
Lathelyezhetjiik”, és ezzel természetesen a tranziens tulajdonsagokat is befolyasolhatjuk®
(pélusallokacio). A visszacsatolas atviteli tényezoit ettdl eltéréen olyan elvek alapjan is
megvalaszthatjuk, hogy egy J[x(t),u(t)], vagy J[y(t),u(t)] koltségfiiggvényt (funkcionalt)
minimalizalunk (LQR iranyitas).

Ha a folyamat x(t) tényleges allapotvaltozoihoz vald hozzaférés technikailag (vagy a magas
koltségigény miatt) nem lehetséges, a folyamattal mintegy parhuzamosan ,,egyittfuté” modell
X*(t) becsiilt allapotvaltozéirol (az dllapotmegfigyelérsl)  hozhatjuk  1étre  az
allapotvisszacsatolast. Az allapotvisszacsatolds elvén miikod6 rendszer analizise és szintézise
az idétartomanyban megkonstrualt allapotegyenletek felhasznalasaval egyszertibb, mintha
most is az atviteli fiiggvényekkel modelleznénk az alrendszereket. Vegylik észre, hogy az
allapotvisszacsatolas strukturajaban a szabalyozé algebrai fiiggvénykapcsolatot definial az
Ua(t), x(t) bemendjelei és u(t) kimendjele kozott [u(t)=kcua(t)-Fx(t)]. Az F méretezésének
részletezését a korabbiakban targyaltuk (Ackermann képlet, Riccati egyenlet). Nyomatékosan
kell hangstlyoznunk, hogy a talzott igényid gyorsitas, vagy irrealisan alacsony

8 A soros kompenzaciés, masodrendii PID szabalyozo a folyamat kér stabilis polusanak athelyezését teszi
lehet6vé, szemben az allapotvisszacsatolassal, amellyel a folyamat minden polusara tetszéleges befolyasunk
lehet.
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koltségfiiggvény az iranyito jel megengedhetetlen tulvezérléséhez vezethet, ¢és ez az igények
megfogalmazasdban mértéktartasra kell hogy 0sztondzzon.

Zavarkompenzacio

A gyakorlati alkalmazéasok szempontjabol hasonldan lényeges az un. zavarkompenzdacio
modszerének az alkalmazasa (lasd 35. abra).

Zavarkompenzacio

5. ) Uz1(s)
Weo(S)ua(s S
S ) [¢
@ \ 4
Szabalyozo oo WZ 1 (S) Uz(S)
(controly | 7= >V ‘
ya(s) h(s) G (s) v Uu@s) G, () y(s)
W, (s) =——= > W (s)=———e ™
——p W) () > 0 (9) ) —() —
— Folyamat
(process )
U,1(s Uz(S
Ezt az uy zavardjelre 21(6) )
vonatkozd ered6  atviteli
fuggvényt kellene  zérus
értéklire valasztani, és ekkor
Uz nem befolyasolna az y We (S)W, () + W, (5) 1
szabalyozott jellemzot. 1+W,(s) 1+W,(s)
_ Wo(s) 1 é
Ya(s) —>|W= )= TeW,(s) >0 > > Y(s)
Az eredd rendszer

35. abra A zavarkompenzacio strukturaja

Ha az onbeall6 folyamatot ,,tdmadd” zavard jelek valamelyike (pl. az U;;) mérhetd, akkor ez a
zavardjel az u(s) iranyito jel kialakitasanak koncepcidjaban kozvetleniil iS bevonhato. A
klasszikus visszacsatolas elve szerint az u,; nemkivanatosan befolyasolja az y szabalyozott
jellemzdt, és ennek valtozdsa — a negativ visszacsatolas eredményeként — inditja el az u
iranyitd jel olyan modositasat, hogy ez a nemkivanatos hatds mérséklodjon. A
zavarkompenzacios struktaraban viszont az u; megvaltozasanak hatasara az u iranyito jel
nem csak az y valtozasan keresztiil, hanem kozvetleniil, és gyorsan is reagal, ez utobbinak
mértéke W, (S)uya(S). A We,(s) atviteli fliggvényt Gigy célszerii megvalasztani, hogy az Up
zavardjelnek az y szabalyozott jellemzoére gyakorolt W,1(s)u,1(S) direkt hatasa, illetve a \W,,(s)
atviteli fuggvényen keresztiil kifejtett, szandékoltan 1étrehozott We,(S)W,(S)ua(S) kdzvetett
hatasa egymast kozombdositse (kompenzalja). Ennek megfeleléen a zavarkompenzacid Wc,(S)
atviteli figgvényének méretezési elve, hogy

Wo1(S)Uza(S)+ Wz (S) Wp(S)Uz1(8)=[Waa () +Wea () Wp(S) Juza (s)=0
legyen, ami elvileg akkor teljesiilhetne, ha

lehetne. Miutan W,(s) altalaban polustobblettel rendelkezd holtidos tagot jelent, igy a Wy(s)
atviteli figgvény 1/Wp(s) inverze — ritka kivételektdl eltekintve — nem realizalhato™. Ezért az
idealis W, (s) helyett ennek kozelitd realizalasa johet csak szoba. A zavarkompenzaciot

A We,(S)=1/W(s) realizalasara akkor van lehetdség, ha az onbealld folyamat holtidé mentes, és szamlaloja,
nevezdje azonos fokszammal rendelkezik. Ez azonban igen ritkan fordul elé.
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tartalmazoé struktira soros kompenzacios W,(s) atviteli fliggvényli szabalyozojanak feladata a
nem mérhetd zavar6 jelek hatdsanak mérséklése, méretezése a korabban targyalt elvek szerint
torténhet. Vegyiik észre, hogy a zavarkompenzacio hataslanca nem alkot visszacsatolt hurkot
(open—loop control), ezért hatasvonalan — ha Wc,(S), Wy(S) és W, i(s) stabilis atviteli
fliggvények — stabilitdsi probléma sem keletkezik. Az u(s)=Wc(s)h(s)+W(s)uz1(S)
algoritmusnak  megfeleld  eldallitasat  természetesen egy szerkezeti egység (a
zavarkompenzacioval kiegészitett szabalyozd berendezés) realizalja.

Truxal-Guillemin szabalyozo

Elméleti jelent6ségti a Truxal-Guillemin altal javasolt szabalyozo tervezésének eljarasa.
Ennek alapelve, hogy el6zetesen, mintegy meéretezési kovetelményként eldirjuk a zart
rendszer Wen(s) eredé atviteli fiiggvényét®. A folyamat W,(s)= Gp(s)exp(=STh)/Ho(s)] atviteli
fiiggvényének ismeretében a W (s) atviteli figgvényt ugy valasztjuk meg, hogy a zart
rendszer eredd atviteli fliggvénye a felvett Wgrm(S) rendszermodell legyen. Mindezekre
tekintettel:

1W(;(S)Wp(S) W, (5) sWo(s) = Wem(® 1 _Gi(S)
+We ()W, (5) 1-Wem(8) Wy (s)  He(s)

W,(s) realizalasa soran gondot jelenthet az 1/Wp(S)=H(S)exp(sTn)/Gp(Ss) tényezé (a folyamat
inverz atviteli fliggvénye), amelynek megvalositasara akkor van lehetdség, ha Tp=0, és a
Hp(s), Gp(s) polinomok azonos fokszammal rendelkeznek. Természetesen a szabalyozo We(s)
atviteli fliggvényének realizalhatonak kell lennie (szamlalojanak G¢(s) polinomja nem lehet a
nevez6jének Hc(S) polinomjatdol magasabb fokszami), ami Wgn(s) modell felvételére is
kovetelményeket tamaszt.

Ya(s) 1 Poue) | Wi(s y(s)
L’ > WRm(S) P ' » p( ) >
J Wp (S) |

- + E
E 1 |
A Truxal-Guillemin szabalyozo hatasvézlata [W(s)] A folyamatot leir6 tag

36. abra A Truxal-Guillemin szabalyozas

Figyelembe véve a Wc(s) atviteli fiiggvényre kapott eredményt a szabalyozasi rendszer
hatasvazlata a 36. abra elrendezése szerint alakithatd. A szabalyozot a Wgrm(S) egységnyi
atviteti tényezdével pozitivan visszacsatolt tag és az 1/Wp(S) inverz atviteli fliggvényl tag soros
kapcsolasa alkotja, amibdl az is latszik, hogy a szabalyozd a Wy(s) atviteli fiiggvényii
folyamat minden zérusat és polusat kompenzalja. Miutan a szabalyozo beiktatasaval a zart
rendszerbdl polust eltintetni elvileg nem lehet, Wrm(S) nevezdjének minimalisan a Hpy(S)
nevezd n fokszamaval kell rendelkeznie. Ismételten hangsulyozzuk, hogy Wrn(S) a
méretezési eloirasként felvett y(S)/ya(s) eredd atviteli fiiggvény, célszertien ke=1 egységnyi
atviteli tényezdvel és gyorsan lecsengd tranzienseket tartalmazo stabilis pri polusokkal.

% Ennek az eldirasnak természetesen realitasa kell, hogy legyen. Pl. Wgn(S)=1=y(s)/ya(s) barmennyire kivanatos
lenne, nem realis kovetelmény, mivel a folyamat dinamikus rendszerébdl polust eltiintetni elvileg nem lehet.
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8. Példa

Legyen az 6nbeallo, holtid6 nélkiili, két energiatarolés folyamat atviteli fiiggvénye és a méretezési eldirasként
megadott Wgy,(s) rendszermodell:

k 2
_ P _
 (Q+5T,)(A+5sT,,)  (1+20s)@+10s)
ke 1
@+sTy)?  (L+s)?

W, (s)

WRm (S) =

A Wgp(s) ilyen felvétele az ya(t)=yaol(t) alapérték esetében és a rendszer allanddsult allapotban biztositja az y, és
Yao azonossagit (kKg=1), valamint a rendszer tranzienseinek gyors ,lecsengését” (Tg=1). A Truxal-Guillemin
szabalyozd és a nyitott kdr eredd atviteli fliggvénye:

1
W, (5) = Wen(s) 1 _ (L+5Tg)? (1+STp1)(1+sTp2):(l+sTp1)(1+sTp2)=(1+205)(1+1Os)
1-Wep (5) W, (5) 1_(1+51T . Ko sZTRkp(1+ST7R) 4s(L+ 0.55)
R
Kg 1
_ _ Wen(s) 1 O (@+sTR)? (@+s)? 1
Wo(S)—WC(S)Wp(s)—1_WRm(S)Wp(S)Wp(s)_1_ R Ry
(L+5TR)? (1+5)?

A kapott eredmény egy PIPD szabalyozo, amely kompenzalja (egyszerlsitéssel kiejti) a folyamat id6alland6ibol
szarmaztathato Tp;=20 és T,=10 késleltetéseit és a nyitott kornek egytdarolos integralé tulajdonsagot biztosit. Ez
az integrald hatas eredményezi, hogy Wrn(S) egységnyi atviteli tényezdje miatt az ya(t)=1(t) egységugrasra adott
valasz hatasara keletkezd allandosult allapotban yy=yso=1 is teljesiil. Ellenérzésként — a méretezett szabalyozo
adatai mellett — szamitsuk ki a zart rendszer ered§ atviteli fliggvényét:

(1+sTp1)(1+sTp2) K,
Tay (L+ST,)(L+sT,,
W (S): WC(S)WP(S) _ SZTRkp(]J»S?R) ( +S p )( +S p ) i 1 i 1 v (S)
T LW (s)W, (s) 1+(1+STP1)(1+sTp2) K, MrsT)? @isy

S2Tek, (L+ s%‘) (L+5T,,)A+5T,,)

A rendszer ilyen mértékii felgyorsitdsa (a T, =20, Ty,=10 id6allandoknak a Tg;=Tg,=Tg=1 értékre torténd
cseréje) jelentds mértékii talvezérléssel jar. A tulvezérlési arany u=u(0)/u(e0)=200.

Szabalyozas Smith szabalyozoval

Mint mar korabban lattuk, a folyamat Ty, holtideje — a exp(—jwT}) frekvencia fiiggvényének
a fazistobbletre kifejtett, az azt csokkenté pn(wc)=—w T fazistolasanak kovetkezményeként —
a szabdlyozasi rendszer stabilizdlasdban komoly nehézségeket okozhat. A szabalyozott
jellemzében is megjelend Ty késleltetés — a megengedett mértéki tulvezérlés alkalmazasat is
felhasznalva — nem mérsékelhetd. A Smith altal javasolt struktira arra teremt lehetéséget,
hogy a szabalyozd W,(s) atviteli fliggvényének méretezése szempontjabol a holtidé hatasat
mintegy a szabalyozas zdrt hatdaslancan kiviilre helyezettnek tekintsiik, és ilyen modon, a
méretezési eljarasban figyelmen kiviil hagyhatjuk. A tovabbiakban feltételezziik, hogy a
folyamat atviteli fiiggvénye W,(S)=T(s)H(S) tényezbkre bonthatd, ahol T(S) az inercia tipusu,
Tp iddallandokkal jellemzett késleltetéseket—, a H(S) a T holtidés késleltetést szimbolizalja.
Egy ilyen atviteli fliggvény jellemzi példaul a kéttarolos, holtidés, onbealld tag jelatviteli
tulajdonsagait is:

W, (s) = p e = kp :
p (1+ST)A+5T,,) (L+ST ) A+5T,,) (1+SLh)N
T(s) H(s) T(s) N
zH(S)
81
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Lathatjuk, hogy a H(s)=exp(-sTn)=1/(1+sTr/N)" tényezd a holtidds komponenst, vagy sok Kis,
egymasra torlodo id6allandot is megjelenithet. A Smith altal javasolt szabalyozasi struktarat —
némi atalakitassal — a 37a. abra mutatja. Ebben a W(s) méretezend6 atviteli fliggvényi tag a
T(s) tényezdvel negativan, a T(S)H(S) tényezdvel pozitivan van visszacsatolva, vagyis a W(s)
atviteli fliggvényli tag negativ visszacsatolast 1étesité visszacsatolo tagjanak eredd atviteli
figgvénye T(S)-T(S)H(s)=T(s)[1-H(S)]=T(s)[1-exp(-STh)].
i u@s) y(s)
yals) —>orrpo—s  We(s) » - Wo($)=T(s)H(s) >

N R

A szabalyozott folyamat

A

T(s)

T(S)H(s)

A Smith szabalyoz6: W(s)

| us) | y(s)
Ya(s) aTw—b W,(s) >l T(S) - H(s) —>
A zart hataslanc, Wg*(s) b. abra Az egyenértékii struktira

37. dbra A Smith szabalyozot tartalmazé szabalyozas struktiraja
A Smith szabalyozo W(s)—, a felnyitott hataslanc Wy(s)—, és a zart hataslanc Wr(S)=ya(S)/y(s)
eredd atviteli fiiggvényei a 37a. dbra alapjan:
W, (s)
L+W, ()T (s)L-H(s)]
W (S)T(s)H ()

1+W ()T ()L -H (s)]
1+Wy(s) 1+W (S)T(s)

[N ——

W ()

W, (s) =

Wo () =Wes ()W, () =

Wg(s) =

A Wg(s) kifejezésbol lathatjuk, hogy az eredeti rendszerhez egy olyan, vele egyenértékii
hatasvazlat struktura rendelhetd, melyben a W,(s) atviteli fliiggvényl tag a vele soros
kapcsolast alkoto T(s) atviteli fliggvényl taggal alkot egy Wr*(S) atviteli fliggvényli zarthurka
hataslancot, és a H(S) tényez6 mintegy a zart hurkon kiviilre keriiltnek tekintheto (lasd 37b.
abra). Ez azt jelenti, hogy W,(s) a T(s) ismeretében (a H(s) figyelmen kiviil hagyasaval) a
klasszikus frekvencia—modszer felhasznalasaval méretezhetd, de a Smith szabdlyozo W(S)
atviteli fliggvényének tényleges szerkezeti—aramkori Kialakitasahoz a 37a. abra szerinti
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struktara alapjan kell eljarni®. Ha a H(s)=exp(-sTy) tényezé a folyamat Tj, holtidé okozta
késleltetését  reprezentalja, Wc(S) folytonosidejii  (analdg) eszkozokkel — torténd
megvalositasaban ez nehézséget okoz, ezért a Smith szabalyozo alkalmazasara akkor keriilhet
sor, ha a szabalyozo6t a diszkrétidejl digitalis szamitogép realizalja. Ekkor ugyanis a holtidds
tag megvaldsitasa — ha a Ty holtid6 a Ts mintavételezési idonek egészszamii tobbszorose —
problémat nem jelent.

9. Példa
Legyen az egy energiatarolos, holtidés folyamat atviteli fiiggvénye (k,=2, T,=20, T;=5)

W)= b et o2 g
P 14T, 1+20s
T(s) = o -2 Hs)=e"™ =¢™ = -
1+sT, 1+20s (1+0.5s)*°

A T(s) atviteli fiiggvényhez tervezett W (S) szabalyozot valasszuk meg olyan mddon, hogy az egyenértékii
strukturaban a zart hurok Wy (S) atviteli fiiggvénye kr=1 egységnyi atviteli tényezdvel és Tg=1 id6allandoval
rendelkez6 egytarolos aranyos tag legyen (lasd Truxal-Guillemin &ltal javasolt szabalyozot). Mindezekre
tekintettel:

k
W, (s) —
W*(S)_ WC(S)T(S) _ 1+STP _ kR
2 (8) = = =
1+W,(s)T k 1+5sT,
WOTE) g Ko 15T
1+sTp
innen:
ke (L+sT
W, (5) = r@+sT,)) 14205 1+20s

Ko(@+5Tg)—kek, 20+s)-2 25

A Smith szabalyozo6 és a zart hurka szabalyozasi rendszer eredd atviteli fiiggvényei:

B W, (s) _ 1+20s
Wes ()= L+W, (S)TG)L-H(s)] 2s+2(1—e™>)
1+ 20s 2 o5
W, (5) = W ()T(SH(S) _ 25+2(1— e %) 1+20s _ Le*“
1+Wg (S)T(S)H(s) 14 1+20s 2 o5s 1+s

2s+2(1-e7>) 1+ 20s

A folyamat és a szabalyozasi rendszer atmeneti fliggvényeit a 38. abran adtuk meg.

Ve()=L " {Wx(s)/s} Vp(t)=L"{W,(s)/s}

ya()=1(t)

>t

Th=5 Typ+Tr=6 Th+Tp=25

38. abra A folyamat és a zart rendszer atmeneti fliggvényei

% Ez azt jelenti, hogy a T(s) ismeretében méretezett W,(s) atviteli fiiggvényli szabalyozot (a We(s) Smith
szabalyozé szerkezeti realizalaskor) a T(s)[1-H(s)]=T(s)[1-exp(-sTy)] atviteli fliggvényii taggal negativan vissza
kell csatolni. A T(s)[1-exp(-sTy)] atviteli fiiggvényli visszacsatolo tag realizalasa nem egyszeri feladatot jelent,
folytonosidejli rendszerekben csak kozelitéssel lehetséges. Ha pl. H(s)=1/(1+sT;), a visszacsatolé tag egy
differencialo jellegii dinamikus tagot jelent, mivel ekkor: 1-H(S)=1-1/(1+sT;)=sT4/(1+sT)).
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A W(s) analdég eszkozokkel torténd realizalasanak nehézségeit a nevezdben 1évé exp(-5s) transzcendens
tényez6 is mutatja. Az u(t) irdnyito jel dbrazolasat és az u=u(0)/u(eo) tilvezérlési arany kiszamitasat az olvasora
bizzuk.

A szabalyozo tervezésének polinomialis modszere

A folyamatok egy részénél a Wp(s) atviteli fiiggvénynek gyoktényezds normalalakjaban (a
komplex szamsik labilis tartomdnydban, a pozitiv valos részi félsikon) labilis polusok és
pozitiv valds részii zérusok is lehetnek. A labilitast okozo pozitiv valos részli polusokat a
soros kompenzacids szabalyozdval kiejteni nem szabad, a paraméterek nem egzakt értékei
miatt ezek kiejtése egyébként nem is lehetséges. Hasonld okok miatt — bar ezek nem okozzak
a folyamat labilitdsit — a soros kompenzicioval a pozitiv valdés részli zérusok sem
,tintethet6ek™ el, ezek ugyanis a szabalyozd atviteli fliggvényében labilis polusként
jelennének meg. A soros kompenzacios szabalyozd tervezésekor most azzal a feltételezéssel
¢liink, hogy a — holtidés késleltetést nem tartalmazo, vagy jelenlétét algebrai tort kozelitéssel
figyelembevevé — folyamat polinomialis alaku atviteli fliggvénye

R(s) M, ()

M) R(EM(S)  (ps"+rs " +...+1) (8™ +ms™ T+ +my,)
No(s) L(SIN(s) (8" +1s' ™+ 1) (™ +ngs™ ™ +...4ny,)
L(s) Ny (s)

W, (s)

Ebben R(s) és L(s) a nem kompenzdlhat, r és | fokszamu pozitiv valds részii zérusok és
labilis polusok rész polinomjai, az M(S), Nk(S) a kompenzdlhato, (és kompenzalni is kivant,
negativ valds részii) zérusok és polusok rész polinomjai®’. A folyamat atviteli tényezdje az Iy
egyiitthatoban van képviselve, az My(s), Nk(S) és az L(S) polinomok a vezetd egyiitthatdikra
normalizaltak. Az Mp(S) szamlalo és Np(S) nevezd polinomok fokszdmai mp=r+my és
np=l+n>m,. A folyamattal soros kapcsolast alkotd szabalyozd Wc(s) atviteli fliggvényével
tehat a felnyitott hataslanc Wo(S)=W.(S)Wp(S) eredd atviteli fiiggvényébdl az My(s), Nk(s)
tényezOk ,tlintethet6k™ el, mivel ezek gydkei az s komplex sik stabilis tartomdanyban
helyezkednek el, és a nem egzakt polus—zérus kiejtés ezért stabilitasi problémat elvileg nem
okoz. A W¢(s) méretezésére (a szabalyozasi algoritmus meghatarozasara) az irodalomban
talalhato 4ltalanos targyaldsi modszer helyett Tuschdk éltal kidolgozott és jol attekinthetd
eljarasat alkalmazzuk. Ennek 1ényege, hogy a szabalyozo W,(s) atviteli fliggvényét

P(s) N, (s)
W)= Mc(®) - PONi(s) _ (Pos® + PSP+ 4P,)  (s™ +ngs™ L4 +n,,)
¢ Ne(s)  AHEM(S) 5% (s"+hs" ™+ .+ hy) (8™ +mys™ ™+ +my,)
ACS) H(s) M, (s)

s

alakban keressiik, ahol is a szabalyozo direkt kompenzalja (egyszerisitéssel kiejti) a folyamat
Mk(s), Nk(s) kompenzalhaté tényezdit, és ezen tilmenden p fokszamu P(S) polinomot
szerepeltett a szamlaloban, illetve a és h fokszamu A(s), H(s) polinomokat a nevezében®®. Az
A(S) polinomot tervezési eléirasnak lehet tekinteni, mivel ennek megvalasztasaval allithatjuk
be azt a kovetelményt, hogy a nyitott kor polusai tartalmazzak az ya(s) alapérték polusait is,

8 A polinomokat nagybetii (pl. R(s), L(s), stb.), fokszamaikat a nagybetiinek megfelelé kisbetii (pl. deg{R(s)}=
r, deg{L(s)}=I, stb.), az egyiitthatokat pedig indexes kisbeti (pl. r;, I; ,stb.) jeloli.

8 H(s) most nem a holtidés tagot szimbolizalja, hanem egy egyenlére ismeretlen h fokszami és a vezet
egyiitthatora normalizalt H(s)=s"+h;s""+.. +h; polinomot jelent.
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ami az alapjel hibamentes kovetésének feltétele®®. Nagy gyakorisaggal A(s)=s* és a=i>1, ami
a szabalyozonak integralo tulajdonsagot, a nyitott kor eredd atviteli fiiggvényének (ha
egyébként a Wp(s) atviteli fiiggvénynek nincs pdlusa a komplex sik origéjaban — i
tipusszamot garantal. Az a=i fokszdm minimalis értéke ezért a=i=1. A szabalyozd atviteli
tényez06jét a P(s) polinom py egyiitthatoja jeleniti meg (techat a p fokszama P(s) polinom
ismeretlen egylitthatéinak szama ezért p+1), az A(S), H(s) polinomok a vezetd egyiitthatoikra
normalizaltak, ezért a H(S) polinom ismeretlen egylitthatéinak szama h. Mindezek alapjan a
nyitott hurok Wy(s) és a zart rendszer Wr(S) eredé atviteli fliggvényei:

M (s) Mp(S) _ Mo(s) _
Ne(s) Np(s)  No(s)
_ PENg(s) R(S)My(s) _ P(S)R(s)
A(S)H(S)M  (s) L(S)N (s) ~ A(S)H(S)L(S)

Wy () =W, ()W, (s) =

We(s) W, (s) W, (s)
W () = Mg(s) _ W, (S) _ M, (s) _
" Ng(s) 1+Wy(s) Ng(s)+My(s)
P(S)R(s)

" AGS)H(S)L(S) + P(S)R(s)
A zért rendszer Ng(s) karakterisztikus polinomja ebbdl:
Nr(S)=A(S)H(s)L(s)+ P(S)R(S)

Részletezve:

R R_l —
(S+ Pre)(S+ Prp)---(S+ Pry) =S™ + NS~ +... 4Nk, =
Ng(s) Ng (S)

= 82 (" +hs" ) s T ) +
A(s)

H(s) L(s)
+(PoS” + PSP AP )(IpS" BT+ T)

PE) R(S)

A szabalyozo tervezésének alapelve, hogy a =zart rendszer Ng(s) Karakterisztikus
polinomjanak pr; gyokeit (az eredé Wg(s) atviteli fiiggvény polusait) méretezési eléirasnak
tekintjiikk. Ha ezek adottak, akkor az Ng(s) polinom ng; egyiitthatoi — a polinom gyokeinek és
egyltthatdinak kolcsonos megfeleltetései alapjan — is ismertek. Az alapprobléma, hogy a pgi
gyokok ng szama szabja meg az Ng(S) polinom ng fokszamat, amit ugy kell megallapitanunk,
hogy ez azonos legyen az A(S)H(s)L(s)+P(s)R(s) polinom a+h+| fokszamaval, vagyis
nr=a+h+| (ennek oka az, hogy a nyitott kor atviteli fliggvényének P(S)R(S) szamlaloja p+r
fokszamu, ami legfeljebb azonos lehet a A(s)H(s)L(S) nevez6 a+h+| fokszamaval). Ha ezt a
feltételt betartjuk, az Ng(S)=A(S)H(s)L(s)+P(s)R(s) Diophantosi polinomialis egyenlet
hatdrozott alaku. Ennek jelentése az, hogy az egyiitthatok azonossagara felépitett
egyenletrendszerben az ismeretlenek (a h; és p; egyiitthatok) h+p+1 szama azonos a felirhato
egyenletek ng szamaval, és ezért az ismeretlenek egyértelmiien meghatarozhatok. Ez az eset
akkor all el6, ha a Ngr(s) karakterisztikus polinom, illetve a szabalyzo H(s) és P(S) rész—
polinomjainak fokszamai — mint ahogy ezt Tuschdk kimutatta — rendre:

89 Az y, alapértékrol feltételezziik, hogy létezik a Laplace transzformaltja, és ya(s)=B(S)/A(s).
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NrR=Ng—My—1+r+l+a;
p=a+l-1,
h=ng—mp—1+r

Ne feledkezziink meg arrol, hogy az Ng(s) és az A(S) polinomokat (ezek ng és a fokszamait
valamint ng; és a; egylitthatoit) a tervez0 méretezési eldirasként felveszi, az R(S) és az L(s)
polinomok a folyamat Wy(s) atviteli fiiggvényének pozitiv valos részii zérusait és labilis
polusait tartalmazd ismert részpolinomjai, mp és np, a folyamat Wp(S)=Mp(S)/Np(s) atviteli
fliggvényben szereplé ismert fokszamok. A méretezés tehat a P(s) és H(s) polinomok —
vagyis a p és h fokszamok valamint a p; és h; ismeretlen egyiitthatok — meghatarozasara
iranyul. Megjegyezziik, hogy az R(s) és L(s) polinomok a folyamat ,labilis” zérusain ¢és
labilis polusain tilmenden olyan stabilis zérusokat és polusokat is tartalmazhatnak, amelyeket
a nyitott korbol ,.eltiintetni” nem kivanunk. A méretezési eljards soran a zart rendszer
WR(S)=MRg(s)/Ngr(s) atviteli fiiggvényének Mg(S)=P(S)R(S) szamlaldja kiadodik. Az Ng(s)
polinom pg; gyokeinek megvalasztasakor szamitasba kell venniink az ng fokszamra vonatkozo
kényszert, valamint a zart rendszer tranzienseinek ,lecsengésére” vonatkozd (és a Pgi
eldirasokkal befolydsolhatd) igényeinket. Ha ez utdébbiak nem mértéktartdak, jelentds
tulvezérlésre kell szamitanunk. A polinomidlis eljards — megfeleld paraméterezéssel — PID
szabalyoz6é méretezésére is alkalmazhatd, de most nem a nyitott kor frekvencia fiiggvényének
a oiwc) fazistobblete a méretezési elbiras, hanem a zdrt kor eldirt pri polusai alapjan
tervezziikk a soros kompenzdacios szabalyozot. A méretezési eljards részleteit a korabbi
részekben targyaltuk.

Szabalyozas belsé modell alapjan (IMC rendszer)

A szabalyozas céljara egy olyan strukturat is kialakithatunk, amelyben a Wy(s) atviteli
fiiggvényli folyamattal mintegy pdrhuzamosan mikddtetjik annak Wy (S) modelljét, és a
We(s) atviteli fliggvényli szabalyozo bemenetére az y szabalyozott jellemz6 és a modell yn
kimend jelének a v=y-yn, kiilonbségét negativan visszacsatoljuk (IMC, Internal Model
Control struktura, lasd 39a. abra). A Wy(s) és a Wyn(S) a fizikai realizalasban elvileg nem
lehet azonos, mivel Wy(s) a tényleges fizikai folyamatot—, a W,n(s) pedig ennek
elhanyagolasokat is tartalmaz6é matematikai modelljét szimbolizéllja9 . Egyszerii hatasvazlat—
algebrai atrendezéssel, az eredeti struktraval egyenértékii olyan hatasvazlatot kaphatunk
(lasd 39b. 4bra), amelynek jellegzetessége, hogy a Wc(s) atviteli fiiggvénynek a Wpn(s)
folyamatmodell atviteli fliggvénnyel torténd pozitiv visszacsatolisa alkotja a soros
kompenzacios Weinc(S) atviteli fliggvényii szabalyozot. A méretezés a \W.(S) meghatarozasara
iranyul, mert ennek ismeretében a soros kompenzacids szabalyozo Weimc(S) atviteli fliggvénye
a 39b. abra alapjan:

We(S)
1=W, ()W (S)

Wcimc(s) =

% Az IMC rendszer tulajdonsagainak bemutatasahoz élhetiink azzal az egyszeriisitd feltételezéssel, hogy a
folyamat Wyn(s) matematikai modellje pontosan irja le a fizikai rendszert, ami a Wyn(S)=W,(S) azonossagaban
mutatkozik meg. Ekkor v=y—y,=W,u+u,~W,nu=u,, vagyis a visszacsatolt v(t) jel a folyamat u,(t) zavaro jele. Ez
egyébként a 39a. abra hatasvazlatabol is kiolvashat6. Irodalom: Garcia,C.E., and M.Morari, Internal Model
Control I. A Unifiting Review and Some New Results, Ind. Eng. Chem. Process Des.Dv.
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u;
u y
Yoyl Wels) > Wo(s)
V=YY
"’ > Won(s Yo
Belsé modell > N
a. dbra Internal Model Control struktira u,
3 7777777777777777 u ! 73 y
p o We(S) | Wp(s) »é——»
! ‘+ i
Wpon(S) |«
pm
> Wcimc(s)
b. 4bra Az egyenértékii struktira
u;
P Ha W (s)Wy(s) = -1, !
| akkor az u, zavardjel | v A
i nem befolyasolja az y _
1 szabalyozott jellemzGt 1 WC(S)WD(S)
Ya l l y
— We(s)Wp(s) o > >

C. abra Az eredd rendszer

39. abra Az IMC rendszer kiilonféle hatasvazlatai
A 39b. abra egyenértékii hatasvazlata egy klasszikus soros kompenzacios hataslancot mutat
¢és ebben a Weinc(s) atviteli fliggvényl szabalyozo bemendjele a tényleges h=ya—y hibajelet
jelenti. A nyitott és a zart rendszer eredé atviteli fliggvényeit a 39b. abra alapjan szamitjuk:

Wi (S) =W (SW, (5) = 1_WV¥;)(V53 W)
c pm
W)y

WO(S) _ 1_Wc(s)me(S)
LiWo(s) gy W)y (o)
1-W, (S)Wpp(s) P

L WeW,(9)
LW ()W (5) ~ Wy (5]

A zart rendszer Y(S) szabalyozott jellemz6jének fiiggése az ya(S) alapjeltdl és az u,(S) zavaro
jeltdl

Wg(s) =

y<s>=W°—(S){yA(s)+iuz(s)}

LeWo(s) [ Wo(s)
W) e M)
1+ W, (5) W (5) =Wy, (5)] W,(S)Wy (5)
87 SZB

2013. szeptember 9.



Folyamatszabalyozas (etim.12) Osszefoglalas

Ha a Wpn(s) modell pontosan irja le a Wy(s) atviteli fiiggvényti folyamatot, akkor
Wom(s)=Wy(s) feltételezéssel élhetiink. Ekkor Wp(S)—Wym(S)=0, és ezért

y(8) =W, ()W, (8)] Ya(s) +(—1+ m}z (S) | =WW,Ya(S) +T-WW,)u, (s)

Az IMC struktara az ya alapértéknek az y—ra gyakorolt hatasanak szempontjabol felnyitja a
zart hataslancot, a zart rendszert direkt moédon ,,tdmado” u; zavardjel hatdsvonalaba pedig 1-
We(s)Wp(s) atviteli fiiggvényt tagot iktat (lasd 39c. abra). Ez az eredd rendszer tulajdonsagait
leird kifejezés tampontot ad a szabalyozo Wq(s) atviteli fliggvényének megvalasztasara:
We(s)=1/Wp(s) alkalmazasaval ugyanis

Y(S) = Ya(S) +(L-1)u,(5) = Y (S)

lehetne. Ennek jelentése, hogy az y szabalyozott jellemzé azonos az ya alapértékével és
fiiggetlen az u, zavar6 jeltdl. A megvalositas nehézségeit most is a folyamat 1/Wy(s) inverz
atviteli fiiggvényének realizalasa jelenti, vagyis csak olyan stabilis, holtidé nélkiili
folyamokrol lehet sz6, amelyeknek atviteli fiiggvényeiben a szdmlalo és nevezd polinomok
fokszamai azonosak. A W, in(S) realizalasanak ezen tulmenden az is akadalya, hogy a
szabalyozo realizalasaban a W¢(S)=1/Wp(S) és a Wpm(s)=W,(s) atviteli fliggvényu tagok pozitiv
visszacsatoldsu, egységnyi korerdsitésii (eredében egy végteleniil nagy erdsitési tényezot
jelent6) algebrai hurkot alkotnak.

Allasos szabalyozas

Meg kell emliteni az egyszerliségénél ¢és koltségigényénél fogva igen nagy gyakorisaggal
alkalmazott dlldsos szabdlyozas strukturajat és tulajdonsagait is. Ennek egyik tipikus esete a
haromallast szabalyozas (lasd 41. abra). A szabalyozo h bemené—, és u kimend jelei kozott
algebrai fliggvénykapcsolat van, amelyet az u=f(h) statikus karakterisztika szemléltet. Ennek
meghataroz6 adata a H hiszterézis értéke (ami azt fejezi ki, hogy az allasos tag u kimen6
jelének ,,be”—, illetve ,ki” kapcsolasa nem azonos h hibajel értéknél kovetkezik be), az E
érzéketlenségi sav™t és a ke kapcsolasi érték. A zart hurok y szabalyozott jellemzdjének
idobeli lefolyasdban a H hiszterézisnek €s a folyamat Ty, holtidejének meghatdrozo szerepe
van.

Haromallash hiszterézises tag

U/ \~+H Uz(t)
ke o
2\
YA he) € (] i | W (s)= K0T Yo,
T —em > "l P 1T,
— 3 E
#o' -ke =f(h
7 a Egytarolos, holtidés folyamat

Haromallasu szabdlyozo u=f(h) statikus karakterisztikdaja

E>0: érzéketlenségi sav, H>0: kapcsolasi hiszterézis, K.>0: kapcsolasi érték

41. abra Haromallasu szabalyozas hatasvazlata

%! Ha a h(t) hibajel a —E<h<E érzéketlenségi savban van, a szabalyozé ,nem szélal meg”, vagyis az U iranyitd
jel ekkor zérus.
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A szabalyozé u(t) kimend jele kizarolag ke, 0 és —k. értékeket vehet fel attol fiiggéen, hogy
mekkora a h(t)=ya(t)-y(t) hibajel aktualis értéke (lasd a 42. abrat). Ha a h(t) hibajel a —(E—H)
vagy az (E—H) intervallumban van, az u(t) értéke 0 vagy =k, attol fliggen, hogy a hibajel
milyen iranybol kozeliti meg a kapcsolasi értéket. A szabalyozéd u=f(h) statikus
karakterisztikajabol egyrészt az kovetkezik, hogy abban az esetben, ha a zérus értékii jelekkel
nyugalomban 1évé rendszerben az ya bemendjel novelésével a h hibajel a —E<h<E
intervallumban van, az u irdnyitd jel zérus. Ez azt jelenti, hogy a szabalyozo
,megszolalasahoz” a hibajelnek ki kell 1épnie az érzéketlenségi savbol. Masrészt viszont ha
az ya alapjel meghaladja a K+(E-H) értéket, a h=ya—y hibajel K+(E-H)-K=E-H, a
szabalyozo u=k. értékrdl u=0 értékre visszakapcsolni nem tud (K=kck, a telitédési hatar). A
zart szabalyozasi rendszer lizemtananak targyalasdhoz a folyamatot az egytarolds, holtidds,
onbedllo taggal modellezziik.

Ha zérus alapérték és zavarojel mellett a rendszer nyugalmi allapotaban (mikor is ya=u,=0
¢s h=u=y=0) az ya alapértéket AYya<<E kis lépésekben noveljik, akkor az u és Y jelek zérus
értékiiek maradnak mindaddig, amig ya<E. Az u és y jelek akkor valtozhatnak meg, ha ya>E
értéket vesz fel. Ha a kapcsolas bemenetére Yyaol(t) ugrasjelet kapcsolunk, akkor
E<yao<K+(E —H) alapérték mellett az iranyito jel azonnal u(t)=k.1(t) értékre valt, és y(t) a
folyamat vp(t) armeneti fiiggvényének megfelelden a

y(t) = O o<tsT,
KILt-T,)-e *1  t>Th

K=kek, végértékéhez tartva ndvekedni, a h(t)=yaol(t)-y(t) hibajel pedig — a Ty holtidd
elteltét kovetden — csokkenni kezd (a —-K<y<K a kivezériés teljes tartomanya). Ez a folyamat
mindaddig a t; idépontig tart, amig y(t) el nem éri az yao—(E—H) értékét. Ha ez bekdvetkezik
a hibajel h(ty)=yao—Y(t1)=Yao—[yao—(E—H)]=E—H értéket vesz fel és ezért a haromallast tag az
u(ti)=k. jelet zérusra veszi vissza (lasd a k kikapcsolasi pontot). Az u jel zérussa valasanak
ellenére az y(t) — a Ty holtidé miatt — tovabb novekszik, és csak f tulfutasa utan kezd zérus
végértéke felé tartva visszafordulni (lasd 42. ébra).

ke, ] o e y()=ve(t) kevo(®

u(t)

T t

42. abra Az allasos szabalyozas u(t) és y(t)=vg(t) jelei

Az abra alapjan lathatjuk, hogy allandé yao alapérték mellett a t; iddpontot kovetden a
hiszterézis hurok sorozatos korbejarasa mellett az u(t) iranyitd jel €s az y(t) szabalyozott
jellemz6é T=Ty+Ty, periddusidejii kvazistacioner lengése jon létre. A t; idépillanatban — miutan
y értéke yao—(E—H) értéket elérte (lasd k pont) — az allasos tag az iranyité jelet zérus értékre
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kapcsolja vissza, de y (a holtidés késleltetés miatt) még Ty, ideig tovabb novekszik, és a k
kikapcsolasi pontot meghalado f tulfutasa keletkezik. Az iranyito jel Gjabb K. értékre torténd
visszakapcsolasa akkor kovetkezik be, amikor az y értéke ya—E értékre csokken (lasd b pont),
de y (a holtid6és késleltetés miatt) még Ty ideig tovabb csokken, és a b bekapcsolasi pontot
meghalado | alafutasa jon létre. Az f és | értékeket a folyamat Ty, holtideje szabja meg, és
Tr=0 esetében az y szabalyozott jellemz6 i ingadozasi savja (f=1=0 kovetkezményeként) a H
hiszterézis értékére redukalodik. A 42. abra alapjan mar levonhat6 az a kovetkeztetés, hogy a
folyamat Ty, holtideje az f talfutast és az | alafutast alapvetéen befolyasolja, és ha ezek az
értékek a teljes kivezérlés K tartomanyahoz képest nagyok, az allasos szabalyozas az i=
f+I+H ingadozasi sav nagy értéke miatt hasznalhatatlan.

Megjegyzés
Az y szabalyozott jellemz6 Tp#0 mellett tehat egy i ingadozasi savban periodikusan leng, az ingadozasi savjanak
értéke i=f+1+H, részletezve:

t

f=[K—(y,—(E-H)J1—e ™)

_Th
=[K-(ya—(E-H)IL-e ™)

t=Th

t

|=(y.—E)i-e )

_Th

=(ya-E)—e *)

t=Th

Es ezek alapjan:
T
i=H+f+l=H+(K-H)d-e ")

A | ingadozasi sav értéke az allasos szabalyozd H hiszterézisének, a K kivezérlési
tartomanynak és a folyamat Tn/T, viszonyszamanak a fiiggvénye (lasd 43a. dbra). A folyamat
Th/Tp=1 paramétere és a szabalyozé6 H=0 hiszterézise mellett az ingadozasi sav a teljes K
kivezérlési tartomanynak kb. 63% —a, ami gyakorlati szempontbol labilis (csillapitatlan lengd)
rendszert jelent. Mindezek miatt Tn/T, viszonyszamnak az egységet megkdzelité értékei
mellett az allasos szabalyozo a feladatanak ellatasara alkalmatlan. T,=0 esetében az
ingadozasi sav i=H, és H tetsz6legesen Kis értékre valaszthatd. Ez utobbi esetben viszont a T
periodusid6 zérushoz, az 1/T kapcsolasi frekvencia végtelenhez tart. Ha az allasos szabalyozo
elektromechanikus kazpcsol(), a kis hiszterézis is — a kapcsold nagy igénybevétele miatt —
problémakat okozhat™.

% Elektronikus kapcsolé esetében a nagyfrekvencias iizemmoéd is megengedhetd, ami lehetévé teszi a kis
hiszterézisti allasos tag alkalmazasat is.

2013. szeptember 9. 90 SZB



Folyamatszabalyozas (etim.12) Osszefoglalas

i (ingadozasi sav) y
K « a
R Leeennas NN T
0631 / B ’/\ /\/f\/\
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- ,\./ H
‘ Yar Ya
; E  K+E-H
H /!
H 4 _K
! TWT,
a. 4bra b. abra

43. dbra Allasos szabalyozas ingadozasi savja és statikus karakterisztikaja

Miutan az U iranyité jel harom (0, +k;, —K;) diszkrét értékeket vehet fel, ezért az y
szabalyozott jellemz6 is kizérolag a -K<y<K intervallumban véltozhat. Ha az y, alapértéket
kis 1épésekben a zérus értékérdl noveljiik, az Ya=E eléréséig az y kimendjel zérus (lasd a
rendszer hatasvazlatat és a szabalyozo statikus karakterisztikajat). ya tovabbi novelésével y
egy y kozépérték koriili i ingadozasi savban periodikusan valtozik. Amikor az ya bemend
jellel meghaladjuk az ya=K+E—H értéket, a kétallasu kapcsolo visszakapcsolni mar nem tud,
¢s a kimend jel y=K értéken alland6 marad (lasd 43b. abra). A pozitiv ya bemendjel
szempontjabol a kétallasti szabalyozas miikddési tartomanya (ahol is az ya bemendjel
megvaltozasanak hatasara az y kimendjel is megvaltozni képes) E<ya<K+E-H. A mukddési
tartomanyban a szabalyozott jellemzd y kozépértéke ya nemlinearis fiiggvénye, de kozelitdleg
y=Ya. Hasonl6 megfontoldsokat tehetlink az U, zavardjelre vonatkozé miikddési tartomanyra
iS, vagyis a zavarelharitas is csak egy adott intervallumban 1év6 zavarodjel esetén juthat
érvényre. A zavarelharitds szempontjabol Iényeges tulajdonsag, hogy egy alladoé ya alapérték
mellett barmekkora is a miikkodési tartomanyban 1év6 zavardjel értéke, az y szabalyozott
jellemz6 | ingadozasi savjanak helyzete és értéke ugyanaz marad.

Megjegyzés

Az allasos tagot tartalmaz6 visszacsatolt strukturanak két egyéb alkalmazasat is megemlitjiik. Ezek egyike az
impulzusszélesség modulacio (PWM), amikor is az u folytonosidejii bemendjellel a kétallasu tag y kimendjelét
valtoztatjuk, és a negativ visszacsatolasba egy tarolos aranyos taggal leirhato fizikai objektumot helyeziink (lasd
44, abra).

Kétallast hiszterézises tag

y(t)
y y

N, H kc - b
k. C— ) P A
A Y

u(t) h(t) y(t) Yo
_ A : -
vl
v(t) — ke K, ) —
k T. To

W, (s) =—

v(s) 1+sT

Egytarolos aranyos visszacsatolo tag

44, abra Impulzusszélesség modulacio (PWM)
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Ez az elrendezés hasonl6 a 41. abran vazolt szabalyozasi struktirahoz, de most az allasos tag E érzéketlenségi
savja z€rus, a visszacsatolasban 1év6 dinamikus tag holtidé mentes (T,=0), és a rendszer kimené jelének az
allasos tag y=tk. értékeket felvevé idéfiiggvényét tekintjiik. Ez a jel (egy Up allando bemendjel mellett) a +k.
értékeket T, ideig, a —k; értéket Ty, ideig veszi fel, és a T,/T, arany az Uy jellel befolyasolhato. A folytonosidejii
u(t) bemend jellel a T, és Ty, id6k, és ennek révén az y kimendjel impulzusainak szélessége (a kitoltési tényez6)
valtoztathato.

Egy masik alkalmazasban (lasd 45. abra) a haromallast tag egy tarolos ardnyos tagon keresztiil torténd
negativ visszacsatolasa PD hatas 1étesitésére is alkalmas. Ennek az elrendezésnek az lizemtani tulajdonsagai is a
41. abran targyalt elrendezés izemtanara vezethetdk vissza.

TR NS
ke 37\ 0 o
h(t o(t ] u y
0, 50 £ |V o |
_ A gﬁ E . 5
i : ....................
"o - u(t) A D hatas
/ jelteriilete
kV Ko e ey «—“ ,
WV(S): < y()
1+sT | e
u
77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 7 .
T t | T
PD szabalyozo

45, abra PD szabalyozo realizalasa impulzusszélesség modulacidval

Ha az elrendezést egy sorosan kapcsolt integrald taggal is kiegészitjiik, Pl szabalyozdt hozhatunk 1étre.
A hataslancban szereplé néhany fontosabb nemlinearis tulajdonsag

A szabalyozasi rendszerek mitkodésében tobbféle (parazita, illetve szandékoltan 1étesitett)
nemlinearitas is szerepet jatszik. Ezek egyike az altalanosan jelenlévé telitédés jelensége,
amely jelentés mértékben a beavatkozd szerv ,feliitk6zésébol” szarmazik (pl. egy
térfogatsebességet befolyasold szelep miikddési tartomanyanak hatarara érhet, vagy egy
teljesitményerdsité kimend fesziiltsége eléri a tapfesziiltség értékét, stb.). Ennek hatdsa egy
olyan algebrai tulajdonsagu taggal irhato le, amely a hataslancba sorosan beiktatva van jelen,
és 1 input (bemend) és 0 output (kimend) jelei kozotti fliggvénykapcsolata az

Omax |(t) > imax
0= () =4Ki(t) [i(t) —inax<i<inax
_Omax I(t) < _imax
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0 0<a<90° 0 0<a<90°

& - >3] W) >
telitédé tag : érzéketlenségi savi tag :

i - 0 .
< A RVl inghite —] o=f() &
t ; A szabalyozasi kor zart hataslanca ; : A szabalyozasi kor zart hataslanca
A telitodés statikus karakterisztikaja (a. abra) Az érzéketlenségi sav statikus karakterisztikaja (b. abra)

46. abra A telit6dés és az érzéketlenségi sav 0=f(i) statikus karakterisztikai

kifejezéssel, illetve az ennek megfeleld statikus karakterisztikdval jellemezhetd (lasd a 46a.
abrat). Ha a zart rendszer lizemelésének folyamataban a telitédo tag i(t) bemend jele eléri az
im értékét, az o(t) jel tovabb novekedni nem képes, a tag mikodésének az un. telit6dési
tartomanyaba kertil. Mivel a telitddési tartomanyban o(t)=0yn=dllando, a jelenség olyan,
mintha a zdrt hurok nyitotta vdlna, hiszen ebben az |i(t)|>iy tartomanyban a bemendjel
valtozasaira az o0(t) kimend jel nem reagdl, tehat a kovetési ¢és zavarelharitasi
hatasmechanizmus sem tud érvényre jutni. A szabdlyozo tervezése soran a zart rendszer eredd
VR(t) atmeneti fiiggvényének a végértékére torténd gyors beallasat kizardlag az u iranyito jel
talvezérlésével lehetséges megvalositani. Ha a talvezérlés a telitddés miatt nem tudja a
hatasat kifejteni, ez a tranziens folyamatokat is lelassitja.

Egy mas jellegli probléma a zart kor miikodésében a Pl, vagy PID szabalyozé integralo
csatornajanak a telitddés okozta ,.elintegralédasa”. Ez azt jelenti, hogy a beavatkozd szerv
esetleges telitddése miatt a folyamat kimend jele a sajat dinamikdja szerint valtozik, ez
valtoztatja a szabalyoz6 bemend jelét (a hibajelet), ami az | csatorna kimené jelét is
indokolatlan mértékben ndveli. A hibajel eldjelvaltasakor a rendszer ugyan visszakeriilhet a
telitddo tag linearis szakaszara, de az elintegrdlodas miatt ez hossza 1d6t igényelhet, vagy
karos lengések is keletkezhetnek. A probléma megoldasat az ARW (Anti Reset Windup)
alkalmazasa teszi kezelhetoveé (lasd 47. dbra), aminek Iényege, hogy az | csatornat a telitédés
bekivetkezésekor a Kapw atviteli tényezével negativan visszacsatoljuk, ¢és ezzel az
elintegralodast megakadalyozzuk. (Az egységnyi meredekségii telit6dd tag o(t) kimend jele
azonos az i(t) bemend jelével, ha i(t) a telitodo tag karakterisztikdjanak linearis szakaszan
van. Ekkor ¢(t)=i(t)-o(t)=0, és az | tag nincs visszacsatolva. Ha |i|>inax, |€[>0, és érvényesiil
az | tag negativ visszacsatolasa, ami az integral6 csatornat egytarolds aranyos tagga alakitja).
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47. abra Az Anti Reset Windop hatas szemléltetése

Miutan az analdg (folytonosidejli) szabdlyozok integrdld csatorndjanak kozvetlen
bemenetéhez altalaban nem lehet hozzaférni, ez a technika a DDC (diszkrétidejii) szabalyozok
alkalmazasakor célravezetd. A telitddés jelenségének eldnyds tulajdonsaga is lehet (ezért
gyakran szandékoltan is létrehozzdk a zart hatdslanc jelfolyamaban), mert példaul a
paramétervaltozasok miatt esetlegesen bekdvetkezd labilis rendszerben nem engedi a jelek
korlatok nélkiili ndvekedésének kialakulasat.

Egy masik, szintén gyakran alkalmazott nemlinearitds az érzéketlenségi sav (lasd 46b.
abra). Ennek kimenetén kizarolag akkor keletkezik o(t) kimendjel, ha |i(t)] bemend jele az iy
értéket meghaladja, egyébként a kimend jel zérus. Az o=f(i) fliggvénykapcsolat:

e 0 |i(t)|<imax
0= (I) - k[l(t) _imaX] ||(t)| > imaX

(a bemendjel —in<i<iy tartomanya az E érzéketlenségi sav). Egyik alkalmazasi példaja a
W(s) atviteli fliggvényli tag negativ visszacsatolasa érzéketlenségi savval rendelkezé taggal.
Ilyen esetben védelmi célzatll a visszacsatolas, amely akkor fejti ki hatasat, ha a visszacsatolt
tag |y| kimend jele az |im| értéket eléri, illetve meghaladja. A szabalyozas hataslanca a
visszacsatolas miltkodésekor nem valik nyitotta (mivel 0<a<90°), de a hataslanc W(s) atviteli
fliggvényli tagja helyett ennek a visszacsatolasaval keletkezett tag eredd jelatviteli
tulajdonsagai jutnak érvényreg3.

Az el6zdekben targyalt nemlinedris statikus karakterisztikak (két—, és haromallasu tag,
telitddd tag, érzéketlenségi savval rendelkezd tag) jellemzd tulajdonsagai a jelleggdrbék
szakaszonkénti linearis tulajdonsaga, ami lényegében a zart rendszernek is szakaszonkénti
linearis jelleget biztosit. Természetszeriien egyéb 0=f(i) fliggvénnyel jellemzett
nemlinearitasok is lehetnek a zart hataslancban, amelyekre a szakaszonkénti linearitds nem
biztositott, ezért az ilyen rendszerek jelatviteli viszonyainak vizsgalata is nehézkesebb
eljarasokat igényel®.

% Az érzéketlenségi sav egyik tipikus alkalmazasi teriilete a hajtasszabalyozasok aramkorlatozasa, amikor is az
armatiraaram adott iy, értélénél az érzéketlenségi savval kialakitott védelem ,,megszolal”, és a kapocsfesziiltség
drasztikus csokkentésével az armatiiradramot korlatok kozott tartja.

% Csdki Frigyes: Szabalyozasok dinamikéja. Akadémiai Kiado.
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Végso kovetkeztetések

Mint a korabbiakban lathattuk a szabalyozo méretezésének alapfeltétele, hogy a folyamat
differencialegyenlete (matematikai modellje), illetve az ennek megfelelé Wy(s) atviteli
fiiggvénye ismert legyen. Ez az atviteli fiiggvény az u iranyitd jel és az y szabalyozott
jellemz6é kozotti jelatviteli tulajdonsagokat irja le, €s tartalmazza az egymassal soros
kapcsolast alkotd elderdsito, a teljesitményerdsito, a végrehajto szerv, a helyzetbedllito, a
beavatkozo szerv, a szabalyozott technologiai folyamat, az érzékelé szerv, a tavado
egylittesének eredd dinamikus tulajdonsagait. Ennek az atviteli fiiggvénynek a meghatarozasa
a legnehezebb feladat, nem ritkan kisérleti vizsgalat elvégzését (pl. az u bemendé—, és az y
kimendjelek kozotti atmeneti fliggvény felvételét, és ebbdl a matematikai modell
meghatarozasat) igényli. Kiilonos gondossaggal kell eljarni az érzékelé Szerv (sensor)
kivélasztasa soran, mivel ennek pontossaga a rendszer pontossagat is megszabja. Az érzékelés
a szabalyozasi hurok visszacsatolasi agaban van, és az Yy szabalyozott jellemz6 és az u, alapjel
kozotti atviteli tényezdt az érzékelés Ag atviteli tényezdje szabja meg (allanddsult allapotban
Yo=uao/Ae). Hasonléan gondos mérlegeléssel kell kivalasztani a folyamat modositott
jellemz6jét (manipulated variable) és az ezt befolyasolo beavatkozo szervet (actuator),
mivel ennek segitségével tudunk a szabalyozott jellemzdre szandékolt befolyast gyakorolni. A
beavatkozas tobbnyire energiaigényes feladat, ezért a beavatkozo szerv energetikai méretezést
is igényel. Az érzékel6— és a beavatkozo szervek un. terepi késziilékek, szerkezeti—aramkori
kialakitasuknak ennek Kkell megfelelni. A szabalyozasi hataslanc problémamentes része ma
mar maga a szabalyoz6 (controller, regulator), mivel az ezt realizal6 eszk6z szabadon
programozhaté ipari kivitelben késziilt digitalis szamitogép, amelynek paraméterei pontosak
¢s iddalloak. A korabbi évtizedekben ez nem volt igy, mivel a szabalyozot is folytonosidejii
jelekkel mikodé aramkorok, szerkezetek realizaltak — (elektronikus—, —pneumatikus—,
hidraulikus szabalyozok). Magéaban a hatdslancban szerepld egyes szervek onmagukban is
visszacsatolast tartalmazo dinamikus rendszerek (pl. a helyzetbeallito, a teljesitményerdsito,
az érzékeld szerv, a tapegység, hidraulikus és pneumatikus szerkezetek, vagy az A/D
atalakitok egyes tipusai, stb.), ezért dinamikus tulajdonsagaiknak alakitidsaban mindazok a
moddszerek, amelyek a teljes szabdlyozasi rendszer analizisében és szintézisében
felhasznalasra kerililnek, a részelemek tervezésében is meghatarozd szerepet kapnak. A
szabalyozasi rendszerrel szemben kovetési ¢s zavarelharitasi kovetelményeket kell
tamasztani, és ezek kielégitésére az U iranyito jel megfeleld valtoztatasa all rendelkezésre.

Megjegyzés

A folyamatszabalyozasokban a szabalyozot gyakran digitdalis szamitogép realizalja, de az igy keletkezett
hibrid rendszer tranziens jelenségei lényegében a folytonosidejii rendszerek tranzienseihez hasonléan alakulnak.
Ennek oka az, hogy a zart rendszer legkisebb id6alland6jahoz képest is a Ty mintavételezési id6 altalaban
elhanyagolhatd, ezért az iranyito jel ,lépcs6s” alakja (a megfeleld felbontasi A/D és D/A atalakitasnak is
koszonhetden) gyakorlatilag azonos a folytonos u(t) iranyito jellel, és ezért az y(t) szabalyozott jellemzore
gyakorolt hatdsukban nem mutathat6 ki észrevehet6 kiillonbség. A diszkrét mitkodésmod akkor kap jelentdséget,
ha valamilyen kiilonleges szabalyozasi algoritmus (pl. véges beallas, id6optimalis rendszer, Smith szabalyozo,
stb.) alkalmazasara keriil sor. Ez utoébbi esetekben a hibrid szabalyozéas diszkrétidejii modelljével célszerii
dolgoznunk, ahol a szabalyozasi hataslanc mindkét alrendszerét az allapot differenciaegyenietével irjuk le,
illetve ezt a matematikai modellt a diszkrét id6 tartomanyrél a Z-transzformacid segitségével a z operator
tartomanyra képezziik le. Ez a leképzés teremti meg annak a lehet6ségét, hogy a differeciaegyenletek helyett
algebrai egyenletekkel dolgozzunk (a Z-transzformaci6 a diszkrét modell analizisében hasonlé szerepet jatszik,
mint amilyen szerepet a folytonos rendszerek analizisében a Laplace transzformacio betdltott). A folyamat és a
szabalyozo ekkor a Wy(z) illetve a W¢(z) impulzusatviteli fliggvényekkel jellemezheté. Egyes szabalyozasi
algoritmusok (pl. Smith szabalyozo) igénylik a folyamat T, holtidejének megfelelé exp(-sTy) atviteli fiiggvényi
tagnak a szabalyozoban megvalositott realizalasat, ami a folytonosideji (FI) szabalyozo esetében csak
koriilményesen és kozelitésekkel lenne lehetséges, a diszkrétidejii (DI) szabalyozdban viszont nehézség nélkiil
megvalosithatd (ha egyébként a Ty, holtidé a T mintavételezési id6 egészszamu tobbszorése). A DI rendszerek
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analizisének és szintézisének kérdéseit a megel6z6 fejezeteiben targyaltuk, ezért ezekre ebben az Gsszefoglald
részben nem tériink ki. Egyetlen kivételt tesziink, ez a folytonosidejii PID szabalyozé diszkrétideji
megfeleldjének egységugras ekvivalens (SRE: Step Response Equivalent) szabéalyozasi algoritmusa, amelyet
ennek impulzusdtviteli fiiggvénye reprezental. Részletezve:

1-¢~ 1 sT
W, (2)=Z K (l+—+—L)=
() { s ol sT, 1+sT )}

1 1 T
=(1-zHK Z(=+ +—=2
( Ke {(s 7T, 1+sT)}

:Kc 1+iT_5+T_D z-1 =
T, z-1) T T

z-e T
GGzt ezt u(zt)
1+d,zt+d,z2 h(z™")

u(kT;) = —d;u(k ~1)T] - doul(k = 2)T;]+
+Coh(KT) + ¢ h[(k )T, ]+ C,h[(k DT, ]

Az Osszefoglalasban a folytonosidejli rendszerek szabalyozasi struktirait targyaltuk, de természetesen minden
FI rendszer analdg szabalyozdja DDC szabalyozoval is kivalthatd. Az igy keletkezett hibrid rendszernek 1étezik a
diszkrétidejii matematikai modellje (DI rendszermodell), melynek analizise és a szabalyozd tervezésének
modszere sok formdlis hasonlosdgot mutat az FI rendszerek analiziséhez és az analdg szabalyozd tervezési
modszereihez (lasd a 10. és 11. Fiizetekben k6z6lt anyagrészeket).

Az analizist, a tervezést, és a szimulaciot tamogato szamitégépes rendszerek

A folytonosidejli, a diszkrétidejli és a hibrid szabalyozasi rendszerek analizise soran — a
szabalyozd és a folyamat matematikai modelljeinek ismerete alapjan — altaldban magas
rendszamt  differencialegyenletek, vagy differenciaegyenletek megoldasait kell a
determinisztikus vizsgalojelekre (pl. Dirac delta, egységusrds, sebességugrds, harmonikus
jelek) meghatarozni. Ennek soran rendszerint az adott ya(t) alapjel és u,(t) zavardjel mellett a
h(t) hibajel, az u(t) iranyito jel és az y(t) szabalyozott jellemz6 iddfiiggvényeinek kiszamitasa
a feladat. A szintézis esetében az ismert folyamatmodell mellett és a zdart rendszerre
megfogalmazott kovetelmények alapjan olyan szabdlyozasi algoritmus, illetve a szabdlyozo
alrendszerének szerkezeti—aramkori megtervezése a célkitiizés, amelynek alkalmazdasdaval a
zart rendszer az eloirt kiovetelményeknek megfelelé tulajdonsdagokkal rendelkezik. A
szamitogépek altal nyujtott szolgaltatasok megjelenése eldtt mind az analizis, mint pedig a
szintézis — a szamitadsok munkaigényessége miatt — igen hosszadalmasak és faradsagosak
voltak (gondoljunk csak arra az ,egyszer” esetre, amikor egy masodrendii
differencidlegyenletnek adott kezdeti feltételekre ¢és gerjesztésre vonatkozd megoldasat
kellene elvégezniink). Ha a matematikai modell megfeleld pontossaggal irja le a szabalyozasi
rendszer alrendszereinek (és ez altal, maganak a teljes zart rendszernek is) a tulajdonsagait, a
paramétervaltozasok hatdsainak nyomon kovetésére a szamitdsokat sokszor kellett
megismételni. Az idétartomanybdl az operator tartomanyra torténé attérés (a Laplace— és Z—
transzforméciok) a linedris rendszerek analizisében wugyan jelentdés egyszeriisitést
eredményeztek (az operator tartomanyban a differencidlegyenletek, illetve a
differenciaegyenletek helyett algebrai egyenletekkel dolgozhatunk), de az iddtartomanyba
valo visszatérés (az inverz transzformacio) tovabbra is jelentdés mértékli numerikus szamitas
elvégzését igényli®,

% A megfelelé gyakorlati tapasztalattal rendelkezé szabalyozastechnikus nem szorul ra az inverz transzformacié
végrehajtasara, mivel az atviteli figgvényekbdl is 1ényeges kovetkeztetéseket tud levonni.
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A szabdlyozasi rendszerek vizsgalatdhoz nyujtott szamitdégépes szolgaltatdsok jelentdsen
megkonnyitették az analizis és szintézis eljarasait®, ezek egyike a MATLAB®
programrendszer altal felkinalt lehetéségek felhasznalasa. A MATLAB 80386 matematikai
alapverzidja kb. 250 fiiggvényt, a Control System Toolbox tobb mint 100 fliggvényt
tartalmazott®’. Ezen fliggvények egy részét a targyalt példak soran tobbszor felhasznaltuk. A
gyakran hasznalt fliggvények az aldbbiak:

Az FI, DI és hibrid rendszerek analiziséhez hasznalt fontosabb MATLAB fiiggvények™

FI DI
step;lsim;bode;nyquist;dcgain; dstep;dlsim;dbode;dnyquist;ddcgain;
damp;impulse;initial;printsys(G,H,'s’); ddamp;dimpulse;dinitial;printsys(G,H,’z’) ;

[Gz,Hz]=c2dm (Gs, Hs, Ts, ' zoh’) ;
[Ad,Bd,Cd,Dd]=c2dm(A,B,C,D,Ts,’ zoh’) ;
series,parallel,cloop, feedback, rlocus,rlocfind,residue,minreal, roots,pzmap,plot,subplot, title,
xlabel,ylabel,grid,zgrid,hold,clf,logspace, linspace,conv,eig,polyval,polivalm,deconv,canon,
tf2ss,tf2zp,ss2tf,ss2zp,zp2tf, zp2ss,ctrb,obsv,vander, rank,acker,place,lqr,lqry,are,ones, zeros,
det,sin,cos,tan,sinh,cosh,tanh,atan,atan2,sqrt,sqrtm,abs,real,imag,angle,sign,exp,expm, log,
logm, logl0,ode23,ode4d5, fzero,fmin, fsolve,max,min,else,end, for,while, return, keyboard, help,sth

A MATLAB help utasitasa segitséget nyujt az egyes fliggvények megismeréséhez, ismerteti szerkezetének
alakjat, és rendszerint példaval is illusztralja a meghivott utasitds hasznalatit (pl.>> help 1sim (enter)
részletesen leirja az dllapotegyenletével, vagy az dtviteli fiiggvényével reprezentalt linearis FI dinamikus
rendszer adott x(0) kezdeti feltételre és u(t) gerjesztésre vonatkozo X(t), y(t) megoldasanak eljarasat, a >> help
disim (enter) részletesen leirja az dllapot differenciaegyenletével, vagy az impulzusarviteli fiiggvényével
reprezentalt DI linearis dinamikus rendszer adott X(0) kezdeti mintara és u(k) gerjesztés mintasorozatra
vonatkozo X(K), y(k) megoldasanak eljarasat, vagy a >> help eig (enter) leirast ad az allapotmatrix
sajatértékeinek és sajatvektorainak meghatarozasarol, stb.).

A MATLAB egy olyan programcsomag, amely alkalmas mérndki és tudomanyos szamitasok
elvégzésére, az eredmények grafikus megjelenitésére, valamint szimulacios vizsgalatokra.
Utasitaskészlete toolboxok felhasznalasaval kiilonféle tudomanyteriiletekre terjeszthetd ki
(Control System Toolbox, Nonlinear Control Design Blockset, Robust Control Toolbox,
Model Predictive Control Toolbox, Fuzzy Logic Toolbox, Signal Processing Toolbox, Neural
Network Toolbox, Image Processing Toolbox, Symbolic Math Toolbox, stb.). A MATLAB un.
matrix orientalt nyelv, amely soronként hajtja végre az utasitasokat. Alapeleme a MATLAB
promt (<<) utan bevitt

<< valtozd=kifejezés; (enter)

tipusu utasitas. Példaul az

valtozé kiféjezés

% Az analizist és szintézist tamogatd kiilonféle programcsomagok: Mathematica, Maple, SysQuake,
LabView, stb.

% Jelenleg a 7.12 (R2011b) verzi6 van forgalomban, ami a hasznalhaté fiiggvényeket az alapverzidhoz képest
ennek tobbszorosére bovitette és a felhasznalhatdsagot is jelentésen szélesitette.

% lrodalom: MATLAB™ for 80386 MS-DOS Personal Computers. Adrian Biran Moshe Breiner: MATLAB for
Engineers. Addison-Wesley. Eva Part—Enender, Anders Sjoberg, Bo Melin, Pernilla Isaksson: THE MATLAB®
HANDBOOK. Addison-Wesley. Hetthessy Jené—Bars Ruth—Barta Andras: Szabéalyozastechnika MATLAB®
gyakorlatok. Miiegyetemi Kiado.
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utasitads végrehajtasakor az elézetesen megadott és az a,B,C,D,u, t,x0 valtdzokban tarolt
adatok alapjan a 0<t idGintervallumban megoldasra keriil az dllapotegyenletével leirt linearis
rendszer adott x(0) kezdeti feltételre és u(t) gerjesztésre vonatkozo y(t), x(t) megoldasa (a
valtozok nevének mérete maximalisan 31 karakter lehet, de az elsd karakter nem lehet szam).
A numerikus szamitas 1€péskozét az A allapotmatrix sajatérték eloszlasa alapjan az eljaras
automatikusan megvalasztja. Az eredmények — a kifejezés végrehajtasat kovetéen —az y, x, t
nevil valtozokba keriilnek elhelyezésre. Ha utasitasként egy

<< kifejezés; (enter)

tipusu MATLAB fliggvényt alkalmazunk, az eredmények vagy egy ans nevil valtozoba
kertilnek, vagy pedig grafikus formaban a képerny6n jelennek meg. Pl. az << eig (2) ; (enter)
egy ans nevil valtozoba helyezi el az A matrix sajatértékeit és innen ezek << ans (enter)
modon hivhatok elo, az

<<1lsim(A,B,C,D,u, t,x0)

kifejezés

utasitas pedig a képerny6n egy y-t koordinata rendszerben abrazolja az allapotegyenlet y(t)
megoldasanak grafikonjat®™. Ahhoz, hogy a MATLAB egy kifejezés eredményeit adott
valtozokba tudjon elhelyezni, vagy grafikon alakjéban tudja abrézolni, a kifejezésben szerepld

minden valtozonak a kifejezés végrehajtasa eldtt adott szamértékekkel kell rendelkeznie™™.

A Folyamatszabalyozas tananyaganak témait targyalo fiizetsorozatban rendszeresen
hasznaltuk a MATLAB nyujtotta szolgaltatasokat, ezeket az olvasé figyelmébe ajanljuk.
Reprodukalasuk révén egyszerlien megismerkedhetink a MATLAB hasznalataval, ennek
elényeivel, megkimélve magunkat a faradsagosan végezhetd, jelentés mennyiségli numerikus
szamitasoktol. Nem tekinthetiink el azonban attdl, hogy ez a programrendszer — némi
tulzassal — lényegében egy igen hasznos, intelligens ,logarléc”, ami segitségiinkre van a
legbonyolultabb és hosszadalmas numerikus szamitasokban, ezeket igen gyorsan, nagy
pontossaggal gépi Uton végrehajtja. Bar a programozas soran vétett szintaktikai hibakrol
hibatizeneteket kiild, gondolkozni azonban az alkalmaz6 helyett nem képes, ezért a MATLAB
altal szolgaltatott eredményeket csak megfeleld kritikdval szabad elfogadni.

Emlitésre érdemes a SIMULINK grafikus programcsomag'®, amely a hatasvazlataval
(blokk—diagramjaval)  definialt  dinamikus  rendszer  szimulacidjat  kdzonséges
differencidlegyenletek kiilonféle numerikus megoldasaival Végziloz. A hatasvazlat jelatvivo
tagjait — mintegy a bemendé—, és kimend jelek kozotti matematikai miiveleteket definiald
blokkokat — a SIMULINK programkoényvtarbol lehet kimasolni (Sources—, Sinks—, Discrete—,
Linear—, Nonlinear—, Connections Block Library ). Ezek a blokkok az FI és DI alaptagokon
tulmenden nagyobb rendszamu linedris, nemlinedris tagokat, matematikai miiveleteket végzo
tagokat, holtidés tagot, zérusrendii tartoszervet, jelgeneratorokat, a jeleket regisztrald

% Az ly,x]=1sim(A,B,C,D,u, t,x0); €saz [y,x]=1sim(Gs, Hs,u, t) MATLAB fiiggvények az analizisének talan
legfontosabb eljarasai, mivel az A, B, C, D paramétermatrixaival—, vagy a W(s)=G(s)/H(s) atviteli fliggvényével
leirt linearis dinamikus rendszer allapotegyenletének, illetve rendszeregyenletének y(t), x(t) megoldasait
szamitjak. Alkalmazasukkal a differencidlegyenletek megoldasa egy ,,gombnyomadsra” egyszertisodik.

1% A Symbolic Math Toolbox szimbolikus valtozokkal is eredményeket allit elé.

191 |rodalom: James B. Dabney, Thomas L. Harman: Mastering SIMULINK®2. Prentice Hall. Hetthessy Jend—
Bars Ruth—Barta Andrds: Szabalyozastechnika MATLAB® gyakorlatok. Miiegyetemi Kiado.

102 A szimulaci6 alapkérdése a szamitas 1épéskozének megvalasztasa. A ,kis” 1épéskdz nagyobb pontossagot
eredményez, de a szamitasok idejét (és koltségeit) jelentésen megndvelheti.
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,,virtualis miiszereket”, adattarolokat, stb. tartalmaznak. A konyvtarbol kivalasztott blokkokat
a képernyd programozasi feliiletére lehet ,,vonszolni”. A blokkokat a hatdsvazlatnak
megfelelé elrendezésben — az egérrel hiizott vonalakkal — kell ,,6sszehuzalozni”, amely az
egyik blokk kimenetét egy masik blokk bemenetével torténd osszekapesolasat szimbolizalja.
Az egyes blokkok bemeneteire mas blokkok kimeneteit vagy a jelgeneratorok altal
szolgaltatott vizsgald jeleket lehet ,.kapcsolni”, illetve a megfeleld kimeneti pontokra mas
blokkok bemeneteit vagy a regisztralé eszkozoket lehet ,,rakotni”. A SIMULINK grafikus
eszkozei egyszeriivé és attekinthetdvé teszik a dinamikus rendszerben lejatsz6do jelenségek
nyomonkovetését, a kisérletek tetszOleges szamban ismételhetéek, a hatasvazlat blokkjai
egyszerlien parametrizalhatok. A szimuldcid eredményeit — tovabbi szamitdsokra és
jelfeldolgozasra — a MATLAB feliiletre is at lehet adni. Grafikdja szemléletessé teszi a
folytonos—, a diszkrét— és a hibrid rendszerekben a gerjesztések hatasara kialakulo jelenségek
attekintését. Alkalmazéasanak jelentds eldnye, hogy nemlinearitasok, holtidds késleltetések,
FI, DI és hibrid hatasvéazlat—struktirak egyarant vizsgalhatok'®,

Megjegyzés

A dinamikus rendszerek szimulacids vizsgalatara a digitalis szamitogépek széleskor(i alkalmazasa el6tt
elektronikus miiveleti erdsitokkel felépitett és tdbbnyire Osszegzoket, integratorokat, egyiitthato
potenciométereket, fiiggvénygenerdtorokat, szorzokat, hanyados képzoket, jelforrdasokat és jelregisztralokat
tartalmazo analoég szamitogépet hasznaltak. Az egyes elemek bemend— és kimend jelei £100V (elektroncsoves
gépek), vagy £10V (félvezetds gépek) tartomanyban valtozé villamos egyenfesziiltségek. A programozas az
egyes egységeknek egy programtablan torténd tényleges fizikai dsszehuzalozdsdt jelentette. Az igy létesitett
aramkor a modellezend6 fizikai rendszer matematikai fliggvénykapcsolatait — a nehézkesen végrehajthatd
amplitado— és 1d6léptékezés koriilményei kdzott — képezi le (ezért egy univerzalis kismintanak is tekinthetd), de
szintén egy fizikailag megvaldsuld, masik, a modellezet rendszer miikddését szimulald, dinamikus rendszer.
Ebben a modellben lejatszodo jelenségek hasonloak a modellezett fizikai rendszerben lejatszodo jelenségekhez,
ha ennek matematikai leirasa ezt megfeleléen kozeliti. A modellen lehetdség nyilik egy olyan kisérletsorozat
lefolytatasara, ami a tényleges rendszeren végzett kisérleteket helyettesitve a veszélyhelyzeteket kizarja. Az
analog szamitogépek (amelyet egyébként differencidlegyenletet megoldd gépnek is neveztek) kapacitasat
integratorainak szama jelentette, ami elérhette a 100 darabszamot is. Miutan az analdg gépek FI jelekkel
dolgoztak, pontossagukat az egyes egységek pontossaga, a miiveleti erésiték ,,driftje” szabta meg'®*.

Mira az analog szamitogépeket — a kisérleti vizsgalatokat mintegy a ,,virtualis vilagba”
helyezve — a digitalis modellezés szinte teljesen kiszoritotta. A digitalis gépeken az egyes
egyseégeket (blokkokat) a szamitogépen futd programok realizaljdk, igy a pontossagot az
alkalmazott numerikus modszerek, és ezek szdmitasi lépéskoze befolyasolja (a ,,drift”
jelenségével itt nem kell szamolni, viszont a helyteleniil megvalasztott 1épéskoz
pontatlansaghoz, szélsGséges esetben numerikus instabilitishoz vezethet). A szimulacios
program Osszeallitdsa kényelmesebb, a kiilonféle blokkok parametrizaldsa, az amplitiddo— és
1ddléptékezés megoldasa 1ényegesen egyszerilibb. Tetszdleges vizsgalojelek alkalmazhatok, a
struktara barmely pontjara ,,virtualis” jelregisztraldo (egy— és kétsugaras oszcilloszkop, xy
regisztrald, adattarold, stb.) helyezhetd. A digitalis szimuldciénak egyetlen — de kdnnyen
felejthetd — hatranyat lehetne megemliteni, nevezetesen azt, hogy a problémamegoldast a
valosagtol még inkabb elvonatkoztatja és az absztrakcid tovabbi elmélyitésének iranyaba
tereli. A szintaktikailag helyesen 0sszeallitott MATLAB program vagy SIMULINK szimulécid a

szamitégépen lefut, még abban az esetben is, ha valamelyik utasitast vagy blokkot esetleg

13 A MATLAB szolgaltatisaihoz hasonléan kivilo lehetGséget teremt szabalyozasi rendszerek analizisére,

szintézisére és szimulaciojara a National Instruments LabVIEW® programcsomagja is.

% Az analog szamitogépek hazai alkalmazéasainak elterjesztése tobbek kozott Dr. Benyo Zoltan nevéhez
kapcsolhato. Irodalom: Benyé Zoltan: Villamos analog szamitogépek. Mérnoktovabbképzd Kiadd. Zoltdn
Benyo, Béla Paldncz, LaszIo Szilagyi: Insights into computer science with Maple. Scientia Publishing House.
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tévesen paramétereztiik (pl. egy paramétert helytelen eldjellel adtunk meg, stb.). A futasi
eredményeket ezért minden esetben hihetoségi vizsgalatnak is ala kell vetniink, ami azt
jelenti, hogy a modellezet fizikai rendszerben lejatszodd jelenségekrdl (a szimulacio
valdsziniisithetéen varhatd eredményeirdl) elképzelésekkel kell rendelkezniink. A szamitasok
pontossagat alapvetden befolyasolja a szimulacié numerikus modszere €s ennek valaszthatd
1épéskoze. A kis 1épéskdz nagyobb pontossdgot, de hosszabb szamitasi idot és jelentds
koltségtobbletet jelent. A SIMULINK® hasznalataval torténd megismerkedést is az olvasod
figyelmébe ajanljuk, mivel ennek hasznalata a dinamikus rendszerek analizisét igen
szemléletess¢é ¢és hatékonnya teszi. Megismerésére irodalmi hivatkozast adtunk. A
szabalyozas rendszertechnikai méretezése soran IS érdemes a MATLAB szolgaltatasainak
igénybevétele. A méretezés — a folyamat ismert W,(s)=Gp(s)/H,(s) atviteli fliggvényének és a
méretezési eldirasok alapjan — a szabalyozd W.(S)=G¢(s)/Hc(s) atviteli fiiggvényének
meghatarozasat jelenti. Illusztracioként megadjuk a méretezés eredményének ellendrzésére
szolgald egyik lehetséges programot. A méretezést kovetden a méretezett szabalyozo adatai
mellett célszerii kiszamitani a nyitott kor Wo(jew)=W(jw)W,(jw)=CGo(jw)/Ho(jw) frekvencia
fiiggvényének Om(wp) erdsitési tartalékat (gain margin), a pm(wc) fazistartalékat (phase
margin), a w, korfrekvenciat és az . vagasi korfrekvenciat (cut-off), a zart rendszer
WR(S)=Gr(S)/Hr(S) eredd atviteli fliggvényét és ennek pr polusait, valamint a zart rendszer
egységugras alapjelre vonatkozo h(t), u(t), y(t) idéfiggvényeit. Ezeket a szamitasokat
szamitogépes szolgaltatasok nélkiil elvégezni igen koriilményes ¢és faradsagos lenne. A
kovetkez6 rovid MATLAB utasitas sorozat azt illusztralja, hogy ezek a viszonylag komplikalt
szamitasok MATLAB tamogatassal igen egyszeriien elvégezhetok:

o

3 analizis.m fajl

% R R R R R

% adatbevitel

Gp=input (' Gp=') ;Hp=input (' Hp=") ;
Gc=input (' Gc=') ;Hc=input (' Hc=") ;
% a nyitott hatéasléanc
[GO,HO]=series[Gc,Hc,Gp, Hp) ;
[GO,HO]=minreal [GO,HO) ;

[a0, f0,w]=bode (GO, HO) ;

[gm, pm, wp, wc]=margin (a0, £0,w) ;

o\

% a zart hatéaslanc

[GR, HR]=cloop (GO, HO) ;

pR=roots (HR) ;

[h,x,t]=step (feedback(1,1,H0,G0)) ;plot(t,h);
[u, x, t]=step (feedback (Gc, Hc, Gp, Hp); plot (t,u) ;
[v,x,t]=step(GR,HR)) ;plot(t, V)

% R Ik ki bk ki

disp(’az ellendrzés vége’);

A programot a programkonyvtarban lehet tarolni az analizis.m fajl néven. A MATLAB
promt utdn az analizis beirasaval és (enter) billentylizés utan indul a program futasa. Ennek
soran bekéri a folyamat Wy(S)=Gy/H, és a szabalyozo W (s)=G./H. atviteli fiiggvényeinek
Gp, Hp, G¢, Hc polinomjainak egyiitthatoit (input), ezekbdl meghatarozza a nyitott kor
Wo(s)=Go/Hy atviteli fiiggvényét (series), ennek Bode diagramjait (bode), amplitudo
tobbletét és fazistobbletét (margin), a zart kor Wg(S)=Ggr/Hg atviteli fliggvényét (cloop),
ennek polusait (roots), valamint kiszamitja és abrazolja a zart rendszer egységugrds
alapértékre vonatkozo y(t), u(t) és h(t) idoéfiiggvényeit (step, feedback, plot). Az u(t)
grafikonjabol az u=u(0)/u(eo) talvezérlési aranyra vonatkozé kovetelmény betartasat
ellendrizhetjiik, az y(t) grafikonjabdl képet kapunk arrdl, hogy az egységugras alapértékre a
zart rendszer milyen valaszt ad ¢€s mekkora a zart rendszer atmeneti fiiggvényének
tullendiilése. Ha ezt kiegészitve elkészitjiik a szabdlyozasi rendszer SIMULINK alapt
szimulacidjat is, az el6z6 eredményeket ezzel is ellenérizhetjikk, de modunk adodik arra is,
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hogy a hataslancba nemlinearis elemeket (pl. a telitést, érzéketlenségi savot, stb.) is
beiktassunk, és a kisérleti vizsgalatokat a modositott hataslanc jelenségeire is Kiterjessziik. A
szamitogépes szolgaltatas lehetdsége nélkiil ezek a szamitasok igen nehézkesek és
faradsagosak lennének.

Befejezésként tisztelettel kell megemlékezniink azokrol a mar koziliink eltavozott, de
mérndki  szemléletmodjukat  tanitvanyaikra  hatrahagyott  kollégainkrol, akik a
szabalyozastechnika ¢és szabalyozaselmélet hazai megalapozasanak uttoréi voltak. Szdaday
Rezsé a Lang gépgyar fokonstruktére a szabalyozastechnika és a turbinaszabdlyozasok
témakoreiben irta az elsd, gépészmérnokok szamara késziilt magyar nyelven megjelend ,,A
szabalyozaselmélet elemei” (Miszaki Kiadd) cimii konyvét, amelyet a Miegyetem
Gépészmérnoki Karan egyetemi tankonyvként is hasznaltak. Szalay Jozsef a hidraulikus—, és
a segédenergia nélkiil mikodd szabalyozok témainak feldolgozédsaval jelentds mértékben
keltette fel az érdeklédést a szabalyozastechnika irant. Frigyes Andor vezetésével alakult meg
a Budapesti Miiszaki Egyetem Villamosmérnoki Karan a Folyamatszabdlyozasi Tanszék, ahol
sulyponti témateriilet az ipari folyamatok méréstechnikdja, a szabalyozastechnika, ¢és a
digitalis technika oktatasa ¢s kutatasa volt. Ezek mivelésében Torok Jozsef személyisége €s
széles skalan mozgd alkotasai meghatarozod jelentdséggel birtak. Szintén a Miegyetemen
Csdki Frigyes alakitotta meg az Automatizalasi Tanszéket. Csaki Frigyes irodalmi
munkassaga révén mérndkgeneraciok jutottak hozza a legkorszeriibb szabalyozaselméleti és
szabalyozastechnikai ismeretanyaghoz, és e miivek mind a mai napig a témat mivelok
konyvtarainak becses értékei. A Ward-Leonard hajtas jelentette azt a szabalyozastechnikai
mintarendszert, amin az elvek és a gyakorlat egysége igen szemléletesen volt bemutathatd. A
Kovdcs Karoly Pal akadémikus vezette Villamosgépek Uzemtana Tanszéken dolgozott Récz
Istvan, akinek a hajtasszabalyozasok teriiletén elért nemzetkozileg jegyzett tudomanyos
eredményei 4altalanos érvényességiikkel a szabalyozaselmélet egészére 1is befolyast
gyakoroltak. Jelen munka szerz6i Frigyes Andor tanitvanyainak valljak magukat, remélve,
hogy mesteriink szemléletm6djabol, az ismeretanyag atadasanak igényéb6l, a bonyolult
elméleti kérdések 1gen egyszerli példakon torténd bemutatdsanak modszertanabol sikeriilt az
olvasd szamara is atorokiteni valamit. A Csdki Frigyes, Frigyes Andor, Racz Istvan, Szalay
Jozsef, Szdaday Rezsd, Torok Jozsef altal hatrahagyott szakmai 6rokségnek méltd hazai utodai
vannak. Jelenleg is szamos akadémikus, a tudomanyok doktora, a tudomanyok kandidatusa,
PhD fokozattal rendelkezé kutatdo és oktatd — és legféképpen az ipari gyakorlatban a
szabalyozasi rendszereket fejleszté—ilizemeltetd és nap, mint nap meguyjitdé mérndkok és
technikusok sokasaga — muveli ezt a tudomanyagat. A technologiai folyamatok iranyitasanak
valosagos fizikai kornyezetében sziiletnek meg azok a tapasztalatok, problémak, amelyeknek
megoldésai viszik elére a szabalyozéastechnika tudomanyaganak igazi fejlodését.

Az ipari folyamatok teriileteien jelentkezé és gyakorlati orientaltsaga szabalyozasi
problémék megoldésai inditottdk el az altalanos rendszerelméleti kutatasokat is, melynek
eredményei elébb—utobb a gyakorlati megoldasokban is megjelennek. A rendszerelméleti
témak jelentds mértékben igénylik a matematika moddszertandnak és eredményeinek
alkalmazasat, nem véletlen, hogy a rendszerelmélet témakore a matematikai kutatasokban is
az érdeklddés elbterébe keriilt. A technikusi korokben ez nem aratott osztatlan sikert, mivel a
matematika nyelvezete, terminoldgidja, egzaktsagra vald torekvése nem mindig illeszkedik a
mérndki szemléletmodhoz €s a gyakorlati problémak megoldasanak modszertanahoz. Az
azonban tagadhatatlan tény, hogy a matematikusok (€s a rendszerelmélettel foglalkozok) altal
keltett ,,elméleti 6zonviznek” is lett olyan hozadéka, amely valds eredményeket jelentett, és a
technikusokat is az elméleti eredményeknek a gyakorlatban torténd alkalmazasara, és tovabbi
kutatasokra inspiralta.
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A miiszaki teriileteken kialakult szabalyozastechnikai ¢és szabalyozaselméleti témak
feldolgozasa mas tudomanyteriiletekre is hatast gyakoroltak, a rendszerelmélet ma mar az
¢lettan, a biologia, gazdasagtan, a szociologia, stb. tudomanyokban is egyre jelentdsebb
szerephez jut. Felismerve, hogy az ¢él6 biologiai szervezetben lejatszodd folyamatok
bonyolultsdga és ebben az agy irdnyité szerepe milyen jelentdséggel bir, napjaink egyik
legfontosabb kutatasi témateriilete az élettani iranyitasok vizsgalata. Az eld szervezetben
lejatszodd folyamatok iranyitasanak bonyolultsaga a technikai teriiletek iranyitasanak
bonyolultsagatol nagysagrendekkel komplikaltabbak, a jelatviteli viszonyok elektrokémiai
folyamatokban realizalédnak. Annak feltérképezése, és a hatasmechanizmusainak leirasa,
hogy az emberi agy, mint kozponti iranyitd szerv miként hajtja végre (a sajat magat is
magaba foglald) ¢l6 szervezetnek, mint az iranyitott folyamatnak az iranyitasat, egyelére nem
tlinik még hosszu tdvon sem megoldhatonak. Az az elképzelés, hogy a technikai iranyitasokra
kidolgozott modszerek és az ezek alapjan megsziiletett eredmények adaptalhatoak az élettani
folyamatok iranyitdsanak leirdsara, ma még csupan reménykeltd varakozasok. Hosszu tavon
valosziniisitheté annak a visszacsatolasnak a szinrelépése, amikor az agymiikodés és az
¢lettani kutatdsban sziiletd eredmények a technikai irdnyitasokban keriilhetnek alkalmazasra.
Egyel6re az irany forditott, és nem kizart, hogy egy paradigmavaltasnak kell jonnie ahhoz,
hogy ez az iranyultsag megforduljon.

Megjegyzés

Az emberi test hdmérséklete normalis koriilmények kozott kb. y,=36,5 Celsius fok, és ennek értéktartd
szabalyozasat az agy hipotalamuszaban talalhat6 ,,hdkozpont” végzi. A test aktualis y hdmérsékletét sok tényezo
befolyasolhatja (pl. fokozott izommunka, a kdrnyezeti hdmérséklet, stb.). Az ezek hatdsara megnovekedett vagy
lecsokkent testhomérséklet valtozas beinditja a ,,h6kdzpont” termosztatszerti miikodését és 1étrejon az izzadas,
értagulas altal létrehozott hdleadds, vagy a didergés, érosszehtizodas altal 1étrehozott hdtermelés. Ha a
szervezetben virusok, sériilések, gyulladas, stb. jelennek meg, akkor ezek hatdsira az immunsejtekben olyan
vegyliletek (pirogének) szabadulnak fel, amelyek a vérkeringésen keresztil az agyba jutnak, és a
,,h0kozpontban” a lazat kivaltd magasabb hémérsékletet allitanak be. A hipotalamusz tehat ugy reagal, hogy a
testhémérsékletet kivant értékét 36.5 fokrdl pl. 38 fokra allitja, és ezzel a szervezetet hétermelésre készteti. Ez
egy fontos védekezési mechanizmus, mivel a korokozok szamara a magasabb hémérséklet nem kedvezd. A laz
novekedésével az immunrendszer is aktivizalodik, felvéve a ,,harcot” a lazat kivalto virusokkal, baktériumokkal
szemben. Ebbe az agy altal iranyitott védekezési mechanizmusba lazcsillapitassal kiils6leg beavatkozni csak
akkor szabad, ha a szervezet sajat hdszabalyozasaban zavarok mutatkoznak (pl. a testhomérséklet a 39 fokot
meghaladja). Az emberi agy a szervezet miikodésének globalis iranyitasat latja el, ezen belill a
hémérsékletszabalyozas egy viszonylag jol feltérképezett részfolyamat. Ennek az empirikus leirdsan, és az ok—
okozati viszonyainak elemzésén tulmutaté modellezése azonban mind a mai napig még nem kidolgozott, és
kérdéses lehet, hogy jelenlegi eszkdzrendszeriinkel a teljesmértéki feltérképezésig egyaltalaban eljuthatunk—e?

Az élettani szabalyozasok kutatdsanak hazai elinditéi Csdki Frigyes, Szentigotai Janos
akadémikusok voltak. Az agykutatd Szentdgotai professzor az 1960—as években igényelte
elsé izben, hogy a miiszaki teriileken alkalmazott irdnyitastechnika rendszertandval O maga is
megismerkedjen. Szentdgotai Janos és Sziics Béla egyiittmiikodésének eredményeként a
sajatos  ¢élettani  szabalyozasok feltérképezésében ¢és modellezésében kiemelkedd
eredményeket is felmutatd kutatasok folytak. Ezt kovetOen kezdett a kutatd orvosok egy
részének a figyelme az iranyitaselmélet iranyaba fordulni, mikézben az iranyitastechnikaval
foglalkozd mérnokok is egyre nagyobb érdeklddést mutattak az orvostudoményok irant. Ez
napjainkra az orvostudomanyi—, a természettudomanyi— €s a miiszaki egyetemek kozotti
szervezett egylittmiikodéshez vezetett.

A szabalyozastechnika gyakorlati és elméleti témakdrének oOridsi hazai és kiilfoldi irodalma
van. Ezek egy részére a megfeleld helyeken tobbszor is hivatkoztunk. A szerzok szubjektiv
véleménye, hogy a linedris szabalyozasok témakorét targyald, és a legjobb elméleti—
gyakorlati attekintést ado szakkoényvek Benjamin C. Kuo : Automatic Control Systems, és
Digital Control Systems (Saunders Collage Publishing) miivei. Ezekbdl a folytonosidejii
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rendszereket targyal6, Onmiikodé szabalyozo rendszerek (Miiszaki Kiadé) konyv magyar
nyelven is hozzaférhet6. A szabalyozasi rendszerekrdl jo Osszeallitast tartalmaznak Winfried
Oppelt: Ipari szabalyozasok kézikonyve. Miiszaki Konyvkiado, Dr. Helm Ldaszlo: A
szabalyozastechnika kézikonyve (Miiszaki Kiado) és Hiitte : A mérnoki tudomanyok
kézikonyve (Springer Hungarica) cimii munkak. Harom elméleti orientéaltsagu kivaldo munka:
Fodor Gyorgy : Jelek és rendszerek (Miiegyetemi Kiado), Csdaki Frigyes: Szabalyozasok
dinamikaja (Akadémiai Kiadd) és Jean—Pierre Corriou: Process Control. Theory and
Applications (Springer). A matematikai alapfogalmak figyelemreméltd Osszefoglalasa
talalhato I.N. Bronstein—K.A. Szemengyajev—G. Musoil-H. Miihling: Matematikai kézikonyv
(Typotex Kiado), és Dr.Farkas Miklos: Matematikai kislexikon (Miszaki Konyvkiado)
miivekben.

A Filizetsorozat témai a Magyar Elektronika (www.magyar—elektronika.hu) folyoirat Repeta
cikksorozataban is megtalalhatok.

Budapest, 2013. szeptember 4.
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Ellenorzo kérdések

1. Milyen matematikai modellekkel irjuk le a nemlinearis és a linearis MIMO dinamikus rendszerek jelatviteli
tulajdonsagait? Mit jelentenek az alabbi képletek és mi a jelent6ségiik a linedris rendszerek analizisében?

o C+jo n
L{f(t)}=F(@s) = I f(t)edt, LHF@E) = ft) = 2;, -[F(s)es‘ds = %§ F(s)e*ds = Z@[F(s)e Ait]
0 ¢~ joo c -1 Pi

L{%}:SF(S)—NO), L{Ax(t) + Bu(t)} = Ax(s) + Bu(s), L*{Ax(s)+Bu(s)} = Ax(t)+Bu(t), L{f(t-T,}=e"F(s),

_1 at_L _i : _ o n __nan(S) _ _75T1
Liw}==, L }_S_a, L= 5. Linten}= 72— LE £ )= 1) o LT
W(s)=C(sl —A)'B+D, @(t)=e™ d(s)=(sl -A)7, lim £ (t) = lim sF(s), lim f (t) = lim sF (s)

d™u(t) . d™u) du(t)
G PO gt O g,

+guult) <

d"y . d"'y@) dy(t)
dt—n+h1W+“'+hHT+hny(t) =0

(s-z)
" +g, 5" 4 g, S+ - <l
e T T e () = 8o U@ =| D ) =WO()
s"+hs" +---+h,4s" +h,
polinomalak ];[( pl) részlett r tes alak

y(s) = D,

i=1 !

zérus—polusalak

2. Adja meg az allapotegyenlet numerikus megoldasanak Euler médszerét!
Oldja meg az alabbi linearis differencidlegyenleteket és abratolja az y(t) megoldasok grafikonjait:

O ) _
T tX(t) + u(t) m X(t) + u(t)
y(t) = x(t) y(t) = x(t)

x(0)=0, u(t)=1(t) x(0)=0, u(t)=1(t)
y(t)=? y(t)=?

3. Adja meg a linearis rendszer allapotegyenletének analitikus megold6 képletét!
Oldja meg az alabbi differencialegyenlet rendszert:

(-1 0 gx@®) 14 5hu()
dt| x,(t)| | 2 -3 %) 6 7 uyt)
i®) | |8 9 x| [12 13| u(t)
v,®|" 110 11] %0 |14 15]u,0

x,(0) | |16 u () | _[1)
%0 |17 u ()] |1t)
nM =7 y,(t)="

4. Mi az atviteli matrix, az atviteli fliggvény és a rendszeregyenlet?

Adja meg alabbi rendszer paramétermatrixait. Szamitsa ki a MIMO tag atviteli matrixat, az y; és U, jelek
kozott értélmezett W1,(S) atviteli fliggvényt és a Wyp(S) atviteli fiiggvénynek megfeleld rendszeregyenletet:

w012 i) s 2o
at| 0|7 2 -3)xm] |6 7]um
Yy, (t) 8 9| x(t) 12 13| u,(t)
{yz(t)}z Lo 11}{@0)}{14 15}L2(t)}

5. Mit értiink a munkaponti linearizalas alatt? Mi Ljapunov kozvetett stabilitasi kritériuma?
Egy masodrendi fizikai objektum matematikai modellje:

P _ £ 1, (0, % (0.0 (1.0, @] = a5 O + A ] = 0% (), (0]

at
L — 10, 0,0, 0.0,0.0,01= A0 -3 0 + a1, 01= LI (0. %,0.0, 0]

yi(t) = % (t)

Yo () =%, (1)
A rendszer Uy, Uy alland6 bemendjelek mellett az allapottér X;q, Xo9 koordinatakkal rendelkez6 Py
pontjaban, egyensulyi helyzetben van. Hatdrozza meg az allapotvaltozok Xy, Xo0 egyensulyi koordinatait,
linearizalja a rendszert az egyensulyi pont kdrnyezetére, vizsgalja meg az egyensulyi pont stabilitasat
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10.

11.

(o, B, 7, 0, € allando értékii paraméterek).
Mit értiink a dinamikus rendszer sajatmozgasa és gerjesztett mozgasa alatt?
Az a, b, ¢ alland6 paraméterek mellett egy elsérendi linearis SISO tag allapotegyenlete:
dx(t)
—==ax(t) +bu(t
pm ax(t) +bu(t)
y(t) = ex(t)

x(0) =1 u(t) =sin(2t)
Szamitsa Ki és abrazolja az x(t) allapotvaltozo Xs(t) és X4(t) mozgiskomponenseit.

. Mi az allapotegyenletével leirt linearis rendszer stabilitasanak altalanos feltétele?

Egy linearis rendszer allapotmatrixa:
a 0 «
A=|d b O
e f ¢

[rja fej a rendszer karakterisztikus egyenletét. Adja meg az o paraméter azon értékét, amelynél a
harmadrend rendszer stabilitasat a d, e, és f paraméterek nem befolyasoljak.

. Adja meg a linearis SISO tag rendszerjellemz6 fiiggvényeit!

[rja fel és dbrazolja az integralé (1) és a holtidés (H) alaptagok rendszerjellemzé fiiggvényeit!
Hatarozza meg a P, PI és PID szabalyozok differencidalegyenietét, W.(t) sulyfiiggvényét, v (t) dtmeneti
fliggvényét, W(s) deviteli fiiggvényét és W (jw) frekvencia fiiggvényét!

. A linearis SISO tag frekvencia fiiggvénynek milyen abrazolasi formai vannak?

Masodrendii lineéris leng6 tag (T.—tag) differencidlegyenlete:
2
T2 %ueﬂo %+ y(t) = ku(t)
T, >0 0<£&<1 k>0 Aallandok
To=1, & 0,0.1, 142, 0.9, 1 és k=1 értékekre 1éptékhelyesen abrazolja a lengd tag v(t) atmeneti fiiggvényét,
Nyquist helygorbjét és Bode diagamjait! Hatarozza meg, hogy a v(t) atmeneti fliggvény AV, tillendiilése
Hogy fligg a ¢ csillapitasi tényez6 értékétdl [AVma,=f(&)=?]! A tid6 mekkora értékénél van a v(t)
atmeneti fliggvénynek maximuma?
Abrazoljaa P, P1, PD, PIPD és PID szabélyozok atviteli fiiggvényeinek polus—zérus eloszlasat, Ve(t)
atmeneti figgvényeit, w(t) sulyfiiggvényeit, Nyqgist helygorbéit és Bode diagramjait!
Mikor alkalmazhato a stabilitasvizsgalatra a Hurwitz stabilitasi kritérium?
Az dnbealld taggal jellemzett harmadredd felnyitott kor ered6 aviteli fliggvénye
k
W (s) =
@+ST)Q+saT)@+spT)
Bizonyitsuk be, hogy a negativan visszacsatolt zart rendszer Ky kritikus korerdsitése kizarolag az o és 8
tényezoktol fligg, és a Ky =8 lekissebb értékét az a=f=1 paraméterek mellett veszi fel! a=1, f=1, k=8
paraméterek mellett mekkora a nyitott kor Wy(jew) frekvencia fliiggvényének o(w.) fazistobblete?

T>0 >0 pB>0

12. Mit értiink az allapotiranyithatésag, az allapotmegfigyelhetdség és a kimeneti irdnyithatosag fogalmai alatt?

Linearis rendszer paramétermatrixai A, B, C, D. Mi az allapotiranyithatusag és az allapotmegfigyelhet6ség
feltétele? Labilis rendszer lehet—e allapotiranyithat6 és megfigyelhet6?

13. Allapotegyenletével leirt masodrendii linearis MIMO rendszer linearis alaptagokkal leirt hatasvézlatat az a.

abra tartalmazza. Egy T transzformacids matrix alkalmazasaval és az 0j X;=Tex (x=T4 X7) allapotvaltozok
bevezetésével az eredeti rendszer allapotvaltozodit a b. abranak megfeleloen szétcsatoljuk. Adja meg a Ty
transzormaciés matrixot, valamint az elsd kanonikus alak A;=T,ATq?, Br=T4B, C=CT4'
paramétermatrixait!
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Uz

b. abra

13. Adja meg a klasszikus soros kompenzacios linearis szabalyozasi rendszer rendszeregyenleteit, valamint azt
a fliggvénykapcsolatot, amelyik leirja az y(S) szabalyozott jellemz6, az u(s) iranyité jel, a h(s) hibajel belsé
jeleknek az ya(s) és az u,(s) kiilsé (gerjesztd) jelektol vald fliggését! Ya(S)=Yao/S és U,(S)=U,o/s bemend jelek
mellett hogy lehet meghatarozni az aszimptotikusan stabilis rendszer y(t) szabalyozott jellemz6jének, az u(t)
iranyito jelnek, a h(t) hibajelnek az y(0), u(0), h(0) kezdeti és az y(x), u(o), h(x) végértékeit?

15. A nyitott kor atviteli foggvénye Wo(S)=Go(S)/Ho(S). Mi a Wr(s) atviteli fiiggvénnyel leirt zart szabalyozasi
rendszer stabilitasanak altalanos feltétele? A stabilitasban milyen szerepe van a tipusszamnak?

A nyitott kor jelatviteli tulajdonsagait egymassal soros kapcsolast alkotd n szamu egytarolds aranyos tagok
sorozata jellemzi, atviteli fiiggvénye ennek megfeleléen:

Wo(s):L T>0 k>0
@+sT)"

Adja meg azt a fliggvénykapcsolatot, amelyi leirja, hogy a stabilitasi hatart jelentd ki kritikus korerdsités
miként fiigg az n>0 rendszamtol [Ky,=F(n)=?]!

Mi a frekvencia modszer alapjan torténd renszertechnikai méretezés elve? Adott az alabbi Wy(s) és
W,(s) atviteli figgvényekkel leirt szabalyozasi rendszer:

14.

W, (s) = 2 2 W (s) =k, (1+ST;)(A+5sT,)
(1+20s)(1+10s)(L+5s) ST, (1+5sT)

A frekvencia modszer alapjan méretezze a W,(S) atviteli fliggvénnyel reprezentalt szabalyozasi algoritmust,

ha az el6irt fazistobblet gy )=nt+arcWo(jw,)=n/3, és a tulvezérlési arany u=u(0)/u(=0)=20.

k=7, Ti=?, T¢=?, T=? . A méretezett szabalyozoval lizemel6 rendszer alapjele ya(t)=1(t). Léptékhelyesen

abrazolja a zart rendszer u(t) iranyito jelének és az y(t) szabalyozott jellemzdjének idogiagramjait!
17. Adja meg az egyszertsitett és az altalanos Nyquist stabilitasi kritériumot!
18. Adottak az alabbi nyitott kori atviteli fiiggvények:
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Wo®)= ﬁ; Wols)= s(1+ksT)2 P W)= ﬁ; Wo(s) ke Wos) = Eeiﬁh P Wele)= (1+ksT) e
A kiilonféle Wy(s) esetekben mekkora a szabalyozasi rendszer Ky kritikus korerésitése (T>0, T,>0, k>0)?

19. Mi a kaszkadszabalyozas?

20. Mi a célja az allapotvisszacsatolassal torténé iranyitasnak? Mi a szerepe az allapotmegfigyelének?

Egy labilis SISO folyamat A allapotmatrixa és B bemeneti matrixa:

1 0 O 7
A=|2 -3 0| B=|8
4 5 -6 9

Az allapotvatozok visszacsatolasaval keletkez6 eredd rendszer A allapotmatrixanak eldirt sajatértékei
Ar1=10, Ar,=—30, Ars=60. Hatarozza meg a visszacsatolas F sorvektorat!
21. Mi a polinomialis szabalyozo tervezésének elve és eljarasa?
22. Mi a Truxal-Guillemin szabalyoz6?
23. Mi a Smith szabalyozas kialakitasanak célja és elve? Adja meg a Smith szabalyozo atviteli fliggvényét!
24. Adja meg az IMC (Internal Model Control) rendszer srukttirajat!
25. Abréazolja a hibrid szabalyozasi rendszer blokkvazlatat! Mi a zérusredii tartas funkcionalis feladata?
26. Mit jelent a hibrid szabalyozas folytonosidejii—, illetve diszkrétidejii jelekre homogenizalt hatasvazlata?
27. Adja meg a diszrétidejii tagok rendszerjellemz6 fliggvényeit! Mit értiink a DI alaptagok alatt?
28. Mi a Z-transzformacio és mi a szerepe a DI rendszer tulajdonsagainak leirasaban?
29. Mit jelentenek az alabbi képletek és mi a jelent6ségiik a linearis DI rendszerek analizisében?

Z{f KT,)}= F(2) = Z f(KT,)z ™, ZHF(2))= f(kT,) = %§ F(2)2"%dz = Z@[F(z)zk“]
k=0 R i1 Zpi

Z{f (KT, —rT,)}=2"F(2), Z{Ax(2)+Bu(z)} = Ax(z) +Bu(z), Z*{Ax(2)+Bu(2)}= Ax(KT,) + Bu(kT,),

P z kgl Z __T?
L{f (kT, -T,)}= 2'F(2), Z{l(kTs)}=—Z_1v Z{ea }— 7’ L{"TS}_(zjl)z’
) zsin(wT,) al, 2T e™™ 2z _ 1
Z{sin(ekT,)f= —————, ZKTe™"j=———, LUKT, -T,)}= -
fin(akT,)} 2% —2zc08(wT,) +1 { ¢ } (z-e%%)? u )= z-1 z-1

W(@)=C, (2 -A) '8, +D,, OKT,) =€, d(2)=2(2l - A)?, fim £() =1lim F(2), lim f (k) =lim-z")F(2)
y(K) +hy(k =D +---+h Y[k = (n =]+ h,y(k —n) = gou(k) + gu(k =) +-+-+ g ulk - (M -]+ g uk -m) <

m

(Z_Zzi)
2" 492" 4+ gz, H <
y(@) =22 "L Ity (7) = g, 2 u@=| Yy u(z) =W (2)u(2)
2" +hz" " +---+h 2" +h, H —d 7 =7
polinomalak (Z - Zpi) részlettr tes alak

i=1
zérus—polusalak
30. Adja meg a linearis diszkrétideji rendszer allapot—differenciaegyenletének analitikus megoldd képletét!
Oldja meg az alabbi differenciagyenlet rendszert:

X (k+1) |-1 0 X, (K) 4 5| u,(k)
k+D| |2 =3|x0| " |6 7{u,®

y] 8 9 x®] [12 18wk
v, | 10 1] %K) | 24 15]u,(k)

Fhkhkkhkhkhkkhkhkhhkhkhhkhkdhkhkkhkihhxikkx

x,(0)| |16 uy(k) | | 1(k)
Lz (OJ B M Lz(k)} B L(k)}
1K) =2y, (k) =7

31. Adja meg a Shannon tételeket! Hasonlitsa 6ssze az idealis sziir6 és a zérusrendi tarté amplitudémeneteinek
frekvenciaatviteli tulajdonsagait!

32. A folytonosidejii (FI) rendszer paramétermatrixai A, B, C, D. Az egységugras ekvivalencia alapjan T
mintavételezési id6 mellett diszkretizalt DI rendszer Ay, By, Cq4, Dy paramétermatrixai milyen kapcsolatban
vannak az FI rendszer paramétermatrixaival?

33. A folytonosidejii (FI) folyamat atviteli fiiggvénye W,(s). Zérusrendii tartas mellett hogyan kell meghatarozni
a folyamat DI modelljének Wy(z) impulzusatviteli fiiggvényét? Mi a kapcsolat a Wy(s) atviteli fiiggvény z;, p;
és a Wy(z) impulzusatviteli fliggvény z,, z,;i zérusai és polusai kozott [z,=F(p;)=?]?

34. Az egy tarolos, holtidds integralo FI folyamat atviteli fiiggvénye Wy(s)=koexp(-sTn)/[S(1+sTp)]

(k;=10,T=20, T,=100). Szamitsuk ki a zoh—val kiegészitett folyamat W(z) impulzusatviteli fiiggvény
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alakjaban megjelenitett DI modelljét, ha a mintavételezési id6 T,=T,/10=10! Léptékhelyesen dbrazoljuk az
FI tag v(t) atmeneti— és W,(jw) frekvenciafliggvényét, valamint a DI tag v(kT,) atmeneti mintasorozatat és
Woalexp(joTs)] frekvenciafliggvényét.

35. Milyen modszerek vannak a hibrid rendszer DI modellje alapjan torténé stabilitasvizsgalatnak?

36. Adja meg a diszkrét PID szabalyozo6 impulzusatviteli fliggvényét és az ennek alapjan felirhat6 DI
szabalyozasi algoritmus differenciacgyenletét! Milyen eljarasok alapjan méretezhet6 a hibrid rendszer
szabalyozasi algoritmusanak paraméterei? Miben kiilonboznek egymastol az Fl tag és a DI tag frekvencia
fiiggvényei? Mi a frekvencia modszer alapjan torténd renszertechnikai méretezés elve?

A frekvencia modszer alapjan méretezze a W¢(z) impulzusatviteli fiiggvénnyel reprezentalt szabalyozasi
algoritmust, ha az eldirt fazistobblet gi(wc)=n+arcWog[exp(jw,Ts)]=n/3! Szamitsa ki
a U=ur(0)/ur(oo)tulvezérlési arany értékét!

—sTg
W, (2)=2 l-e 2
S (1+20s)@+10s)(A+5s)
Ts:?: kc:?y ZZi:?v sz:?

37. Mit jelent a véges beallasu hibrid rendszer?
Az FI folyamat atviteli fliggvénye

(Z — Zzi)(Z — sz)
(z-1)z

e-“} W, (2) =k,

W, (s)= s -3
(L+5sTy)A+ST,,)  (L+4s)(L+5s)

Hibrid rendszer DI jelekre és tagokra homogenizalt hatasvazlata alapjan tervezzen olyan W¢(z)
impulzudatviteli fliggvénnyel jellemzett szabalyozasi algoritmust, amelynek alkalmazasaval az
Ya(KTs)=1(KT;) alapjel mintasorozat bemendjelre a szabalyozott jellemzé mintasorozata 2T id6 alatt az
egység végétékére beall (Tg=2). Szamitsa ki a DI modell u iranyito jelének és y szabalyozott jellemzdjének
u(kTs), y(KTs) mintasorozatait, valamint a hibrid resndszer u+(t) és y(t) folytonosideji jeleit!

38. Mit értiink a rejtett oszcillacid fogalma alatt?

39. Mit jelent az idéoptimalis szabalyozas?

40. Mit jelent az atmeneti fliggvény alapjan torténd identifikacio?

41. Mi a jelentsége az Ackermann képletnek?

42. Egy linearis, W(s)=1/(1+10s) atviteli fliggvényli tag p=—1/10 polusat PD soros kompenzacidval pg=—1
értékre kivanjuk athelyezni. Mekkora tulvezérléssel oldhaté meg a polusathelyezés?

43. Mi az elénye annak, ha a zart rendszer eredd atviteli fiiggvényének dominans péluspéja van?

44. Adjon meg egy mérési eljarast az FI tag frekvencia fliggvényének kisérleti meghatarozasara!

45. A szabalyozasi rendszer gyokhelygorbéjén érzékeltesse a strukturalis és a feltételes stabilitas fogalmait!

46. Mire alkalmasak az alabb felsorolt MATLAB fliggvények?

[x,y]=inicial (G, H,6 x0); [m,pl=eig (A);

[x,y]=impulse (G, H) ; l=length (x) ;

[x,y]=step (G, H); p=roots (H) ;

[x,y]=1lsim(G,H,u,t); [t,x]=0oded5 (' xprime’ ,t0 tf,x0);
[x,y]=1lsim(A,B,C,D,u, t,x0); x=fzero (’ function’ ,x0);
[re,im]=nyquist (G, H) ; I=eye (n) ; Z=zeros (m,n) ; O=ones (m, n) ;
[a, f,w]=bode (G, H) ; P=polyval (p,A);

[at, ft,wt,wc]=margin (G, H) ; c=conv(a,b);

[G,H]=parallel (G1,H1,G2,H2); Ai=inv (A) ;ad=det (A7) ; PA=poly (A) ;
[GO,HO]=series (Gc,Hc, Gp, Hp) ; Fe=expm (A) ;Fl=logm(A) ; Fg=sqgrtm(A) ;
[GR, HR]=cloop (GO, HO) ; xXmx=max (x) ; xmn=min (x) ;

[GRu, HRu]=feedback (Gc, Hc, Gp, Hp) ; ra=rank (A) ;

F=acker (A,B,pR) ; r=real (z) ; i=imag (z) ; zc=conj (z) ;
[A,B,C,D]=tf2ss (G, H); za=abs (z) ;zf=angle(z);
[G,H]=ss2tf(A,B,C,D); xe=exp (x) ;x1=1log (x) ; x10=10gl0 (x) ;
[Ac Bc,Cc,Dc,Td]=canon (A,B,C,D, " type’); xg=sqrt(x);

Co=ctrb (A, B) ; Ob=obsv (A, C) ;

[G,H]=pade (Th,n) ;

r=rlocus (G0, HO) ;

printsys (A,B,C,D) ;printsys(G,H,’'s’) ;printsys (G,H,’z");
[Gm, Hm] =minreal (G, H, ) ;
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