»Osszefoglalo felelevenitéshez, nem kizardolagos tanulasi forras!”

1.Hamilton-k6rék és -utak. Sziikséges feltétel H-kér/ut Ilétezésére.
Elegséges feltételek: Dirac és Ore tétele

Sziikséges feltétel Hamilton-kor létezésére:
Ha a G grafban létezik k olyan pont, amelyeket elhagyva a graf tobb mint k komponensre esik, akkor
nem létezik a grafban Hamilton-kor.

Sziikséges feltétel Hamilton-ut 1étezésére:
Ha létezik k olyan pont, amelyeket elhagyva a graf tobb mint k+1 komponensre esik, akkor nem
létezik a grafban Hamilton-ut sem.

Bizonyitasa: Indirekt modon tegyiik fel, hogy van a grafban Hamilton-kor, legyen ez (vy, v, ... v,) €s legyen
Vi1, V2, ... » Vik aZ a k pont, amelyet elhagyva a graf tobb mint k komponensre esik. Az elhagyott pontok
kozotti “ivek” Osszefiiggd komponenseket alkotnak. Pl. a (Vij+1, Vii+2, ... , V1) 1V is Osszefiiggd, hiszen két
szomszédos pontja kozott az eredeti Hamilton-kor egy éle fut. Mivel éppen k ilyen iv van, nem lehet tobb
komponens k-nal. (Kevesebb lehet, hiszen kiilonb6z6 ivek kozott futhatnak élek.) Hamilton-ttra hasonléan
bizonyithato.

Sziikséges tétel nem elégséges!

Legyen G a Petersen-graf. Teljesiti a sziikséges feltételt: ha elhagyunk n=k+b pontot, (k a kiilsd, b a
bels6 korbol) akkor a kiilso kor legfeljebb k, a belsé kor legfeljebb b ivdarabra bomlik. Azaz a G legfeljebb
k-+b=n komponensre eshet. Ennek ellenére G-ben nincs Hamilton-kor. Ha lenne, az 10 élet jelentene, minden
pontba 2 €l futna be. “Szinezziik ki” a H-kdr éleit felvaltva vastag és vékony vonalra. Ekkor minden pontbo6l
pontosan egy kiindulé €l nincs még kiszinezve: fessiik vékony szaggatott vonalra. Tehat ha van H-kor, akkor
az élek szinezhetdk 3 szinnel, hogy minden pontba 3 kiilonb6zd szind él fut be. A kiilsd 6tszdg 6t élét
Iényegileg egyféleképpen lehet 3-szinezni (eltekintve a szinek permutaciojatol), 2 vastag, 2 vékony, 1
vékony szaggatott. Ez meghatdrozza az 6sszekoto élek szinét. Viszont ekkor a két vastag szaggatottal jelolt
¢élnek vastagnak kéne lennie, ami ellentmondas.

Dirac és Ore tétele, ezeknek egymashoz valé viszonya
Dirac-tétel: Ha egy n ponti G grafban minden pont foka legalabb n/2, akkor a grafban létezik Hamilton-kor.

Ore-tétel: Ha az n pontt G grafban minden olyan x, y € V(G) pontpara, amelyre {x,y} ¢ E(G), teljesiil az
is, hogy d(x) + d(y) > n, akkor a grafban van Hamilton-kor. (Ore a szomszédos pontparok fokszamainak
0sszegérél nem mond semmit!)

Ore-tétel masképpen kimondva: Ha minden u, v pontra igaz, hogy (u,v) € E(G) VAGY d(u) +d(v)>n =3
Hamilton-kor.

Ore-tételbol kovetkezik a Dirac-tétel
Biz.: Ha Dirac feltétele teljesiil, azaz ha minden pont foka legalabb n/2, akkor teljesiil Ore feltétele, mivel
barmely x, y pontparra d(x) + d(y) > n.



2. Euler-k6rok és -utak, ezek létezésének sziikséges és elégséges feltétele

Euler kor:

G grafban Euler-tnak neveziink egy olyan Osszefiiggd élsorozatot, ami pontosan egyszer
tartalmazza a G Osszes élét. Ha az élsorozat zart, akkor Euler-kort kapunk. (az Euler-ut nem igazi ut a
grafban, mert egy pontot tObbszor is tartalmazhat, hivatalosan sétdnak nevezhetjiik, ugyanigy az Euler-kor
zart séta.)

R <D

Euler kor létezésének sziikséges feltétele: Egy 0sszefliggd G grafban akkor és csak akkor van Euler-kor, ha
G minden pontjanak fokszama paros.

Bizonyitas: Sziikséges feltétel: trivialis (Ha végigmegyiink az Euler-kéron minden cstcsba ,,egyszer
bemegylink, egyszer kijoviink™).

Elégséges: G pontszamara valo indukcidéval. A haromszog a legkisebb pontszamtl ilyen graf, erre
igaz. Tegyiik fel, hogy minden G-nél kisebb pontszamu grafra igaz az allitas.

Létezik zart élsorozat: Induljunk el a graf egy tetszéleges pontjabol, és haladjunk az élek mentén
ugy, hogy egy élen kétszer nem megyiink at. Ha olyan pontba ériink, amelybdl nem vezet ki olyan él,
amelyen még nem haladtunk at, akkor ez csak a kiindulépont lehet, mivel minden pont foka péros.
Valaszzuk ki a zart élsorozatok koziil a maximalisat, nevezziik E-nek, ez Euler-kor. Indirekt tegyiik fel, hogy
E nem egy Euler-kore G-nek. Vizsgaljuk a G' grafot, amelyet ugy kapunk, hogy a G grafbol elhagyjuk az E-
ben szerepld éleket. Ha E nem Euler kor, akkor G' nem csak izolalt pontokbdl all, hanem vannak benne
komponensek, raadasul ezekben minden fokszam paros (zart sétat hagytunk el), tehat az indukcids feltevés
alapjan ezekben biztosan van Euler kor. Ekkor viszont E nem a maximalis zart élsorozat volt: E és a
komponens k6zds pontjabol elindulva végigjarhatjuk a komponenst, majd E-t. Vagyis E valoban Euler-kor.

Euler-ut 1étezésének tétele: Egy 0sszefiiggd G graftban akkor és csak akkor van Euler-ut, ha a paratlan foka
pontok szdma 0 vagy 2.

Bizonyitas: Sziikségesség: az el6z0 tételhez hasonldan bebizonyithatd. Elégségesség: 0 paratlan foku
pont: az eldzo tétel. 2 paratlan fokl pont: kossiik 0ssze ezeket egy ujabb e éllel. A keletkezd G' grafban
minden pont foka paros lesz, igy az el6z6 tétel értelmében van benne Euler-kor, ami a definicio szerint
tartalmazza az e élet is. Hagyjuk el ebbdl az Euler-korbol az e élet, igy egy Euler-utat kaptunk G-ben.



3. Grafok szinezése, y(G) fogalma, viszonya o(G)-hez, A(G)-hez, Brooks
tétele (bizonyitas nélkiil) Mycielski konstrukcioja.

Egy G hurokmentes graf k szinnel kiszinezhet6, hogy ha minden csticsot ki lehet szinezni k szin
felhasznalasaval tgy, hogy barmely két szomszédos cstics szine kiilonbozo legyen. G kromatikus szima
%(G) =k, ha G k szinnel kiszinezhetd, de k-1 szinnel nem. Egy ilyen szinezésnél az azonos szinii pontok
halmazat szinosztalynak nevezziik. Hurokél nem lehet, parhuzamos él nem szamit, csak egyszerti grafokat
tekintiink. (Végtelen grafra is értelmes a definicio, k lehet végtelen szamossag.)

Példa: K, kromatikus szama n. Altaldban y(G) < V(G). Egy paratlan kor kromatikus szdma 3. A
Petersen graf kromatikus szama 3.

Tétel: Egy legalabb egy élet tartalmazo G graf akkor és csak akkor paros, ha (G) = 2.
Bizonyitas: Ha nincs ¢, akkor ¢(G) = 1. Egyébként a két fogalom definicioja 1ényegében megegyezik: a
csucsokat két halmazra osztjuk, és a halmazokon beliil nem futhat él.

G egy teljes részgrafjat klikknek nevezziikk. A G-ben talalhaté maximalis méretli klikk méretét, azaz
pontszamat w(G)-vel jeldljiik és a graf klikkszamanak nevezziik.

Als6 becslés a kromatikus szamra: Minden G grafra x(G) 2 o(G).
Bizonyitas: Ertelemszer(i, mert a teljes részgraf minden csticsa kiilonb6z6 szinti kell, hogy legyen.

Mycielski konstrukcigja: Minden k > 2 egész szamra van olyan Gy graf, hogy o(Gy) = 2 és y(Gy) = k. (azaz
az also becslésiink nem tal erds ;-P)

Bizonyitas: Teljes indukcid: k=2 esetére jo példa a kdvetekezo graf: egy €l, és két végpontja.

Ha talaltunk megfeleld Gy-t, abbdl a kdvetkez6 modszerrel allithatunk elé Gy+i-et:

Gy pontjai legyenek vy..v,. A grathoz vegyiik hozza u,..u, pontokat, és w pontot. w pontot kossiik dssze az

Osszes u; ponttal, Vi-re u; pontot kossiik 0ssze v; szomszédjaival.
W W

(k=3 eredménye az 5 pontl kor, k=4 eredménye a Grotzsch graf)
Azt kell belatnunk, hogy a miivelet soran nem keletkezett hdromszdg, és a kromatikus szam nott.

Az u jelli pontok kozott nem fut €l, tehat nem lehet olyan haromszog, melynek mindharom csucsa u
jelli. w csak u jelli pontokkal van Osszekotve, tehat az sem lehet haromszog része. ui, vj, vi csucsok nem



alkothatnak haromszoget, mert ez azt jelentené, hogy v; és vy szomszédosak vi-vel, viszont az volt az
indukcios feltevés, hogy v,..v, nem tartalmaz haromszoget.

Ha v,..v, k szinnel szinezhetd, akkor u;..u, szinezés¢hez is kell k szin. Tegyiik fel indirekt, hogy
u;..u, szinezéséhez elég k-nal kevesebb szin: ekkor minden i-re vi-t szinezziink u; szinére. Mivel i-re v; €és y;
szomszédai azonosak, tovabbra is kiillonboz6 lesz minden szomszédos csucs szine — v;..v, szinezéséhez sem
volt sziikség k szinre — ellentmondas.

Ha viszont u;..u, szinezéséhez k szin kell, w-t k+1 szinlire kell szinezni. Tehat az atalakitas soran a
graf kromatikus szama nott.

Felso becslés a kromatikus szamra: y(G) <A + 1, ahol A a maximalis fokszam.

Bizonyitas: A moho szinezés legfeljebb A + 1 szinnel be tudja szinezni a grafot. Moh¢ szinezéskor
tetszOleges sorrendben végigjarjuk a csucsokat, és a legkisebb sorszamu megengedett szinnel szineziink
(megengedett: még egyik szomszédjat sem szineztiik ezzel a szinnel). Mivel a legnagyobb fokszam A, A+1
szin koziil egy mindig megengedett lesz.

Teljes grafok és paratlan hosszi korok esetén valoban sziikség van A+1 szinre, minden egyéb
esetben A is elég, ezt mondja ki a Brooks tétel.

Brooks-tétel: Ha G egyszeri, 0sszefliggd graf, nem teljes graf vagy paratlan hosszusagt kor, akkor % (G) <
A, azaz a kromatikus szam nem nagyobb, mint a maximalis fokszam.



4. Sikgrdfok szinezése, Ootszintétel. Elkromatikus szam. Vizing-tétel
(bizonyonyitas nélkiil)

A G =(V,E) graf élgrafja az L(G) graf, melyre V(L(G)) =E és {e1,e2} € E(L(G)) < e ne,=0.
Azaz minden G-beli él egy pont L(G)-ben, és akkor fut él két pont kozott, ha a megfeleld éleknek van k6zos
csticsuk G-ben.

- %

Egy G graf ¢lei k szinnel kiszinezhetdk, hogyha minden élet ki lehet szinezni k szin felhasznalasaval
ugy, hogy barmely két szomszédos €l szine kiilonb6zo legyen. G élkromatikus szama y.(G) =k, ha G ¢lei k
szinnel kiszinezhet6k, de k-1-el mar nem. Az élkromatikus szam az €lgraf kromatikus szama.

Vizing-tétel: Ha G egyszerii graf, akkor y(G) <A+ 1.

5-szin tétel: Ha G sikbarajzolhato graf, akkor y(G) < 5. (itt csucsok szinezésér6l van szo!)

Bizonyitas: Feltehetd, hogy G egyszerii, mert a parhuzamos élek nem befolyasoljak a szinezést, a
hurokéleket pedig kizartuk. Teljes indukcioval bizonyitjuk. 2 pontu grafra trividlisan igaz az allitas.

Lassuk be, ha minden n-1 csucst grafra igaz az allitas, akkor n cslicsura is igaz.

Minden sikbarajzolhat6 grafban van olyan v pont, melynek fokszama legfeljebb 5.

(Ha G egyszerti, pontjainak szama n>2, akkor ¢leinek szama e < 3n-6. Ha minden pont foka legalabb
hat, akkor az élek szama legalabb 6n/2 volna, ami ellentmondas.)

v-t elhagyva a graf 5 szinnel szinezhetd az indukcids feltevés miatt, tehat csak azt kell bizonyitani,
hogy v megfelelden szinezhetd.

Ha v foka legfeljebb 4, akkor a (max.) négy szomszédjatol eltérd 5. szinnel szinezziik ki.

Ha v fokszama 5, és minden szomszédja kozott fut él, akkor a grafban Ky részgraf szerepel, ami
ellentmond G sikba-rajzolhatosaganak.

Ha v fokszama 5 és x, y szomszédjai kozott nem fut €1, akkor G szinezhet6 6t szinnel: v,x,y pontokat
huzzuk 6ssze egy ponttd [v,x,y] — az igy keletkezett G’ graf (az indukcios feltevés miatt) szinezhetd 5
szinnel. G pontjait szinezziik ki G’ megfeleld pontjainak szinére; x és y is megkaphatja a G’-beli [v,x,y]
szinét, mivel nincsenek Osszekotve. Ekkor v szomszédjai 4 féle szinliek, tehat v szinezéséhez elég egy 5.
szin.
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4-szin tétel: Ha G sikbarajzolhato graf, akkor x(G) < 4. (ennek bizonyitasa joval bonyolultabb.)



5. Perfekt grafok: erés perfekt graf tétel, Lovasz tétele, intervallumgrafok
perfektsége

Eros perfekt graf tétel

G akkor és csak akkor perfekt, ha G és komplementere nem tartalmaz feszitett részgrafként legalabb

5 hosszl paratlan kort. (Berge megsejtése 1960-ban. 2002-ben bizonyitottak)
Sziikségesség bizonyitasa: Paratlan hosszu kor, az nem perfekt, ha tartalmazna ilyet, akkor biztos, hogy
nem lenne perfekt. Be kell latni, hogy egy paratlan hossza kor komplementere sem perfekt. Belathat6, hogy
egy ilyen komplementernél o(G) legalabb k. k+1-es klikk pedig biztos, hogy nincs benne, mert ha lenne, az
azt jelentené, hogy van legalabb 2 csucs, akik a kdrben szomszédosak voltak, és most is azok.

Tehat o(G)=k.

Ha elkezdjiik szinezgetni a grafot, egyértelmil, hogy egy szint tobbszor is fel tudunk hasznalni,
ugyanis egy tetszOleges csucs a mellette levd kettovel nem szomszédos. Mind3at azonban nem lehet
ugyanazzal a szinnel szinezni, mert a két szélsé szomszédos lesz...hut ehhez lehet kéne egy abra:) rajzolj kor
alakzatban pontokat, csak ne a korivet huzd be hanem a komplementer éleit...talan igy érthetébb:)

Tehat minden szint legfeljebb kétszer hasznalhatunk fel.
k-szinnel szinezhet6? k szin --> 2k cstcs, de 2k+1 van -->nem
k+1 szinnel? k+1 szin --> 2k+2 csucs, tehat igen.

Ez pedig ellentmondas, mert ®(G) nem egyenld a kromatikus szammal.

Lovasz-tétel: Egy graf akkor és csak akkor perfekt, ha a komplementere perfekt.
Tétel: Minden véges Osszehasonlitasi graf perfekt. Az dsszehasonitasi graf komplementere intervallumgraf.

Tétel: Minden intervallumgraf perfekt.

Szemléletesen: A csucsok focimeccsek, a szinek a palyak. Két cstics akkor van 6sszekotve, ha idébeni
atfedés van. Ha van o parhuzamos meccs, akkor x> palyara van sziikség. Ha  palya nem elég, az azt
jelenti, hogy volt olyan id6pont, amikor >y meccs zajlott. Tehat y=w.

Bizonyitas: Mivel egy intervallumgraf feszitett részgrafja is intervallumgraf, ezért elég belatni, hogy a
klikkszamuk megegyezik a kromatikus szamukkal.

Legyen o(G)=k. Mivel y(G)=w(G), elég belatni, hogy %(G)<k. Kezdjik el szinezni a
pontoknak megfeleld intervallumokat balrél jobbra. A még szinezetlen intervallumok koéziil mindig azt
szinezziik ki, amelyiknek a baloldali végpontja a legbalrabb van. Ha egy intervallumot a k+1-dik szinnel
kéne kiszinezniink, akkor az azt jelenti, hogy ennek az intervallumnak a bal vége benne van mar k
intervallumban, amelyeket mar kiszineztiink 1,2...k szinekkel. fgy van k+1 intervallum, amelyek koziil
barmely kettd metszi egymast, azaz van a grafban egy k+1 méretii klikk, ez viszont ellentmond a
feltevésiinknek.



6. Aciklikus iranyitott grafok, PERT modszer

Iranyitott graf: az élek iranyitva vannak, minden €l két végpontja koziil pontosan az egyik kiemelt, ebbe
mutat az ¢él. Aciklikus irdnyitott graf: nincs benne iranyitott kor. (Nem Ilétezik olyan v pont, amelybdl
kilépve az ¢lek mentén visszajuthatunk v-be.)

Ha egy 0sszehasonlitasi grafot iranyitottan tekintiink, akkor abban nincs iranyitott kor. Megforditva,
ha egy iranyitott kormentes grafba behuzzuk a tranzitivtasbol adodo éleket (képezziik a tranzitiv lezartjat),
akkor 6sszehasonlitasi grafot kapunk.

Forras: olyan cstcs, amelybe nem megy be él.
Nyelé: olyan csucs, amelybdl nem megy ki €l.

Tétel: Akkor és csak akkor aciklikus, ha nem tartalmaz iranyitott kort

Aciklikus=>Emeletekre bonthatd: Lemma: Ha nincs benne irdnyitott kor, akkor van benne nyeld (ugyebar
elindulsz tetszéleges pontbol, és addig mész amig el nem akadsz -> véges 1épésben elakadsz, mert nincs kor,
vagyis ott van egy nyeld). Ha van benne nyeld akkor azt levagod és ezt ismételgetve az egész grafot
emeletekre tudod bontani, tehat emeletekre bonthato volt.

Emeletekre bonthato=>Aciklikus: minden csucsbdl csak jobbra vezet ¢l, tehat nem lehet benne kor.

Pert médszer (Program evaluation and review technique):

Az emeletekre bontds fontos alkalmazasa az ugynevezett PERT—modszer. Az elnevezés az angol
,,Program Evaluation and Review Technique” roviditésébol szarmazik.

Tegyiik fel, hogy egy Osszetett feladatot tobb alvallalkozoval kell elvégeztetni. Az egyes
részfeladatok nem végezhetdek el egymastol fiiggetleniil: pl. egy hazépités soran a kdmiivesmunkak nyilvan
megeldzik a festési munkakat.

Modell: G graf élsulyokkal. V(G) =részfeladatok, (x; y) 2 E(G) [ sullyal: y részfeladat nem kezdhetd
el korabban, mint az x kezdése utan / idével. / = 0 is lehetséges.

Megkeressiik, hogy egy graffal leirt feladat (ebben a grafban nincsenek iranyitott korok) milyen
gyorsan oldhat6 meg.
1. Szintezés: emeletekre bontas a nyel6tdl indulva. Eldszor a nyeld(k) jobbszéls6 halmazba, ennek
elhagyésa utan keletkez6 nyeld(ke)t a jobbrél masodik halmazba ¢€s igy tovabb. (jobbrél balra!)

2. Ezek utan balrdl jobbra, szintenként, meghatarozhatjuk minden tevékenység elkezdésének lehetséges
legkorabbi idépontjat. A bal sz€ls6 tevékenység(ek) azonnal (0. idépontban) megkezdhetd(ek). Egy y-
hoz xi; x,;...tevékenységek, melyekre (x;; y) 2 E(G), legkorabban a tj; t;... idépontban kezdhetdek el,
akkor y legkorabban max(t; + I(x1; y); tb+H(x2; y);...) idopontban kezdhetd.

3. Kritikus Gt meghatarozasa: Megjeldljik (nyeld(k)bol visszafelé) azokat az (x;; y) éleket, melyeken a
maximumok felvétetnek. A G graf kritikus élei, van legalabb egy iranyitott ut a forrdsbol a nyelébe
csupa kritikus élen. Ezek a kritikus utak: a leghosszabb utak a forrasbol a nyeldbe.

Az ilyen kritikus utakon 1évé pontoknak megfeleld részfeladatok barmelyikének késedelmes
elvégzése az egész Osszetett feladat befejezését késleltetné (innét a kritikus it elnevezés). Ha viszont egy
pont nincs kritikus uton, akkor a megfelel6 feladat késedelmes elvégzése bizonyos hataron beliill még
elfogadhato.

A leghosszabb Ut meghatarozasa altalaban nem végezhetd el polinom idoben. Ebben a specialis
esetben azért tudtunk gyors algoritmust adni, mert G-ben nincsenek iranyitott korok.



7. Paros grafok. Parositas és teljes parositas fogalma, Koénig tétele, Hall
tétele, Frobenius tétele. Magyar médszer.

Paros grafok: Egy G grafot paros grafnak neveziink, ha a G pontjainak V(G) halmaza két részre, egy A és B
halmazra oszthat6 igy, hogy G minden élének egyik végpontja A-ban, masik végpontja B-ben van.

Jele: G = (A,B). A K,-vel jelolt teljes paros grafban minden A-beli pont 0ssze van kotve minden B-beli
ponttal.

Tétel: Egy G graf akkor és csak akkor paros graf, ha minden G-ben 1év6 kor paros hosszisagu.

Bizonyitas: Ha egy graf komponensei egyenként paros grafok, akkor a graf is paros. Tehat elég osszefiiggd
grafokra bizonyitani. Ha G paros graf, és C egy kor G-ben, akkor C pontjai felvaltva vannak A-ban és B-ben.
Igy ez a kor trivialisan paros.

Ha G minden kore paros, akkor a kdvetkezd modszerrel megadhatjuk A €s B halmazt: Valasszunk
egy tetszbleges v € V(G) pontot. Ez legyen A els6 pontja. v szomszédjait tegyiik B-be. Ezek utan a B-beli
pontok szomszédait tegyiik A-ba, majd az A-belik szomszédait B-be. Ha az eljaras soran két A-beli, vagy két
B-beli pontot kell 6sszekotniink, az ellentmond annak, hogy csak paros korok vannak.

Parositasnak neveziink egy élhalmazt, ha semelyik két élnek nincs kdzds pontja. Az ilyen éleket fiiggetlen
¢leknek is nevezziik (elsé abra, a parositast M-nek jeloljiik). A parositds az élek végpontjait fedi le. Egy
parositast teljes parositasnak neveziink, ha a graf minden pontjat lefedi (mindenkinek van parja),
részlegesnek, ha csak résziiket. A-t lefeddé parositds: minden a € A-nak van parja (masodik abra). A
parositas maximalis, ha az élek szama maximalis.

A

B [ ]

Hall-feltétel: Egy G = (A,B) paros grafban akkor és csak akkor van A-t lefedd parositas, ha minden X c A
részhalmazra |N(X)| > |X|, ahol N(X)-el jeloljiik egy X ponthalmaz szomszédainak halmazat.
Bizonyitas:

Sziikségesség: Ha van A-t lefed6 parositas, akkor teljesiil a feltétel, hiszen ekkor a parositas élei
minden ponthoz egyértelmiien hozzarendelnek egy B-beli pontot.

Elégségesség: Tegyiik fel, hogy teljesiil a Hall feltétel, és lassuk be, hogy ekkor van A-t lefedd
parositas. Legyen M egy tetszéleges, X < A-t lefedd parositas. Ennek élszamat fogjuk novelni, és belatjuk,
hogy ha M| mar nem novelhet6 tovabb, akkor vagy lefedtiik A-t, vagy mégsem teljesiil a Hall feltétel.
Minden v € X pont M-beli parjat jeldljiik v’-vel, X’ pedig legyen a B-beli, M altal lefedett pontok halmaza.
Legyen u € A-X (azaz még nincs parja)! Ha u-nak van szomszédja a B-X’-ben: u’, akkor ezt az 1j €let
hozzatehetjiik M-hez. (els6 abra)

B X eu Bllaw ey Ixe@;
0 PG

A T 1X ®u Al —— e 1x @,

Alternal6 utnak nevezziik egy olyan (paros hosszu) utat, aminek minden masodik éle M-beli, a tobbi pedig
nem (\\\, ahol / mindig M-beli). Ha az ut két végpontja u és t (t € B-X) ("\/"\//"\u) akkor [M| né, ha az
eredeti M-beli élek (/) helyett a tobbi élet (\) vessziik be M-be — az ilyen utat javito utnak nevezziik.

Tegyiik fel indirekt, hogy u € A-X nem vehetd be M parositasba az eldz6 két modszer egyikével sem.

u X’-beli (csak ilyen lehet, kiilonben miikkddne az elsé moddszer) szomszédjait jeldljiikk T -vel. T* X-beli
parjait jeloljik T-vel. Ha [N(T)| > |T’|, akkor 1étezik javitd at (*), ha nem, akkor [N(T)| < |T’| < |T+u|, azaz
nem teljesiil a Hall feltétel.

* Tth: IN(T)| > |T’|, ekkor van olyan {x,y} ¢l, hogy x € T ésy ¢ T'. Legyen P egy alternal6 ut u-bol x'-be. P
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nem mehet at x-en, mert {x’,x} nem lehet az alternald ut sz&lén, ugyanis a parositas része. Ekkor viszont P
folytathato {x’,x} és {x,y} élekkel.

Frobenius-tétel: Egy G = (A,B) paros grafban akkor és csak akkor van teljes parositas, ha |A| = |B| és [N(X)|
> |X| minden X < A-ra.

Bizonyitas: a két feltétel sziikségessége nyilvanvald. Ha viszont teljesiil a masodik feltétel, akkor a Hall-
feltétel miatt van A-t lefedo parositas. De mivel |A| = |B|, ez lefedi B-t is, tehat a tétel igaz.

Konig-tétel: Ha G = (A,B) paros graf: v(G) = 1(G) és (ha nincs G-ben izolalt pont) a(G) = p(QG)

Bizonyitas: Eldszor v(G) = t©(G)-t bizonyitjuk. Elég ©(G) < v(G)-t belatni, mert ©(G) > v(G) (Ez utobbi a 8.
tételben van benne!).

Legyen M egy olyan parositas, ami nem noévelhet6 javito uttal. Legyen U = A — X, legyen T' azon B-beli
pontok halmaza, amelyek elérhetdek U-bol alternalo uttal. Alljon T a T'-beli pontok parjaibél, T < X.

R|OX'Q e °

N

Aloxe [éT To

T' U (X-T) halmaznak épp |M| pontja van. Ezek minden élet lefognak, hiszen N(T u U) = T'. (Hall-tétel
bizonyitasahoz hasonldan) Ezért: ©(G) < M| < v(G), s ebbdl mar kovetkezik az allitas.
Es ebbdl kivetkezik az is, hogy o(G) = p(G) (Gallai két tétele miatt: v(G) + p(G) = 1(G) + a(G))

Magyar médszer: konyv 59. oldal



8. Parositasok tetszéleges grafban, Tutte tétele. Gallai tételei.

Gallai-azonossagok:

v(G): fiiggetlen élek szama (maximalis parositas)

p(G): Lefogo élek minimalis szama (6sszes pontot lefedik)

o(Q): Fiiggetlen pontok maximalis szama (semelyik mas ponttal nincs dsszekotve)
7(G): Lefogd pontok minimalis szama (Gsszes élt lefogja)

pontok ¢lek
max fiiggetlen o v
+ T2V; p20 +
min lefogd T p
=|V(G)| Gallai 1. =|V(G)| Gallai 2.

Tétel: v(G) < 1(G) minden G grafra.

Bizonyitas: A maximalis méretii fliggetlen ¢lhalmaz éleinek lefogasdhoz mar v(G) pontra van sziikség, ezért
©(G) = v(Q).

Tétel: a(G) < p(G) minden G grafra.

Bizonyitas: A maximalis méretli fliggetlen ponthalmaz pontjainak lefogasdhoz mar a(G) élre van sziikség,
ezért p(G) = a(G).

Tutte tétele: Egy tetszdleges grafban van van teljes parositds <=> minden x<=V(G) részhalmazra teljesiil,
hogy ha X-et elhagyjuk a grafban maradt paratlan komponensek szama <= |X| (ptl komponens: ptl szdmu
csucsot tartalmazo komponens, tovabbiakban Cp).

Csak =>-t az iranyt kell bebizonyitani.

Van egy téglalap alaka X halmaz kdzépen, 3-4 krumpli felette a Cp-k adbrazolasara, és van 3-4 krumpli alatta
a paros komponenseknek.

Meg kell nézni, hogy hol mehet és hol nem mehet él. Két paros kozott nem mehet, mert akkor egybe tettiik
volna 6ket, két paratlan kozott szintén nem, mert akkor egybetéve 6ket raadasul paros komponensiink lenne,
egy paratlan és egy paros kozott szintén nem mehet, mert akkor is egybe tettiik volna 6ket csak a paratlan
oldalon.

Szal ahol mehet €1, az a parosokbodl az X-be ¢s Cp-kbdl az X-be. A kiilonbség a paros és Cp-k kozott az az,
hogy a paros komponensek nem is érdekelnek minket, és hogy a Cp-kbol egy parositasbeli €l is biztosan
megy az X-be, mehet tobb parositatlan ¢l is, de azaz egy biztos hogy megy, mert egy paratlan komponensben
nem tudunk teljes parositast csinalni, azt meg az el6bb leirtam, hogy Cp-kbdl csak az X-be mehetnek élek.

1. Gallai-tétel: ©1(G) + o(G) = |V(G)| minden hurokmentes G grafra.

Bizonyitas: Egy X halmaz pontjai akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha a V(G) — X halmaz lefogd
ponthalmaz. Hiszen ha X nem lenne fiiggetlen, akkor lenne két 6sszekotott pontja, igy V(G) — X nem fogna
le azt az ¢élet. = 1(G) < |V(G) — X| minden X fiiggetlen ponthalmazra. = t(G) + a(G) < |V(G)|. Hasonldan
o(G) 2 |V(G) — Y| minden Y lefogd ponthalmazra. = t(G) + a(G) = |[V(G)|.

X V-X
2. Gallai-tétel: v(G) + p(G) = V(G) minden G grafra, amelyben nincs izolalt pont.

Bizonyitas: Egy v(G) elemi X fiiggetlen ¢lhalmaz lefog 2v(G) szamu kiilonbdz6 pontot. A tobbi pont (mivel
nincs koztiik izolalt) lefoghatdé V(G) — 2v(G) éllel. = v(G) + V(G) — 2v(G) = V(G) — v(G) = p(QG).

Tehat V(G) > p(G)+ v(G).

Ha Y egy minimalis lefog6 ¢lhalmaz, akkor Y néhany (mondjuk k darab) diszjunkt csillagbdl all, ugyanis ha
Y tartalmazna kort, akkor annak barmely ¢€lét, ha pedig 3 hosszu utat, akkor annak k6zéps6 élét el lehetne
hagyni, mert a tobbi é]l még mindig lefogna az 6sszes pontot. A k csillagnak V(G) — k aga van, igy p(G) =
V(G) — k. Vegyiink ki minden csillagbol egy élet, a kapott élhalmaz fliggetlen. Tehat v(G) > k = V(G) -
p(G).

p(G) + v(G) 2 V(Q).

SNYON
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9. Halézati folyamok. Ford-Fulkerson tétel, Edmonds-Karp tétel (bizonyitas
nélkiil). Egeszértékiiségi lemma. A folyamprobléma altalanositasa.
Legyen G egy iranyitott graf, ¢ fiiggvény minden élhez egy nemnegativ valos szamot rendel, amit az él

kapacitasanak neveziink. Jeloljiink ki tovabba s,t pontokat G-ben, melyeket termeldnek illetve fogyasztonak
hivunk. Ekkor a (G, s, t, ¢) négyest halézatnak hivjuk.

f fiiggvény rendeljen a haldézat minden éléhez egy nemnegativ valos szamot. f megengedett, ha minden e élre
f(e)<c(e), és minden v #s,f pontra Z fle)= Z f(e) (csomoéponti tdrvény). A megengedett

befuté élek kifuto élek
fiiggvényeket folyamoknak nevezziik. z f(e)= z /(e) = a folyam értéke
s-bookifuto élek t-be befuté élek

Egy élet telitettnek neveziink egy folyamban, ha f(e)=c(e), és telitetlennek, ha f(e)<c(e).

s-t vagas ¢lek (minimalis elemszamu) halmaza, melyeket elhagyva G két komponensre esik szét, és s és ¢
kiilon komponensbe keriil. A vagas értéke a -t tartalmazo komponens felé mutato élek dsszkapacitésa.
Javito ut

Legyen a grafban s=vy, v;...vi.,vi=t egy ut, aminek most nem kell feltétleniil az iranyitas szerint haladnia.
Minden t felé mutaté élen x-szel noveljiikk az atfolyé mennyiséget, a visszafelé mutatd éleken pedig
ugyanennyivel csokkentsiik. x megengedett maximuma ott van, ahol az egyik t felé mutato6 él telitett, vagy az
egyik s felé mutato el 0 értékli lesz. Az it minden egyes pontjaba befolyd és onnan kifolyd mennyiség
egyenstulyban marad, €s betartottuk a kapacitaskorlatozast, tehat ez az Gt megengedett. A t pontba folyo
mennyiséget figyelve viszont lathatjuk, hogy a folyam értéke x-szel nott.

Tétel: Egy folyam értéke akkor és csak akkor maximalis, ha nincs javito t s-bél a #-be.

Biz.: Legyen P egy javit6 ut. Ekkor P minden t-be mutato €lére a c(e;)-f(e;), az s-be mutatdkra pedig az f(e;)
érték szigoruan pozitiv. Legyen ezeknek a minimuma d. Az elsé tipusu élekre noveljiik f(e;)-t d-vel, a
masodik tipustiaknal pedig csokkentsiik f(e;)-t d-vel. Ekkor a modositott folyam is megengedett marad,
értéke viszont d-vel nott.

Tegyiik most fel, hogy nincs javitdé ut s-bdl #-be. Lehetnek azonban olyan pontok a grafban, amelyek
elérhet6k s-bol javitd uton (tehat most nem koveteljiik meg, hogy a javito Ut elérjen #-ig, azaz v=t legyen).
Legyen az ilyen pontok halmaza X < V(G). Ekkor sem az X, sem a V(G)-X nem iires, hiszen
se X,teV(G)— X . Tekintsiink egy olyan e élet, ami egy X-beli x pontbdl egy nem X-beli y pontba

mutat. Ekkor f(e)=c(e), hiszen ellenkez6 esetben az s-bdl x-be vezetd javitd Ut e-vel meghosszabbitva egy s-
bl y-ba mutatod javito utat szolgaltatna. Ugyanigy egy olyan élre, ami egy nem X-belibdl egy X-beli pontba
mutat, teljesiil, hogy f(e)=0. Tehat az X és V(G)-X kozott futd élek mind telitettek, és a visszafelé mutatod
éleket nem hasznéljuk, tehat ezen a vagason nem folyhat at tobb viz. Vagyis f maximalis folyam. Es ha
létezik f maximalis folyam, akkor van ilyen értékii vagas is.

Ford-Fulkerson tétele:

Egy (G, s, t, ¢) haldézatban a maximalis folyamérték egyenlé a minimalis vagas értékével.

Bizonyitas: A maximalis folyam nyilvan nem lehet nagyobb a minimalis vagasnal, hiszen ha a vagasban
minden eléremutato €l telitett, a visszafelé mutatokon pedig 0 a folyam értéke, akkor ezen a vagason nem
folyhat at tobb viz. Ugyanakkor a maximalis folyam értékével van egyez6 értékii vagas a halézatban, 1asd a
fenti tételt.

Maximalis folyam Keresése algoritmikusan:

Vegylink egy kiindulasi folyamot (ha nincs ilyeniink, akkor az azonosan nulla folyam hasznalhato),
keressiink egy javito utat, és ¢ mentén noveljiik a folyam értékét.

Hogyan keressiik a javito utat, illetve honnan tudjuk, hogy nincs javito Gt?

Adott G grathoz definialunk egy Gy iranyitott grafot, gy, hogy G minden pontjanak megfeleltetiink Gy beli
pontot (V(Gy)=V(G)). G¢ —ben akkor megy ¢l x-b6l y pontba, ha G-ben ment olyan folyam x-b6l y-ba, ami
nem volt maximalis ((x,y) € E(G) és f(x,y)<c(x,y)), vagy ha G-ben ment y-bol x-be nem nulla értékii

folyam ((y,x) € E(G) és f(y,x)>0). Ha a G¢ —ben van egy iranyitott Gt s-bél a t-be, akkor az ezeknek

megfeleld élek G-ben egy javito utat adnak erre a folyamra nézve. (ez azért van, mert a javitd utban ugye
novelhetd ,,j6” iranyu éleknek, és csokkenthetd ,,rossz” irdnyu éleknek kell lennie, jo-az ut, amit vizsgalunk,
abban eldre felé mutat, a rossz meg hatra felé, tehat az Gton a kiindulépont felé)
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Megjegyzés: Iranyitott utat a G —ben BFS (szélességi bejaras) algoritmussal is kereshetiink.

Edmonds-Karp tétel:
Ha mindig a legrovidebb (értsd legkevesebb €lbol allo) javitd utak egyikén javitunk, akkor polinom sok
1épésben eljutunk a maximalis folyamig. (nem bizonyitjuk) (BFS hal’istennek pont ezt talalja meg)

Egészértékiiségi Lemma:
Ha a kapacitasok egész szamok, akkor a maximalis folyam értéke is egész szadm, és talalhaté olyan
maximalis folyam, amely minden élhez egész szamot rendel. Ez az algoritmusbol kovetkezik.
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10. Menger tételei, tobbszorés  Osszefiiggoség, tobbszorés
élosszefiiggdség. Dirac tétele (biz. nélkiil)

Egy utat lefog egy ¢él, ha az él elhagyasaval az it megszakad.

Menger 1 tétele:

G iranyitott graf s €s t cstcsa kozotti élidegen (azaz ugyanaz az ¢l nem szerepelhet tobb utban) iranyitott
utjainak max szama egyenld az 6sszes iranyitott s->t utat lefogd élek minimalis szamaval.

Bizonyitas: Ha létezik G-ben k darab élfiiggetlen iranyitott s-t ut, akkor az s-t utakat lefogd minimalis élek
szama trivialisan legalabb k. Most nézziik ezt az egyenlétlenséget forditott iranyban: lassuk be, hogy ha az s-
t utakat lefogd ¢élek minimalis szama k, akkor van k élidegen it. Rendeljiink minden élhez 1 kapacitast! Az
igy kapott halézatban a minimalis vagas értéke k, mivel ennyi €l kellett az utak lefogasahoz. Ekkor azonban
a Ford-Fulkerson tétel értelmében a maximalis folyam is k értékii. Az egészértékliségi lemma szerint van
olyan maximalis folyam, amelyben minden ¢l értéke egész, azaz 0 vagy 1. Ezért minden csucsba pontosan
annyi €l fut be, mint ahany kiindul bel6le; azaz s-b6l 1-es élek mentén haladva mindig eljutunk t-be.
Elhagyjuk egy ilyen 1t 6sszes €lét, ekkor a folyamérték eggyel csokken, am az el6z6 tulajdonsag nem sériil.
Ezt addig folytatjuk, amig a folyamérték 0-ra csokken: ezzel k darab élfliggetlen utat jeldltiink ki.

Menger 1I tétele:

G iranyitott graf s-t pontjai kdzotti pontidegen utak max szdma egyenld az 6sszes s->t iranyitott utat lefogd
pontok minimalis szamaval (kivéve az s és t pontokat).

Bizonyitas: Ugyanugy, mint legutobb, az most is evidens, hogy ha 1étezik k db pontidegen ut, akkor azok
lefogédsahoz legalabb k db lefogd pont sziikséges. Most lassuk be azt, hogy pont k darabra van sziikség. A
problémat vezessiik vissza az els6 tételre! Készitsiink egy G’ grafot! Minden pontot huzzunk szét két pontta:
v pont helyett vegytik fel v’ és v’ pontokat. A befuté élek v’-be fussanak, a kifutok v’-bdl induljanak ki, és
fusson él v’-bdl v’-be. Ha a G grafban egy minimalis ponthalmaz lefogja az iranyitott s-t utakat, akkor a
lefogd pontoknak megfeleld v’-v” €lek G’-ben lefogjak az irdnyitott s-t utakat. Kevesebb él nem elég a
lefogashoz, ugyanis ha a lefogd élek kozott lennének (a”, b”) tipusu élek, akkor ezeket helyettesithetjiik (b’,
b”)-vel, ha b'# ¢, illetve (a’, a”)-val, ha b’=t. gy pedig a G-ben egy kisebb lefogd ponthalmazt nyernénk.
Vagyis a G-beli lefogd pontok és a G’-beli lefogo élek minimalis szama egyenld.

Megjegyzés: G-beli pontdiszjunkt utaknak G’-beli €éldiszjunkt utak felelnek meg, és forditva.

Menger 111 tétele:

G iranyitatlan graf s-t pontjai kozotti élidegen utak max szama egyenld az Gsszes s-t utat lefogo iranyitatlan
¢élek minimalis szamaval.

Bizonyitas: Visszavezetjiik a problémat az irdnyitott grafos problémara. Készitsiink egy G’ grafot tigy, hogy
minden ¢élet két, egy oda és egy vissza mutato iranyitott éllel helyettesitiink. Az nyilvanvald, hogy k darab
diszjunkt utat nem lehet lefogni k-nal kevesebb ¢llel, vagyis a maximum nem nagyobb a minimumnal.
Tegytik fel, hogy G-ben ,,k” a diszjunkt utakat lefog6 élek minimalis szdma. G’-ben ennél kevesebb €l nem
foghatja le az utakat, mert akkor G-ben is le tudna fogni kevesebb ¢l az s-t utakat.

Minden G-beli s-t utnak megfelel egy G’-beli ut. Viszont G’-beli két éldiszjunkt utnak megfeleld G-beli utak
nem feltétleniil élidegenek. Legyen példaul az egyik ut: f-g;-h, a masik pedig j-g,-1, ahol g, és g, G-ben egy
¢l, itt viszont két egymassal ellentétes iranyu €l. Ekkor kihagyjuk ezt az élet mindkét Gtbol, még pedig ugy,
hogy kapunk f-1, és j-h utakat, amik mar G-ben tényleg élfiiggetlenek lesznek. Igy csokkentjiik az utakban
szereplo ¢élek szamat, és véges sok 1épés utan eljutunk abba az allapotba, amikor mar nem fog ilyen helyzet
eldallni. Ekkor viszont a diszjunkt utak szama G-ben és G’-ben meg fog egyezni. igy visszavezettiik a
feladatot egy korabbi problémara, hiszen G’-ben mar bizonyitottuk, hogy a minimum nem nagyobb a
maximumnal, G-ben pedig a lefogoé ¢élek szdma nem lehet nagyobb, mint G’-ben.

Menger 1V tétele:

Egy G iranyitatlan graf s-t kdzotti iranyitatlan pontidegen utak maximalis szama megegyezik az dsszes
iranyitatlan s-t utat lefogé pontok minimalis szamaval.

Bizonyitas: Ezt az el6z6 tételre vezetjiik vissza, csak az iranyitott élek helyett mindkét iranyba huzunk egy
iranyitott élet.

Tobbszoros osszefiiggoségek:

Definicié: Egy G grafot k-szorosan 0sszefliggdnek neveziink, ha legalabb k+1 pontja van, és akarhogy
hagyunk el beldle k-nal kevesebb pontot, a maradék graf 6sszefliggd marad. Jelolése: K(G):= max k, amire G
k-szorosan Osszefiiggd
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A graf k-szorosan ¢él6sszefiiggd, ha akarhogy hagyunk el bel6éle k-nal kevesebb élet, 6sszefiiggd grafot
kapunk. Jelolése: A(G):= max k, amire G k-szorosan ¢él6sszefliggd

Megjegyzés: a (pont)dsszefliggdség erdsebb (kisebb), mint az élosszefliggdség.

Allitas: K(G) < A(G) £ 6(G), ahol §(G)=minimalis fokszam a grafban

Bizonyitas: Minimalis foku ponthoz csatlakozé éleket elhagyva szétesik a graf. Es ha létezik k db ¢l, amiket
elhagyva szétesik a graf, akkor 1étezik k db csucs is igy, példaul tigy, hogy ezen élek egy-egy csticsat
elhagyjuk. Itt baj lehet, ha egy komponenst effektive megsziintetiink pontjainak elhagyasaval, és igy csak
egy komponens marad. Hogy ezt el lehet keriilni, azt nem bizonyitjuk.

Tétel:

A G graf akkor és csak akkor k-szorosan pontosszefiiggd, ha legalabb k+1 pontja van, és barmely két pontja
kozott 1étezik k pontidegen ut. Hasonldéan G akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha barmely két
pontja kozott 1étezik k élidegen ut.

Bizonyitas: El6szor a masodik részt bizonyitjuk. Ha G k-szorosan élosszefliggd, akkor az u-v utakat lefogo
élek minimélis szdma nyilvan k. Igy Menger tétele értelmében az élidegen u-v utak maximalis szama
legalabb k. Ennek a megforditasa is kovetkezik a Menger tételbol.

(Tehat ha elhagyunk k-1 ¢€let, akkor még nem szabad a grafnak szétesnie, tehat kell, hogy legyen benne
legalabb k élfliggetlen Gtnak, mert ha kevesebb lenne, és sorban mindegyik élfiiggetlen ttbol elvesziink egy
élet, akkor szétesne a graf, megsziinne u és v kdzott az ,,0sszekottetés™)

Ha G k-szorosan pontdszefiiggd, akkor k-nal kevesebb pontot elhagyva még osszefliggdnek kell maradnia.
Tehat barmely két u-v pontot valasztva legalabb k darab u-tol és v-t6l kiilonbdz6 pontra van sziikség, hogy
lefogjuk az Osszes u és v kozotti utat (ha ennél kevesebb elég lenne, ezeket elvéve nem maradna tobb Ut u és
v kozott, tehat nem lenne k-szorosan pontdsszefiiggd). gy Menger negyedik tétele értelmében létezik u és v
kozott k pontidegen ut.

Ha G barmely két pontja kozott 1étezik k pontidegen ut, akkor ezeket nyilvan nem lehet k-nal kevesebb
ponttal lefogni, tehat a k-szoros 0sszefiiggdség kovetkezik.

Menger tétele az dsszefiiggoségre:

A legalabb 3 ponti G graf akkor és csak akkor 2-szeresen 0sszefiiggd, ha tetszoleges két pontjan at vezet
kor. Igaz az is, hogy akkor és csak akkor 2-szeresen 0sszefiiggd, ha barmely két élén at vezet kor.
Bizonyitas: Az elsé allitas trividlisan igaz, hiszen két pontidegen u-v ut egy kort ad, amely atmegy u-n és v-
n. A masodik allitas pedig az els6bol kdvetkezik. Tehat lassuk be, hogy ha G 2-szeresen Gsszefiiggd, akkor
az e, f éleken keresztiil van kor. Vegyiink fel két pontot ugy, hogy ezekkel osszuk két részre az e illetve az f
¢éleket. Az igy kapott graf is 2-szeresen 0sszefiiggé marad (pontosszefiiggd). Az elso allitas szerint ezen a két
ponton at megy kor , és ez a kor az eredeti grafban atmegy e és f éleken. Tehat a graf akkor és csak akkor
lesz 2-szeresen Osszefiiggd, ha barmely két élén keresztiil megy kor.

Dirac tétele:
Ha G k-szorosan dsszefiiggd, akkor barmely k csucsan keresztiil megy kor. (nem bizonyitottuk)
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11. Grafok és matrixok. Szomszédossagi matrix (hatvanyaik jelentése,
regularis esetén egy sajatértéke). llleszkedési matrix, annak rangja (csak a
kisebb vagy egyenlé bizonyitasaval).

Grafok tarolasa:

1. Szomszédossagi matrix: olyan matrix, amiben a sorok €s az oszlopok is a graf pontjait fogjak jelenteni,
az érték az oszlopfejléc pontbol a sorfejléc pontba mutatd élek szama (0, 1...), iranyitatlan esetben elég
csak az atlo feletti értékeket tarolni. Az 4tlé6 ennek megfeleléen a hurokélek szamat jeloli.

Tul.:  -pazarl6 tarolas, ha sok a nulla, azaz kevés az ¢l
-elénye az, hogy gyorsan megmondhato, hogy megy-e él két pont kdzott
-v* helyet foglal el, ahol v az élek szama
-v id6 felsorolni a szomszédokat

2. Illeszkedési matrix: A sorok a graf pontjai, az oszlopok a graf éleit jelolik. Az érték 1, ha a pont az él
végpontja, -1, ha a kezdOpontja, egyébként 0. ve helyet foglal. (nagyon lasst)

Konyv: 31.-34. oldal
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12. Oszthatosag, felbonthatatlan és primtulajdonsagu szamok, ezek
kapcsolata, szamelmélet alaptétele. Osztok szama és 6sszege. Nevezetes
tételek primszamokrol. Dirichlet tétele. Kongruencia fogalma,
alapmiiveletek kongruenciakkal.

a osztéja b-nek, ha létezik olyan k, hogy b=ka , jeldlése: a|b.

Primtulajdonsag: p (#-1,0,1) prim, ha p|ab= p|a vagy p|b (ez megengedd VAGY)

p (#-1,0,1) folbonthatatlan, ha p = ab = p =*a vagy p = *b, azaz vagy a, vagy b az egységelem, ES
nem teljesiilhet kozottiik (kizaré VAGY).

A fenti definiciok tetszoleges gytirtin értelmezhetdek, mi a természetes (nem negativ egész) szamok korében
foglalkozunk veliik.

A természetes szamok korében a folbonthatatlanok megegyeznek a primekkel. Tehat p prim, ha csak 1 és p
osztja. llyenkor nincs valddi osztoja.

Kapcsolatukra vonatkozo tétel: p akkor és csak akkor prim, ha felbonthatatlan.

Bizonyitas (csak egyik irdany): p prim := ab => be kell latnunk, hogy a vagy b egység. Mivel p = ab, ezért p
|ab=>p|a VAGY p|b (mivel p prim), tehat:

—hapla=>ab|a=>Db|1=>begység

—hap|b=>ab|b=>a|1=>aegység

Szamelmélet alaptétele: Minden pozitiv egész n szam egyértelmiien bonthaté fel primek szorzatara:

a a Q, . r . .
n=p ' p, e pp (a, >0 az egyértelmiiség miatt), ez a szdm kanonikus alakja.

k
Legyen n=p“p,”..p," = H p.”", az osztok alakja: plﬁ' pzﬂz... pkﬂ" , ahol a p; szamok ugyanazokat a
i=1

primszamokat jel6lik, és 0 < . < ¢, . Ekkor:
k
n osztéinak szama: d (n) = H (a ;T 1), ugyanis f, o, +1 féle értéket vehet fel.
i=1
k k p a;+1 1
2 1 ;
n osztéinak osszege: O (1) = H (1 +p,+pi et ): H |, a
i=1 i=1
visszaellendrzéshez gondolatban bontsuk fel az elsd képletben a zardjeleket, minden tagot minden taggal
szorozva €pp az Osszes lehetséges osztd Osszege jon ki.

k 1
az n-nél kisebb, n-hez relativ primek szama: ¢ (n) = H (1 — —j , szita modszerrel, 1asd kov tétel.

i=1 i

Nevezetes tételek primszamokrol:
x > 2 valds szamra 1t(x) jeloli az x-nél nem nagyobb primek szamat

Tétel: Végtelen sok primszam van.

Biz.: Tegyiik fel, hogy csak véges sok van, ezeket fel lehet sorolni: py, pa, p3....Pn

Ekkor: egyik primszam sem lehet osztdja a (pipaps...pa)+1 szamnak (1 maradékot ad), tehat a jobb oldalon
all6 szam is prim, ami ellentmond a kezdeti allitasnak

Csebisev tétele: Vn : Iprimn és 2n kozott
Ikerprimsejtés: végtelen olyan prim par létezik, ahol a két prim kiilonbsége 2 ( pl: 11, 13).

Barmely N-re van N db szomszédos 0sszetett szam: nézd (N+1)! + 2.... (N+1)! +n + 1-et, ez N darab szam és
sorra oszthatoak 2.. N+1-¢l, tehat dsszetettek.
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I1(n) 1-t81 n-ig a primszamok szdma: hm@ =1, tehat I1(n) = n/(In n).

Inn
Chan(1966):
Vn=2k n>2 n=ptpyps ahol p, p, p;primszamok
Euler tétele:
1 1 1 1 =1
—H—t—tt—F. =) —®
2.3 5 p; P

Dirichlet tétele: a, b szampar, (a , b) =1 => végtelen a*m-+b alakt prim van, magyarul barmely szam barmely
maradakosztalya végtelen sok primet tartalmaz, ha a modulus relativ prim a maradékkal, azaz (m,b)=1.

Definicié: Az a és b szamok relativ primek , ha (a,b)=1

Kongruencia fogalma:
a kongruens b-vel modulo ¢, ha a és b c-vel vett maradéka ugyanaz. Jelolése a = b(modc)
a=b(mod ¢) < c|(a-b)
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13. Linearis kongruencia megoldasa, Wilson tétel

Linearis kongruencia (mint feladat megoldasa):

Feladtat: Oldjuk meg: ax = b(modc)

Allitas: ax = b(mod c) megoldhatdsagahoz sziikséges: (a,c)|b, és ilyenkor a megoldasok szama d=(a,c)
darab maradékosztaly mod c.

Bizonyitas: Ha x, megoldas, akkor c¢|ax, —b = Jy,, amire ax, —cy, =b = (a,c)|ax, —cy, = (a,c)|b

Vagyis: ha (a,c) X b = nincs megoldas.

a b ac
ha (a,c)=d|b= 1 X = E(mod c) , ahol (mivel d volt a legnagyobb osztd) (E ,Ej =1, tehat relativ
primek. Ha a teljes modg maradékrendszer minden elemét megszorozzuk egy g—hez relativ prim
gszémrnal, akkor is teljes maradékrendszert kapunk. Tehat csak pontosan egy gmaradékosztély elemeire

teljesiil a kongruencia. Ha x = x, (modgj megoldasa, akkor x,,x, + g,xo + 22,. L Xy +(d— 1)2,

szamok altal meghatarozott d darab maradékrendszer lesz a megoldasa az eredeti kongruencianak.

Megoldas keresése:
Ha ¢ kanonikus alakja, és igy o(m) ismert, akkor feltéve, hogy (a,c)=1, a®® =1(mod c)-t felhasznalva, a

o(c)-1

megoldas: x =ba (modc), hiszen a kongruencia mindkét oldalat a-val szorozva

ax = ba®® =b(mod c) adédik.
Wilson tétel:
(n - 1)! =-1 (mod n), ha n prim

0 (mod n), ha n 6sszetett szam
2 (mod n), ha n=4

Bizonyitas:
1. Ha n dsszetett szam: n=ab, a.b<n. Ha a = b=a|(n—1)! és b|(n—1)! miatt ab| (n—1)! Ilyen
felbontas Gsszetett n esetén csak akkor nincs, ha n=p” , ahol p prim.
Ekkor viszont: p|(n—1)! és 2p|(n—1)!, ha 2p<n. Ebbél kovetkezik, hogy a szorzatukra is igaz

lesz: 2p” | (n—1)! Ha viszont 2p £ n =>n =p’, tehat 2p >n=>n =4 (egy ilyen szdm van csak,
az n=4).
2. Han=4,akkor(n—1)!=3-2=6=2(mod4)
Hanprim:(n—1)!=(p-D!=(p—1)(p—2)...2-1. Lattuk, hogy ax =1(mod c) mindig megoldhato, ha
(a,c)=1l: ae {1, 2,...,D —1} esetén Jx € {1, 2,...,p —1} , amire ax = l(modp). Tehat a (p-1)! szorzast
paronként végezhetjiik el, ahol egy par szorzata 1 mod p. Kik lesznek par nélkiil, kiket mondhatunk par
nélkiilinek? Nyilvéan azokat, akik sajat maguk parjai. Ezek: a> =1(modp) = a® —1=0(modp), tehat
pla-1<pl(a-1)(a+1)=p|a—1 vagy p|a+1. Akkor viszont: a =1(modp), vagy
= —1(mod p) . Nincs parja a szorzatban ezek szerint a p+1-nek, és a p-1-nek, az Gsszes tobbi szorzotényezd
(par) 1-et ad. Igy végiil: (p —1)! =1..1..1..1-1-(p—1)=—1(mod p) (asok egyes a parokbdl jott ki, az
utolsé 1-es a (p+1)-bol, (p-1) pedig kongruens -1-gyel modulo p).
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14. Euklédeszi algoritmus. Kétismeretlenes, linearis diofantikus egyenlet
megoldasa (konkrét példan, ill. eukl alg-al is). Két kongruenciabél allo
kongruenciarendszer megoldasa (konkrét példan).

Euklideszi algoritmus:
Keressiik a és b szamnak a legnagyobb ko6zos osztojat (legyen a>b).

a=h,b+m, (hy egész szam, m;<b)
b=h,m+m, (h, egész szam, my<m)
m1=h3m2+m3 (h3 egész szém, m3<m2)

My =hi 1ty

m=hieomic 0

Ekkor: Inko(a,b)= my

Mert myy k0z0s 0Szt0: mysy | mx = Mgy | iy ... My | b, myyy | @, és a legnagyobb is, mert minden k6zos
osztdé minden m-et oszt, igy az my.; —et is, viszont az m-ek koziil csak my; osztdja a-nak és b-nek is, tehat
ezért lesz a legnagyobb k6z0s 0szto.

Konyv: 113.-114. oldal és kornyéke.
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15. tétel: Euler féle ¢-fliggvény, teljes és redukalt maradékrendszer, Euler-
Fermat tétel, kis Fermat-téttel

Def.: Az a és b szamok relativ primek , ha (a,b)=1

Kongruencia fogalma:
a kongruens b-vel modulo ¢, ha a és b c-vel vett maradéka ugyanaz. Jelolése a = b(modc)

a=b(mod ¢) < c|(a-b)
Teljes és redukalt maradékrendszer:

A kongruencia segitségével maradékosztalyokba soroljuk az egész szamokat. Ugyanabba a
maradékosztalyba azok a szamok fognak tartozni, amik m-mel osztva ugyanazt a maradékot adjak.

Teljes maradékrendszer:
{alaz...ak}teljes maradékrendszert alkot mod m, ha minden mod m maradékosztalyt pontosan egy q;

képvisel, tehat teljesiil:
1. k=m
2.1# j=a; #a;(modm)
Ha a mod m maradékosztalyok mindegyikébdl kivalasztunk egy-egy elemet, akkor az igy keletkezo
szdmhalmazt mod m teljes maradékrendszernek nevezziik
Redukalt maradékrendszer:
{bl, b2...bk} redukalt maradékrendszer, ha Vi esetén (b;, m)=1, és az Osszes ilyen maradékosztalyt
képviseli pont egy b;
azaz: 1. k=¢(m) Def.: @(m)- az m-nél kisebb, m-hez relativ prim pozitiv egészek szama
2.i# j=b; Zb;(modm)
3. Vi—>(b,,m)=1
A mod m maradékosztalyok koziil azokbol, amelyek minden eleme relativ prim m-hez, kivesziink egy-egy
elemet, az igy keletkezé szamhalmazt mod m redukalt maradékrendszereknek nevezziik
Tétel:
Ha m és a két relativ prim pozitiv egész szam, akkor :

ha {a,a,..a,} teljes maradékrendszer m-hez, {bl,bz...bw(m)} redukalt maradékrendszer m-hez, akkor

{aa,,aa,..aa, }is teljes maradékrendszer lesz m-hez, és {abl,abz...ab }is redukalt maradékrendszer

o(m)
marad m-hez.
Bizonyitas teljes maradékrendszerre:

=m

1. ‘{aal,aaz...aam}

2. aa; =aa,(modm) = m|a(a, —a,) —>"=—>m|(a,—a,),akkor a, =a,(modm)=i=j,

mivel maradékrendszerbdl indultunk ki
Bizonyitas redukalt maradékrendszerre:

1. ‘{abl,abz...ab(p(m)}‘=(p(m)
2. ab, =ab,(modm)=>m/|a(b, ~b,)—*™=—>m|(b,~b;), akkor b, =b,(modm)=i=j,

mivel redukalt maradékrendszerb6l indultunk ki
3. mivel (a, m)=1, és (b;, m)=1, ezért (ab;, m)=1 is teljesiil

op-fiiggvény, tulajdonsagai:
Def.: ¢p(m) az m-nél kisebb, m-hez relativ prim pozitiv egészek szama
Neve: Euler féle ¢-fiiggvény

Kiszamitasa:

k k
Ha n= l_IpiO‘i , akkor @(n) = nH a —pi)
i=1 i=1 i
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Ha n=p (primszam), akkor ¢(m)=p-1
Ha n=p®, akkor ¢(m)=p*-p™"
Biz.: Szita modszer:

n n n n . . \ . .
o(n) = n—(—+—+—+...+—} ekkor kivontuk azokat a szamokat n-boél, amik oszthatok voltak a

Pr P> P Py
primtényezdivel, de bizonyos szamokat, amik két primtényezdvel voltak oszthatoak, azokat 2-szer vontuk ki,
igy azokat ujra hozza kell adni az eredményhez:

P P, DP; P« PP,  PiP; Pi-1Pxk
kétszer azokat a szdmokat, amik 3 primtényezoével oszthatoak, tehat azokat ujra ki kell vonni.... Végiil:

cp(n)=n—[£+£+£+...+£j+[ bt +...+(—1)k( 1 ]
Pr P> Ps Py PP, Pib; Pr1Px Pi---Px

n n n n n n n . . ,
o(n)=n- (— +—+—+..+ —] + [ + +..+ J ekkor viszont megint hozzaadtuk

Tehat:

(p(n)zn—Z£+ Z = - Z = +...=nH(l—§

piln Pj p;-pjln pipj Pip;pi n pipjpk

Tétel:

Ha (m,n)=1, akkor @(m*n)=¢@(m)p(n) (formulabol kdvetkezik)
Euler-Fermat tétel:

Ha (a,m)=1, akkor a®™ =1(modm)

Biz.: Legyen {cl,cz...CQ(m)}egy mod m redukalt maradékrendszer. Az el6bb lattuk, hogy akkor

{ac],acz...ac (p(m)} szamhalmaz is egy mod m redukalt maradékrendszer lesz, tehat az aci, ac,, acs...acym)

szorzatok valamilyen sorrendben kongruensek a ¢y, ¢3,...,com) szamokkal. igy:
o(m) o(m)
H (ac,) = H ¢,(modm) teljesiil, és kiemelhetiink, ekkor:
i1 i=1
@(m) @(m) @(m)
a®m H c, = H c,(modm), ezt atrendezziik: (a‘”(m) —1) H c, = O(mod m) , viszont mivel ¢k relativ

i=l1 i=1 i=1

primek voltak m-hez, ezért csak az (aq’(m) - 1) lehet oszthaté m-mel, akkor pedig: a®™ =1(mod m)

(kis) Fermat tétel:
Tetsz6leges p primszamra, és tetszOleges a egész szamra a® = a(modp).

Biz.: Ha p|a, akkor a® =a = O(modp)
Ha p nem osztja a-t, akkor az Euler-Fermat tételbol:
a®™ =1(modm)=a"" = l(modp) —=al = a(modp)

Fermat-sejtés, Wiles tétel:
Ha n >3, akkor Ax, y,Z egész, amire x"+)"=z".
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16. Szamelmélet és algoritmusok (alapmiiveletekm hatvanyozas az
egészek koreben és mod m). Primtesztelés, Carmichael szamok.
Nyilvanos kulcsu titkositas.

Egy aritmetikai miivelet bonyolultsagan azt értjiik, hogy hogyan fligg az input hosszatol a
végrehajtashoz sziikséges id6 (az elemi 1épések szama). A fiiggvényben nem vessziik figyelembe a konstans
kiilonbséget és a konstans szorzot. Példaul két szam Osszeadasanal (az altalanos iskolai algoritmusban) a
miiveletek szima egyenesen ardnyos a nagyobbik szam szamjegyeinek szadmaval.

Ha az input n szam, ¢és k szamrendszerben abrazoljuk, a szamjegyeinek szama, tehat az input hossza
login. Mivel mas alapt logaritmusra téréskor egy konstanssal szorzunk, az algoritmus bonyolultsaga nem
fiigg attol, hogy milyen szamrendszerben dolgozunk.

Polinom idejii algoritmusrdl beszéliink, ha a bonyolultsag feliilrdl becsiilheté az inputhossz egy
polinomjaval. Az ilyen algoritmusokat tartjuk elfogadhaté sebességiicknek. (P1. 100 méretli inputnal a
polinom id6 kivarhato, az exponencialishoz viszont kevés egy emberélet.)

Alapmiiveletek:

Az éaltalanos iskolai 0sszeadas és kivonas a szamjegyek szamaval egyenesen aranyos, azaz linearis
idében megoldhato.

Az ai szorzas ideje szamjegyek szamaval négyzetesen aranyos, mivel mindegyik szamjegyet
mindegyikkel szorozzuk. (van gyorsabb algoritmus is).

Az ai osztas nem igazi algoritmus, mert mindig meg kell sejteni a kdvetkezd szamjegyet — am ez
helyettesithetd az 6sszes szamjegy kiprobalasaval, igy tehat erre is van polinomialis algoritmus.

Legnagyobb kozos oszto:

Két szam torzstényezOs alakjabol (kanonikus alak) gyorsan ki lehet szamolni a legnagyobb kozos
osztot. Am a primtényezdkre bontds nem polinomideji.

Az Euklideszi algoritmussal legnagyobb k6zds osztot ki lehet szamitani polinomiddben. a>b esetén
a-t maradékosan osztjuk b-vel, majd b-t osztjuk a maradékkal, majd a maradékot a kdvetkezé maradékkal.
a= hlb +m
b=h,m; + m,
m; = h3m2 + my

Ezt addig folytatjuk, mig az osztasnak nincs maradéka:
my, = hnmn-l

Ekkor m,.; osztdéja m,,-nek, az egyenleteket alulrdl folfelé végignézve lathatjuk, hogy m,.; végiil
osztdja a-nak és b-nek. a és b tetszéleges kdzos osztdja osztja mi-et is, feliilrdl lefelé haladva lathatjuk, hogy
osztja m,_-et is, tehat ez a legnagyobb kozos 0szto.

A mod osztas polinomidejli. Ha az egyenletek szama az input hosszanak (loga) polimomfiiggvénye,
akkor az Euklideszi algoritmus is polinomidejii.

Az egyenletekben lathatjuk, hogy mi,<my/2, ebbdl kovetkezik, hogy az egyenletek szamat loga-val
becsiilhetjiik.

Hatvanyozas:

A hatvanyozas nem polinomidejli, mert mar az eredmény kiirasa sem az (exponencialis).

Az a" (mod m) hatvanyozas elvégezhet6 polinomidében. Az eredmény 0 és m-1 kozé esik, azaz a
kiiras ideje konstanssal becsiilhetd. n kettes szamrendszerbeli alakja kiszamithat6 log,n darab mod osztéassal.

a' (mod m)-b8l a® (mod m) egy szorzassal és egy mod osztassal kiszamithato. A megfeleld a* szamok
Osszeszorzasa, tehat kitevébeli ugyancsak polinomidében megvalodsithato.

Primtesztelés:

Legegyszeribb modszer, hogy 1-t6] «/; -ig minden szamra Kkiprébaljuk, hogy oszté-e. A
szamitasigény nem becsiilhetd feliil logn polinomfiiggvényével.

Eratoszthenész szita-algoritmusaval megkaphatjuk az elsé n primszamot:

A szamokat felirjuk sorban 2-t6] n-ig. A sorban elsé szam primszam, ennek tobbszoroseit kivessziik
a sorbol, majd elhagyjuk a primszamot is. A maradék sor elsé eleme ugyancsak primszam, hiszen nem volt
nala kisebb primszam oszt6ja. A modszert addig folyatjuk, amig el nem fogy a lista.

Ha a szita médszert hasznaljuk n szam primtesztelésére, a szamitasigény az input hosszanak
exponencialis fliggvénye.
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Ezek a mddszerek nemcsak azt mondjak meg, hogy a szam prim-e, hanem megmondjak egy osztojat
is, ha §sszetett.

A kovetkezé modszer véletlenszerlien valasztott probakkal vizsgalja, hogy a szam prim-e. Ha dsszetettnek
talalja a szamot, az biztos. Ha nem talal az 0sszetettségre bizonyitékot, akkor csak nagyon nagy az esély arra,
hogy primszam. Az algoritmus polinom idejii, de nem adja meg eredményiil egy osztdjat a szamnak.

Euler-Fermat tétel t"™=1 (mod n), ha n és t relativ primek. Ha n prim akkor t"'=1 (mod n) t<n
esetén. Tehat ha t"'=1 (mod n) nem igaz tetszleges 1<t<n esetén, akkor biztos, hogy n Osszetett szam.
Ilyenkor a kongruenciat nem kielégito t-t n aruldjanak nevezziik. Ha az dsszefliggés igaz, akkor nem tudtunk
meg semmit n dsszetettségérol; az ilyen t-t n cinkosanak nevezzik.

Ha egy szamnak van aruldja, akkor legalabb annyi aruldja van, mint cinkosa.
cinkos*cinkos = cinkos // t;"'=1 (mod n); t,"'=1 (mod n); t,"'t,"'=1 (mod n)
cinkos*arulé = aruld // t;"'=1 (mod n); t,"'=k (mod n); t,"'t,"'=k (mod n)

Ha cy, c;, ... ¢, a cinkosok sorozata, és a aruld, akkor cja, c,a, ... cya kiillonbdz6 aruldk (a és n rel
primek), tehat legalabb annyi aruldé van, mint cinkos. Carmichael szdmnak nevezziik azokat a szamokat,
melyeknek egy aruldja sincs (ezekkel egyelére ne foglalkozzunk).

Egy véletlenszerlien valasztott t szam esetén legalabb 2 az esély arra hogy arulot talaljunk. 100 tesztelés
esetén 27'% az esély arra, hogy egy Osszetett szamrél ne bizonyosodjon be, hogy nem prim, ami elfogadhato.

Tehat az algoritmus: (1) Valasztunk egy 1<t<n szamot. (2) Megkeressiik n és t Inko-jat, ha nem 1,
talaltunk egy osztét n-hez (n Ssszetett). (3) Kiszamitjuk t*' (mod n)-t, ha nem 1, n dsszetett. Ezt a hdrom
1épést g-szor ismételjiik. Ha nem bizonyosodott be, hogy n Osszetett, 1-271 az esély arra, hogy prim.

Az algoritmus q darab Inko keresésbdl €s mod n hatvanyozasbdl all, tehat polinomide;ju.
A Carmichael-féle szamok leleplezésére a kdvetkezéképpen modositjuk a (3) 1épést (Rabin-Miller teszt):

n—1 n—1
n paratlan, ezért m""' —1= (m 2+ ll[m 2 - l); ha n-1 = 2'q, és q paratlan.

n—1 n-1 n-1 n-1
Az m"" —lz(m 2 +1J(m 4 +1J..{m ? +1J(m ? —IJ szorzat t+1 tényezdjére kell belatni, hogy

egyikiik sem oszthaté n-nel. (Ha n prim, akkor feltétleniil osztja az egyik tényezot, viszont ha csak
Carmichael-szam, akkor igazolhatd, hogy van olyan m aruldja, amelyre n nem osztja egyiket se, csak a
szorzatukat, és igy minden masodik m is biztosan Rabin-Miller arul¢ lesz.)

. -1
Igy az algoritmusban nem egy, hanem t+1 oszthatosagot kell megvizsgalni, de ¢ = logn— <logn miatt ez

csak a sziikséges idot feliilrol becsld polinom fokszamat noveli eggyel, az algoritmus tovabbra is
polinomide;ji.

Nyilvanos kulcsu titkosirasok, bizonyitas informéaciokozles nélkdl.
Az alapétlet:

Veszek két nagyon nagy primszamot, és azokat dsszeszorzom. Az eredményt nevezziik el lakatnak.
Nevezziik el kulcsnak a két osztot. Barki konnyen leellendrizheti, hogy a kulcsom valdban nyitja a lakatot
(persze innentdl neki is lesz kulcsa). Egy masik ember lakatjat felbontani két primszam szorzatara elvileg
lehetséges, gyakorlatilag évmilliokba telhet.

Titkositott adatcsere:

A titkositott adatcsere tigy folyhat két fél k6zott, hogy megegyeznek egy kodold (C) és egy dekodold
(D) fiiggvényben, melyre a kdvetkezd igaz: D(C(x))=x.

x a kozlendd informacio, és C(x) ,,megy at a droton”. Egy harmadik személy, ha nem ismeri a D
fliggvényt, nem fogja megtudni x-et C(x)-bol.

(Legegyszeriibb példa: a két fél megegyezik egy k szamban, majd C és D is a k-val vald bitenkénti
XOR mivelet. Hibai, hogy k-ban elére meg kell egyezni, és D ismeretében C is megtudhato)

A nyilvanos kulcst titkositas 1ényege, hogy olyan D és C parost kell talalni, hogy D ismeretében ne
lehessen kitalalni C-t, és forditva.

Ekkor mindenki kozzéteheti a sajat C fiiggvényét, D mégis titok marad. Ha valaki ennek a félnek
tizenetet akar kiildeni, azt elkodolja a nyilvanos C-vel, és biztos lehet benne, hogy csak a cimzett tudja
elolvasni, mert csak 6 ismeri a D fliggvényt, amivel az iizenet dekodolhato.

Ha C(D(x))=D(C(x)), akkor a rendszert hasznalhatjuk ugy, hogy a feladot is biztonsaggal azonositsuk:
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A kiildo az iizenetet elébb elkodolja a sajat D fiiggvényével, majd a fogadd C fliggvényével. A
fogadd megkapja az {izenetet, amit csak 6 tud visszafejteni, el0szor a sajat D fiiggvényét, majd a kiildo C
fliggvényét alkalmazva. Ilyenkor biztos lehet, hogy a feltiintetett kiild6 a valodi kiildé, mert ismerte a
feltiintetett kiildé D fiiggvényét.

RSA titkositas:

Veszek két nagy primszamot: p, q.

n:=pq; m:=@(n)=(p-1)(q-1).

Keresek egy 1<e<m szamot, melyre Inko(e,m)=1.

d legyen az ed=1 (mod m) kongruencia megoldasa.

Ekkor C(x):=x® (mod n); D(x):=x* (mod n).

C(D(x)) = D(C(x)) = x™ = x™"'=(x*"™)"x=x (mod n)

Tehat a C és D fliggvények jok adatok kodolasara/dekodolasara.

Ha kozzéteszem e-t és n-t, barki végre tudja hajtani C-t. D végrehajtasahoz viszont d ismerete is
kellene. d eléallitasahoz n primtényezo6i kellenek, amit én tudok, masok pedig gyakorlatban nem tudjak
kiszamolni. Tehat a modszer j6 nyilvanos kulcsu titkositasra.

A fiiggvények csak akkor adnak egyértelmii eredményt, ha x és n relativ primek. Ezért az
elkddoland6 x-et ki kell egésziteni néhany megfeleléen megvalasztott szamjeggyel, amit a dekodolas utan
eldobnak.

A gyakorlati megvalositas kozpontjai hitelesitd szervezetek, akiknél nyilvanos kulcsot lehet
regisztralni. Ezekben a szervezetekben mindegyik félnek meg kell biznia. Ok taroljak el mindenki személyes
C-jét, és ezt barki megkérdezheti t6liik, mint egy telefonkonyvbol.

Az RSA titkositast nagyon hosszu id6 feltorni (56 bitest egy szuperszamitogép 2 év alatt tort meg —
1024 bites az elterjedt), &m maga a kommunikacio6 is szamitasigényes. Tehat ahol nem végzetesen fontos a
biztonsag, RSA adatfolyammal csak egy titkos kulcsot beszélnek meg, és azzal a titkositassal folyik az igazi
kommunikacio.

Hitelesités az RSA kulcsok alapjan

(Ezt a modszert senki nem hasznalja, csak szemléltetés.) Hogy tudja egy bank eldonteni, hogy én
vagyok-e a bankszamla tulajdonosa? Megkérdezheti a bankszamla tulajdonosanak a C fliggvényét. Majd
kitalal egy tetszéleges x szamot. Elkiildi nekem C(x)-et. Ha ebbdl elé tudom allitani x-et, akkor tudom a
tulajdonos D fiiggvényét — ami elég bizonyiték.

A probléma van: ha a bank iigyes, ra tud venni arra, hogy egy {lizenetet, ami nekem szolt,
dekodoltasson velem.

Zero knowledge proof

Gyartok egy nagy grafot (G), melyben van Hamilton kor. Ezt leadom a postafiok kezeldjének, (vagy
akar nyilvanossa is tehetem) de azt, hogy hol van a Hamilton kor, csak én tudom. A kezel6 a kovetkezo
hitelesités utan nyithatja ki a postafiokot:

Eléallitom G egy izomorfjat (G1), és ezt mutatom be bizonyitéknak. A kezeld ekkor rakérdez a
kovetkezo két kérdés egyikére:

e Mia megfeleltetés G és G1 kdzott?
e Hol van Hamilton kor G1-ben?

Egy H kor vagy egy izomorfia leellendrzése gyorsan elvégezhetd, viszont H kort vagy izomorfiat
keresni belathato idén beliil gyakorlatilag lehetetlen.

A kezel6 csak mindkét kérdés egyidejii megvalaszolasa esetén tudna meg, hogy hol van H kor G-ben.

Egy csalo G ismeretében képes eldallitani olyan G1 grafot, hogy vagy az egyik, vagy a masik
kérdésre tudjon helyesen valaszolni, de egyszerre mindkettére nem (mivel a H kort csak én ismerem). Ha a
kezeld a hitelesitést 100-szor végzi el a postafiok tényleges kinyitasa el6tt(100 kiilonbozo Gi grafot hozok), a
csalonak csak 2% esélye van arra, hogy ne bukjon le, ami gyakorlatilag 0.

Mivel a csalonak van esélye arra, hogy hitelesitse magat a H kor ismerete nélkiil, a postafiok
kezeldje konnyen tud sikeres hitelesitési folyamatot szimulalni és rdgziteni, anélkiil, hogy ismerné a H kort.

Tehat a hitelesitést a gyakorlatban nem lehet becsapni, viszont egy rogzitett hitelesités nem
bizonyitja azt, hogy az valoban megtdrtént.

G méretét ligyesen kell megvalasztani, hogy gyakorlatilag ne lehessen benne talalni H kort (ne
legyen benne tul sok), és gyakorlatilag ne lehessen megtalalni a megfeleltetést G és G1 kozott (ha a masodik
kérdéssel tesztelt a postafiok kezeldje).
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17. Miivelet fogalma, félcsoport, csoport, Abel-csopot. Példak: csoportok
szamokon, matrixokon, rajzok szimmetriacsoportja, diédercsoport,
szimmetrikus csoport.

Miivelet:

f, n-valtozos fiiggvény n-valtozos miivelet H halmazon, ha H halmaz barmely n darab eleméhez H halmaz
egy elemét rendeli. (tehat H zart f-re nézve)

Egy H halmazon értelmezett 2-valtozos miivelet (jeloljiik *-gal) kommutativ, ha Va,be H :a*b=b*a, és

asszociativ, ha Va,b,ce H :(a*b)*c=a*(b*c).

Félcsoport:
S halmaz és a rajta értelmezett * (kétvaltozos) miivelet parost félcsoportnak neveziink, ha * asszociativ. Ha *
kommutativ is, akkor kommutativ, vagy Abel-féle félcsoportnak nevezziik.

Egységelem, inverz:
Ha Jde:e*a=a*e=a,Vae H, akkor e-t egységelemnek, H-t egységelemes félcsoportnak nevezzik.

5 9.

Az egységelem egyértelmii: tth: e’ és e” is egységelem. Ekkor e’=e’e”=e”.
a elem balinverze a', ha a*a"'=e. (Itt a -1 kitev$ csak szimbolum.)
Az inverz egyértelmii: legyen a’ és a” is a inverze. Ekkor a’=ea’=(a”a)a’=a”(aa’)=a”e=a”

Csoport:

{G, *} csoport, ha * asszociativ (kétvaltozds miivelet G-n), 1étezik egységelem, és mindegyik elem inverze is
G eleme. Ha * kommutativ is, akkor Abel-féle csoportrol beszéliink.

{G, *} csoportot szoktak egyszertien G-vel is jelolni. G csoport rendjén G halmaz elemszamat értjik,
jelolése |Gl.

Abel-csoport:
Koényv 126.0., 138. o.

Példak:

Félcsoportok: {pozitiv szamok, +}; {nxn matrixok, szorzas}; {egész szamok, szorzas}...
Csoportok: {nxn invertalhatd matrixok, szorzas}, szimmetrikus csoport, diédercsoport...
Abel csoportok: {egész szamok, +}, {rac. szamok, szorzas}...

Diédercsoport

n. diédercsoport (D,): {az n cslcsu szabalyos sokszdg egybevagosagi transzformacioi, a transzformaciok
egymas utan végrehajtasa (kompozicidja)}. A csoport rendje 2n: n darab tengelyes tiikrozés, és n darab
elforgatas. Az egységelem a 0-val valo elforgatas. A csoport nem kommutativ.

Szimmetrikus csoport, Cayley tétel:
n. szimmetrikus csoport (S,): {n elem 0sszes permutacidja, a permutaciok egymas utan végrehajtasa
(kompozicidja)}. A csoport rendje n!, a csoport nem kommutativ.

1 2 31 2 3 1 2 3
P1 kompoziciora: =
I 3 22 1 3 2 31

(els6 oszlop: 1->1->2; mésodik oszlop: 2->3->3; harmadik oszlop: 3->2->1)
Cayley tétel: Minden csoport izomorf egy permutaciocsoporttal (S, egy részcsoportjaval)
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18. Elem rendje, ciklikus csoport. Részcsoportok. Csoportok izomorfidja,
Cayley tétele (bizonyitas nélkiil).
Elem renje:

Ciklikus csoport

Az egy elem altal generalt (lasd kovetkezo tétel) csoportokat nevezziik ciklikus csoportnak.
a generatuma: <a> az e, a, a*a, a*a*a ... és al al*a’ ... elemek Osszessége. Itt is hasznalhatjuk az a"
roviditést. Az asszociativitds miatt a"*=a"a¥, és és (a")*=a™, ahol n és k pozitiv egész szamok. Az
asszociativitds miatt (a”')"(a)’=e, tehat ha (a')“=a™ jelolést hasznaljuk, a hatvanyazonossagok igazak
maradnak negativ kitevok esetén is. (a’=e)
Tehat a hatvanyainak dsszessége <a>.
Ha létezik olyan m#n, melyre a"=a", akkor a""=e. a rendje a legkisebb ilyen (m-n) szdm (pozitiv). Ha nem
létezik ilyen szam, a rendje végtelen.
<a> rendje megegyezik a rendjével.

Jeloljik C,-nel a kovetkezé csoportot: {modulé n maradékosztalyok, mod n Osszeadas}. Az
egységelem a 0, és 1 generalja a csoportot.

Minden n-ed rendl ciklikus csoport izomorf C,-nel, ugyanis a"-hez n-t rendelve miivelettarto,
bijektiv leképezést kapunk. A végtelen rangu ciklikus csoportok izomorfja az {egész szamok, Gsszeadas},
ugyanilyen Osszerendeléssel.

Ezekbdl kovetkezik, hogy minden azonos rangu ciklikus csoport izomorf.
Ciklikus csoport részcsoportja is ciklikus.

Részcsoportok:
Legyen G csoport. H < G részhalmazt részcsoportnak neveziink, ha H is csoport ugyanarra a miiveletre.
Jele: H<G.
Példa: {egészek, +}<{racionalis, +}<{valdsak, +}; {forgatasok, kompozicio}<D,

Minden csoport trivialis részcsoportja 6nmaga és az egységelem 6nmagaban. A tobbi részcsoportot
(ha van ilyen) valodi részcsoportnak nevezzik.

Egy részhalmaz akkor részcsoport, ha benne van az egységelem, minden elemének az inverze €s zart
amiiveletre (a,be H > a*be H)
Részcsoportok metszete is részcsoport.

Legyen K < G . K altal generalt részcsoport (jele: <K>) az a legsziikebb részcsoport, amely K-t
tartalmazza. (Ez a K-t tartalmazo részcsoportok metszete.)
Az egy elem altal generalt csoportot ciklikus csoportnak nevezziik.

Cayley tétel: Minden csoport izomorf egy permutaciocsoporttal (S, egy részcsoportjaval)

Izomorfia:
Két csoport izomorf egymassal, ha Iétezik koztik kolcsondsen egyértelmil, miivelettartd leképezés.

{G,,*} ={G,,8} ha 3¢: G, = G, bijekcio, melyre Vg,he G, :p(g) e d(h)=d(g*h)
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19. Mellékosztaly, Lagrange tétel, elem- és csoport rendjének kapcsolata.
Normalosztd, faktorcsoport.

Mellékosztalyok:
Legyen K, M részhalmazok G-ben. Ekkor KM = {km |k € K,m € M} . (miivelet neve: komplexusszorzas)
Legyen H < G részcsoport, g € G . Ekkor Hg szorzat H g szerinti jobboldali mellékosztalya, g a

mellékosztaly reprezentansa.

g€ Hg,mivel ee H

Hg mellékosztaly minden eleme reprezentalja Hg mellékosztalyt.
Legyen ae€Hg, igy 3h,eH:a=hg. Ekkor VheH:ha=h(h,g)=(hh)g, tehat
Hac Hg. Viszont a=hg = h'a=h'hg=eg=g = hg=hh'a, tehat
Hg c Ha .

Az el6zo két allitasbol kovetkezik, hogy két mellékosztaly vagy egybeesik, vagy diszjunkt (nincs egyetlen

ko6zos eleme sem).
Hg mellékosztaly elemszama megegyezik H elemszamaval (ha az véges), mivel

hg=hg <  hgg'=hgg' < h=h

Lagrange tétel:
G véges, H < G, ekkor H rendje osztja G rendjét.

G minden eleme, mely nem eleme H-nak reprezental egy mellékosztalyt. Ezek a mellékosztalyok
vagy egybeesnek, vagy diszjunktak, és felparticionaljak az egész G-t. Elemszamuk |[H|, ezért |G| csak |[H]
egész szamu tobbszorose lehet. |G|/|H| szamot H indexének nevezziik, és |G:H|-val jeloljiik.

Rendek:

Egy elem rendje megegyezik az altala generalt részcsoport rendjével, ezért egy elem rendje is osztja
a csoport rendjét.

Ha egy csoport rendje primszam, akkor csak trivialis részcsoportjai lehetnek. Ekkor az egységelemen
kiviil minden elem rendje megegyezik a csoport rendjével. Egy elem generalja a csoportot, tehat ciklikus.
Normaloszto:

Legyen G csoport, N < G. N normaloszté G-ben (N < G), ha N jobb és bal oldali mellékosztalyai
megegyeznek.

(VYhe G:hN = Nh,am hn, = nh nem feltétlenil igaz)
N<G <& VgeG:Ng=gN << g 'Ng=Ng'g=Ne=N
= VneN:g'ngeN
VneN:g'ngeN = g'NgcN gg 'Ngg'cgNg”' = Nc gNg_l

=g 'Ng=N=>N<G

Faktorcsoport:

G csoport N normalosztdja szerinti faktorcsoportja: {N mellékosztalyai, részhalmaz szorzas}, a jele G/N.
g'Ng=N; NN=N ezért NgNh=Ngg'Ngh=Ngh.

N az egységelem: N(Ng)=(Ng)N=Ng. Az inverz: Ng'Ng=Ne=N.

|G/N|=|G:N] (a faktorcsoport rendje megegyezik N indexével, ezért |G| osztoja)

Abel csoport minden faktorcsoportja kommutativ (Nxy=Nyx). Ciklikus csoport minden faktorcsoportja
ciklikus (G=<a>=> G/N=<Na>).

27



sy rr

20. Gyiirdi és test fogalma, példak (Z, Q, R, C, nxn-es matrixok, polinomok,
kvaterniok, Q(N2), p elemii test).

{R, +,*} gylirli, ha + és * az R halmazon értelmezett miveletek, melyekre
at+b=b+a; (at+b)+c=at+(b+c); létezik nullelem, (0): a+0=0+a=a; l1étezik ellentett (-a): a+(-a)=0;
(a*b)*c=a*(b*c); (atb)*c=a*c+b*c; c*(atb)=c*atc*b;
Ha a szorzas is kommutativ, kommutativ gytiriraél beszéliink.
Ha van a szorzasra nézve egységelem (1), egységelemes gytiriirol besz¢liink.
Az axiomak kovetkezményei:
A nullelem és egységelem egyértelmii.
0a=a0=0, mivel a0=a(0+0)=a0+a0 |+(-a0) => 0=a0
(-a)b=-ab, mivel ab+(-a)b=(a+(-a))b=0b=0
(-a)(-b)=ab, mivel (-a)(-b)=-a(-b)=--ab=ab
PL: Az egész szamok a szokasos Osszeaddssal és szorzassal kommutativ, egységelemes gytiriit
alkotnak (jele: Z). A polinomok gyuriit alkotnak a polinom-0sszeadasra és szorzasra nézve. Az adott
intervallumon értelmezett és folytonos fliggvények gytiriit alkotnak a szorzasra és Osszeadasra nézve. A mod
n maradékosztalyok gytriit alkotnak (Z,) a mod n Osszeadasra és mod n szorzasra, a nullelem 0, az
egységelem 1.

Ha a,b € R, a#0, b#0 és ab=0, akkor a baloldali, b jobboldali nulloszté. (Pl. a moduld 6
maradékosztalyok gylrijében 2*3=0)

Nullosztémentes a gy{irii, ha nincs benne nulloszto.
A nullosztémentes kommutativ gytiriiket integritasi tartomanynak nevezziik.

Legyen R gylrii. R'C R részhalmaz R részgyiirije ( R'< R ), ha gyiir(i ugyanazokra a miiveletekre
nézve. R és {0} trivialis részgyiirik, a tobbit (ha van ilyen) valodi részgyiiriinek nevezzik.

R’ részgyliri voltanak bizonyitasahoz elég belatni, hogy zart a miveletekre, tartalmazza a
nullelemet, és minden elemnek szerepel az inverze is.

R egységelemes gylirii ferdetest, ha a szorzasra nézve is van inverz (0-t kivéve); test, ha ferdetest, és
a szorzés is kommutativ.

Minden ferdetest nullosztomentes, hiszen ab=0, a#0 = a'ab=al0 = b=0

Minden véges integritasi tartomany test. Ehhez meg kell mutatnunk az egységelem, és az inverz 1étezését.
Legyenek a gylrl elemei a;(=0), ay, ... a,. Legyen a € R,a # 0, tekintsik az aa;, aa, ... aa, elemeket.

aa;=aa; esetén a(a;i-aj)=0, a nullosztomentesség miatt a;=a;, tehat az aa; elemek mind kiilonb6zdek. Mivel n
elem van, felsoroltuk az  0Osszes elemet, tehat ae=a-t is. e egységelem, mert

kommutativ

Vb eR:ae=a= bae = ba—""""—>abe =ab

= a(be _b) — O nullosztomentes ,a#0 \be _b — 0 = b — be
aa; elemek kozott szerepelnie kellett e-nek is, tehat a-nak van inverze.

PL: A racionalis, valos, komplex szamok testet alkotnak a szokasos miiveletekre nézve. A Z,

a
(maradékos)gytiriik testek, ha n prim. Testet alkotnak a ( j alakt matrixok a matrixmiiveletekre.

-b a

Kvaterniok ferdeteste
Kvaternidénak nevezziik az a+bi+cj+dk alakti szamokat, ahol a,b,c,d valds szamok, i2=j2=k2=(—1);
1ij=k; jk=i; ki=j; a valossal valoé szorzas kommutativ, am ji=(-k)=(-1j); kj=(-1)=(-jk); ik=(-j)=(-ki)!
Ezek alapjan az 6sszeadas €s szorzas a komplex szamok mintéjara folyik.
Konjugalt: a+bi+cj+dk =a—-bi—cj—dk.

Norma (hossz): |a+bi+cj+dk|" = (a+bi+cj+dk a +bi+cj+dk): a*+b*+c*+d?
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Reciprok: %/|k2, mertk #0:k -%/|k|2 =1

Tehat ferdetest. ij#ji, tehat nem test.

x*+1 polinomnak végtelen sok megoldasa van: az dsszes bi+cj+dk alaku kvaternio, ahol b*+c”+d*=1.
(a+B)” # o’ +2ap+p’

o +1 # (0-i)(at)

Egy, a valos szamokat tartalmazé ferdetest mindig izomorf a valds szdmok, a komplex szamok vagy
a kvaterniok egyikével (Frobenius).

Konyv 142.-158. o.
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