CIKLIKUS KODOK
(Az alabbiak feltételezik a "Hirad4stechnika" c. konyv "7. Hibakorldtoz6
kédolas" fejezetének és a modulo-2 algebra alapjainak ismeretét.)

1. Alapfogalmak

Definici6: egy linedris kéd ciklikus, ha barmely kdédszavanak barmely ciklikus
eltoldsa kodszot eredményez.

A ciklikus eltoldst a balra két 1épéssel torténd eltolds példdjan szemléltetjiik.

Tekintsiik a c¢j, i= 0,...,n-1 elemek dltaldnos, n elembdl 4all6 (n hosszusdgu)

sorozatat:

C=(Cp-1> Cn-2> Cn-3seeeeee-- €3, €2, €1, €Q)-

Ennek két 1épéssel balra torténd ciklikus eltoldsa az alabbi.

C=(Cp-3s Cpegs wevveeenns €3, €2, €1, €0 €n-1-Cn-2)

Vizsgélatainkat a tovabbiakban bindris (elemekbdl (jegyekbdl) allo) koédokra
korldtozzuk: cije (0,1). A fenti példa egy 9 elem(i bindris sorozatra:

- eredeti: (100111000)

- két 1épéssel balra ciklikusan eltolt: (011100010)

A ciklikus kédok hasznalatanak motivaciéi koziill megemlitjitkk az aldbbiakat:

- egy n elemi tarol6bol 4ll6 visszahurkolt shift-regiszter n darab n elem kédsz6
tdroldsara alkalmas

- belathat6, hogy a koédolds és a szindroéma képzése megfelelden visszacsatolt
shift-regiszterekkel végezhetd

- a ciklikus k6édok matematikailag is j6l kezelhetdk.

A ciklikus kéd definiciéjaval kapcsolatban fontos megjegyezni, hogy egy kédszo

ciklikus eltoldsai dltaldban nem allitjdk eld az Osszes kddszot.
2. A ciklikus eltolas algebrai leirasa
A ciklikus eltolas algebrai leirdsahoz rendeljiik a
c=(Cp-1, Cn-2s «oeeeees €2, €1, ¢q) sorozathoz a

c(x)= (cn_lxn‘1 + cn_2xn'2 E + c2x2+ c1x+cq) (D)



polinomot. Ez az 6sszerendelés a polinomon beliili fokszamon keresztiil tiikkrozi, 6rzi
a sorozaton beliili poziciét: az xJ egyiitthat6ja (CJ‘) a sorozat jobbrdl szamitott
(j+1)-ik eleme. Egy n elem sorozathoz (n-1)-ed fokd polinom tartozik. Példaul az 5-
0d foku, bindris egyiitthatdji polinomok korében a

c(x):x5+x polinom a (100010) sorozatot
mig a

c(x)=x4+x3+1 polinom a (011001) sorozatot irja le. Latjuk, hogy a
polinom (lehetséges legmagasabb) fokszdmdnak ismerete fontos, mert nélkiile nem
ismerhetdk fel a legbaloldalibb pozicié(k)ban 1évd "zérus" elem(ek). Be fogjuk latni,
hogy egy c(x) polinommal leirt n elemli sorozat k lépéssel balra torténd ciklikus

eltolasaval kapott sorozatot leiré polinom az aldbbiak szerint hatdrozhat6é meg:
¢ (x)=(xKe(x))-mod-(x0+1) (2)

(Olvasd: xkc(x) modulo (x0+1)). A modulo-polinom-algebra szabdlyai szerint a fenti
kifejezés az (xkc(x)) polinomnak az (xP+1) polinommal valé negativ kitevSt nem
tartalmazé eredményli osztdsa utdni maradék, mikozben a bindris egyiitthatékra a
modulo-2 algebra szabalyait kell alkalmazni.
Példa az egy lIépéses ciklikus balra tolasra 4 elemil sorozatnal:
legyen c=(1100), ekkor c(x)=x3+x2; és
xc(x):xlc(x):x4+x3
Az elvégzendd polinom osztdshoz célszer(l feltiintetni a zérus egyiitthatéji polinom-

tagokat is:

(1x4 +1x3 + 0x2 + 0x1 + 0x0 ):(x4 +1)=1
1x4 1x0

0x4 +1x3 + 0x2 + 0x1 + 1x0

(N.B.: az egyiitthatoknal alkalmazand6 mod-2 algebra miatt (0-1) eredménye +1). Az

osztds nem negativ kitevovel tovdbb nem végezhetd, a maradék tehat :

¢ (x)=1x3+0x2+0x 1 +1x0=x3+1,
Az ennek megfeleld Ez(lOOl) sorozat valéban a kiinduldsi ¢=(1100) sorozat
ciklikusan eggyel balra torténd 1éptetésébdl szarmazik.

A (2)-vel kapcsolatos szabalyt eldszor dltaldnosan latjuk be (k=1)-re. Ha

c(x)=cp 1x0-1 + cpoxM-2 + ... + ¢ (3)



akkor
xc(x)= (cp-1xM + cn_2,xn'2 + o + cpX). 4)
Ha ezt osztjuk (x +1)-gyel, akkor a polinom-osztds eredménye cp_1, és a maradék:

c d(:xc(x) + cp-1(xB+1).

(Kozonséges polinom osztdsndl a maradék: xc(x)-cp_1(xP+1), de most az
egyliitthatokat a mod-2 algebra szerint kell kezelni, ezért "-" helyett "+" irhatd, és ezt

a tovabbiakban is mindig igy fogjuk tenni).
Irjuk fel a CQ( -et részletezve és célszerlien csoportositva:

¢ (x)=(cp1+ e XM+ cpooxM-1 4+ cOX + Cp-1
Ebben a kifejezésben az xI egyiitthatdja zérus (mod-2!), tehat

¢ (x)=cppxn-1 4+ +cOX + Cp-1 (6)
és a hozzitartoz6

c=(cp-2semee. c0» €n-1) (7

sorozat valéban a kiinduldsi (3) szerinti sorozat ciklikusan egyel balra vald eltolasa.
A (2) szerinti szabdlyt k=1 esetére altaldnosan beldttuk. Az eljarast kelld szdmban
ismételve a szabdly tetszdleges k-ra belathato!
A ciklikus eltolast leird (2) kifejezést sokszor irjdk az aldbbi médon:

- xK.¢

¢ (x)=rem (8)

x+1

ahol a "rem" a "remainder" (=maradék) szora utal, és jelentése ugyanaz, mint a (2)

egyenlettel kapcsolatban elmondottaké.
3. A ciklikus kédok alaptétele

Tétel: minden ciklikus (n, k) kédot egyértelmiien leir egy (n-k) -ad fokd, az



(xD+1) -et maradék nélkiil oszté g(x) u.n. generdtor-polinom. (Megjegyzés: mivel
(xD+1) -et altaldban egynél tobb (n-k) -ad fokd polinom osztja maradék nélkiil, ezért
adott (n,k) szadmparoshoz is tobb ciklikus kod rendelhetd.)

Mivel a kéd a kédszavak Osszessége, e tétel azt jelenti, hogy a generdtor-polinom
az osszes (2K darab) kédszot meghatarozza. Ennek beldtdsdhoz kihaszndljuk, hogy a
ciklikus kod a linedris kédok egy alosztdlya. A linedris kédot egyértelmiien leirja a
generator-matrixa. Emlékeztetiink arra, hogy a generator-matrix sorai egymadstol
linedrisan fiiggetlen kddszavak, melyek linedris kombindciéi eredményezik a kdédot
(=a kodszavak Osszességét).

Lassuk be, hogy egy g(x) polinombdl felépithetd egy G generdtor -métrix.
Tekintsiik eldszor a nem-szisztematikus esetet. Mivel G sorai n elemiiek, azokat
legfeljebb (n-1)-ed fokd polinomok irjék le.

Legyen a legalsé sort lefrd polinom gi(x)=g(x), majd felfelé haladva

gk-1(xX)=xg(x), gk_z(x):ng(x) ........ gl(x):xk'lg(x). (Vegyiik észre, hogy
ezzel a valasztdssal a generdtor-matrix sorai egymads ciklikus eltolasai). Mivel g(x)
pontosan (n-k)-ad fokd, a fenti vdlasztdssal keletkezd generdtor-métrix az aldbbi

alaku:

lgnkel w800 | e 00
G=1og .. 1. | 00
0o ... Olgn_k_w gOO
00 ...... 001 gn'k'l'"gl gO
N /7 \\ \/ /
k n-k

(Itt gje (0,1), a generdtor-polinom xi+l tagjanak egyiitthatéja.)

Lathato, hogy a sorok linedrisan fiiggetlenek, tehdt valoban generdtor-méatrixrél van
sz0! Olyanrél, amelynek (polinom alakban felirt) minden sora oszthatd g(x)-szel.
Kovetkezésképpen a generdtor-métrix sorainak minden linedris kombinécidja is
oszthatd g(x)-szel. Masképpen fogalmazva minden kédszé (pontosabban az azt leird

kédpolinom) felirhaté

c(x)=g(x) q(x) 9)

alakban. Mivel c(x) legfeljebb (n-1)-ed fokud, g(x) pedig pontosan (n-k)-ad fokd, q(x)
legfeljebb (k-1)-ed foku lehet. Bindris egyiitthatékkal éppen 2K darab kiilonb6zd q(x)



létezik, melyek g(x)-szel szorozva éppen 2K darab kiilonb6zo c(x)-et szolgéltatnak,
azaz valéban kiadjdk az 6sszes kdd-polinomot. g(x) tehat meghatdrozza a kddot.

Térjiink 4t most a szisztematikus kod esetére, ahol, mint tudjuk, a generator-
maétrix bal oldali particidja egy k x k méretl egység-matrix. Legyen a generdtor-
matrix alsé (k-adik) sora most is gi(x)=g(x). A (k-1)-ik sor akkor lehet
gk-1(x)=xg(x) ha a g(x) -ben gp_kx.2=0, mert ekkor kialakul a bal particiéban az
egységmatrix. Ha g,_k.o=1, akkor az aldbbi vdlasztds biztositja az egységmdtrix
"kifejlodését": gi_1(x)=(x+1)g(x).

A fentieket szemléltesse az alabbi generdtor-matrix:

G =
¢ xg(x) vagy
0..... 10 g k2 (x+1)g(x)
0.... Ol fgnk1 20 «— 2
N /
\V4 N
k n-k

A gondolatmenetet folytatva a generator-matrix (k-i) -edik sora (i=0,1,...(k-1)), tehat

vagy

8(k-1)(X)=g(k-i+1)X
vagy

g(k-1)(X)=g(k-i+1)(x+1)

alakd. Kimondhatjuk tehdt, hogy

g(k-i)(x)=g(x)xP(1+x)4,
ahol (p+q)=i.

Fontos, hogy a generdtor-matrix sorai, és ezzel ezek kombindcidi, tehat az dsszes
kodszo6 oszthatd g(x)-szel. Itt is fenndll tehat (9), ennek dsszes kovetkezményével.

Lattuk tehét, hogy mind nem szisztematikus, mind szisztematikus kédndl g(x) a
teljes kodot meghatarozza.

Hatra van még annak taglaldsa, hogy a g(x) dltal meghatdrozott kéd ciklikus-e.

Ehhez be kell latni, hogy ha c(x) kédpolinom, akkor
X-C

E(x) =rem
x+1



is kédpolinom, azaz oszthat6é g(x)-szel. A kordbbiakban mar lattuk, hogy

remﬂcg-c%_ln{jle (10)

x +1

tovabba c(x) (és ezzel xc(x) is) oszthatd g(x)-szel. (10) akkor oszthaté g(x)-szel, ha
(xD+1) 1is oszthatd6 vele. Ezzel belattuk, hogy a ciklikussdghoz (x1+1)-nek

oszthaténak kell lenni g(x)-szel.

4. Ciklikus kédok kédolasa
Legyen adva az u(x) polinommal meghatdrozott k hossziisdgi (max (k-1)-ed foku
polinommal leirt) {izenet, és a g(x) generdtor-polinom. Keressilk a c¢(x)

kédpolinomot.

A nem szisztematikus esetben (9)-bdl trividlis, hogy

c(x)=g(x)u(x).

Szisztematikus kéd esetén a kddszé elsd k helyén az iizenet, azaz xn'ku(x) all, és ezt

koveti a paritds rész:
c(0)=x""Ku(x)+p(x) (1)

Mivel a kédpolinomnak oszthaténak kell lenni g(x)-szel, fenndll, hogy

Ic

" xnh—k ‘H(Hﬁpéli)%
gl Jo '

Tekintve, hogy p(x) max. (n-k-1)-ed foku, és g(x) (n-k)-ad foku, fenndll, hogy

_k
pé?gﬁm—%‘n ” 6] (12)

Ezzel egy igen egyszerll szabdlyt nyertiink a paritds-rész meghatdrozasara. A teljes

kédsz6 pedig:

cézg@n—k.uézgam 0 (13)

g



5. Szindroma meghatarozasa ciklikus kédoknal

Szoritkozzunk a szisztematikus ciklikus kédokra. Célszerii a vett n elemi polinomot

k -elemd feltételezett iizenet-részre és (n-k) elemil feltételezett paritds részre bontani:

V%%X) (14)

(A "feltételezett" sz6 azt jelenti, hogy az elkiildott c(x) kédpolinomnak akar az

xn'ku(x) iizenet-része, akdr a p(x) paritds része, akdr mindkettd meghibdsodhatott.) A

(14) szerinti felbontdsban p& fokszdma max. (n-k-1), u(x) pedig max. (n-1) és

min. (n-k)-ad fokd tagokat tartalmaz. A linedris kédokndl megismertek szerint a

vételnél képezni kell a megérkezett vett tizenetbdl a "vételi" paritdst, p& -et, és ezt

kell 6sszehasonlitani a "megérkezett" paritassal, azaz p éz—szel. A szindrémaét e kettd

O0sszehasonlitdsa adja:

odBedy 1s)

A vételi paritast ugyanugy kell képezni, mint a kddoldsnal:
»&en % (16)
g

(Itt u & mar az (n-1)-edik hatvdnyndl kezdddik, hisz a vett sorozat n elemii. Ezért

nem kell x2-K-val szorozni, mint azt (11)-nél még kellett.)

Mivel p & (n-k-1)-nél nem nagyobb fokszdmd, ezért irhatd, hogy

gous?

A szindroma (15) alapjan:

RURZSE )

Kihaszndlva a fokszdmok diszjunktitasat:




s @ (=K2m = rem
g g

A szindromat tehdt egyszeriien a vett n-es sorozathoz tartozé polinom és g(x)

osztasanak maradéka szolgaltatja.
6. Elméleti osszefoglalas

Legyen az (n,k) ciklikus kédot meghataroz6 generator-polinom g(x). Tudjuk, hogy
g(x) az (x0+1)-et maradék nélkiil osztja.
Szisztematikus kédokat tekintiink.

Az u(x) (k-1)-ed foku iizenet hatdsara a

kédpolinom kiildendd a csatorndra. Az atvitel sordn c(x) meghibdsodhat, és v(x)-é
valtozhat.

A vett v(x) -bol a szindrémat az
V
sQ(5 m%
g

0sszefiiggéssel hatarozhatjuk meg.
7. Ciklikus kéd a gyakorlatban

A ITU (International Telecommunication Union) hibajelzésre az aldbbi koédot
ajanlja
elsd 4 bit: szolgélati bit,
kovetkezd 240 vagy 480 vagy 960 bit:
iizenet bit,

~n

kovetkezd 16 bit: az eldzdeket "védd" bitek, melyeket a
g(x)=x134+x124x5+1

generator-polinommal képeznek.



A kédot hibajelzésre (s(x)#0) hasznaljak.
A ko6d garantdltan jelez minden pdratlan szdmd hibat és minden 16-ndl nem

hosszabb hibacsomét (€s nem garantdltan még sok mds hibaalakzatot).
8. A visszacsatolt shift-register

A g(x):l‘xm+gm_1-xm‘1+ ....... +g0x0 oszté polinomnak megfelelden visszacsatolt
shift-regiszter (bindris egyiitthatéji polinomok esetén) polinom-osztast végez, ahol is
a léptetési litem eldtt az aktudlis osztandd van a shift-regiszterben, a Iéptetéskor az
osztas eredménye kilép a shift-regiszterbdol és az aktudlis "maradék" lesz a shift-

regiszter dj tartalma
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