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1. feladat
a) rész
Tétel: A határérték egyértelmű, azaz ha limn→∞ an = A és limn→∞ an = B, akkor A = B.
Bizonyítás: Legyen A 6= B, pl.B > A, ekkor d = B −A. A limesz definíciója maitt
∀ε > 0 :
∃Na(ε) ∈ N, hogy |an −A| < ε (tehát an ∈ ]A− ε, A+ ε[), ha n > Na(ε).
∃Nb(ε) ∈ N, hogy |an −B| < ε (tehát an ∈ ]B − ε, B + ε[), ha n > Nb(ε).
Legyen ε = d

3 .
Ekkor ha n > Na(ε) és n > Nb(ε), akkor an ∈ ]A− ε, A+ ε[ és an ∈ ]B − ε, B + ε[, ami ellentmondás, ugyanis
]A− ε, A+ ε[ ∩ ]B − ε, B + ε[ = ∅.
Másképpen fogalmazva: ha n > Na(ε) és n > Nb(ε), akkor A− ε < an < A+ ε és B − ε < an < B + ε, amiből
az következik, hogy an < A+ ε < B + ε < an, ami miatt an < an lenne, ami megint ellentmondás. �

b) rész

an =
n
√
6n5 + 3n3

n
√
6n5 ≤ n

√
6n5 + 3n3 ≤ n

√
9n5

n
√
6n5 =

n
√
6 ∗ n

√
n
5 → 1 ∗ 15 = 1 (n → ∞)

Hasonlóan
n
√
9n5 =

n
√
9 ∗ n

√
n
5 → 1 ∗ 15 = 1 (n → ∞)

Így a rendőr-elv miatt
lim
n→∞

an = 1
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2. feladat
Tudjuk, hogy f(x) görbéjének ívhossza az [a, b] intervallumon:

l =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))

2 dx

A függvény és deriváltja:
f(x) =

2√
27

(x− 2)
3
2 x ∈ [2, 11]

f ′(x) =
2√
27

3

2
(x− 2)

1
2 =

3√
27

√
x− 2

Behelyettesítve:

l =

11∫
2

√
1 +

(
3√
27

√
x− 2

)2

dx =

11∫
2

√
1 +

9

27
(x− 2) dx =

√
1

3

11∫
2

(x+ 1)
1
2 dx =

√
1

3

[
2

3
(x+ 1)

3
2

]11
2

=

=

√
1

3

2

3

(√
123 −

√
33
)
=

√
1

3

2

3

√
3(24− 3) = 14
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3. feladat
a) rész

lim
x→π

2

cosx
2x− π

(
L.H. 00

)
= lim

x→π
2

cos′ x
(2x− π)′

= lim
x→π

2

− sinx

2
= −1

2

b) rész
Tétel: Ha x0 ∈ R és limx→x0 s(x) = limx→x0 r(x) = 0, akkor

lim
x→x0

s(x)

r(x)
= lim

x→x0

s′(x)

r′(x)
= b ∈ R
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4. feladat
a) rész
Elsőrendű, lineáris differenciálegyenlet általános alakja:

y′(x) + p(x) ∗ y(x) = q(x)

Homogén akkor, ha q(x) ≡ 0.

b) rész

y′ =
e−3y

1 + x

Az egyenlet szétválasztható. Rendezve kapjuk, hogy∫
1

e−3y
dy =

∫
1

1 + x
dx

∫
e3y dy =

∫
1

1 + x
dx

1

3
e3y = ln |1 + x|+ C (C ∈ R)

e3y = 3 ln |1 + x|+ C

3y = ln (3 ln |1 + x|+ C)

y(x) =
ln (3 ln |1 + x|+ C)

3
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5. feladat
a) rész
Tétel: A harmonikus sor

(∑∞
n=1

1
n

)
divergens.

Bizonyítás: A numerikus sor definíciója szerint

∞∑
n=1

1

n
= lim

k→∞
Sk = lim

k→∞

k∑
n=1

1

n
(reszletosszeg)

S2l =
1

1︸︷︷︸
≥ 1

2

+
1

2︸︷︷︸
≥ 1

2

+
1

3︸︷︷︸
≥ 1

4

+
1

4︸︷︷︸
≥ 1

4

+

︸ ︷︷ ︸
≥2∗ 1

4=
1
2

1

5︸︷︷︸
≥ 1

8

+
1

6︸︷︷︸
≥ 1

8

+
1

7︸︷︷︸
≥ 1

8

+
1

8︸︷︷︸
≥ 1

8

+

︸ ︷︷ ︸
≥4∗ 1

8=
1
2

1

9︸︷︷︸
≥ 1

16

+ · · ·+ 1

2l︸︷︷︸
≥ 1

2l

≥ l

2

Így S2l tetszőlegesen nagy lehet, valamint monoton növő, így liml→∞ S2l = ∞, azaz limk→∞ Sk = ∞, tehát∑∞
n=1

1
n = ∞. �

b) rész

ak =

(
k + 2

k + 1

)k2 ∞∑
k=1

ak
?
< ∞

ak =

((
1 + 2

k

)k(
1 + 1

k

)k
)k

≥ 2k

Így a speciális rendőr-elv miatt limk→∞ ak = ∞, tehát nem teljesíti a konvergencia szükséges feltételét ak →
0 (k → ∞), tehát

∑
k ak numerikus sor divergens.
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6. rész
a) rész
Tétel: Ha f legalább (n+1)-szer deriválható Kδ(x0)-ban (δ > 0), és x ∈ Kδ(x0), akkor ∃ olyan x0 és x közötti
ξ, hogy

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

Rn(x) a Lagrange-féle maradéktag, Rn(x) = f(x)− Tn(x), ahol Tn(x) az n-edfokú Taylor-polinomja f -nek.

b) rész

f(x) =
1

3 + x3
= (3 + x3)−1 =

1

3

(
1 +

x3

3

)−1

x0 = 0

Binomiális sorfejtéssel:

f(x) =
∞∑
k=0

(
−1

k

)(
x3

3

)k

=
∞∑
k=0

(
−1

k

)
1

3k
x3k

Ahol (
−1

k

)
=

k tenyezo︷ ︸︸ ︷
(−1)(−1− 1)(−1− 2) . . . (−1− k + 1)

k!

Konvergenciasugár:
∣∣∣x3

3

∣∣∣ < 1, tehát −1 < x3

3 < 1, x-re rendezve − 3
√
3 < x < 3

√
3, azaz a konvergenciasugár:

R =
3
√
3
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7. rész
a) rész
Ha f : R2 → R totálisan deriválható (a, b)-ben, akkor itt a (v1, v2) iránymenti deriváltja:

df
de

∣∣∣∣
(a,b)

= grad f(a, b) ∗ e

(* a skaláris szorzat)
e a (v1, v2) irányú egységvektor, azaz |e| = 1.

e =
1√

v21 + v22
∗ (v1, v2)

b) rész
f(x, y) = x4 − 2x3y + 8y P0(2, 1) erintosik =?

f(P0) = 24 − 2 ∗ 23 ∗ 1 + 8 ∗ 1 = 8, így P (2, 1, 8)-ban érinti a sík a függvényt

f ′
x(x, y) = 4x3 − 6x2y f ′

x(P0) = 4 ∗ 23 − 6 ∗ 22 ∗ 1 = 8

f ′
y(x, y) = −2x3 + 8 f ′

y(P0) = −2 ∗ 23 + 8 = −8

grad f(x, y) = (f ′
x(x, y), f

′
y(x, y)) grad f(P0) = (8,−8)

Így n = (8,−8,−1), tehát az érintősík:
8x− z = 8 ∗ 2− 8 ∗ 1− 1 ∗ 8 = 0
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8. rész
a) rész

f(x, y) = x2 + y2∫∫
K

f(x, y) dK =

∫∫
K̂

f(r, ϕ) ∗ |J | dK̂

K: r = 1 kör x ≤ 0 része Áttérés Descartes-koordinátákról síkbeli polárkoordinátákra:

x = r ∗ cosϕ y = r ∗ sinϕ |J | = r

f(x, y) = r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = r2

1︷ ︸︸ ︷(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
= r2

K̂ : r ∈ [0, 1] , ϕ ∈
[
π

2
,
3π

2

]
1∫

r=0

3π
2∫

ϕ=π
2

r3 dϕ dr Fubini
=

1∫
0

r3 dr ∗

3π
2∫

π
2

1 dϕ =

(
3π

2
− π

2

)
∗
[
r4

4

]1
0

= π ∗
(
1

4
− 0

4

)
=

π

4

b) rész
f(x, y, z) = x2 + y2∫∫∫

K

f(x, y, z) dK =

∫∫∫
K̂

f(r, ϕ, θ) ∗ |J | dK̂

K: r = 1 gömb z ≤ 0 része Áttérés Descartes-koordinátákról síkbeli polárkoordinátákra:

x = r ∗ sin θ ∗ cosϕ y = r ∗ sin θ ∗ sinϕ z = r ∗ cos θ |J | = r2 ∗ sin θ

f(x, y, z) = r2 sin2 θ cos2 ϕ+ r2 sin2 θ sin2 ϕ = r2 sin2 θ

1︷ ︸︸ ︷(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
= r2 sin2 θ

K̂ : r ∈ [0, 1] , ϕ ∈ [0, 2π] θ ∈
[π
2
, π
]

1∫
r=0

2π∫
ϕ=0

π∫
θ=π

2

r4 sin3 θ dθ dϕ dr Fubini
=

1∫
0

r4 dr ∗
2π∫
0

1 dϕ ∗
π∫

π
2

sin3 θ dθ =

[
r5

5

]1
0

∗ (2π − 0) ∗
π∫

π
2

(1− cos2 θ) ∗ sin θ dθ =
1

5
∗ 2π

π∫
π
2

sin θ

cos2 θ∗cos′ θ︷ ︸︸ ︷
− cos2 θ ∗ sin θ dθ =

2π

5
∗
[
− cos θ + cos3 θ

3

]π
π
2

=
2π

5
∗

(
− cosπ +

cos3 π
3

+ cos π
2
−

cos3 π
2

3

)
=

4π

15
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9. rész
a) rész

f(x) =

{
0 ha − π ≤ x ≤ 0

x ha 0 < x < π

Tudjuk, hogy a Fourier-sor egy trigonometrikus sor:

φ(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(akcos(kx) + bksin(kx))

cosx együtthatóját keressük, azaz a1-et.

a1 =
1

π

π∫
−π

f(x) cosx dx
f(x)=0,
x∈[−π,0]

=
1

π

π∫
0

x cosx dx
parc.
int.=

[x sinx+ cosx]π0 = (π sinπ + cosπ − 0 ∗ sin 0− cos 0) = − 2

π

b) rész
A Dirichlet-tétel miatt φ(x) = f(x) ott, ahol a f folytonos, azonban ott, ahol szakadása van, ott az összegfüggvény értéke
a két féloldali határérték számtani közepe, azaz

φ(x) =
f(x− 0) + f(x+ 0)

2

A függvénynek szakadása van (2k + 1)π (k ∈ R)-ben, itt

φ(x) =
f(π − 0) + f(π + 0)

2
=

1 + 0

2
=

1

2

Így φ(x) összegfüggvény nem folytonos (2k + 1)π-ben, tehát nem is egyenletesen konvergens.
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