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1. feladat

a) rész

Tétel: A hatarérték egyértelmii, azaz ha lim,_,., a, = A és lim,,_,, a, = B, akkor A = B.

Bizonyitas: Legyen A # B,pl.B > A, ekkor d = B — A. A limesz definici6ja maitt

Ve>0:

dN,(e) € N, hogy |a, — A| < € (tehdt a, € ]A — €, A+ ¢€[), ha n > N,(e).

dNy(e) € N, hogy |a,, — B| < € (tehat a,, € |B — ¢, B +¢€]), ha n > Ny(e).

Legyen € = g.

Ekkor ha n > Ng(€) és n > Ny(e), akkor a,, € |A — ¢, A+ €[ és a,, € |B — ¢, B + €[, ami ellentmond4s, ugyanis
JA—e, A+e[N]|B—¢,B+¢=0.

Maésképpen fogalmazva: ha n > N,(e) és n > Ny(e), akkor A — e < a, < A+¢€és B—e€ < a, < B+ ¢, amibél
az kovetkezik, hogy a, < A+ € < B + € < a,, ami miatt a,, < a, lenne, ami megint ellentmondas. W

b) rész
a, = /605 + 3n3
V6n® < {/6n° +3n® < V90"
Vons = V6 o/n” —1x1°=1 (n — o0)
Hasonléan

Vons = /9% o/n° = 1x1° =1 (n — o0)
Igy a rendér-elv miatt

lim a, =1
n— 00
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2. feladat

Tudjuk, hogy f(z) gorbéjének {vhossza az [a, b] intervallumon:

A figgvény és derivaltja:

2 3
f(z) = T?(I—Q) x € [2,11]
PRI T PRSI B

Behelyettesitve:

1/11\/1+< i m)de/H,/HQg?(:cQ) dx\/g]l(xﬂ)% dz\/ﬂg(zﬂ)

_ \/gg (\/@—\/3?) = \/§§\/§(24—3) =14

e
[E—
o =

—

I
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3. feladat

a) rész

b) rész

Tétel: Ha z¢ € R és lim,_,,, s(z) = lim,_,,, 7(x) = 0, akkor
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4. feladat
a) rész
Elsérendt, linearis differencidlegyenlet altalanos alakja:
Y (@) + p(x) x y(z) = q(x)

Homogén akkor, ha ¢(z) = 0.

b) rész

Az egyenlet szétvalaszthatd. Rendezve kapjuk, hogy
1 1
dy= | ——d
/ o3y Y 1+ v

1
Wdy= [ ——d
Jor [ ez o

%63y21n|1+x|+c (CcR)

e =31+ +C
3y=In(3n|l+z|+ C)

In(Bln|l+z|+C
o) = BB 21+ )
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5. feladat

a) rész

Tétel: A harmonikus sor () o7, ) divergens.

n=1n
Bizonyitéas: A numerikus sor definicija szerint

=1 b
i — 1 -
Z ~ = lim Sk ki)rr;oz - (reszletosszeg)
n=1 n=1
S—1+1+1+1+1+1+1+
71 "2 "3 " 45 "6 "7
~ M T T T =T
>3 23 27 27 2% 2k 2%
>2xi=1 >4xl=1
Igy Sy tetszélegesen nagy lehet, valamint monoton novd, igy limy_,ee Syt = 00, azaz limy_, Si = 00, tehat

Y t=cc. B

n=1

b) rész

2
k+2\" 2
ar = (k-i—l) Zak<oo

Igy a specidlis rendér-elv miatt limy,_,o0 ar, = 00, tehat nem teljesiti a konvergencia sziikséges feltételét aj, —

0 (k — 00), tehat >, ar numerikus sor divergens.

Analizis szigorlat
informatikusoknak

2016.06.09. "B"

NEM HIVATALOS
MEGOLDAS!

Hibak el6fordulhatnak!



6. rész

a) rész

Tétel: Ha f legaldbb (n + 1)-szer derivdlhaté Ks(zg)-ban (§ > 0), és x € Ks5(xo), akkor 3 olyan zg és x kozotti
€, hogy

f(n-i-l) 13
Bal@) =07 1()!)

R, (z) a Lagrange-féle maradéktag, R, (z) = f(x) — T, (x), ahol T,,(z) az n-edfokd Taylor-polinomja f-nek.

(x — xo)"+1

b) rész
1 1 23\
=—— =B+ = (1+% =0
f@) =g Gre =g (1)
Binomialis sorfejtéssel:
=X (&) -2 ()
) = —_— = — X
k 3 k )3k
k=0 k=0
Ahol
k tenyezo
-1\  (-)(-1-1)(-1-2)...(-1—k+1)
k) k!
Konvergenciasugéar: %‘ < 1, tehat —1 < % < 1, x-re rendezve —+/3 < 2 < V/3, azaz a konvergenciasugar:
R=13
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7. rész

a) rész

Ha f:R? — R totalisan derivalhaté (a,b)-ben, akkor itt a (v, ve) irdnymenti derivéltja:

d
N grad f(a,b) e
de {(a,p)
(* a skaldris szorzat)
e a (v1,v2) irdnyu egységvektor, azaz |e| = 1.
1
€= —F———— % (V1,0V2
ol ( )

b) rész
f(z,y) = z* — 22°y + 8y Po(2,1) erintosik =7
F(Po) =2 —2%2%x1+8x1=28, igy P(2,1,8)-ban érinti a sik a fiiggvényt

fo(z,y) = 42® — 62°y fo(P)=4%2°—6x2°x1=38

fi(x,y) = —22° + 8 fo(Po) = —2%2° + 8= -8
grad f(z,y) = (fo(z,y), fy(z,y))  grad f(Po) = (8,—8)

fgy n = (8,—8,—1), tehat az érint8sik:
8r—2=8%x2—-8x1—-1%x8=0
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8. rész
a) rész
flay) =2 +y°

//firydK //f?"ga*|J|dK

K: r=1kor z <0 része Attérés Descartes-koordinatakrol sikbeli poldrkoordinatdkra:

r=rxcose y=rxsing |J|=r
1
—
f(x,y) =r®cos® o + ¥ sin’ o = r? (COS2SD+Sin2<P):T2
2 T 3T
K 0,1 20
re|o, 17906{2,2}

Lap= (37 [ e (2 o0) 2
=\ T2) " 7,7 i) T

Q\H
a\w\
-

w
o,
o
3
ol
s
Y
O\H
-
w
o
3
*
w\ﬂ\w‘?

b) rész

fla,y,2) =2+

///f“/’ ) dK = ///fma «|J] dK

K: r =1 gémb z < 0 része Attérés Descartes-koordinatakrol sikbeli poldrkoordindtékras

. . . 2 .
x=rx*sinf*xcosy y=rxsinfxsing z=rxcosf |J|=r" xsind

1
—_—
flz,y,2) = 2 sin” 6 cos® p+ 72 sin” 6 sin® p = r? sin® 0 (0052 p+ sin’ <p) =r?sin’0

K:rel0,1], g c[0,21]6 € [gw]

27 ™

1 2 1
/ / r4sin3t9d0d<pdrFugm/r4dr */1dap */sin30d0:
=0 0 0

=0 ¢

‘\ \:n

[NE)

-2 v
- - cos® Oxcos’ 6

571 P
{%} *(277—0)*/(I—COSQO)*sinQdGZé*Qﬂ/Sine—COSQG*SinGdﬂz
0

[NE
v

27 cos>0]™  2m cos® r cos’Z 4
< * —cosf + =5 * —cosm + +cos - — = —
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9. rész

a) rész

f(w)_{o ha —7<z<0

r hal<ax<m

Tudjuk, hogy a Fourier-sor egy trigonometrikus sor:

+ Z agcos(kx) + brsin(kx))
k=1

%
2
cos x egyutthatdjat keressiik, azaz ai-et.

féf) OO] n parc.
/f cosz dz “T= f/a:cosm dz "2
™

0

—_

2
[zsinz + cosz]) = (msinT + cosm — 0*sin0 — cos0) = ——

b) rész

A Dirichlet-tétel miatt ¢(z) = f(x) ott, ahol a f folytonos, azonban ott, ahol szakaddsa van, ott az 6sszegfiiggvény értéke

a két féloldali hatarérték szamtani kozepe, azaz

A fiiggvénynek szakaddsa van (2k + 1)7 (k € R)-ben, itt

o(x) = f(Tr—O)—;f(ﬂ'-‘rO) _ 1J2ro :%

gy ¢(z) dsszegfilggvény nem folytonos (2k 4 1)7-ben, tehat nem is egyenletesen konvergens.
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