Algoritmusok és grafok
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Témak

konnyl problémak

létez6 algoritmusok

altalanos technikak, algoritmusok
adat szerkezetek
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Algoritmus

véges eljaras

determinisztikus (x-szeres elinditassal x-szer ugyanaz az eredmény kaphato)
jol definidlt utasitdassorozat

mit kell megadni, leirni?

» leiras:
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= szdveges, pontos
= pszeudo-kad

» helyesség # j6sag bizonyitasa

» futasiid6 = lépésszam (LSZ)
= algoritmus hany elemi |épést tesz n méretl input esetén
= feladattol flgg
= n-nek fliggvénye lesz
= 3ltaldban felsd becslés (legrosszabb eset)
= definicid: van olyan ¢ konstans (n-tél fliggetlen), hogy az LSZ legfeljebb ¢ f(n) ha n elég

nagy, (han = n,) akkor LSZ O(f(n)) — ordo f(n)
¢ input: adat = algoritmus = elvaras: output

Példak
Waze
input: honnan? hova? forgalmi adatok

cél: leggyorsabb ut
brute-force: lassu
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feladatkiosztas:

cél: melyik munkakat és ki végzi el leghamarabb?
17 ember, 17 munka — 17! lehet8ség
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szuperszamitogép informaciésebessége: 3 - 108 =
S

-

7
*

node: magyar modszer — gyors
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http://www.cs.bme.hu/algraf/

Akrobatak

fellil: alacsonyabb, konnyebb

lent: magasabb, nehezebb

input: sulyok, magassagok

cél-output: legmagasabb oszlop
brute-force: minden részhalmaz 2™
megoldas: leghosszabb ut, @ iranyitott kér
- van ra algoritmus
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Lépésszam (LSZ)

piros algoritmus  sdrga algoritmus = zold algoritmus  fekete algoritmus

S input 3S 1000 S 1 28
1 1000 <
17 S input 17 - 38 17 - 1000 S 217
—— (175)?
1000 (175)
mekkora valtozas? x17 x17 x172 x2168
hatékonysag jo jo rossz nagyon rossz
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tanulsag: LSZ-ban a konstans nem érdekes, csak az n szereplése (n,n?,n3,2")

Minimumkeresés (Minimum search)
+» kérdés: legkisebb szam a taroldk kozul
. 0 1 2 n—1
%* szovegesen: T‘ 3 ‘ 5 ‘ 16 | ‘ 7 ‘
» minimumban térolom az eddigi legkisebbet, eleinte: T[0]
Ty Tiap Tiz) Tin-1)

> végig megyek T-n és ha T[i] < min — Gjmin = T[]
% pszeudo-kod:

min=T[0]
for i=1 to n-1:
if T[i]<min:
min=T/[1]
min-hely=1i
return (min, min-hely)
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j6sag: mert amikor a legkisebb elemhez érek, akkor az minimumba kerdl be és ott is marad
input mérete =T hossza (n)
elemi lépés = értékadds (< n)és dsszehasonlitdas (n — 1) (< 2n ha minimum hely)
elvart output = T tdmb minimalis eleme — 0(n)
LSZ <2n-1
LSZ legfeljebb olyan n-szerd
LSZ 0(n) (ordd)
definicié: van olyan ¢ konstans (n-t6l fliggetlen), hogy az LSZ legfeljebb ¢ - f(n) ha n elég nagy, (ha
n = n, kisebb/kiiszéb?) akkor LSZ O(f (n)) — ordé f(n)
< halSZ < 17n? + 1000n — 3 - 0(n?), mert ha
LSZ < 17n% + 1000n — 3 < 17n? + 1000n < 17n% + n? = 18n?
— igaz,han > 1000
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Rendezd algoritmusok

LSZ(n) = hany elemi [épést tesz az algoritmus egy n méret(i inputon a legrosszabb esetben
LSZ(n) < ......

fels6 becslés
¢ konstans nem fontos — elhagyhaté

c
definicié: LSZ(n)O0(f (n)) ha van {no LSZ(n) <c-f(n)han=n,
> példaul: LSZ(n) < 8n?+3n—7 < 8n?+3n=8n%+3n%= gnz
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Példak

Flggvény lépésszamok

n 0(n)

10012 + logy, +7 0(n?)
n3

10000 0(n?)

n 0o(n)

38n+ 17 0o(n)

10n —3 0o(n)

n>—-n+5 0(n?)

3n2—-27n+3 0(n?)
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Kivalasztasos rendezés (Selection sort)
0(n?) 6sszehasonlitas
0(n) csere

0. kor:
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» minimum keresés 0-t6l n — 1-ig terjed6 témbben és T| ‘ |

minimum T[0]-ba mozgatasa
s 1.kor:

» minimum keresés 1-tél n — 1-ig terjed6 témbben és T| | |

minimum T[1]-be mozgatasa
pszeudo-kéd:

O/
0‘0

for j=0 to n-2 - < n lefutas
min=T1[]]
min-hely=] 0 1 2 3 4
forl i:j+.1 to n-1 } T| 8] 5 [-4] 0]10]
if T[i]<min < c-nlépés j =0 utan
min=T[1i]
Min helyei T|-4/5]8]0]10]
csere T[]j] és T[min-hely]

+» jésag:
» 0. korben a minimum bekertil el6re, 1. kérben a 2. legkisebb minimum kerdl ...
% |épésszam:
> LSZ(n) = 6sszehasonlitas, értékadds — 0(n?)
»>» < n - n csere—0(n)
o N ad
<ndbj egy jesetén <c-n munka



Linedris keresés
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adott: T kiilonb6z6 szamokkal
kérdés: s helye T-ben

linearis keresés: végig a tombon, ha
LSZ(n) <n

van s— megvan
nincs s— None

Binaris keresés — oszd meg és uralkod;j (Binary sort)
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ha T rendezett = helyek egymas utan indexelve
Otlet: s és T[kozép] Osszehasonlitasa

» T[kozép] > s — keresés az 1. félben

» Tlkozép] =s -V

» T[kozép] < s — keresés a 2. félben

kérdés:
> kozép: L J
o i+ HEEEE
= alsd egész rész: ITJ
o i+)
= fels6 egész rész: -

» haT lres - none

[épésszam:

» LSZ(n) = 6sszehasonlitds = ?

> n=2K- (16h) - 2k1 =§—>(26h.)—> %:2"-2 . 20=1
» <k+1=log,n+1<2-log,n - 0(log,n)

BeszUrasos rendezés (Insertion sort)
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O(n -logn) 06sszehasonlitas
0(n®) mozgatas
T[0] 1 db elem = rendezett
T[1]-t beszurja 0-ba
T[2]-t beszurja 1-be
altalanosan:

0 1 n—1
T, | | | |

. P ., 7 helyének megkeresése
» mikor T[i] jon: T[i] beszurasa elemek jobbra mozgatdsa

[épésszam:
» LSZ(n) — n db beszuras

minden keresés: O (logn)
n-(n—-1)

n-(n—-1)

>
» Osszes mozgatas: 1+ 2+..+n—1 -
> LSZ(n)Sn~0(logn)+TSc-n2<c-1ogn£c-n—>0(n2)

Buborékrendezés (Bubble sort)
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0(n?) 6sszehasonlitas
0(n?) csere
pszeudo-kdd:

for i =nto i >0
for j = 0 to i-1
if témb[j] > témb[Jj+1]
csere: témb[j], tomb[j+1]
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Osszefésuléses rendezés (OFR) (Merge sort)

input: T tomb

output: rendezve T tdmb

OFR n hosszu T témbre:

» han =1 - kész vagyunk, output = input

» han=2:
* OFRaT1.felére > Atémb A=| 1 ‘ 7|8‘10|

OFR aT 2. felére » B témb 1 _’C=‘1‘2|3‘7|8‘10|11‘12|

A és B 6sszefésiilése B =| 2 ‘ 3 | 11 ‘ 12 |
5i=0;=0,1=0 J

» 1.kérdés - 1. fele 0

e han= péros:g ‘ ‘ | |
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0 n—1
T | | |

.0

7
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e han = paratlan: nT_l ‘ ‘ | |

» 2.kérdés — A és Bosszefésilése n—1
input: rendezett A és B tombok 2

= output: 1 db len(4) + len(B) rendezett témb A és B elemeivel
pszeudo-kdd:

0.
0.0

while i<len (A) and j<len (AB):
if A[i]<B[]:
Cli]l=AT[1i]
i+=1
else: «» 1i:itttartoka A tombben
C[1]=B[]] % j:itttartok a B tdmbben

y jl+:1 1: itt tartok az outputban
+=

while i<len (A) :

D[1]=AT[1]

it=1

1+=1
while j<len (B):

D[1]=BI[]]

J+=1

1+=1

»  Osszefésliléses rendezés josaga:

» C els6 eleme: A és B legkisebb eleme, mert a minimum elem A[0] vagy B[0]
» kés6bb: mindig a maradék legkisebb eleme kerul C-be
» A és B 6sszefésilésének |épésszama:

= ¢sszehasonlitas < mozgatdsok

* mozgatds = len(4) + len(B)

- LSZ = O(len(A) + len(B))

*
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++» josag teljes indukcidval:
» n-re vonatkozé indukcidval
» n=1lreV
> feltételezve, hogy n = 1-reigaz = OFR 6, In < n — 1 méret(ia tdémb — A és B valdban
rendezett A és B OFR-e is j6
> OFRn méretdre:
(OFR n méretiiekre + 0(n)
| OFR 2 méretiekre + 0o(n)
2
OFR % méretiiekre + 0(n) } = O(nlogn)

\OFR g méretiiekre + 0(n)

= log,n=

% |épésszam:
» LSZ(n) =0(n-logn)

Példa A=[3]4[8]10]

% A=34810 i >c=[1]3]4]5]6]8]10
+ B=156 p<C115]c

+» pszeudo-kéd: i

amig: i <len(A) és j<len (B)
ha A[1]<B[]]
A[i] megy az output koévetkezd celldijéba
egyébként:
B[i] megy az outputra
amelyik nem fogyott el azt adtmésolom az output végére

2,7,12,3,5,1,8
példa— OFR 2,7,12,3,5,1,8-ra PN

< OFRatémb 1. felére (2,7,12,3) - 2,3,7,12 2,7,12,3 51,8
» OFR2,7-re A/
> OFR12,3-ra \Z \Z l/
% rendezés a 2. felére (5,1,8) —» 1,5,8 2: 7 12: 3 5 1; 8

0

% 2 fél rendezése (2,3,7,12) és (1,5,8) = 1,2,3,5,7,8,12 \Z(jb VAV QL VL \¥

2 7 12 3 5 1 8

Rendezés

«* van-e gyorsabb rendez§ algoritmus?
» definicid: 6sszehasonlitasalapl rendez alap csak 2 médon nydl a T témb elemeihez
®=  mozgatas
= T[i] < T[j] 6sszehasonlitas
legjobb: 6sszefésiiléses: O(n - logn)

A%

» minden 0sszehasonlitas alapu rendezé algoritmus LSZ-a = L logn

2018. 10. 04. — el6adas




Ladarendezés (Box sort)
input: T tdmb, minden eleme egészés T € {0,1... n — 1}
output: T rendezve = B tomb

pszeudo-kéd — menete:
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0 n—1
T | | |
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m méretd (0-val teli) B témb (bool tdmb) létrehozédsa

for i=0 to n-1: T=|1‘8|3‘7|2‘6| m=9
BIT[i]]=1 elején
for g=0 to n-1: 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1t Blj)==i: B=[o]o]oJo]o]oJoJo]o]
print j végén
s kérdések: mért helyes? mennyi lépésszam? 0 1 2 3 4 5 6 7 8
> LSZ: B={o|1]1]1]o]o|1|1]1]
= 0(1)/0(m)
= 0(n) } 0(n+m)
= O(m)

» egyikrész<C;-n
> masikrész< C,-m }= G
> egész< (C, -n+C, -m<max{C;C,} (n+m)

¢ josag: outputon a sorrend = B indexeinek sorrendje és indexelés rendezett
< megjegyzések:

» nem osszehasonlitds alapd rendezés

» han=0(n)

= pl:n=1000n
= vagym = konstans » O(n +m) = 0(n)
» csak akkor j6, ha m ismert és nem nagy
» pl:ham=2%28 1n=20000
szamrendezés:
> valdsagban nem csak szamok rendezése (pl.: kiilonb6z6 adatok)
» objektumok tarolasa (pl.: tébb adatbdl allé sor; egyik komponens alapjan konnyd keresni)
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«»+» cél: gyors, komponens alapu keresés
+» 1. megoldas:
» rendezett tdmb a komponens alapjan és utana binaris keresés O (logn)
» kitér6: T tomb
= adatszerkezet = tarolasi mdd, ahol 1 |épésben i celldra lehet menni
» beszurads nehéz: 0(n) [< nlépés]
= torlés: O(n)
2. megoldas: lancolt lista

Lancolt lista (Linked list)
*» besziras: 0(1)

% keresés: 0(n) = toérlés: 0(n) TN TN Y —
+» kilénbség: tombben vannak indexek —_— 2 10 > 7

% Kkeresés, bekérés, torlés S N NS

nehéz listiban nehéz tombben
cél: adatszerkezet, ahol keresés, beszuras, torlés is gyors = binaris fa
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Binaris-fa (Binary tree)

Részei

gyokér/csucs
< gyokér (pl.: a)
s szint(pl.:a, b —c) |
% csucs: < 2 gyereke (pl..a - b &) bal jobb
gyerek gyerek

72
0.0

levél: 0 gyerek (pl.: d, f, g, h)

Tarolas - mutatokkal
gyokérmutatd
minden csucsnal:
» szlil6 mutato
» bal gyerekmutaté
> jobb gyerekmutato
@ gyerek: nullpointer
% példaul:
» szulé(b) =a
» bal — gyerek(f) = null
» jobb — gyerek(e) =g
% kérdés: eljaras a fa 0sszes csticsanak egyszeri végig nézésére (teljes lista)

7 7
LI X4

null

Rl
0.0

* e

Preorder fabejaras

s rekurziv
+«* input: linearis fa egy x cslcsa
% cél: x-nél gybkerezs farész bejarasa
< miikodés: < példa:
> pre(x): » pre(a):
= xlatogatésa » qalatogatésa
= pre(bal-gyerek(x)), ha van = pre(b):
= pre(jobb—gyerek(x)),havan e b latogatasa
o pre(d)
e pre(e):
pre(d) pre(e) ¢ e latogatasa
ab d efg ch ¢ pre(f)
—_— Y e
pre(b) pre(c) ¢ pre(g)
= pre(c):

e clatogatasa
o pre(h)



Inorder bejaras

rekurziv
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A
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input: x csucs
cél: x-nél gyokerezd farész bejarasa

53

o4

s mi(ikodés: < példa:
> in(x): » in(a):
» in(bal-gyerek(x)) = in(b):
= xlatogatasa o in(d)
= in(jobb-gyerek(x)) e blatogatasa
e in(e):
¢ in(f)
in(d  in(e) ¢ elatogatasa
7bfegahc ¢ in(g)
O C) * qlatogatisa
= in(c):
e in(h)

e (latogatasa

Postorder bejaras

¢ rekurziv
+* input: x csucs
*» cél: x-nél gyokerezd farész bejarasa
< mdkodése: < példa:
» post(x): > post(a):
» post(bal-gyerek(x)) » post(b):
= post(jobb-gyerek(x)) e post(d)
» x latogatasa e post(e):
¢ post(f)
¢ post(g)
post(d) post(e) ¢ e latogatasa
d fge b_hﬁ/a e b latogatasa
post(b) post(a) *  post(c):
o post(h)

e clatogatasa
» aldtogatésa

Lépésszam
s pre(x):
» 3 lépés/x csucs:
= x latogatasa
»  bal-gyerek van-e
=  jobb- gyerek van-e
» — 0(1) = konstans Iépés/cslcs egy x-re
» oOsszesen: 0(n) n = cslcsok szama
¢ inorder és postorder esetén is hasonld



Binaris keres6fa (Binary search tree)

K/

«* binaris fa, csicsaiban szamok vannak
*»* minden x értékre telesul, hogy a bal gyerekei kozott mindenki
kisebb ndla, a jobb gyerekei k6zott mindenki nagyobb nala

*

M{veletek

< 0 = szintszam
& s = érték

Keres(s) (Search)
s ~ gyokér
balra « gyokér >s = s> gyokér — jobbra

megyek és ua. gy tovabb v megyek és ua. ugy tovabb

Beszuras(s) (Insert)

7

¢ keres(s), aminek a végén észrevessziik, hogy s nincs a faban

‘0

% pont ott vesszuk észre, ahol lennie kéne = oda beszuras

Torlés(s) (Delete)
s keres(s)
» megtaldlom > térlés 2 nincs v/
» megtaldlom = 3 eset:
=  s-nek nincs gyereke — s torlése (pl.: 1-es jobb gyerek mutatdja null lesz)
= s-nek 1 gyerek van — s helyére keril az 1 gyerek
= s-nek 2 gyereke van —mi legyen s helyén:
e bal oldal legnagyobb elemét
e jobb oldal legkisebb elemét
< lépésszam:
» keres(s):0(h),utana 0(1)
» (konstans) allitas a konny( esetben és a nehézben minimumkeresés O (h)/0 (h) szintet fel és
0(1) esetleg a 2 torlésre = O(h)
» logan<h<n
> legkisebb szint, ha
= 1.szint 1
= 2.szint 2

» k. szint 2k

-> tele van mind
n=14+2+2%442k1=2k_1
2k—1-52k=n+1->k=log,(n+1)
ha teljes binaris fa van = minden m(ivelet O(log, n)

VYV V V



Kiegyensulyozas
% baj: beszuras, torlés elszurja a teljességet > h nem lesz O (log, n)
megoldas: kiegyensulyozott binaris kereséfa:
» binaris keres6fa + tulajdonsag a fa alakjara

= h=0(ogyn)

= e tulajdonsag torlés és beszurds utan gyorsan helyreallithatd

*,
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Példa

keres(3): 1 lépés

keres(1): gy6kérben 3 = havan 1, akkor biztos balra

- bal-gyerek(3) =1

keres(9): keresési ut: 3,10,5,7,9 vV

keres(11):3,10,14 = vége = nincs, tehat: beszuras(11)
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AVL-fa (AVL-tree)

binaris keres6fa, ahol Vx A
h; (x) = bal fa magassaga

lhy(x) —hrp(x)| =1

beszlras utan: < 2 forgatas elég az AVL visszadllitasara
torlés utdn: < h < 1,44 log, n forgatas elég

masik megolddas szamok taroldsara: keres, beszur, torlés

*

7
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7 K/ 7 7
LR X R X I X4

» példaul: Neptun kdd alapu ladarendezés szerinti tarolas 4 J

» minden m(ivelet 1 [épés 3

> hanycella? 36° = 2-10° — 25000 didknak / \ nem AVL
» moadositott 6tlet: hash . V1 5 5

» alaphelyzet: szamok tarolasa -

» szamok € {0,1,..,m — 1} ‘ | ‘K‘ | ‘ / \6

» van egy h hash fuggvény:a:k - he€ {0,1,..,M — 1} aholM < n \
» ha K-ra h(K)-t kiszamolom és K-t a k(K) celldba rakom

» pl.: h(K) = K M-mel vett osztdsi maradéka — h(K) = K mod M

% probléma: (itkozés

012345678910

Példa na [ [3fe | [ ][] ]
%+ h(K)=KmodM l l
& h(3)=3 h(11) =0 h(15) = 4 22 25

l l

44 14
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Hash

+» hash: vodros, linearis préba

Celldk allapota

+» foglalt: van értéke

% Ures: nincs és nem is volt értéke
torolt (*): nincs, de volt értéke

7

B
*

*

Keres(k)

keresés
«» kiszamitas, majd cella értéke milyen
foglalt torolt ures

K van ott nem K van ott balra le nincs
Beszuras(k)
% keres(k) + annak megfelelen beszuras, ahova nem foglalt (ha foglalt = balra menni)
Torlés(k) 012345678910
s keres(k) + toroltre allitas ‘11‘14‘25‘ 3 ‘ * ‘ ‘ ‘ ‘ | |22|

25
Hatékonysag w
+» legrosszabb eset LSZ-a: 22

» keresésnél: n vodrosnél/linearis préba
atlagosan j6 (nem legrosszabb eset)
vodros hash:

01 M-1

l

[ ]

I LLsz
D} (tébb)
\’

[ ]

ha szép a hash (= egyenletes szétszdras) fliggvény és M helyre rakok n elemet

A 7R

%hosszu listak < 1
tipikusan M = 1.2 (elemek varhaté szama) = minden lista rovid - |épésszam atlagosan: 0(1)
nyilt cimzésnél is:
= < 80%e-avan tele a tablanak
= vdarhatéan < 4 |épés minden m(ivelet
hash AVL-tabla

V'V VYV V

legrosszabb eset LSZ n O(log, n)
atlagos LSZ konstans  O(log, n)
kell-e rendezés nem igen
min, max nem tudok tudok

nagyon sok elem jon baj nem baj



Grafok

a b

Iranyitatlan graf
$G6=(V . E)

vortex edge

csucsok  glek
¢ n = csucsok szdma
% e = élek szama — ki kivel van 6sszekotve ¢
< {1,2,..,n} a
@ {v, v, ., v}
% G = ({a,b,c,d} {ab, bc,cd, da})
% G = ({a,b,c,d} {ab,ac,ad, bc,bd,cd}) 72
¢ teljes graf: minden él minden éllel 6sszekotve (itt: K,) > Cc  parhu-
<+ egyszer( graf: nincs hurokél, nincs parhuzamos/6sszetett él > Zamos

> 0ses(D)="C2=0m?

+» Osszetett graf: van hurokél és/vagy parhuzamos él

Iranyitott graf
e G :( K , g)

vortex edge
cstcsok  glek

E-beli éleknél fontos a sorrend

G = ({a, b, c,d}{al;, be, cd, %}) >
» egyszer( graf:

> 0<e<n(n—1)=0n?

*

7
°

3

S

D3

Fokszam

Iranyitatlan grafban

% vcslUcsfoka: d  (v) = rdilleszked6 élek szama
“

degree
fok

* Yvevd(v) = 2e

e egy él 2 cstcs fokszamat noveli

Iranyitott grafban
% v csucs foka: dp, (V) = v-be befuto él
¢ v csucs foka: dy;(v) = v-bél kifutd él

¢ Yoev dpe(W) = Xper dii(v) = e
Ut
Iranyitatlan grafban

)

Iranyitott grafban

7 7
L XA X4

3

* irdnyitott ut: ug, Uy, ..., Uy, ahol uguy, Uy, .., Up_1 Uy,
egyszerU irdnyitott Ut: Ut, ahol 1 csucs csak 1 alkalommal keril bejarasra
e kor: ug, uq, ..., uy, rogzitett, egyszerd, ahol u,uy is él

él

hurokeél
> OF
a b

izolalt pont

b

Vavay

C

s iranyitatlan Ut ug, uq, ..., Uy UgY, hogy uguq él, u u, é,, ..., Up_1 Uy, él
«» egyszer( at: 1 csucs maximum 1 alkalommal kertl bejarasra



Kor

K/

& irdnyitott kor: ug, uq, ..., U, rogzitett, egyszerd ut u,, u,

OsszefliggBség
% iranyitatlan graf 6sszefliggd: barmely csticsbdl barmely cstcsba van Gt komponensek
+»» komponens: 6nmagukban Gsszefliggd graf

O
Fa

*

7
*

Osszefliggd, kormentes, (altaldban) irdnyitatlan graf
tétel: ha F egy = 2 pontu fa, - F-ben van > 2 els6foku csucs
bizonyitds: vegyik a leghosszabb utat F-ben, 2 vége: x, y
—d(x) =d(y) =1,
» mert ha x-nek lenne még 1 éle, ahol:
= 7 nincs a leghosszabb Uton: z-be menve még hosszabb Ut lenne
=  zrajta van a leghosszabb Uton: kor lenne, de ez fa
tétel: n csucsu F fdban n — 1 élvan
bizonyitas: indukcidval n-re
> n=1-0¢8Vv
» feltételezzlk, hogy tudjuk, hogy n cstcsu fabann — 1 él van, kéne: n 4+ 1 cstcsban n él van
» n+ 1cstcst F' faban van elséfoku cstics = hagyjuk el ezt a csticsot és a rd ills élet
» F'"'ncsucstfa>n —1élevan F"”-nek 2> F'-nek n van A1 2 3

-,

7 7
LI X4

7
°

0‘0

n

1
Grafok reprezentacidja 2
3

Szomszédossagi matrix
** ncslcsu graf » nxn-es matrix

*,

+» iradnyitatlan: A

i, J = {1 b — szimmetrikus n
S S 0 kiilonben
i.sor j. oszlop

/7
0‘0

példaul:

11213
1)1
1 1
11
4|0|0|1

irdnyitott: A[i, j] = {

W N[
R O|lO|»

li—j
0 kiilonben

-

7
*

— nem szimmetrikus

*e

& példaul:

o
oo |N

Ok |k |[w
O|O|O|O|n

BN (=
o

0|01
v cslcs fokszam: hany 1 van a v irdnyitatlan sordban
v csUcs kifoka: hany 1 van v iranyitott sordban

v csucs befoka: hany 1 van v oszlopdban

matrix mérete: n?

7
°

*

)
o8

0
0.0



Szomszédossagi lista / éllista v, = 5 5

» lista, a v, szomszédai esetén v;-bbl megy él v =

» v csucs fokszama: L[v] listajanak hossza 2

» v csucs kifoka: L[v] listajanak hossza Vs = éllista

» v cslcs befoka: ahanyszor v szerepel 6sszesen a listaban

> éllista mérete: v, = - 2 - 3
= jranyitatlan:n + 2 - 3 - 1
* jrdnyitott:n +e > 1 > 4

- 3
Hatékonysag

LSZ
van-e él (i-f)

d(i) kiszamolasa
d;; (i) kiszamolasa
dp. (1) kiszamolasa
i szomszédban végigmenni

2018. 10. 25. —el6adas

Feszit6fa

/

% ( irdnyitatlan grafban:
» Ffa

» F élei G-nek is élei (F részgrafja G-nek)

» G minden csucsat eléri F
< példaul:

matrix
0(n?)
1

S 3 =33

éllista
Oo(n+e)
d(i)
O]
d(i)
dy; (D)
O(n+e)
d(i)

smiin oelios

kort tartalmaz

/

< mikor van G-ben feszit6fa:
» G Osszefuggh

nem elérhetd V csucs

\)

\)

=  bizonyitds: G-ben van F feszit6fa — F élein at minden csucsbdl minden masik csucs elérhetd
« (G Osszefliggd, ha G kormentes, akkor F = G



megtalalja a legrévidebb utat s-bél minden v-be s=aQ

cél: iranyitatlan G-ben feszit6fa
+» kezddcsucs: s
P R s

1. korben: s szomszédjaiba megyek

BFS (szélességi bejaras) (Breadth first search)

*

*

% 2. korben: s szomszédok Uj szomszédjaiba, d 3

ha még nem voltam ott /
< majd minden korben az el6z6 kérben bekeriltek

Uj szomszédjait jarom be 7 e 5
% G 6sszefliggb = felfedezd élek

(amikkel uj csucsba jutok) feszit6fat alkotnak \

F 6sszefliggd, mivel Uj élek mindig kapcsolddnak kordbbiakhoz
F kérmentes, mivel élek mindig Uj csucsba vezetnek

R/
*
®
*

2018. 11. 08. — el6adas

Példa

lhav=s

0 kiilonben

Q = {s} bejart csucsok, de a szomszédai még nem keriiltek vizsgdlatra

» sor: lista, mely hatuljaba kerul be az elem és az elejébdl keriil kivételre
T = @ (felfedezd élek)
pszeudo-kéd:

0

bejarvalv] = {

0‘0

0‘0

R0
0.0

while Q#U
v=Q elsdé csucsa
for all w szomszédjara v-nek
if bejarvalw]==0
bejarwal[w]=1
(v,w) T-be
w-t Q végére

< megjegyzések:
» G lehet irdanyitott/iranyitatlan
» ha G matrixosan adott:
= 0(n) »BFS0(n?)

for w=1 to n
if Alv,w]==1

» ha G éllistas
= 0(d(v)) »BFSO(n +e)

for w in L[Vv]

» minden csucsot bejar, ahova vezet s-b4l ut



BFS(G)

+ pszeudo-kdd:

bejarva[v]=0 minden veV-re
T=
for v=1 to n:
if bejarval[v]==0:
BEFS (G, V)

BFS(G,u)

+» pszeudo-kdd:

bejarvalul=1
O={u}

BFS(G, s)

K/

% pszeudo-kdd:

tavolsag[v]={0, ha v=s; * kiilonben
0={s}
T=g
while Q#J

v=Q elsé csucsa

kiveszem v-t Q-bodl

for all w szomszédjara v-nek

if tavolsaglw]==*
bejarwal[w]=tavolsag[v]+1

Lépésszam
BFS(G): 0(n)
BFS(G,u): O(niz) vagy O(n; + ¢;)

Y n=Yn;, e=)>ye;

7
°

*

7
*

*

3



DFS (mélységi bejaras) (Depth first search)
+» elve: megyek el6re, amig Uj csucsba tudok menni és ha elakadok (nincs él j csticsba), akkor
visszalépek 1 élnyit (ahonnan idejottem) és Uj élet probalok

\4 1 % elérési szam: ahanyadikként

kerll bejarasra
+ befejezési szam: ahanyadikként
fordulok vissza

2.5. 3. 4.

5.2. 6. 3.

for v=1 to n:
if bejarval[v]==0:
DFS (G, V)

DFS(G,u)
¢ bejarvaju] =1
% pszeudo-kéd:
for minden w szomszédjara u-nak:
if bejarvalw]==

(u,w) T-be
DFS (G, w)
Pelda
<+ eleje:
l=s2=a3=b| c d e f g h i DFS(G,s)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

'f' b?]firva[s] ’== 0- |g<?n'—‘> DFS(G,s) DFS(G, a)
+» végig haladds s szomszédjain:
» s - a:bejarvalal == 0 - DFS(G, a): a szomszédjain végig
» s — b (haa-sagkész):
" a - c:bejarvalc] == 0 - DFS(G,c) DES(G, )
= a-b.. /
> ezutadn bejarva [s,a,b,c,d,e] = 1 kiilénben 0
de bejarvalf] = 0 DFS(G,e) DFS(G,b) DFS(G,d)
< megjegyzés:
» G lehet irdnyitott/iranyitatlan DFS(G, f)
» ciklikus = erdé§ (sok fa)
» G iranyitatlan 0sszefligg6-e? — feszit6fa, ha igen
> befejezési szamok &ltal eldénthetd, hogy DFS(G,g) DFS(G,h)

irdnyitott grafban van-e iranyitott kor



2018.11. 15. — el6adas

DAG (iranyitott kormentes graf)

¢ irdnyitott graf, melyben nincs irdnyitott kor > B
+» topdlogikus sorrend: ha minden él kisebb sorszambdl nagyobb sorszamuba megy
* minden DAG rendelkezik topélogikus sorrenddel T DAG T
% DFS-sel bejaras, befejezési szamai forditott sorrendben = DAG topoldgiai

sorrendje (ha nem alkot topdlogikus sorrendet, akkor a graf biztos nem DAG) > D
<+ grafban van topdlogikus sorrend = biztos nincs benne kor és biztos DAG A 5
Példa l NEM T
¢ topdlogikus sorrend:B - A—->G—>F >C—->E—>D DAG
%+ élsulyozott DAG-ban legrévidebb, -hosszabb Gt keresése C —>D
B A G F C E D 2
0 -2(B) 1(B-G) -2+10(B-A-F) -2+10-1(B-A-F-C) 1+6(B-G-E) 1+6-6(B-G-E-D) B——>A

-2+2(B-A-G) 1+1(B-G-F) 1+1-1(B-G-F-C) -2+10+7(B-A-F-E) -2+10+7-6 (B-A-F-E-D)
-241+1(B-A-G-F) -2+1+1-1 (B-A-G-F-C) 1+1+7 (B-G-F-E) 1+1+7-6 (B-G-F-E-D) 10,54

-24+1+1+7 (B-A-G-F-E)

-2(B)  min: O(B-A-G) min: O (B-A-G-F)
max: 1(B-G) max: 8 (B-A-F)

min: -1 (B-A-G-F-C)
max: 7 (B-A-F-C)

min: 7 (B-G-E)
max: 15 (B-A-F-E)

2018.11. 29. —el6adas

Bellman-Ford algoritmus

cél: legrovidebb ut keresés s csucsbol
input: G élsulyozott graf (nincs negativ kor), s csucs

7
‘0

-,

R/ 7 7
0.0 0‘0 0'0

algoritmus:

(Directed acyclic graph)

-2+1+147-6 (B-A-G-F-E-D)

-2+10-1+3(B-A-F-C-D)

1+1-1+3 (B-G-F-C-D)

-2+1+1-1+3 (B-A-G-F-C-D)
-2+10-2(B-A-F-D)

1+1-2 (B-G-F-D)

-2+1+1-2 (B-A-G-F-D)

min: 0 (B-G-F-D)
max: 10 (B-A-F-C-D)

feladat: s-b6l minden v csucsba legrovidebb ut és ennek hossza

17t

T\;‘\
m(—-n

» elve: T[i,v] = minimalis hosszu Ut hossza s-bdl v-be, ahol az Uton legfeljebb i él van

» i=12,..,.n—1
» mivel nincs negativ kér = legrévidebb Gton nincs kor

DS

% legrovidebb ut < n — 1 élbél all
0 hav=s
 Tli,v]=f(x) = {c(s, v) havans - v
oo Kkiilonben
% P[i,v] = minimalis Gt < i éllel honnan érkezik v-be
% Pli,v]=s Vv EV-re
o i-i+1
o Tli+1,v] =min{T[iv], Lnilz}{T[i’ ul +c(u,v)}}
<iél u
L.\X /\/
= <idél \‘a%\\ /\/\
> egyik:<iél

> mésik: < i+ 16l
& Pli+1,v] =

F
@



» Pli,v] hal<2.

» vagyu ha2.<1.ésa?2. minu-nalvan
% lépésszam:

» (G matrixos esetén

v
* T vy vy V3
1
2
u c(u,v) 3
s n-1
= eleje: O(n)

= i+1. sor kiszdmolasa=ndb T[i +
1, v]-t kiszdmolni
» egydarabilyen: 0(n) < — 0(n?)
ésvan 0(n) sor —> 0(n3)
» G éllistas:
e i+ 1savbanT][i+ 1,v] kiszdmolasa O (dp.(v))
e havan forditott éllista: O(n + e)-ben
o teljesi+ 1sor:) O(dbe(v)) =0(e)
e Osszessor: 0(n - e)
» megjegyzés:
e haT[i+ 1,v] =TJi,v] - ledlihat
e hakiszamolok még egy sort:
¢ T[n,v] =T[n - 1,v] minden v-re?
¢ 1. eset:
» haminden T[n,v] = T[n — 1,v] = nincs negativ kor
» mert ekkor minden T[i, v] ugyanaz, akarmilyen nagy az i
> havan negativ kor = nincs igy
¢ 2. eset:
» haT[n,v] # [n— 1,v] legaldbb egy v-nél
> =2 < nél{at rovidebb, mintaz < n — 1 éli ut
» = biztosan van negativ kor

Példa
A B c D E Be —2 5 Coe
04 —-34 = 14 * . 5
0A —34 1B —-1B 4D ; 2 ;
0A -34 1B -1B -1C . , .
0A —-34 1B -1B -1C : > pr ——> *E
Hatékonysag
B . lépésszam
név mikor P ot
matrixos éllistas
BFS nincs sulyozds = minden suly 1 0(n?) O(n+e)
legrévidebb Gt DAG-ban G DAG 0(n?) O(n+e)
2
Dijkstra minden élsuly= 0 0(n%) 0(e
-logn)

Bellman-Ford nincs negativ kor 0(n®) O(n-e)



Dijkstra algoritmus

K/

s tegylk fel, hogy c(f) élsuly = 0

‘0

" ba él mentén Ut tavolsag(b) + c(b,a) =5
=3 =2

K/

% Otlet:
» kész halmaz: azon csucsok, amikre ismerem a minimum
utat

> tomb: tavolsag[y] = {4 vbe hav € kész

> tomb: d[v] = legrévidebb olyan Gt hossza s-b6l v-be, ami végig kész-ben ¢
megy, kivéve az utolsé élet
= tomb akkor nem * ha v & kész

kész

A%

dlv] =12 dlu] =10

e algoritmus:

» kész = {s}
. . 0 hav=s
> tavolsag|v] —{* Kiilénben
* hav=s
> d[v] ={c(s,v) has - v
o] kiilonben
» honnan|[v] = sVv € V € honnan j6tt az ismert legrévidebb Ut s-bél v-be
> pszeudo-kod:
while van olyan cstcs, amire d[v]#x és d[v]#x:
v* az a csucs, amire d[v] minimélis:
v* kész-be megy
tavolsag[v*]=d[v¥*]
dlv*]= *
for minden w szomszédjara v*-nak
ha tévolsag[v*]+c(v*,w)<d[w]:
d[w]:==tdvolsag[v*]+c(v*,w)
honnan [w] :=v*
Példa
tavolsag kész honnan
A B C D E A B C D E A B C D E
0 * * * * s=A * 3 o 5 o A A A A A
0 3 * * * A B * * 8 5 o A A B A A
0 3 * 5 * A B,D * * 7 * 6 A A D A D
0 3 * 5 6 A B,D,E * * 7 * * A A D A D
0 3 7 5 6 AB,D,E,C = * * * *
A->D->E



2018.12. 06. — el6adas

Dijsktra algoritmus (folytatas)

53

/7 7
0‘0 D)

53

8

R/
.0

)

X3

8

X/
0‘0

X3

¢

R/
0’0

0
0‘0

0
0'0

72
0'0

input: G irdnyitott graf, élsulyozott, ahol c(f) = 0 és s csucs <
cél: s-b6l ¥V mas csdcsba minimum at és hossza

elve >

tavolsaglu] = s-b6l u-ba mend minimum Gt hossza

d[v] = minimum olyan Gt hossza s ~ v-be, ahol s -

valami u-ig kész-ben és utana 1 éllel u ~» v

honnan[v] = melyik kész-beli csticsbdl jon a legjobb Gt

kész = {s}
tavolsaglu] = { Ohau=s

* kilonben
* hav=s
d[v] = tc(s, v)has - v
oo kiilonben
shav=s
honnan[v] ={shas - v
* kiilonben
algoritmus:

while van olyan v cslUcs, amire d[]=*,~:
v* = min d[]-JU cstcs
v* kész-be
tévolsag[v*]:=d[v*]

dlv*]=*
for V w szomszédjara v*-nak:
if dlwl=*: //w&kész

if tavolsag[v*]+c(v*,w)<d[w]:
d[w]:=tavolsag[v*]+c(v*,w)
honnan [w]:=v*

Lépésszam

K/
0.0

/
0.0

G matrixosan adott:
> eleje: 0(n)
» while ciklus: < n — 1 loop van (mert minden kérben 1 cstcs — kész)
» 1loopban:
= 1 minkeresés: 0(n)
= tdvolsag, d: 0(1)
= forciklus: <5 - nmertv * teljes sordnak végigjardsa a matrixban - 0(n)
> = LSZ =0(n?
G éllistas:
» eleje: 0(n)
» while loopok (6sszesen):
* (n—1) minimumkeresés 0(n?)
= de for ciklus: v * esetén O(d(v *)) Iépés — Gsszesen: 0(e)
> > LSZ=0n?+e) e<n?-0(n?
> megjegyzés:
* had[v]-ket egy kupac (heap) adatszerkezetben taroljuk — min keresés O(logn) és for
ciklus lefut 0 (d (v *) logn)-ben — O(e - logn)-ben megy



Helyesség
% kéne: tavolsag[v] minden v-re jo
% tavolsag[v] = mins ~ v Ut hossza
% indukcidval: kész-be kerilés sorrendje szerint
» tavolsag[s] = 0 helyes (nincs negativ él)
> tegytk fel, hogy V tavolsag[u] helyes adott pillanatban = kovetkezd cstcsra, ami kész-be kerdl
(v %) -raisigaz:
tavolsag[v *] = mins ~ v * 0t hossza — ezt kell belatni
l, d[v *] = tavolsag[u *] + c(u *, v *)
> kell:
» A:vantavolsaglu *] + c(u *, v *) hosszd Ut s = v *~ ba
* B:VUts ~v=x-ba>d[v*] =tavolsag[u *] + c(u *, v *) hosszu

> A
=  p x-ba azaz Ut, ami min ut kész
- S U XD * < jéut
tavolsag[ux]+c(uxv*)
> B
= tegylk fel hogy van egy Ut U s ~ v *-ba

megmutatom
» wyhossza=d[v*] > v
* wuhossza=s ~ u' rész hossza +c(u',v") + u' ~ v * rész hossza =
tavolsaglu'l + c(u', v") + v’ ~ v x hossza = d[v'] + v’ ~ v * hossza=> d[v"'] = d[v *]

—— ——
1 2 3

1: mert tavolsag[u'] helyes —» V Gt u'-be > tavolsdg[u'] hosszu
2: mert d[v'] = min olyan Gt hossza, ami kész-b8l 1 éllel megy v'-be
3:d[v *] < d[v'] mert v *-ot valasztom most éppen be a kész-be




Feladat
¢ adott n varos koztik kozvetlen utak
< utfelyjitas tervezése:
» minden kozvetlen Utra ismert a koltség
» cél: barhonnan barhova el lehessen jutni (nem feltétlenil kdzvetlen Ut)
» minimalis koltség
% gréafosan:
> input: élsllyozott n csucsu irdanyitatlan, 6sszefliggd G graf (nem negativ élek)
» cél: minimalis 6sszsulyu rész (néhany él)
= (Osszefliggl részt alkotnak
=  kdrmentes — ha van kor: egy éle eldobhatd
= minden csucs lefednek

= |, feszit6fa

Algoritmus
< Otlet:
» indulds s cslicsbol — innen fa épitése
> V lépésben +1 él valasztasa a faba
» amig V csucsot elérek
** pontosabban:
» lefedve halmaz: akiket elért a fa
>V lépéesben a minimalis élt, ami kimegy lefedve-bdl — épulé faba bevétel
% pszeudo-kdd:
lefedve={s}
F=0 //épild fa
while van lefedve-bd&l kilépd él:
min [ilyen é1] (u,v) [ (u€) lefedve]
(u,v) F-be
v lefedve-be

Prim algoritmus

Osszefliggd sulyozott graf minimalis feszit6fajanak meghatarozasa

kiinduld csucs kivalasztasa—s

fa csucsainak kivalasztasa, majd a graf tobbi csucsa kozt futd élek kozil mindig a legkisebbet
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