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Bizonytalan tudas

Lehetseges okok

 Lazasag/lustasag” - a részletes kapcsolatok megfogalmazasa tul nehéz, a
hasznalatuk szintén nehézkes (véges eréforrasok)

*Elméleti ismeret hianya - adott problématertletnek az elméleti feltarasa
meg nem zarult le, vagy lezarni soha nem lehet

*Gyakorlati ismeret hianya - nem minden, a szabalyokban hivatkozott
feltétel ismert a szabalyok alkalmazasakor (pl. zajos méréseket végzunk,
nem ismerjuk a pontos ertekeket, egyes ertekeket egyaltalan nem
ismerunk)



Bizonytalan tudas
-Példa:

Vp. Tiinet( p, Fogfajas) — Van(p, Fogszuvasodas) v
Van(p, Inysorvadas)~ Van( p, Bélcsességfognd) v ...

dp. Van(p, Fogszuvasodas) — Tiinet(p, Fogfdjas)

*Fogfajas és fogszuvasodas kozotti kapcsolat egyik iranyban
sem feltétlen logikai kovetkezmeny. (PIl. tobb kulonbozd oka
lehet a fogfajasnak.)

Az agens tudasa legjobb esetben is csak egy bizonyos
mertekl hiedelmet jelent az adott allitassal kapcsolatban.



Valdszinuségi axiomak

1. Minden valoszinluség 0 és 1 koze esik 0<PA)<1.

2. A biztosan igaz allitas valoszinlsége 1,
a biztosan hamis allitasé 0. P(lgaz)=1 ; P(Hamis)=0

3. Diszjunkcio valészinlisége: P(Av B) =P(A) + P(B) - P(A A B)

P(Q)

‘ , vilagok,
. ahol A hamis

Val6szinlseégi axiomakbal bizonyithato pl., hogy:
P(-A)=1-P(A)
P(A) =P(AAB)+P(AA—-B) stb.



Események — véletlen kisérlet

Elemi esemény: minden lehetséges kimenetel
(e,e,,....e,), amir8l egy kisérlet elvégzése utan
elddonthetd, hogy bekovetkezett vagy sem

c e Ne, N Ne,=0

Eseménytér: egy kisérlet 6sszes kimenetele, az 6sszes
elemi esemény halmaza (Q2).

—e,Ue,U...Ue, =
Véletlen esemény: az eseménytér egy részhalmaza

Biztos esemény: a kisérlet soran biztosan (minden
kimenetelnél) bekovetkezik.

Ellentett esemény: akkor és csak akkor kovetkezik be,
ha az eredeti esemény nem kovetkezik be



Valoszinlségi allitasok

binaris Esemény = Igaz P(Esemény = Igaz) roviden  P(Esemény)

tobbértekl IdGjaras 1 értéket vesz fel az alabbi 4 lehetségesbdl
(kategorikus) {Napos, Esé6s, Felhds, Havazas}

P(ld6jaras = Esbs)

folytonos Homérséklet = 22.1 °C, Homeérséklet < 22 °C
valtozo

P(H6mérséklet < 22 °C)

Feltételes valésziniiség: P(A,B) = P(A|B) .P(B)

4

P(A|B)=P(A,B)/P(B)



Valoszintiségi allitasok atalakitasa

Lancszabaly: P(A,B,C,D,E) = P(A|B,C,D,E)(P(B,C,D,E))=
/ 4

= P(A | B,C,D,E)@D,E) P(C,D,E))=

=P(A|B,C,D,E) P(B|C,D,E) P(C | D,E) P(D | E) P(E)

H

Teljesen altalanosan:
P(X X, X,...X,)= P(X, X, X,... X)) P(X, | X X,... X))
= P(X, X, X,... X,,,) P(X,_, | X, X,... X_,) P(X, | X, X,... X))
N
=.=]]PX, | X X,..X,_) P(X))

i=2



Bayes-tétel

P(B| A)P(A)
P(B)

P(A|B)=

ZP(B|A1')P(A1')

Miért fontos a Bayes-tétel?

NA =0

Sokszor rendelkezunk kauzalis (ok-okozati) tudassal:

Ok Okozat
A .
Betegség Tunet
Tlz Riasztas

P(tiinet | betegség)

P(riasztds | tiiz)



Bayes-tétel

Viszont sokszor,ellentétes iranyban” szeretnek kovetkeztetni,
tehat evidenciak (tények, amik most kovetkezmeények) alapjan
az ok(ok)ra

Ok , .. Okozat
Diagnosztika

i

P(betegség | tiinet)  Betegség Tuinet

P(tiiz | riasztas) Tlz Riasztas



Bayes-tétel jelentésége
Lehetove teszi a valoszinusegi allitasok atalakitasat
* Igy kiszamithatova valnak nehezen becsulhetd mennyiségek
* Oksagi irany: altalaban konnyebb becsuini
» Diagnosztikal irany: altalaban nehezebb

Mi a Tunet |étrejottének valdszinlisége Mi a Betegség kialakulasanak
a Betegség ismeretében? ‘l' a valészin(jségei

P(Tiinet | Betegség) P(Betegség)
P(Tiinet)

Mi a Betegség meglétének 1‘
valdszin(isége a Tlinet ismeretében? Mi a Tiinet létrejottének a
valdszinlsége?

P(Betegseg | Tiinet) =

Ok Okozat

—>(e

Betegség Tunet



Bayes-tétel jelentosége kviz kovetkezik!

Mi a Tuinet létrejottének Mi a Betegseg
valoszinlisége a Betegseg kialakulasanak a
ismeretében? l' van’szim’jséige?

P(Tiinet | Betegség) P(Betegség)

P(Betegség | Tiinet) =

P(Tiinet)

Mi a Betegség meglétének t
valésziniisége a Tiinet Mi a Tunet |étrejottének a
ismeretében? valoszinlsege?

0 a priori valoszin(iség
a posteriori valdszintseg L|keI|$ood l (prior)
(poszterior) l

P(B|A)P(A

Pt | By PEIADPAD
P(B)

Normalizacids konstans
(Iasd késébb)



05.1. kviz

Harom betegség okozhatja a hajhullast: B1, B2 és B3. Mindharom
betegségben a népesség 10-10%-a szenved. Azt tapasztaltuk, hogy a B1
betegségben szenveddk 20%-nal 1ép fel hajhullas, a B2 betegségben
szenvedbk 30%-nal és a B3 betegségben szenvedbk 50%-nal.

A vizsgalt paciensnél hajhullast tapasztalunk. Mekkora valdszin(iséggel
szenved az illet6 a B1 betegségben?

A. 0,02
B. 0,002
C. 2,0

D. 0,2



05.1. kviz megoldas

P(Tiinet | Betegség) P(Betegség)

P(Betegség | Tiinet) = P(Tiinet)

Mivel mindharom betegség esetén azonos a
P(Betegség) és a P(Tunet), ezért ugyanolyan aranyt fog
képviselnia harom betegségre a P(Betegség | Tiinet) |

mint a P(Tiinet | Betegség). Tehat hajhullas esetén

P(B1 | Hajhullds) =0,2 azaz (20%)



Bayes-tétel — miiveletek
A lehetséges értékei: {v,,v,,vs,....,V, |
P(A=v,)=F
P(A=v )AP(A=v;)=0, k#]
P(A=v)vP(A=v,)..vP(A=v,)=1

P(A=v)vP(A=v,)..vP(A=v,)= Zk:PI

P(B) = ZP(B | 4)P(4,)

P(B|AP(A) _  P(B[A)P(A)

P(A|B)= _
PB) S pB|4)P4)

Pl. ha A egy binaris valoszinlségi valtozo:
P(B=1|A=1)-P(4=1)
P(B=1|4=0)-P(4=0)+P(B=1|A4=1)-P(4=1)

P(A=1|B=1)=



Bayes-tétel — miveletek kviz kovetkezik
A nevez0 normalasra szolgal!

P(B| 4)P(4,) _ P(B| 4)P(4,)
P(B) S P(B| 4)P(4)

Ugyanis B bekoOvetkezése esetén (is) valamelyik A, biztosan bekovetkezik,
tehat:

P(Ak|B):

v p(Blapiay T BIAIPA)

ZP(A |B — Z N N
'> P(B|4)P(4) ZP(B | A)P(A4)

i=l1

Ezért gyakran nem is irjuk ki a nevezdt, csak jelezzik,hogy van egy normalo
tényez6 (ami azt biztositja, hogy 1 legyen az elemi események feltételes
valdszinlségeinek 0sszege):

P(4|B)=a-P(B|A)P(4)  vagy P(4, |B)=a P(B|A4)P(4,)



05.2. kviz

Harom betegseg okozhatja a hajhullast: B1, B2 és B3. Mindharom
betegségben a népesség 10-10%-a szenved. Azt tapasztaltuk, hogy a B1
betegsegben szenveddk 20%-nal lép fel hajhullas, a B2 betegségben
szenveddbk 30%-nal és a B3 betegségben szenved6k 50%-nal.

A népességben milyen valoszinlséggel fordul el6 hajhullas?

A. 0,01
B. 0,15
C. 0,3
D. 0,1



05.2. kviz megoldas
P(B) =2 P(B|A)P(4)

Itt most B=Hajhullds és A, (i=1,2,3) a 3 betegség B1, B2,
B3!
Mivel P(Bl)=P(B2)=P(B3)=0,lezért
P(Hajhullas)
=0,1- [P(Hajhullds | B1) + P(Hajhullas | B2) + P(Hajhullas | B3)] =
=0,1-[0,2+0,3+0,5]=0,1



Egyuttes valoszinliség-eloszlas

* Az egylttes valdszinlség-eloszlas P(X,, ... ,X,) minden egyes elemi
esemeény kombinacidhoz (allapothoz) valdszinlséget rendel.

* Ha minden vizsgalt valoszinlségi valtozd diszkréet, akkor az egyuttes
valoszinlseg-eloszlas leirhatd egy N-dimenzios tablazattal

* Egy cella = az adott allapot valoszinlsége.

Irjuk le a budapesti idéjarast két (egy binaris és egy ternaris) valtozoval:
idgjaras: {napos, felhds},
hémeérseklet. {meleg, kozepes, hideg}.

Akkor az egyuttes eloszlas P(idgjaras, hGmeérseklet):



Egyuttes valoszinliség-eloszlas

Irjuk le a budapesti id&jarast két (egy binaris és egy ternaris) valtozoval:
idgjaras: {napos, felhds},
hémeérséklet. {meleg, kozepes, hideg}.

Akkor az egyuttes eloszlas P(id&jaras, hbmérséeklet):

Meleg Kbzepes Hideg
Napos A 2 A
Felhds .05 .35 2

* Mivel az elemi esemeények egymast kizaroak, ezek egyuttes
bekovetkezése szukségszerlen hamis tény.

* Az axiomakbol kovetkezben: a tablazat elemeinek osszege 1.



Marginalis és mas eloszlasok

P(X.Y) =Y, ciomz) P(X,Y. Z = )

v s Meleg Kozepes Hideg
P(hémérséklet) =
.15 .55 3
7
Napos Felh&s
P(idgjaras) = A 6
Meleg Kozepes Hideg
Napos N | 2 N |

FelhOs .05 .35 2



Marginalis és mas eloszlasok

P(hémérseklet| id6jaras = Napos) =

Meleg Kozepes Hideg
.25 .50 .25

/

P(id6jaras| hémérséklet) = Vieleg  Kozepes  Hides
Napos .67 .36 .33
Felhds .33 .64 .67
Meleg Kbzepes Hideg

Napos 1 2 1
Felh&s .05 .35 2



Egylittes valdszinliség-eloszlas

JO hir: egyuttes eloszlas birtokaban minden kérdésre kapunk
valaszt, ami a benne szerepl0 véletlen valtozok viszonyara es
tulajdonsagaira vonatkozik.

Rossz hir: nemigen megy 10-nél tobb valtozot tartalmazo
eloszlasok megadasa

P(x,, X5, ..., Xy) esetén kell 2N —1 fliggetlen valdszinlségérték,
exponencialisan novekvo szamu valdszinlseg ismerete
szukséges.



Térjunk vissza a tankdnyv példajahoz:

Vp. Tiinet( p, Fogfajas) — Van(p, Fogszuvasodas) v
Van(p, Inysorvadas)~ Van( p, Bélcsességfognd) v ...

dp. Van(p, Fogszuvasodas) — Tiinet(p, Fogfdjas)

*Fogfajas és fogszuvasodas kozotti kapcsolat egyik iranyban
sem feltétlen logikai kovetkezmeény. (PIl. tobb kulonbozd oka
lehet a fogfajasnak.)

Az agens tudasa legjobb esetben is csak egy bizonyos
mertekl hiedelmet jelent az adott allitassal kapcsolatban.

*Tegyuk fel, hogy fogorvos a szondaval (=hegyes fémizée)
beleakad a fogunkba.



Feltételes fliggetlenség

Mind a fogfajasnak, mind a szonda lyukba akadasanak
kozvetlen oka lehet a fogszuvasodas.

Amint tudjuk, hogy fogszuvasodas fennall, nem hisszuk, hogy a
szonda lyukba akadasanak valdszinlsége a fogfajastol fog fuggeni.

Hasonloképpen, a szonda talalata nem befolyasolja annak
valoszinliségeét, hogy a szuvasodas fogfajast okoz.

P(Lyuk | Ffaj A Fogsz) = P(Lyuk | Fogsz)
P(Ffaj | Lyuk A Fogsz) = P(Ffaj | Fogsz)

a Fogszuvasodas tenye esetén a Fogfajas és Lyuk kozott fennall
a feltételes fuggetlenseég.



Feltételes fliggetlenség

P(Lyuk ‘F 0g8sz) = {

P(Lyuk‘FogSZ =1)
P(Lyuk ‘F ogsz =0)

P(Ffdj ‘Fogsz = 1)}

P(Ffdj|Fogsz) =
(Ffij|Fogs2) {P(Ffdj‘Fogsz:())



Feltételes fliggetlenség - alkalmazas

P(Fogsz| Ffaj A Lyuk) = P(Fogsz| Ffdj, Lyuk) =
P(Ffaj| Fogsz A Lyuk) - P(Fogsz A Lyuk)

” N P(Ffaj ~ Lyuk)
A IP(Ffdj | Fogsz) P(Lyuk | Fogsz)- P(Fogsz)

Q
D
3
» —

 P(Lyuk | Ffdj) P(Ffiy)

P(Lyuk | Ffaj A Fogsz ) = P(Lyuk | Fogsz)
i P(Ff4j | Lyuk A Fogsz ) = P(Fféj | Fogsz)

P(Fogsz| Ffaj A Lyuk)
P(Ffaj| Fogsz) P(Lyuk | Fogsz)

P(Ff4)) <. ............. 2

= P(Fogsz)



Normalizalas

Még mindig kérdéses a: P(Lyuk|Fogfajas)?!

- varhatéan figyelembe kell venni a tinetek 0sszes lehetséges
parositasat (harmasait, stb.), valésagban ez a kifejezés kiesik:
a nevezbk szorzata: P(Lyuk|Fogfajas) P(Fogfajas) = P(Lyuk)

Ezt az un. normalizalassal kikiszobolhetjuk, feltéve, hogy pl. a
P(Lyuk|—Fogszuvasodas)-t megbecsuljuk.

P(Lyuk | Fogsz )P(Fogsz)
P(Lyuk)
P(Fogsz| Lyuk) ~ | Fogsz )P(Fogsz)

P(Fogsz| Lyuk) =



Normalizalas

P(Lyuk | Fogsz )P(Fogsz)

P(Lyuk)
P(Fogsz| Lyuk) ~ | Fogsz )P(Fogsz)
P(Fogsz| Lyuk) = aP(Lyuk | Fogsz )P(Fogsz) = C,«
P(—=Fogsz| Lyuk) = aP(Lyuk | ~Fogsz )P(—Fogsz) = C,a
P(Fogsz| Lyuk) + P(—Fogsz| Lyuk) =(C, +C,)a =1
a=(C +C)"

P(Fogsz| Lyuk) =




Lehetséges problemak

« Az a priori feltételes és egyuttes valoszinlségek
begyljtése nehéz és koltseges

* Az emberek rossz valdszinliségbecslok

(ha nem az esemenyek gyakorisagabdl probalunk
becsulni, hanem szakertOket kerunk szubjektiv
becslésre)

* A Bayes-szabaly sok szamitast igenyel



