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K-1 Kvantummechanika

K-1.1. A perturbacié szamitas alapjai

Mar az eddigiekben (is) tapasztalhattuk, hogyankwmmechanikai sajatérték feladatok
(3.Axibma) megoldasa nem egyszenatematikai feladat. Szerencsénkre eddig csakolya
problémaékkal foglalkoztunk, amelyek elég egyse&rvoltak. Vagy azért, mert igen ,,egysizefizikai
modell6l volt sz6 (pl. 1D és 3D potencial doboz ) vagy neekérdéses modell differencial egyenletét
mar a matematikaban megoldottak (pl. harmonikusitiétor). Még a Hidrogén atomnal is
.szerencsenk” volt, mert itt a Schrédinger egyentegoldasa visszavezetteblt az elektrosztatikabol
jol ismert ,Laplace ill. Poisson egyenlet” megoléés Konnyen éke jelezhet, hogy a Hidrogén
atomnal bonyolultabb kvantummechanikai problémaotigganal mar nem lesz ilyen szerencseénk.

Sziukseég van kozetitmddszerek kidolgozaséra.

Ezek®l elvarhato, hogy a kozelités mértéke ,kézben &éhlegyen és azt elvileg tetdeges
pontossagig el lehessen végezni. A Kvantummechbaikdagyon gyakran hasznalt és a tapasztalatok
szerint igen jOl Mkodoé mddszer az un. ,perturbacio szamitas”.

Ennek Iényege a kovetkez

Legyen ismert egy sajatérték feladat (legtdbbszdegy Schirdinger egyenlet), azaz

H,w, =E, O, (k=1,2,3,...)
Ennek ismeretében keressik a

Ho, =€, &,
feladat megoldasat, ahol

F=F, +
A H'-t nevezzik .perturbacionak” (zavarnak). Azaz uggjfik fel a feladatot, mintha a joél ismeﬁ1t0
(energia) operatorral jellemzett fizikai rendszgy kis kil$ hatas megzavarna és ennek
kovetkezmeényeit akarjuk kdozdlieg maghatarozni.

A kovetkedkben feltessziik, hogy ez a zavar (perturbacio)sjkiMivel az operatorok kozott
nincsen rendezési relacio ezért ezt a ,kicsiseggy’definialjuk, hogy

(9P| @) << (qlF| @) O OHilbert tér

K-1.1.1 Idétél fuggetlen perturbacio szamitas nem degeneralt etben

Legyen aI:|0 -val jellemzett, perturbalatlan rendszerink olymogy minden (B

energiaszintjéhez csak egyetl@n)(allapotfiiggvény tartozzék. Azaz az energiasziniek
degeneraltak. Joggal varjuk azt, hogy pl. aelergiaszint a perturbacié hatasgaree valtozik.
Mivel a perturbalt rendszen:,i,d)n =¢, 9, " sajatérték egyenletét nehéz megoldani, ezért egy
szisztematikus kozetiteljarast dolgoztunk ki. Ennek a nevegjidggetlen perturbacios szamitas, nem
degeneralt esetben”. Az gtliggetlen” szé azt jelzi, hogy stacionarius allaykat hatarozunk meg.
Azaz az idfuggetelen Sclidinger egyenletet oldjuk meg.

Vezessink be eg9< A <1 paramétert a kdvetkézanodon:

H=H,+\H

Lathato, hogy ha=0 akkor a perturbalatlan, a1, akkor pedig a perturbalt fizikai rendszer Haamil
operatorat kapjuk meg. Tehat ' paraméter mintegy bekapcsolja a perturbaciotnibEszetesen az igy



kapott H = H(\) operator sajatértékei és sajatfiiggvényehisfjggvénye lesz, amelyed: Taylor
soraval felirhatunk.

A ,\" paraméterrel felirt sajatérték egyenlet nulld@adezett alakjaban mindaf egyutthatdnak
zérusnak kell lenni. Ugyanis ez a szikséges féité@mnak, hogy az egyenlet mind@s A< 1
paraméter értéknél teljesuljon.

A ,\*" egyitthatéi egy egymassal dsszeféiggyenletrendszert adnak. Ezek egymas utan
megoldhatok. A° =1- hez tartoz6 egyenlet éppen a perturbalatiadszerH = E, [, sajatértékét
feladatat adja. A\' —hez tartozé egyenlet az &s Y, ismeretében megoldhato. Az igy kapeﬂ) és
o™ beirhato a2 altal definialt egyenletbe és igy a# és¢® is meghatarozhaté. Es igy tovabb

tetsBlegesh? rendig elmehetiink. A szamolasok persze egyre Boligbbak lesznek, mert az
egyenletek egyre komplikaltabbak. Az esetek n&gyé&ben (ha a perturbacio tényleg elegend

kicsiny), akkor mar az edsendi kozelités is eléggé jo lesz, azgz=E, +e,
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Mi most csak az" energia értéket fogjuk meghatérozni.
A perturbalatlan rendszéy, }*) sajatfiggvény rendszere a Hilbert tér egy bazlséekinthet.
Ezért a q)(l) korrekcids fuggvény ezen bazis szerint sorb&déjt
Az igy kapott egyenlet skalarisan megszorozhatg allapotfuggvennyel.
Kihasznaljuk azt, hogy a bazisunk ortonormaltzaap, (@, ) =5, .
Eredményul azt kapjuk, hogy
e = (0, [Hw,)
Ugyanakkor tudjuk, hogy
E, = (W, |Ho|w,),
ezért aztan adodik a végeredmény, mely szeriitretsdi kdzelitésben
e, = (0, Fly,)
Azt mondjuk erre, hogy: "Etsrendi energiakorrekcio esetén az allapotfliggveny nentoxiél’

Hasonlé médon megkaphatjuk 8% masodrend energia korrekcioét is. Ez mar tartalmazni
fogja az 6sszesiperturbalatlan energia sajatértéket. Ezek min@lédbb vannak az fertéktl, annal
kisebb sullyal jarulnak hozz4 a korrekcidhoz.

A targyalt médszerrel a perturbalt allapotfiggvehis kiszamithatok. Ezzel azonban most nem
foglakozunk.
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K-1.1.2 Idétél figgetlen perturbacié szamitas degenerdlt esethe

Most is csak az energiaszint@isndi korrekcidjat fogjuk meghatarozni.
Legyen a perturbalatlan rendszeriink vizsgalanaltk energiaszintje degeneralt!
A nem degenerdlt esétltudjuk, hogy elé rendben az allapotfliggvény nem valtozik meg., azaz



e, = (W, [Hw,)
Ismertes, hogy degeneralt energiaszint esetén
HOl‘IJnr = En |]|Jnr r=1,2,3,...d

Szorozzuk meg mindkét oldalt egy teétenes ,¢" allanddval és az egyenletek adjuk 6ssze.
Ekkor kihasznalva &, operator linearis voltat kapjuk, hogy:

How, =E, [, ahol

d
llJn = zcrwnr
r=1

Az egymastol linearisan fuggetlep, degeneralt allapotfiiggvények mindig ortogonaliagtk (lasd a
szokasos vektortereket), azaz,, |W,,) =3,

A fenti linearis kombinacié beirhat6 az = (@, [H[w,) egyenletbe majd ez egy, -el
skalarisan megszorozhato
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A U, -el tortén skalar szorzas utan aZ ggyultthatokra egy lineéris egyenletrendszer adodi
Ennek akkor van ,trividlistél eltéf megoldasa, ha az egyutthatokbol alkotott deteamsreltinik.

Ez a keresett,-re egy ,d"-ed foku algebrai egyenletet ad. Ez nidigato.

Tudjuk, hogy a megoldas maximum ,d” darab kilértbgyokot adhat. Ha vannak egyforma
gyokok, akkor kulénb&z megoldasok szama lecstkken. Még az is lehet, hgya ,d” darab gyok
egyforma. Ebben az esetben a perturbaciéo nem cstilkkdegeneraltsag fokat.

Szemléletesen szoblva a kezdeti (perturbalatlagemeralt) E energiaszint egymastol (kissé)
kilonbd® energiaszintekre ,hasad fel”.

Osszefoglaléul azt mondhatjuk, hogy : ,A pertuibéx degeneraltsag fokat csokkenthett, s
meg is szintetheti.”

A potencialdoboz és a Hidrogén atom esetén maéhiésk arrol, hogy a degeneracio a fizikai
rendszer valamilyen (geometriai) szimmetriajabd@dikl. Azt varjuk tehat, hogy a degeneracio
csokkenése attol figg, hogy a perturbacio milyendondvaltoztatja meg a rendszer (fizikai)
szimmetrigjat.
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Példa: kettés degeneracio felhasadasa

A legkisebb degeneracié nyilvan a d=2 eset. Ealdgkzmegoldhato, ezért most ezt fogjuk
megvizsgalni.

Legyen a perturbalatlan energiaszigeEk a két degeneralt allappt sy,

Az elbzékben targyalt médon felirhato az,,@gyutthatékra adodo linearis egyenletrendszer.
Ez most csak 2 db egyenlet lesz. Ezért a pertuglsiergiara egy masodfoku egyenlet adédik

Ez egyszdaren megoldhato.
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Gyakori specialis eset az, amikoHa perturbacio olyan, hogy a kiindul@, ésy, degeneralt
allapotokat ,,ugyanolyan mértékben” valtoztatja ma&zgz
(e [H ) = (W, [Hw,)

Ebben az esetben az energiaszintek felhasadasadgspeilt alakban megkaphaté.
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K-1.1.3 Idétél figgd perturbacié szamitas

Eddig statikus perturbacioval foglakoztunk. Gyakedfordul azonban az az eset, amikor a
zavaré hatas azabien valtozik. AzaAH' = W(F,t). Akkor a megoldandé feladat sokkal bonyolultabb,
mint az eddigiek voltak.

Ugyanis most a perturbalt rendsﬂa{t) energia operatora a (dolog lenyegiédodoan)
idofuggd lesz, azaz

H=H,+H =H, + W(F 1)

Tehat az idfuggd Schidinger egyenletet kell megoldanunk (5. axioma)

A perturbalatlan rendszer sajatallapotai a Hilbé&regy bazisat adjak. Ezért ebben a bazisban
minden allapot sorba fejthietmég a(D(?,t) idofuggo allapotok is! Ez utobbi esetbenca(t) sorfejtési
egyutthatok értelem sze@n idfiggoek lesznek és a bazisallapotokfiihgd

W, (7.0 =4, (1) Eexp{— j%t}
alakjat kell (célszét) hasznalni. Ahol, mint azt jél tudjuk

HOqu = Ek lj'IJk

A kovetkedkben az egyszéség végett un. ,kétallapotl” rendszerekkel foglakuk .

Ez azt jelenti, hogy a perturbalatlan rendszek &gt allapotbol all (k=1,2). Helyesebben szdlva,
csak az els két energiaallapot ,lathatd”, azaz a tébbi allaplgan kis valészitiséggel gerjeszthét
hogy a jelenlétik elhanyagolhaté.

Mindez nem jelent elvi megszoritdsokat mert minfiberios effektus (ami altalanos esetben is
eloéfordul) mar ezen a rendszeren is bemutathato. wdtakat tekintve a ,szummak” éhinek és

matematikailag attekinth@b alakban tudjuk vizsgalni az eljaras lényegét. .
A perturbalt rendszer éfiiggs Schisdinger egyenletébe @(F,t) sorfejtett alakjat beirjuk.

Ezutan skalarisan beszorozzuk az egyenletet vayéir(ezaz rendre mindegyiky, (7,t) (1=1,2)
idofuggs bazisfiggvennyel. Akkor az ismeretlep(t) sorfejtési egyltthatokra egy linearis
egyenletrendszert kapunk. Ez jelen esetben (I<k@) két darab egyenletet jelent.
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Igen szemléletese példaképp az ,eljarékadését” az elektromagneses hullam (réviden a fény)
és atom kolcsbnhatasan mutatjuk be. Kdztudott, legyyatom mérete kb. 0.1 nm és a lathato fény
hullamhossza (pl.) 500 nm. Ezért az atom ,térfdgand az elektromos tér gyakorlatilag homogén és a
bees$ fény ,w’ korfrekvencigjaval oszcillal. A fényhullam mages komponesének a hatasa (a Lorentz
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er6 miatt) elhanyagolhat6an kicsi, igy az atom elelfrasak az elektromos teret érzékeli. Azé&bb

adodo (klasszikus) potencidlis energia az atoelgiktromos dipolusanak és Eﬁt) oszcillalo

elektromos térnek a kolcsénhatasabél adédik. Mirismeretes exV(F.t) = —pE.

Legyen az atomban a bédény elektromos tere mindig X" irAny(! Azaz léésan polarizalt
fényrol van sz6. Ekkor a kélcsonhatas (azaz a pertubhagieratora:

H' = W(x,t) = e[oqwt) X =eltoqwt) x O
Ennek alapjan az egyenletekbensldiy; = (i, |\7V‘qu> un. ,matrixelemek” egyszéen adodnak.

A W; reszekent megjelénx; E<ljJi |x‘ij> koordinata matrixelemek specialis tulajdonsaganagy

X;; = X,, =0. Ennek igen szemléletes szimmetria oka van. Tudjagy az atomi elektron az atommag
centralis efterében mozog. Ha elhanyagoljuk az elektronok kbkodtcsonhatast akkor az elektron
allapotok un. ,hidrogen szé&ion” allapotok lesznek. Azaz barmelyil, allapotfiggvény a jol ismert
polarkoordinatas alakba irhaté

W (F)= W, (r.9,0) =R, () DY (8,0)=R,, () " (cos) exr{jm¢}
Valamint

X = rsind cosp
Ezek utan a keresett matrixelem kiszamithato és erre zérus adodik.

Eddig még semmiféle matematikai kdzelitést neralaiztunk.

A {c,(1),c,(t)} egyiitthatékra ad6dé ,csatolt differencial egyendetdszer” megoldasa nem
egyszeil. Ennek egy kdzelftmegoldasét un. ,iteraciés” eljardssal (fokozategkdzelités) kaphatjuk
meg. Az egyenletrendszer matematikai szerkezsjtenigja kovetkez

o)l 5)4e)

Az iteracio lényege az, hogy ezt az egyenletetvetk@z alakba irjuk:

~(n+1) 0 f (n)
M 5HE) o
(o} f,, O (o

Ahol {c" ¢V} az iteracio (n)-ik I1épése gsi™ ¢V} az (n+1)-ik. Tehat az (n)-ik iteracios adatok
ismeretében az (n+1)-ik Iépéshez tartoz6 adatokhatagpzhatok. Addig kell folytatni az eljarast, gmi
két egymas utani Iépés eredmeényei mar csak a maghkticsiny meértékben térnek el egymastol.
Természetesen minden esetben teljesilnie kell amogfy:

cgn)(t)(2 + C(Z”)(t)(2 =1 (n=0,1,2,...)

Ha ,szerencsénk” van, akkor ez az eljaras konvexgda nem, akkor az iteraciot mas modon
kell elvégezni. Erre tobbféle 6tletes modszert dotgk ki, de ezekkel most mi nem foglalkozunk.

Ha a perturbacio valdban elegérd kicsiny, akkor (legtébbszér) mar azéeendi kdzelités is
megfeleben 16 eredményt szolgaltat.
Legyen a kiindul6 érték:



=1

9 =0
Ez azt jelenti, hogy a perturbalatlan rendszér, alapallapotban van. Az élendi kozelitésnek
tekintettc, (t) = 0(21) (t) megadja, hogy a perturb&cio ,t” pillanataban asdeti rendszeriinket milyen
valosziriséggel fogjukw,, allapotban megtalalni. Mint tudjuk ennek érteke

P (t) =[ct ()
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Az egyenletrendszefbelegend csak ac(zl) (t)-t meghatarozni. Az itlszerinti integralas utan
0(21) (t)-re két komplex tagbal allo kifejezést kapunk. lelesszik, hogy a beefeny w frekvenciaja
(w—wﬂ) - 0, akkor a két tag egymashoz képesti szaniszszonya kdnnyen megbecsulhef

nehézséget az okozza , hogy a komplex szamok kdedttdefinialhato ,rendezési relacio”. Ezért &ell
korultekintést igényel a két széban forgo tag dsagenlitdsa.
Eredményul azt kaptuk hogy — w,, esetén az ,edstag” elhanyagolhato.
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Az igy kapottc,(t) = c(t) érték a segitségével definidlhaté valoszéygel értelmezhiet
A rendszerink a perturbaci@#ly, allapotban volt, hiszen kezdeti feltételek szerin

=1

1

9 =0

Annak a valosziiisége, hogy a ,t” iélpillanatban a rendszep, allapotban legyen:
=|c®(+)?

P, (t)=|c(t)

Ez tehat azt jelenti, hogy a rendszer ekkora vatdsgggel ment at &, allapotbol ay, -be, azaz

Pz(t):P(qu - wz)

Ez aP, (t) valOsziriség az a beédény ,w’ frekvenciajanak (is) a figgvénye lesz. Ennekaximuma

: L L. E,-E, . .., . < ) L
(mint az az élz6ek alapjan varhat6 isp = w,, = —2 - L értéknél van. Atrendezéssel adddik, hogy

E,=E, +hw

Az energia megmaradas tételének az értelmébéncanem lehet mas, csakis az az energia,
amit az atomi elektron a perturbacio soran a féhgpert. Ha alkalmazzuk a ,foton” fogalmat, akkor
ez azt jelenti, hogy a fénnyel valé kdlcsonhataarsaz atom elnyelt egiw fotont. Ennek
eredményeképp az atomi elektron az alapallapotb@dsodik energiaszintre kertilt.

Ennek az effektusnak a neve fényelnyelés, vaszorpcio”.

A kapott P, (t,w) valészitiség i fliggvény tiikrozi az ,energiaéidkozott fennall
hatarozatlansagi relacio létezését is. Ugyanirezonancia gorbe” atlagos szélessége gpillanatban
kb.



n
Aw=—
t

Ebbosl adddik, hogy aAE = 7Aw definicio esetén

tmEZE
2

Ez pedig éppen az ,energiasickdzotti hatarozatlansagi relaciot jelenti.
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Térjunk vissza &l (t)-re kapott két komplex taghol all6 kifejezésre.

Tegyiik most fel, hogy a beefény w frekvenciaja akkora, hogfw+ w,,) — 0. Ekkor (az
iméntiekhez hasonldan) azt kapjuk, hogy a domind&nnyiség az gldag lesz. Azaz a maximalis
valdszirisédi atmenet akkor lép fel, ha

wtw, =0
Ez azt jelenti, hogy
E,-E _,,

h

Azaz
E,=E, +hw

igy most a kezdetip, allapotE, energidja a nagyobb, azéz, > E,. Tehat az elektron kezdetben a
magasabb energiaszinten (gerjesztett allapotkmm) & bees fény hatasar#®, (t) = ‘c(zl) (t)|2
valésziriséggel fog a kiseblE, energiaju alapallapotba kerulni. Az energia megmas tételének az
értelmében az elektron &, —E, = 7w energia kildonbséget valamilyen modon le kell yhadja. Ha
az atom szabadon van, akkor erre csak elektromégmestlam formajdban van lelisége. Bevezetve
ismét a foton fogalmat a kdvetkigznondhatjuk. A bedsfény egyzw foton alakjaban kélcsénhatasba
lép a gerjesztett allapotu elektronnal. A kdlcstaab@redményeképpen az elektron az alacsonyabb
energiaszintre ,ugrik” mikbzben egyw fotonnyi energiat lead. Ez a bédstonnal egyutt elhagyja az

atomot. Azaz az atombdl kétfiwe foton tavozik.
A jelenség neve gerjesztett fénykibocsatas vaggukalt emisszio”.

Tapasztalatbol tudjuk, hogy egy szabad atom gagdsallapotban l&velektronja egy ié utan
minden lathat6é kdlcsonhatas nélkil, mintegy ,maljasz alapallapotaba ,ugrik”. Ek6zben az
energiakilonbséget egy foton formajaban leadjanekm nevespontan emisszid”

A spontan emisszio fizikai magyarazatara az edkloggn hasznalt ,naiv” foton fogalom mar
nem alkalmas. Ehhez az elektromagneses hheantummechanikajat kellene ismerniink, amelynek a
neve ,Kvantumelektrodinamika”. Ennek targyalasardmem messze tulmutat ezen MSc kurzus keretein.

Annyit azonban megemlithettink, hogy az elektroreége mezis rendelkezik egy ,nullaponti”
energidval. Ennek értéke mindexfrekvencian. (a mechanikai oszcilldtoréhoz hasaumlb%hco. Ez a

Maxwell-féle klasszikus elektrodinamika elektrodimi&abdl vakuum alapallapotanak fele meg. Ekkor a
makroszkopikus méretekben, klasszikusan semmiféktremagneses hatast nem érzékelink. Azaz



E(F,t)=0 és ugyanigy &(F,t)=0. Mikroszkopikus skalan azonban a mindig jeleﬁlézL\mo

energiaju ,fotontenger” érezteti a hatasat. Enrekradménye a spontan emisszio is.

Lathat6, hogy & (t) egyiitthaté értéke fligg az; matrixelemsl. Ha ez zérus, akkor az
elektron ay; allapotbdl nem fog atugraniy, allapotba. Azt mondjuk, hogy ,a két energiaszioe &ti

atmenet (els rendben) tiltott.” A lehetséges atmeneteket (aaikor % nem zérus) kivalasztasi
szabélyoknak nevezzik. Némi matematikai manipulétia Hidrogén atom allapotok kdzotti
lehetséges atmenetek meghatarozhatok.

FIZ3/MSC/VIK 12.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

K-1.1.4 A LASER effektus kvantummechanikai alapjai.

Manapsag szinte mindenki latott és hasznalt miéeZét) LASER-t, hiszen ezek par szaz
forintért beszerezhék.

Technikai alkalmazasuk szinte kimerithetetlenh&vg misorok fényhatasai, a ,holografikus”
adattarolé eszkdzok, a CD irok és olvasok, a sgélesoptikai kabelek, az igen kicsiny (fény
hulldAmhosszanak megfet¢lelmozduldsok preciz mérése, stb.. mind a LASER félhasznalasan
alapulnak.

A LASER effektus alapja az &o6ekben megtargyaihdukalt emisszia

A kovetkedkben a LASER legegyszdyb elméleti modelljét mutatjuk be.

Tekintstink egy véges méitiedobozban &%, ,N” db, két allapotd, egymastdl fliggetlen atombol
allé rendszert. A dobozban elektromagneses hulldmjélen van. Termikus egyensuly esetén ez utébbi
éppen a ,imérsékleti sugarzasnak” felel meg. Természetesernkies egyensulynak kell fennallnia az
elektromagneses m&es az atomi rendszer kdzott is. Ez az egyensllifypat a kovetked mdédon
alakul ki.

A kétallapotl atomok az elektromagnesesdnek kétféle mdédon tudnak energiat leadni. Ezek a
spontan emisszid és indukalt emisszio. Ugyanakkergiat felvenni csak ,abszorpcio” révén tudnak.
Mindharom fajta atomi atmenet csak bizonyos vahis£ggel johet l1étre. Ezeket a valosEidgeket az
eloz6ekben mar meghatéaroztuk. Jeldljuk ezeket (Einstggman) a kdvetkézképpen:

Az abszorpci6 valésziisége P(E, ~ E,)=Buw

Az indukalt emisszié valészisége P(E, - E,) = Bxn

A spontan emisszi6 valéstisége P(E, - E,) = As

Az E; energidju atomok szama legyen &

az k& energigju atomok szama legyep.N
Természetesen

N; +N, =N

ldéegyseg alatt, spontan emisszioval az alapallagotbatomok szamat jeldljen,.” .
ldéegység alatt . ” atom fog indukalt emisszioval az alapallapothbmijuvalamint ,n, ” jelenti az
abszorpci6 révén, édgység alatt, gerjesztett allapotba k&rtiomok szamat.
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Természetesen,. ésn, fligg a jelen l1é§ hv = 7w energiaju fotonok szamatol. Ezt a fekete
test sugarzasat (is) jelén&(v)"- Planck-fél sugarzasi formula adja meg.
Marmost a termikus egyensuly feltétele az, hogyNizdb atombal allé rendszer altal leadott és
felvett energia ugyanakkora legyen. Ez azt jeldmdgy
nA = nSE + nIE

FI1Z3/MSC/VIK 13.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

Az atomok energia szerinti eloszlasat azaz ggd\az N értékek aranyat a klasszikus Maxwell-
Boltzmann statisztika adja meg. Ennek és4w)"" sugarzasi formulanak az ismeretében megkapjuk a
B12, Bo1, €S Aj atmeneti valdsziiségek kozott fennallo dsszefliggéseket.

Ezek szerint B= By; és As= allanddhv® OB

Termikus fényforrasok esetén (pl He gazzékads lampakdorte) a fénykibocsatas gyakorlatilag
csak a spontan emisszio utjan torténik.

FI1Z3/MSC/VIK 14.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor nincsen teumegyensuly az atomi rendszer es“§u)
sugarzasi tér (fotongaz) kozott. A sugarzasiséieényeket az teegység alatt elnyelt és kisugarzott
energia adja meg. Azaz

P. =(ng +n, )y és

P, =n, [hv
Az induk@lt emisszid réveén keltett fotonok ,egynydan haladnak” (ez egy koherens sugarzast ad). A
spontan emisszi6 (éppen a spontaneitadsa miatPenizgs kiszorddik a dobozbdl. Ebbadodik

P, —PF U (N1 - Nz)

Méarmost, ha N> N, akkor fényelnyelésit beszélink. Ekkor ugyanis az elnyelt (abszorbealt)
elektromagneses energia (fotonok szama) nagyobti,ankibocsatott (emittalt) energia (fotonok szama)
Ha Ni< N, akkor Un fénysdisités torténik. Ezt nevezzik LASER effektusnak NAz N, feloszlast
.inverz populaciénak” nevezzuk. Ennek oka az, hagy\, / N, arany éppen reciproka a termikus
egyensulyban l&rendszer ,normalis” N/ N, hanyadosnak.

FI1Z3/MSC/VIK 15.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

Lattuk, hogy Bo= B,1 azaz az indukalt emisszid és az abszorpcié valiszge egyforma. Ezért
a fotongéazban lévatomok ugyanolyan meértékben gerjésirtek (abszorpcié) mint ahogyan a fotonok
hatasara emittalnak (indukalt emisszid). Ezérnaeriz populacio éBllitasanal szét kell valasztani a
gerjesztést (ezt nevezzik ,pumpalasnak”) és a LABH#ktust azaz az indukalt emissziét. Ehhez
legaldbb harom energiaszint kell. A fénnyel toétnmpalas az £energiaszintre emeli az elektronokat.
Ezek egy un. ,sugarzasmentes” atmenettel (pl Udaizéévén) az nala kisebb &nergiaszintre
kerllnek. Ez olyan allapot, amelyik élettartamawgrsylag nagy, ezért van elegéndo az inverz
populéacié kialakulasara. Az indukalt emisszi6 az [E; atmenettel torténik meg.

Ha elindul egy spontan emisszid, az beinditjandakalt emissziok sorozatat, hiszen egy
keletkezett foton mindig Ujabb fotonokat gerjegrtegerjeszédés lavinaszéen végbemegy.

A haromszini LASER egyszdfsitett dinamikai targyalasa elvégezhet
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Az E, <E, <E, energiaszinteken tartozkodo elektronok szama eciedsyenN,, N,, N,.
Ezek 6sszege természetesen egy adott allandd szdm
NO = Nl + N2 + N3
Ezért elegenticsak azN, (t)-t és N, (t)-t meghatarozni. Az itterivaltakat a lehetséges &tmeneti
valdsziriségek ismeretében meg tudjuk hatarozni.

FIZ3/MSC/VIK 16.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

Az E; energiaszintil az elektronok az Ere kerllnek, ezért az:=Bs;= 0. Stacionarius allapot
eseténN, (t)-t ésN,(t) allandék. Az & energiaszint betoltottsége igen kicsi, hiszenasak” arra

szolgdl, hogy rajta keresztll kialakulhassen-i az inverz populacio.

A pumpalasi teljesitmény kiszamitasa soranaBszorpcios valdsziség kiesik a formulakbol.
Ezért a szikséges pumpdlasi teljesitményizaBszorpcio és az,Aspontan emisszidé mar
meghatarozza.

FIZ3/MSC/VIK 17.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

Tanulmanyozas végett megadjuk
a folytonos lUzefhHe-Ne gaz LASER és
az impulzus uzefhrubin LASER energiaszintjeit.

FI1Z3/MSC/VIK 18.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

K-1.2. Az elektronspin Pauli-féle elmélete

Lattuk, hogy kisérletek szerint az elektron 6nmiagandelkezik egy sajat magneses
momentummal (Stern-Gerlach kisérlet) és egy sajdtipettel (Einstein- de Haas kisérlet) is. Azt is
lattuk, hogy ez a perdilet nem adodhat az elektemyely kortli, merev test saérforgd mozgasabdl.
Ekkor ugyanis az elektron kertileti sebessége ki 80the. Ki kellett dolgozni az elektronspin
kvantummechanikai modelljét. Olyan matematikai nibé¢tell alkotni, amely 6sszhangban van a
kvatummechanika axioma rendszereével.

Az el 1épéseket Goudsmit és Uhlenbeck tette meg. Meaftalt hogy a palyamozgasbol

adodoL perdiilet égi, magneses momentum mintajara megalkothat6 egy elyaéleti modell,

amely megadja a$ spin és gl sajat magneses momentum mestéstékeinek a kapcsolatrendszer.

Ez a modell azonban nem adja meg az egyes néémerinyiségekhez rendeltiaiperatorokat és azok
sajatérték egyenletét sem (2. és 3. axioma). Eeladatot W. Pauli oldotta meg.

Mielétt azonban ratérnénk az elektronspin Pauli-féleédnek a targyalasara meg kell
ismerkednink a Goudsmit és Uhlenbeck elmélet eiggik fontos kovetkezményével. Ez az
elektronspin precesszioja homogén magneses térben.

Mivel az L perdiilet és as spin viselkedése nagyon hasonld, ezért érdemesggygsitett”
szamitast elvégezni. Ebben a perdiilétefel, a hozza csatol6dé magneses momentijimetel, a
megfeleb giromagneses faktod, -vel fogjuk jel6lni. A szamolas menete ugyanamtramit a

~-Kvantummechanika munkafiizet” 66. oldalan mar beaattuhk.
A kapott precesszids szogsebességre azt kapjgi, ho
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=529,
2m
Lathato, hogy a palyamomentum esetén amior g, = mebkapjuk a varto, Larmor féle
korfrekvenciat. Az elektronspin esetén, amikgr=g, = az2adodik, hogy a spin precesszios

szO0gsebessége
_eB_
ws—ﬁ—wc.

Ez pedig éppen a ciklotron korfrekvencia, azaz mmyttoltés homogén magneses térben ezzel a
korfrekvencian mozog a korpalyajan.

FIZ3/MSC/VIK 19.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

K-1.2.1 A Pauli méatrixok

A Goudsmit-Uhlenbeck modell alapjan tudjuk, hog):{ASX,ASy,ASZ,éz} spin operatorok

felcserélési relacidi ugyanolyanok, mint{izx,liy, I:Z, I:z} palyamomentumokéi. Tudjuk azt is, hogy az

S, operatornak két sajatéerteke és ennek megtaiekét sajatallapota van :

Sa=+q
2
- h
SB=-—
B 5 B
A egy tetsdlegesy spinallapot ezen két allapot linearis kombinadidj&og allni, azaz
x =ala+b[f3, ahol

"+ =1
Tehat a spin allapotok Hilbert tere kétdimenzideE célszdr itt in. ,matrix reprezentaciot” hasznalni.
Ez hasonl6 ahhoz, mint amikor a valos/ektorokat az (*q & ,éz) Descartes bazisvektorok terében az

6 skalar komponenseivel adjuk meg= (vx ,vy,vz)
Jelen esetben legyen a Hilbert tér bazisa

{a,p}

Ebben a bazisban felirva az allapotfiggvéenyekekaajuk, hogy

Nyilvdnvald, hogy az operatorok 2x2 —es matrixaezleek. AzéZ értelem szdien felirhatd

A 1 0
5 ="
2\0 -

Bevezetve a kdvetkézmatrixot
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irhat6, hogy

5§ ="5
2

z

Ugyanez megteh&ta masik két komponens esetében is. igy a spin koensekre kirott csererelaciok
atirhatok ag; (i =x,y,z) matrixokra. A feladat marmost megk®rieazokat a legegysz#idab matrixokat,

amelye eleget tesznek ezeknek a csererelacioknak.
Az eredmény a Pauli matrixok rendszere.
Ezen matrixok ismeretében megmondhat6, hogy agseyyk a bazisallapotokat milyen

allapotokba transzformaljak.

FI1Z3/MSC/VIK 20.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

K-1.2.2 Elektronspin magneses térben. Statikus motle

A Spin allapotok tehat egy kétdimenzids Hilbertakemeivel reprezentalhatok.
Tudjuk, hogy azS elektron spinhez egpls magneses momentum kapcsolodik. Ezért, ha a spynt e
B = BI[fA magneses térbe helyezziik akkor annak ott

Vp = _BD'S
potencialis energidja lesz. Ennek ismeretében diegé egy Hamilton operator, amelynek a
sajatértékei meghatarozhatok.

Lathato, hogy ez a feladat ekvivalens§32= S operator sajatértékeinek a meghatarozasaval.

FI1Z3/MSC/VIK 21.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

Eredményul azt kapjuk, hogy (barmily@negységvektor esetén

5 =+l
" 2
FIZ3/MSC/VIK 22., 23 oldalak Orosz L./Fizika TEME

a
A x= (bj sajatallapotok a linearis algebraban szokasos madkghatarozhatok.

Most is érvényes az, hogy egy sajatallapot csglkegy egységnyi abszollt értékonstans
erejéig hatarozhaté meg. Hiszen

X =lexdid} X’
Az sajat allapotok ismeretében meghatérozhatju{éa>z= <x|§,|x> (i=x,y,z) atlagértékeket.

FIZ3/MSC/VIK 24., 25. oldalak Orosz L./Fizika Z.88BME
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Az eredmény igen szemléletes, hiszen ezekre agokdia éppen a klasszikus fizikai
0sszefliggéseket kapjuk.
Ezt felfoghatjuk Ugy is, mint az Ehrenfest tétgyik megnyilvanulasat, amely szerint a
kvantummechanikai atlagok a klasszikus mechanigszéfliggéseket szolgaltatjak.

FI1Z3/MSC/VIK 26.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

K-1.2.3 Egymast kdved spinmérések. Statikus modell

) a
Erdemes megvizsgalniya= (b) sajatallapotokban szerépla” és ,b” egyutthatok fizikai
jelentését. Példaul (a% -hoz tartozo) sajatallapot ,a” komponensre igagyh a=(a|x) = cos%

Ezért az|a|2 = COSZ%. A kvantummechanika axiémai szerint eP{x — a) valészitiséget hatarozza
meg (lAsdKMF 42.oldal).

P(x - 0() annak a valosziisége, hogy a ,,z” iranyu spin komponensvrer,lzL -t mérink (erre utal

az ,a” allapot), feltéve hogy a vel® szoget bezard iranyban is+%-t mértink (ez jelzi g allapot).

FI1Z3/MSC/VIK 29,30,31 oldalak Orosz L./FizikaZZEBME

K-1.2.4 Elektronspin magneses térben. Dinamikus mal

A kovetkedkben idbfiiggo spin allapotokat fogunk vizsgalni. Ezért ezt difkus modellnek
nevezhetjik. Egy ,z” irAnyd, alland&Biagysagu magneses térberblépin idbfliggs Schrodinger
egyenlete jol ismert

|:| = —éﬁ :+e—BOéZ: eBOh
m 2m
Ezért az idfuggs Schidinger egyenlet

0

z

5 h .
HxX = _TX
Beirva ide a Hamilton operator fenti alakjat, addiogy
eB, . .
26,x =X
2m
Az egyenlet atirhaté méatrix reprezentacioba.

a : )
Az x = [b] - re vonatkoz6 egyenletrendszer kdnnyen megabdiztek ismeretében a

spinkomponensek kvantummechanikai atlagos ért@ghatarozhaté (4.Axioma)
Eredmeényul azt kapjuk, hogy a kvantummechanikaigatk a klasszikus spin precessziés mozgast adjak.
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B, . . L
Ez azw, = 5 cikloton koérfrekvenciaval rendelk&a precesszio, amelyet a bevében(KMF
m

18.oldal) mar meghatéroztunk.
Az Ehrenfest-tétel ismét teljesult!

FIZ3/MSC/VIK 40.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

K-1.3. Kételektronos rendszerek

A kvantummechanikai pontrendszerek tanulmanyoefsatilhetetlen. Az atomok és molekulak
szerkezetének megismerése nem csak aaz elmékaunkhat gyarapitja, de fontos gyakorlati haszna is
van. Elég, ha csak a modern gyogyszeriparra gondoA kvantummechanikai szamitasok igen sok
draga de ,zsékutcas” kisérldtszabaditja meg a gyakorlati szakembert. De aanapj
nanotechnoldgidja sem sziletett volna meg a kardaemtumkémiai ismereteink nélkdil.

Ebben a fejezetben a kémiai kdtések kvantummekaiaaliapjaival ismerkedink meg. A
kozépiskolas kémia tudasunk igy utdlag nyer vaédtiimet.

A legegyszdibb, két elektront tartalmazo6 rendszerekkel foglalkik. Ezek példajan mar be
tudjuk mutatni a jellegzetes kvantummechanikailetfsokat.

A Hélium (He) atommal és a Hidrogén molekulaval)(ldmerkediink meg.

Mindkettbben két proton és két elektron van de a protondietéelhelyezkedése alapdet
kulonbséget jelent az elektronok viselkedésétidet

A He- atomban l&¥ elektronokra felirhaté a Schrédinger egyenleKMF 77.oldaldn mér
megismerkedtiink a sokrészecskés rendszerek aliggo#nyének a ,kezelhetetlenségével”.
Megbeszéltik az ,egyrészecske kozelités” elkerathat szilkségességétKMF benkvalitativ
magyarazatok révén megismerkedtink a sokelektnarmszerek targyalasakor hasznalhaté
gondolkodasi stratégiakkal. Az elkdvetkkben ezekekvantitativ forméba fogjuk dnteni.

A kételektronos Hélium atorfl(12) Hamilton operatora tartalmazza a két elektron kz6
H'(1,2) Coulomb kdlcsonhatast (is). Ha ez men volna jekor aH(12) operator két, egymastol
flggetlen operator, élo(l) és al:|0(2) 0sszegekent allnacelA I:|0(12): I:|O(1) + I:|O(2) operatornak
szeparalhat6 sajatfiggvényei vannak. Eze{q@wb}) ismertek, hiszen a ,hidrogén sieon”
allapotaival mar foglakoztunk.

Célszetinek latszik tehat az, hogyﬁﬁo(lz) -t egy perturbalatlan rendszernek tekintstik. Ekkor

a H'(12) Coulomb kolcsonhatas lesz a ,perturbacio”.

Az elkdvetkedkben mindig csak etsendi kdzelitést hasznalunk. Természetesen egy ,profi”
kvantumkémikus a megkivant pontossag érdekébenamipthgyagyut” bevet. A perturbacié szamitas
mellett masfajta kdzelitések sokasaga all a reedékere. Ezek Gtletes kombinacibit hasznalva a
megadott kémiai tulajdonsag meghatarozésara lkainas. Tulzas nélkil mondhatjuk, hogy ahany
fizikai probléma annyi fajta kozetitmodszer létezik. Ezek ,testre-szabasa” jelenttankumkémikus

V4

FI1Z3/MSC/VIK 41.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME
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K-1.3.1 A Hélium atom alapallapota

Az alapallapot a rendszer legalacsonyabb enetgiajtartozik. Ez a Pauli elv értelmében csak
ugy lehet, ha a mind a két elektron ugyanabbédegldasebb energiaju (palya) allapotban van. Ezért a

V4

a kétrészecskég,.,(12) spinfiiggvény gondoskodik. Mivel azonban ez nerjaadékot a rendszer

energiajahoz, igy nem kell vele foglakozni.
A perturbacio szamitas értelmében a rendszer idér(el$ rendben) a

e = (P, (12)|H(12) ws,(12)) Kifejezés adja. Ez val6jaban harom atlagértékeigszhiszen
maga aH (12) operator harom tagbdl all. Az egyes tagok kénnyeghatarozhatok
Megjelenik egy ,Coulomb energianak” nevez&t energia tag. Ennek jelentése igen

szemléletes. Ugyanis, ha mindkét elektront (a$t)|l|é1a|2 siriséggel ,elkenve” képzeljuk el, akkor

E. kétp(F)=—-e |w,|" toltésfells Coulomb kélcsonhatasi energiajat adja meg..

FIZ3/MSC/VIK 42 .oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

K-1.3.2 A Hélium atom gerjesztett allapota (a ,kisrélédési kdlcsbnhatas”)

A Hélium atom gerjesztett allapotahoz Ugy jutumdgyha az egyik elektront egy magasabb
energiajuy, allapotba tesszik. Ekkor a rendszer ket elektroq)(lz) spin-palya allapotaban a

qJ(lZ) palyaallapot vagy szimmetrikus, vagy antiszimnkesilehet.
A He atom energiajat a mar jol ismert formula adgg

e=(0(L2)|H(22) $(22)) ahol

H(12)= H,(1) + H,(2)+H'(12)
Ennek megfelélen az energia kifejezés harom ré&dzhall. Mivel a c|)(l2) allapotfiiggvény egyelektron

allapotokbdl épul fel ezért az egyes részek tovédmmkra esnek szét. Ezek kulon-klon jol
szamolhatok. Ki tudjuk hasznalni azt is, hogy bygmmtagok egyformak lesznek. Ez azoknal a
kifejezéseknél all fenn, amelyek &z - 7, valtozo cserére nézve invariansak.

FI1Z3/MSC/VIK 43.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

Az E_ -vel jel6lt Coulomb tag ugyanolyan felépiiémint amilyennel az alapallapoti esetben
mar talalkoztunk. Most azonban a két kdlcsonhatéstells a Y, # P, miatt killénbdzik egymastol.
(Az alapéllapotban egyformak voltak!).

Ujdonsagként megjelenik &, -vel jeldlt un. ,kicserédési energia”. Ez tiszta
kvantummechanikai kdlcsonhatas. Ez azt jelentiyhelientétben aE_. -vel, azE, -et klasszikus
analdgiaval nem tudunk leirni. Ebben a tagban oban allapotok szerepelnek amelyek nem alkotnak
|qJ|2 valGsziriség siriiséget. A ,kicseréldési kdlcsonhatas” elnevezés onnan adddik, hogy egy

alkalmasr, - T, valtozo cserével a£, attranszformalhatd . -be.
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FIZ3/MSC/VIK 44 oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

A végeredmeényul kapott
e=E,+E, +E.xE,
Kifejezésben az
E.> 0 mindig és
E, >0 altalaban.
Ennek kvalitativ és szemléletes ,belattatdsa”, aggdzios esetben kdnnyen megtéhet

FI1Z3/MSC/VIK 45 .oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

Az igy kapott energiaszintek strukturaja grafikugaabrazolhatd. Itt még berajzoltuk azt a
tovabbi felhasadast (ezt nevezzik ,finomszerkex&iramelyik a spin-palya kdlcsonhatasbdl adddik.

FI1Z3/MSC/VIK 46.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

K-1.3.3 H," molekula ion (atompalyak és molekulapalyak)

A HyHidrogén molekulahoz az megértés egyik Gtja’ ahidrogén molekula ionon keresztiil
vezethet. A Fl, csak egyetlen elektront tartalmaz (ezért ion) ugya ez két vonzo-centrom hatasa alatt
all. A két centrum a két proton. Erdekes, hogy eraz egyetlen elektron is képes a protonok taszito
hatasat legyzni €s a molekulat 6sszetartani.

Fontos tulajdonsaga ennek az ionnak, hogy as8uofger egyenlet kozelités nélkil, analitikusan
(is) megoldhato.

A két vonzé centrum miatt un ,konfokdlis koordiadgendszert kell alkalmaznunk. Az eljaras lényege a
KMF 89.oldalan megtalalhato. A kapott szamszeértékek nagyon nagy egyezést mutatnak a mért
értékekkel.

Bonyolultabb molekulaszerkezet esetén az egzakispad nem létezik. A hasznalatos kdzelitési
eljarasokat célszérebben az igen egys#egsetben bemutatni. A fizikai gondolat mar itt méget és
nem fedi el a Iényeget a matematikai formulak sagasLatni fogjuk, hogy mar a ,lholekula
szamitasa is sokkal komplikaltabb, mint a hidrogtemé volt.

A H*, ion H Hamilton operatora a definicié szerint megkonstraid.
Az elektronnak e két (A illetve B j&) protontdl mért tavolsagéat rendrg és g jeldli. Most is

definialhato egy|:|0 .perturbalatlan” rendszer. Ez legyen az, amik&égproton kozotti ,R” tavolsag
olyan nagy (elvileg ,R- «”), hogy az egyik proton kézelében a masik protar mem fejt ki semmiféle
hatést. Ekkor a rendszernek két alapéllapota vareléktron vagy az ,A” vagy a ,B” jélprotonhoz
kotodik. Azaz az ,A” jeli proton koril 16w elektron egy Hidrogén atomot képez &@s hagyon nagy
,R” tavolsagra helyezkedik el a ,B” jeélproton. Ekkor az elektron allapotat jelolie, és az energiaja
legyen k. Ahol E; egy szabadon all6, alapallapotu Hidrogén energ@lj@nti. Ugyanez igaz akkor is,
ha az elektron a ,B” jél protonhoz kaidik. Ebben az esetben az elektron allapptaés az energiaja
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ugyancsak Elesz. Tehat a perturbalatlan rendszer degenera®) ( Valamint nyilvdnval6. Hogy az

R 0" miatt (Y, [Py ) =0
A perturbélatlan rendszerben éelektron allapotait tehatdl ,ys, =E, [y, illetve a
H sWs = E, O, sajaterték egyenletek hatarozzak meg.
Ha a két proton koz6tti ,R” tAvolsdg véges, ak&lutunk az eredeti (perturbéltnak tekintett)

rendszerhez. Ennekid Hamilton operatorat mar megadtuk
Megoldandé tehat a

Ho =€
Sajatérték egyenlet. Az élendi perturbacié szamitas szerint
Hyp, = e,
ahol ay, a perturbalatlan rendszer allapotfiiggvénye. Milsgleneralt eseirvan szo, ezért
l'IJO = CAl‘IJA +CBl‘IJB
Ezzel pedig irhato, hogy
H(ca W, +caWe) =gl W, +Cole)
A Hy, és aHy, szamolasa soran behozhatokay, és a Hgy, operator nveletek.
Atrendezés utan az alabbi tipust egyenlethez jutunk

c, [valamj W, +c, fvalam) i, =0

FIZ3/MSC/VIK 47 .oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

Az egyenletet skalarisan megszoroapg-val , illetve i -vel, és kihasznalva @p, |y ) =0

ortogonalitasi feltételt, &, ésc, allandokra egy homogeén, lineéris egyenletrendadédik. Ez a

szokasos médon megoldhato.

A skalar szorzas soran megjdlanatrixelemek k6zott lesznek olyanok-jEamelyeket
~elektronfellbk” kozo6tti Coulomb kdlcsdnhatasként tudunk szeretéit De lesznek olyanok is £
amelyeket a He atomnal latottak alapjan ,kicsatési” kblcsonhatasként tudunk értelmezni.

FIZ3/MSC/VIK 48.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

A keresett £” energiara két érték is adodik, az és aze_.
Ezen két energiaértéhez természetesen ket kulénppzartozik. Ezek kobnnyen megkaphatok. A
szamolas eredménye akovetkédzsz:

_{q"+ :C(LIJA_LDB) 8:8+

Y, = ha

Yo =c(w, +u,) e=e

A U, allapotok neve ,molekula palya” (MO), amelyeketipz ésy, ,atompalyat (AO) linearis
kombinaciojaval (LC) allitottunk él Ezért ennek a modszernek a neve: ,LCAO MO”

Lathato, hogw, = ¢,, antiszimmetrikus ég)_ = ¢, szimmetrikus molekulapalya lesz.
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A molekulapalyak kialakulasanak egydimenziés kasiNt magyarazatat iMF 88.oldalan
talalhatjuk meg

FI1Z3/MSC/VIK 49.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

Végezetll felrajzolhatjuk a, (R) és aze_(R) fuggvényeket, amelyek tipikus alakjat az abran
szemléltettik. Lathato, hogy kialakul egy stahjltR. ,kotési tavolsag” és az ehhez tartozé Un.gkigt
energia’.

Igen szemléletesen_ molekulapalyat ,kdt palyanak” a, molekulapalyét ,lazito
palyanak” nevezzik.

FONTOS MEGJEGYZESEK:

A most targyalt mdédszer alapjan attekinthetjik amtit a k6zépiskolas kémiabana ,és a
,TU palyakrél (kémiai kdtésekt) tanultunk. Ezeknek az 6sszefoglalas&MF 90.oldalan olvashatjuk
el.

Az LCAO-MO médszert hasznalhatjuk a Si kristalgkezetének a megértése soran is. Ezt az
SZMF 44.,45. oldalontalaljuk meg.

Az LCAO mobdszer segitségével a szilard testekggaaiavszerkezet e is igen szemléletesen
megmagyarazhaté. Ennek a neve az Un ,Szoros csatg)dight Binding”, TB) modell. Ennek egy
leegyszeisitett (egydimenzids) modelljét &MF 10-12 oldalaintargyaljuk meg.

FI1Z3/MSC/VIK 50.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

K-1.3.4 H, molekula (a Heitler-London modell és a molekulap§lak)

Mar emlitettik, hogy a kvantumkémiai szamitasoklazilt 50 évben hatalmas f&glésen
mentek at. Se szeri se szadma a célirdnyosan kilotigonara mar hatalmas programcsomagokban
megvasarolhato eljarasoknak. A gyégyszeripar éggipar az egyik nagy ,fogyasztoja” de egyben
egyik nagy inspiraléja és finanszirozoéja is ennskaftver piacnak.

A szamolasi eljarasok szinte kiapadhatatlan varsdlehetségének a csirdja mar a kezdetek
kezdetén is megjelent. AjHinolekula szamoldsok igen nagy sokféleséget mutatta

Az elgy szamolasHeitler és Londonvégezte el egy évvel a Sédinger egyenlet megsziletése utan
(1927-ben!)Oket még sokan kovették (1927- 1960: Hitler —Londdeallmann, Weinbaum, Coulson,
Rosen, Frost-Braunstein, Berencz, Gurnee-Mageegskaolidge, Kolos-Roothan)

Mindezek a szamitasi modszerek az intuicié ésgpsrlogika sajatos otvozeteként szilettek
meg.

Az eljarasok abban kulonb6znek egymastol, hoggeazsk az atomi allapotokbdl miképpen
allitjiak els a molekulapalyakat. ,Otletesebbnél 6tletesebb” kimr@cios eljarasok sziilettek. Mindezek
azt a célt szolgaltak, hogy a szamitasok eredmé&myeldodo kotési tavolsag és kotési energia adehet
legjobban megkdzelitse a mért értékeket

Es még csak a két elektront tartaimazé Hidrogétekulardl van szo!

Az elmondottak tanulsagaként és tudomanytortémetiepe miatt mostldeitler €és London modszerrel
fogunk megismerkedni.
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A két protont ismét jelolje ,A” és ,B”, a két el&lont pedig ,1" és ,2".
RendszerH(lZ) Hamilton operéatora defenicié s#en felirhatd. A négy darab toltott részecske

mindegyike kélcsdnhatasban alla az 6sszes toblitzebsszesen ,,6” db parkodlcsdnhatast igy
ugyanennyi potencialis energiatagot jelent. A @nok ko6zotti ,R” tAvolsdg egy kiszamitando
paraméter érték (kotési tavolsag) a valtozokazsr, elektron koordinatak.

FI1Z3/MSC/VIK 51.oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

A H," esetében mar bevezetett atompalydk,aés ay, .
A megoldandé sajatérték egyenlet a

H(12)6(12) = e ®(12)

V4

(egyelektron) allapotokbal allitjuk &l Mivel az ele ktronok fermionok, ezértclx{lz) kételektron spin-
palya allapotnak antiszimmetrikusnak (ASZ) kefiee. Itt kétféle lehéséglnk van:
0 s, (12) = {‘“32(12) Ksz(12) d=1 ami a spinbl ad6dé degeneraltsag.
WA (1'2) Xsz (12) d=3
A spinek nem adnak jarulékot a rendszer energiajawért nem kell vellk tédni.
A kozelit energiaérték a szokasos médon szamolhaté:

€= <¢ ASZ (12)| H (l2)| sz (]’2»

Az egyelektron allapotokbol kéfdé matrixelemek nagy szama miatt a kijelolt szamal&abb
hosszadalmas, mint bonyolult. Gyakorlatilag He at@hmar megismert matrixelem tipusokkal
taldlkozunk. Ezeket éssfen rendezve egy tomor forméba felirhaté eredméapytiRk.

Ebben a kilonbdgztipusu energiatagok 6sszevonva egy elemben steekpe

llyen az £ Coulomb energia és &, kicserébdesi energia.

FI1Z3/MSC/VIK 52.,53. oldal Orosz L./Fizika TEBME

Ec(R) és azE, (R) ismeretéeben a molekula energiajat mege((ﬂd fuggveny felrajzolhato.

A szamszdr eredmények dsszefoglalasat a mellékelt abrakbatjak.
FIZ3/MSC/VIK 54. oldal Orosz L./Fizika Tsz./BME

Végezetll érdemes megvizsgalni, hogy mi a kiloglageLCAO-MO maodszer és a Heitler —
London féle szamitas kozott.

Tekintstik a2_.CAO maddszer allapotfiiggvényét. A Kdtlapotot fogjuk megvizsgalni. Mint azt
tudjuk, ez az az éllapot, amelynél a kételektrguédgaallapot szimmetrikus flggvény lesz. Azaz

W (12) =y, @)+ we W), (2)+ v, (2)]
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A Heitler-London médszerben a szimmetrikus palyaallapot a kovétkeit
W (22) = [w, (@), (2) + v, (2) e ()]
Lathatd, hogy mindketben ugyanaz a négy db egyrészecske allapotfliggzargpel

W, (0w (2w, (2 we (0}

De masféle mdédon komponaltuk ds$ket. Elvégezve a kijeldlt algebraitiveleteket azt kapjuk, hogy
Y (12) = [y, (), (2)+ wo (1) e (2) + e (12)

Tehat az:5*°(1,2) olyan &llapotot is tartalmaz, amely szerint miriéaelektron egyszerre vagy az
»A” vagy a ,B” proton korul van.



