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REZGESEK

Keveset tudunk, m4gis csoddlatos, hog/ ez milyen sok,
s mtg csoddlatosabb, hogt kvds ismeretiink mekkora
hatalom q keziinkben.

BERTRAND RUSSELL

15.1 Bevezet6s

Sz6mos test periodikus, azaz az id6 fiiggv6ny6ben szab6lyosan ism6tl6d6
mozg6st vdgez. Az inga ide-oda leng, a benzinmotor hengereinek dugattyiti
el6re-h6tra mozognak; minden atom 6s molekula egyensrilyi helyzete kdriil
rezeg. Az orgonasipok, 6s a kiirtiik l6goszlopainak, a hangszerek hfrj6nak
rezg6se ugyancsak periodikusan vAltoz6 mozgas Az elektromos 6ramk6r
vrltakoz6 6ram6t ugyanazzal az egyenlettel irjuk le, mint a mechanikai rend-
szerck rezgS mozg6s6t. Teh6t a periodikus mozgis a fizika majdnem minden
6griban el6fordul6, sz6les kdrben elterjedt j elens6g.

A kdvetkez6kben a rezg6 rendszerek k6ztis von6sait elemezziik egyet-
len z tilmegii test mozg6senak megfigyel6se r6v6n, amely vizszintes stirl6-
d6smentes feliileten, rug6 hatisa alatt egydimenzi6s mozg6st v6gez. Ez trivi-
6tis p6ld6nak tfinhet, de egyszeriis6ge lehet6v6 teszi, hogy levezessiik azokat
az 61ta16nos egyenleteket, amelyek nagyon sok esetben alkalmazhat6k. A
testhez a rug6t csatlakoztatnak, amint ez a 15-la 6br6n l6that6. Ha a testet
nyugalmi helyzet6b6l x t6vols6gnyira elmozdiduk, a rug6 olyan F visszatt-
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15-1 6bra
A termeszetben sz6mos visszat6rit6 er6
j61 megkdzetiti a rug6 alhl kifejtett
{ szaggatottan rajzolt) idedlis. l ine6risan
v6ltoz6 visszat6dt6 er6t:



rit6 eftt gyakorol a testre, amely ar6nyos az elmozdul6ssal; ezt Hooke_
tdrv6nynek nevezik:

A Hooke-tdrv6ny

ad6dlk, azaz

os-l)

(1s-2)

os-4)

ahol t a newton/meterben kilejezett rug6nlland6.
Sz6mos olyan fizikai rendszer van, amelyben az er6 j6 kiizelit6sset en-

nek a trirv6nynek engedetmeskedik. De ha az er6 nem linedris figgvinye az
elmozdul6snak, kis elmozduliisok eset6n ekkor is gyakran j6l kiizelithet6
lineiiris fiiggv6nnycl (a fiiggv6nygorbe 6rint6j6vel) (15_lb ribra).

15.2 Egyszerii harmonikus rezg6 mozgils
A kiivetkez6kben matematikai iisszefiigg6seket vezetijnk le a rezg6 mozgAs
tulajdonsAgainak leiris6ra. Newton m6sodik tiirveny6b6l indulunk ki:

" d "r = m__.;
t7t -

A Hooke-tiirv6ny behelyettesitesdvel

.  d 'x_ tot = m__:_;
d t '

d t '  \ n )

x ( t ) : A c o s ( @ t + 0 )

(rs-3)

Ahhoz, hogy ezt az egycnletet ,,rnegoldjuk", meg kell tal6lnunk azt az
r(t) fiiggvenyt, amelynek id6 szerinti m6sodik deriv6ltja megegyezik a fiigg_
veny ncgativ tcibbsziircisevel. Mivel a szinusz is a koszinusz fiiggv6ny ilyen
tulajdonsrigf, czert a keresctt r(l) fiiggv6nyt ezek segits6gdvei oly m6don
irluk fel, hogy a Iiiggetlen v6ltoz6t (ami 6ltaleban valamilyen 0 szo,g) a t id6
valamilyen ro-szoros6nak tekintjiik, ahol ro a radirin/nr6sodpercben m6rt fn.
kiirfrekvencia. (Jegyezziik meg, hogy itr or 6rt6ke mindis;l lando. ellent6t-
bcn a forgo mozg6ssal, ahol ro a sziigscbessdg. es vdltozhar..l A (154)
egyenlet megoldiisiit tehiit az

(rs-s)
alakban irjuk fel, ahol

0 = egy tctsz6legcs i i l lando, a radjrinban m6rt (a t: 0 id6oonthoz tar_
tozo) Lin. kezd6 fdzissziig.

ol = a kiirfrekvencia, radi6n/mdsodperc egys6gben mdrve. Ha ljelenti
a rezg6s ciklus/m6sodperc vagy hertz (Hz)' egys6gben m6rt frek_
vencidjit, akkor ar = 2n/ . Atuggvlny cgy teljcs ciklusrinak
id6tartama a m6sodpercben m6ft Z= l,;/ peri6dusid 6 vagy rez_
g6sid6.

A = az amplititd6, \agy a pcriodikus mozg6s legnagyobb kit6r6se, czt
hosszrisdg egysegben m6rjiik.

Ezt a frekvenciaegysdget Heinrich Hertz (t 857 t894) tiszteletere neveztek el, aki 42 elekr_
romdgneses hull6mok ler€zesit kis6rtetileg eis6k6nt igazolra. A h€r1z egys6ge s r, de ezt
gyakran ciklus/mrsodpcrc-ben vagy rezg€s/mrisodperc-ben fejezik ki. persze a ,,ciklus" 6s
,,rezgis" csuprn lizikai j elens6geket leir6 szavak, nincs sai6t dimenzi6iuk.



Mivel cos(at +nf2) = -sinrr , a @ flizissziig segits6g6vel kifejezett (15_
5) fiiggv6ny a (15-4) differenci6legyenlet dltaldnos megoldillit szolg6ltatja,
amely a szinusz 6s a koszinusz fiiggv6nyt egyar6nt tartalm azza. Ez a megoldts
az egyszerii harmonikus rezg6 mozgisnak nevezett periodikus mozgest ida
le. egyszerI, mert egyidejiileg fell6p6 ttibb kiiliinbiiz6 frekvencia helyen csu_
p6n egyetlen frekvenci6val jellemezhet6. A ,,periodikus mozg6s,' elnevez6s
tal6n alkalmasabb lenne, de az,,egyszerf harmonikus rezg5 mozg6s,'elter_
Jedtebb.

A (15-5) fiiggv6ny k6tszeri id6 szerinti differencirildsrival (l6sd a GJ
fiiggeleket) a ktivetkez6t kapjuk:

x = A c o s ( a t + 6 )

dx
- = - A(D stn ltDt + Q)

AI

d -  x
-  =-At . , 'cos (cor  + f  )

t7t -

dzx

d t '

Osszehasonlitva a (15-4) 6s (15-6) egyenleteket, megdllapithato, hogy a (15_
5) fiiggv6ny akkor el6giti ki a (15-4) egyenletet, ha

L
l l  = at2
m

(ls-6)

(1s-7)

(r s-8)

(rs-9)

Behelyettesitve az a = 2trf iisszefiigg6st 6s /:re megoldva, kapjuk az egy-
szerii harmonikus rezgd mozgits.fiekvencidj at:

k  =  ( 4 r ,  f r )m

Az egyszerii harmonikus
rezg6 mozgiis frekvenci6j a

A T rezgisidci a mozgds egy rcljes ciLlusdnak idcitanama. Azaz

, L

llt I tl

Az egyszerii hamonikus
r ezg6 mozgis rcz glsrdej e

l

Az egyszerf harmonikus rezg6 mozg|s fontos jellemz6je, hogy az I
frekvencia es a T rezgesidl.liiggetlen az A amplitidotol. Ez6rt egy rug;b6l 6s
a hozz6 kapcsol6d6 testb6l 6l16 rendszer mindig ugyanazzal a frekvenci6val
rezeg liiggetleniil att6l, hogy a rendszert nagy vagy kis amplitrid6jr.i mozgas_
ba hozt6k.

A kit6r6sre vonatkoz6 x: A cos(@/ + d) egyenletben az (at + O) meny-
nyisdget a rezg6s fizisdnak nevezik. Et6ke mcgszabja, hogy a reszecske az
adon pil lanatban milyen rezgdsd llaporban van. A I - 0 idripontban a rezg6s
fizisa $. Ezdrt Q a kezd6 f6zissztig: @ 6rt6k6nek megviilaszt6s6vai lehet6v6
v6lik az id6 m6res6t a test tetsz6s szerinti kit6r6s6hez tartozd id6pontt6l kez_
deni. (Ldsd a l5-2a 6bet) A Z penodusidcit nem sziiksdges u, ,ibrdn b"-u-
tatott m6don csilcst6l csticsig m'mi; T az az id6tattam, ami alatt a rezg6 test
a fiiggv6nygiirbe brirmely pontjrihoz tartoz6 id6pontt6l kezdve a rezgd tcst
mozgds6nak egy teljes ciklusdig tan.

A rezg6 test sebesseg6t €s gyorsuliis6t a kit6r6s id6 szcrinti els6 ds mA_
sodik derivdltja adja, ezeket a kiivetkez6 egyenletek foglalj6k ossze:

m

i



Elmozdul6s

A Qkezdt f{zisszog
meghatirozza az orlg6

Q : 0) hely6t
(itt negativ 6d6k)

Sebess6g

Gyorsul6s

( a )

(b )

l5-2 6bra
Az x(t): A cos(rrl + d) fiiggv6ny sze-
dnt moz96 resz€cske egyszeni harmo-
nikus mozgdsa. Ha a kezdci Q livisszog
z6rus, akkor a fi.igg6leges koordin6ta-
tengely a szaggatott vonallal jeliilt
hetyzetbe tol6dik.

(c )

Egyszerf
harmonikus
rezg6mozg6s

Sebess69

Gyorsulis

Kitrfrekvertcia (r s-1J)

\i.- \
-F/

x x(t): A cos(or+O)

x = ,t cos(ot + Q) (ts-to)

! ! =  v = - , q o s i n ( t o r  + 6 \  ( 1 5 - l l )
dt

4!  -  o= -Ar '  cos(ot+d)  (15-12)
dt

T

Egyszerii harmonikus rezg6 mozg6st v6gz6 r6szecske kit6r6s6t az
x: A cos(at + {) fiiggv6ny irja le. Az amplitird6 2 cm, a rezg6sid6
1,5 s 6s a kezdeti kit6r6s 0,4 cm, amikor a r6szecske a mozg6s kii-
z6ppontja fel6 kiizelit. (a) Hat|rozzuk meg a kezd6 fiizissztiget. A
I = 0,9 s id6pontban hat6rozzuk meg (b) a mozg6s frizis6t 6s (c) a
kiterest (centim6terben).

MEGOLDAS

(a) Alkalmazva a (15-10) egyenletet, x : A cos(ot + d), 6s a l: 0
6ft 6ket behelyettesitve kapjuk:

xo: A cos Q

ahol -x0 a I : 0 id6ponthoz tartoz6 kezdeti kit6r6s 6s A az ampli-

trid6. A numerikus adatok behelyettesit6sdvel

v(t) : - A@ sin(of +O)

a(t):  -  Ao2 cos(c.:f  *d)



(0,+cm) = (zcm)(cos4)

lnnen
I 0.4 cm l

@ = arc cosl -:- | = l, l7 rad
\ z c m )

Iegyezzik meg, hogy / 6r6k6t radiinban kell
hogy a mertdkegltsige rad/s.

(b) A (15-10) fiiggv6ny felir6s6hoz el6bb ki kell
6rt€k6t:

kifejezni, mint-

sz6mitanunk ar

2 1  2 x  r a d  , . ^ r a d
l   . ) s t  s

Igy a (15-10) egyenlet

"=(zcm) cos(s, l4rad)  = 0,829cm.

Egy a Hooke-tiirv6nyt kdvet6 rug6ra er6sitett 200 gramm tiimegii
test 4 cm amplitud6jir egyszerii harmonikus rezg6 mozgAst v6gez
(15-1a 6bra). A rug66lland6 25 N/m. a) Sz6mitsuk ki a rezg6s frek-
venci6j6t 6s b) a rezg6s egy teljes ciklus6nak idltartam6,t (a rcz-
g6sid6t). Tekintsiik azt az id6po(1tot, amikor a rezg6 test egyensrilyi
helyzet6t6l jobbra 2 cm t6vols6gra van 6s jobbfel6 mozog. Sz6mit-
suk ki ebben az id6pontban a test c) sebess6g6t 6s d) gyorsul6s6t!

MEGOLDAS

a) A rezg6s,ffrekvencirija a (15-8) k6plet szerint:

., = (zcm) *,[[o,rn-4),-,- ',,r*o]

A [ ] z6rojelben l6v6 kifejez6s afAzis. A t = 0,9 s id6pontban

u r,i'i, = ff a,rsrg 
.]{0,s, I

L\  s  /  )+  l ' J7 rad  
l= t ' ' o 'uo

(c) A /: 0,9 s id6pontban a kit6r6s:

I
:-
z7t ffi=''"ts-''""'

b) A ?"peri6dusid6 a (15-9) k6plet szerint:

. r - l  -  I
. ,_  

-  0 .562s' I r'za 95'u: 1
\ .  s , /

c) Annak 6rdek6ben, hogy a rezg6 test mozgiis6r6l viLigos k6pet
alkothassunk, c6lszetii az r kit6r6st r fiiggvdny6ben grafikusan
v6zolni (15-3 6bra). Et6sziir a mozg6s f6zisiLt, azaz (at + g) 6r-
t6k6t sz6miiuk ki, ez6rt a numerikus adatokat a (15-10) egyen-
letbe helyettesitjiik €s az egyenletet (rot + d) -re megoldjuk: 15-3 6bra

A l5-2 p6ld6hoz.

k 1
m 2 x

cos (of +O)

x = A c o s l r o t + Q )



(zcm) = (a cm) cos(ror +/)

ahonnan

I 2 c m l
{c { r r  t  dJ= arccos l  -  -a rccos(0-5)  =  60 ' .

l 4 c m  l

ad6dik. Az 6br6r6l azonban leolvashat6, hogy 60o-n61 a test
balfel6 halad (az ;r kitdr6s cstikken). Ezert az a szog, amit kere-
siink, egy olyan id6ponthoz tartozik, amikor n : 2 cm, 6s a test
jobbra halad (az .r kit6r6s novekszik). Ez a szrig 300o-os,
amelynek koszinusza ugyanaz, mint 60o koszinusza' Teh6t
(at + 61 : 300', 6s a sebess6g az ehhez tartoz6 pillanatban a
(15 I l) keplet szednt:

r, = 0,387I
S

(d) A gyorsul6s szAmitiisa:

Uohbfele i r inyul)

(balfbl6 i|6nyul)

-Aa sit(at + ttr)= -io,o+-1t2"{r,zs4lU) ,.roo"

" = -[t.{',,*:ruu)]'ro,'-t
^ - ^ ma =  - l )u ;

s

Iegyezzik meg, hogy a sebess6g 6s a gyorsul6s ellent6tes ir6nyti,
mefi a test mozgiisa lassul.

A 15-4 6brin egy cgyszerf harmonikus rezg6 rr'ozgSs grafikonja
16that6. Hat6rozzuk meg a mozgSs r:,4 cos(o/ + d) egyenletdben
szerepl6,4, ro €s p param6terek numedkus elteket SI egys6gekben.

MEGOLDAS

A gralikont tanulm6nyozva 16tjuk, hogy az amplitt id6 A:0,02 m,
6s a rezg6sid6 T = 0,8 s. Ez|rt az ro ktirfrekvencia

2 n  2 r r a d  - ^ - r a d
-  

T  0 ,8s  s

A @ fiizissztig meghakirozds6ra helyettesitsiik be a grafikorLr6l leol-
vashat6 6rt6keket. P61d6ul I = 0,3 s id6pontban a legnagyobb a kit6-
r6s, azaz x: 0,02 m. Teh6t a koszinusz fliggv6ny 6rtdke +1. Ez akkor
igaz, ha a koszinusz fiiggveny argumentuma nn, ahol n : 0, + 2, + 4,
stb. A koszinusz fiiggv6ny argumentum6t most z6rusnak v6lasztjuk:

' Ez az egyszert harmonikus rezg6 mozgas vizsgdlatinak egyik lebets6g€s hibafonrisdra
utal. Minthogy a rezg6 mozgest vdgz6 r€szecske k6s6bb irjra 6thalad ugyanazon a ponton ,
az ellenkez6 irdnyb6l,6vatosan kell eljdrni az adott feladatnak megfelel6 id6pont meghata-
rczisenil. Tovrbbe, mivel a zsebszemol6g€pek mindig csak 90'-nil kisebb abszolut 6rt6kii
szdg€ket adnak eredm6nyiil, kiinnyen elnezhetjiik a val6j6ban m6s negyedekben l6v6 szU-
geket. Az ilyen tipusf hiba elkerii]€s6re cehzerii felnizolni a kiter6st a t niggv6ny6ben. A
kdvetkez6 fejezet mes seg6deszkdzt is nyirj1 ehhez, n.,ewedtq az 6n. rclbrencia-kdrt.



I z.ss '"" l(0.:r) + a = o
\ .  s / '

Q = -2,36tad= -135".

Ez a v{lasz nem egy6rtelmii. Ha az argumentum 6rteke 2n, akkor a
kdvetkez6t kaniuk:

I z,ss39 l{0,:,)* d = zo ,.uo
\ s ,/'

0 = +3,93 rcd = +225".

A ket kiilitnbitz6 eredm6ny az orig6 (a koszinusz fliggv6ny kezd6-
pontj6t6l szimitott) -t ir6nyf vagy +/ ir6nyrl eltolesAnak felel meg.
Az oig6 negativ I ir6nyri 135"-os eltol6sa rdv6n a koszinusz fiigg-
v6nygiirbe ugyanazon pontjrira jutunk, mirft M oi'g6 pozit[v t ir6\yi
225"-os eltol6s6val. Igy a k6rd6sre k6t lehets6ges v6laszunt van:

r =(o,o2m)*,[[t,tr:1)' - r,,u*o]

r = (o,o2m) *,[[t,tr:a)'. r,**o].

(cm)

2

F__r

15-4 6bra
A l5-3 pdldrihoz.

I
- ! -  _

I
I
I

o /,ot7 0? 0/3 0r4 0

Egy mennyezeti gerend6ra er6sitett fiigg6leges rug6 als6 v€g6re
egy 7 kg tiimegii test van fiiggesztve. A testet fiigg6leges rezg6sbe
hozzuk, a rezg6sid6 2,6 s. Sz6mitsuk ki a rug6 & rug66lland6j6t.

MEGOLD4S

A (15-9) egyenletb6l

Ebb6l a & rug66lland6t kifejezve

k = 4r ' ,^ = oo'(tuS) = oo.n ", ,
r. (2,6s)'



15.3 A harmonikus rezgf mozg{s 6s az egyenletes
kiirmozg:ls kapcsolata

Az el6ziiekben sz6mos kiildnboz6 egyenlet szerepelt. Alkalmas geometriai
modell s€gits6gdvel ez a sokf6le fiiggv6nykapcsolat kiinnyen megjegyezhet6.
A modell neve referenciakiir.

Tekintsiink egy P pontot, ami egy ,4 sugarir kiiriin 6lland6 ar sziigsebes-
s6ggel mozog. Ha a P pont a / = 0 id6pontban az x ten gely x = A koordin6trijri
pontj6b6l indul, akkor valamely k6s6bbi t id6pontban az I sugiir x tengellyel
bezfut szoge @t, (l6sd a l5-5a ibtbt.) A P pont r tengelyre es6 vetiilete a 0
pont. Amint P v6gigj6rja a kdrt, Q az lx tengely menten balra 6s jobbra mo-
zogva egyszerii harmonikus rezg6 mozgbst v'gez. A Q pont odg6t6l m€rt
kit6r6se ,r : A cos(,t, azonos a (15-10) egyenlettel, ha a $ kezd6 fLzissziig
zerus.

A S kezdS f6zissztig alkalmas megvf lasztiisiival az id6 m6r6set akkor
kezdhetjiik el (/ = 0), amikor a pont a kitr tetsz6leges hely6n van, ami azt
jelenti, hogy 6ppen akkora a harmonikus rczg6 mozgitst vegz6 test kezdeti
kit6r6se. Altal6ban az egyszerii harmonikus rezg(i mozgits az egyenletes
kormozgiis bdrmelyik 6tm6r6re (nem csak az .x tengelyre) es6 vetiilet6nek
tekinthet6.

A l5-5b 6br6n a mozg6 P pont v sebess6gvektor6nak nagysirya Art. A v
vektor * tengelyre vetit6s6vel v,: -Aa.siral, a (15-l l) egyenletnek meg-
felel6en. (A negativ el6jel hely6nval6, mert az 6rdmutat6 j6r6s6val ellent€tes
ir6nyban mozogva, @/ < 90o esetdn a r6szecske az x tengely negativ iriiny6-
ban mozog.) Hasonl6kdppen, a 15-5c 6br6n a mozg6 P pont a". centuipelilis
gyorsuliis6nak nagysiga qo: Aa2,6s .r irdnyt vetilele a,: -Aa2 cos@/ (16sd
a (15-12) egyenletet). Ezeft a referenciakor az egyszerii harmonikus rezg6-
mozg6s tanulm6nyoz6siinak igen hat6sos eszkoze. Mint ezt a kdvetkez6 p6lda
megmutatja, gyors elj6r6st szolg6ltat arra is, hogy kisz6mitsuk azt az id6tar-
tamot, ami ahhoz sziiksdges, hogy a harmonikus rczg6 rnozgd,$ vegz6 ft-
szecske a mozg6s egy meghatrirozott pontj6b6l egy m6sikbajusson.

15-5 6bra
A lr tengely ment6n egyszerf harmo-
nikus mozg6ssal ide-oda nozgtt Q
pont /efbrenciqkdre.

a) A Q pont.

v. : -Aco sin cof

b) A p pont v, sebess6ge.

a, : -A@2 cos L,rf

c) A Q pont a, gyorsuliisa.
Egy r6szecske egyszerii harmonikus rezg6 mozg6st v6 gez 200 rcz-
g6s/s frekvenciiival. Sziimitsuk ki azt az rd1tarlamot, ami ahhoz
sziiks6ges, hogy a r6szecske a k6z6ps6 x : 0 (egyensirlyi) helyzet6-
b6l az x: A/2 pontba (a maxim6lis kit6r6s fel6re) jusson!

MEGOLDAS

Minthogy a gyorsul6s v6ltozik a mozgiis sor6n, nem haszn6lhatjuk a
kinematikai egyenleteket. Azonban a referenciaktine hivatkozva (15-
6 6bra) meg6llapithat6, hogy a kepzelt P pont a keresett id6tartam
alatt 30"-os kiiz€pponti szitghdz tartoz6 ivet ir le. Tekintetiel arra,
hogy a P pont a teljes ciklus I peri6dusideje alatt 6lland6 nagys6gri
sebess€ggel mozog, ez6rt a t id6 a T peri6dusid6 al6bbi tiirtresze:

f  30 ' ) -  r'  
[360 ' r -  tz

A rezg6sid6 T = llJ = l/(200 s't) = 5x10 ' s. Teh6t

1=l lJ[=4,17 y 1s-0,



15.4 A harmonikus rezgd mozgds energiaviszonyai
Az egyszerf harmonikus rezgS mozgis energiaviszonyait a 7.6 fejezetben
tiirgyaltuk. Hasznos lenne most fjraolvasni ezt a fejiezetet. Mintegy ettekin_
t6sk6ppen iisszefoglaljuk az <isszefiigg6seket. Ha nincs sirrl6d6s, akkor a
rendszer konzervativ, Ieh6l igaz az energia megmaraddsa..

E o :  E

U a +  K o :  U  + K

ahol Uds K pillanatnyi eftekei:

I .
U  = - b '

2
t ^

K  :  - m v '
2

^  1 . ,  I  .
L  = - | t I -  + - m v '

2 2

Potenci6lis energia U

Kinetikus energia K

Osszes energia E

(1s-I4) 15-6 6bra
A l5-5 p6ld6hoz.

(rs-1s)
Energia K

(r5-16)

E :  U+K
u

A 15-7a 6bra U es K y6ltoz6silt mutatja a t id6 fiiggv6ny6ben. Vegyiik eszre,
hogy az E iisszes energia 6lland6 marad, k6zben az energia folyamatosan oda
6s vissza alakula potenci6lis 6s a kinetikus energiaforma kiiztift. Az energia az
al6bbi id6pontokban teljes eg6sz6ben az egyik vagy a m6sik alakban vanjelen:

A maximrlis kit6- A kiiz6ppontban
r6sn6 l (hay=0)  (hax=0)

UF-r_-_J
a) A: egyszeni harmonikus rezg6

Osszes E energia

A (15-16) 6s (15-17) egyenletek alapj6n b6rmely ,v kit6r6shez megkapjuk a v
sebess6gel:

|  
^ r t  + l  k " ' = l  k A '

2 2 2

ebb6l kifejezve a v sebess6get:

(15-18)

Minthogy a sebess6g az x : ! A helyen ir6nyt yi;ltoztat, ezeft ezeket a moz-
gin Jbrdul6 pontjainek nevezzlJk. Ezek azok a korliitok, vagy hat6rok, ame-
lyeken beli.il az egyszerf harmonikus rczg6 mozgls v€gbemegy. Az energia-
diagramok hasznosak, mert bel6liik a mozgiis sok fontos jellemz6je levezethet6.

Egy 2 kg titmegii testet rug6ra er6sitettek 6s vizszintes sima feliiletre
helyeztek (15-8 6bra). Ha a testet (az "r tengely orig6j5t6l) 0,2 m-re
elhiuzSk, ezen helyzet6nek megtartis6hoz 20 N vizszintes ininyi er6
sztiks6ges. A t€stet most, x0 :0,2 m kezdeti kit6r6s6b6l elengedik 6s
ezt kiivet6en a test egyszerii harmonikus rczg6 mozg6st vbgez. a)
Hat6rozznk meg a I rug66lland6t. b) Hatirozzuk meg az egyszerii
harmonikus rezg6 mozgis f frekvenciej6t. c) HatArozzuk meg a test
v* maxim6lis sebess6g6t. Hol l6p fel a maxim6lis sebess6g? d) Hatri-
rozzuk meg a test maxim6lis a.* gyorsulis6t. Hol l6p fel a maxim6lis
gyorsuliis? e) Hatirozzuk meg a rezg6 rendszer teljes E energi6j6t. Ha
az r pillanatnyi kit€r6s a legnagyobb kit6r6s egyharmaddval egyenl6,
akkor mekkora f) a sebess6g 6s g) a gyorsul6s?

t : ! u ,
2

E = !m(v-^,),  (1s-r7)

mozgis energiija, mint a r id6 fiigg-
venye.

Fordul6
pont

b) Az egyszerii harmonikus rezg6
mozg6s energiiija, mint az.x kiteres
fiiggv6nye.

l5-7 6bra
Az egyszeni harmonikus rezg6 moz-
g6s energiaviszonyai.

(Az egyensrilyi
helyzetben

. . :  0 . )

Sfrl6d6smentes feliilet

15-8 dbra
A l5-6 p6ld6hoz.

I

Energia E: U+ K



MEGOLDAS

a) Ha a testet x = 0,2 m-re kitedtik, akkor a rug6 F: -20 N er6t
fejt ki 16. (A negativ el6jel onnan ad6dik, hogy az er6 az x ten-
gely negativ ir6ny6ba mutat.) igy, a (15-10) egyenlet alapj6n a k
rug66lland6

, F
x

b) A (15- l8) egyenletb6l

( -  20N)

o,2m

=  l . l 3 ' ' " ' ' "  ( \ a g y  I . l 3  s  .  r a g y  l . t J  H z )
S

c)  A  (15- l l )  egyen le tb6 l  v=-Aasn(a t+0)  ,  vagy is  a  sebess6g

maximiil is, ha sin(@t + d)= tl Ez6ft '

v - , ^  =  ! A a  = r ( 0 . 2 m ) { 2 2 ) ( t . l 3 r  ) - : r . a r 1 1

A sebess6g akkor maxim6lis, amikor a test az x : 0 egyensrilyi
helyzet6n halad 6t. A l el6jel aIIa utal, hogy a test ebbe a pontba
mindk6t ir6nyb6l 6rkezhet.
d) A (15-12) egyenletb6l a : -a)2x . A negativ el6jel arra utal,

hogy az a gyorsul6s az ;r kit6r6ssel ellent6tes ir6nyir. A gyorsu-
liis akkor 6ri el legnagyobb 6rtek6t, amikor a kit6r6s maximiilis,
vagyis ,,{ 6rt6kkel egyenl6. Enn6lfogva:

l o , . , , l = r ' , t = l z ,  r ) ' e - + r , ( r . r : .  ) ' { o . z r } =  I 0 . 1 m  : r

A maximdlis gyorsul6s tehdt a mozg6s sz€ls6 helyzeteiben l6p
fel.

e) A (15-16) egyenlet szerint

I  t (  N \ .
E  -_  -  AA,  = : l  t00  j  l (0 .2  m) '  =  2 .00J

z  z \  m )

A teljes energi6t igy is kisz6mithatjuk:

| | )E = 
; . , : ,^=; tzre) lr .arI j  = : .oor

f) A (15-18) egyenlet szerint

' ) = t  o

v = 1(0,2 m)

g) Az x :A/3 kit6r6shez tartoz6 gyorsul6s meghalArozirs6ra a
(15- l2) egyenletet alkalmazzuk:

. , : /  0 . 2 m  \  m
o = - q ' y = - \ 2 x . f , f  r  = - ( 2 r ) ' ( t . t 3 s  I  [  ,  J = _ : . l o ;

= lool .
m

,Et{t'l
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a) b) c)
Egyens(rlyi

Telyzet

A fiiggdleges rug6n fiiggf test
Ha a (konstans t rug66lland6jri) fiigg6leges rug6n m tdmeg( test Iiigg (15 9
6bra), akkor a rug6 d trivolsriggal megnyrilik, hogy a test egyensrllyban le-
gyen. A rug6 a testre egy felfel6 ir6nyul6 trd er6t gyakorol, ami 6ppen a lelel6
m\talo mg neh6zs6gi er6vel tart egyensflyt. Ha az y koordin6tatengely ori_
g6Ja az egyensulyi helyen van, 6s ha az y terrgely pozitiv ir6ny6t felfel6 mu_
tat6nak v6lasztjuk, akkora teStre hat6 er6k ered6je IF : kd - mg = g. 11u u
testet most J., t6vols6gnyira felfel6 elmozditjuk, akkor

ZFu: mau
k l d  l i - n g l n a

De kd-mg = 0, ezErl a fenti egyenlet -l"V : *o alakra egyszeriisiidik, igy a
tesfe hat6 p = -l<y ercd6 visszatdrit6 er6 pontosan megfelel a vizszrntes
mozg6sra erv6nyes Hooke trirv6nynek. Tehrit a fiigg6leges rug6n fiigg6 test
egyszerfi harmonikus rezg6 mozg6s6t, feltive, hogy az orig|t qz egyens lyi
helyen vdlasztjuk meg, ugyanazok az egyenletek irj6k le, amelyekit a sima
vizszintes sikon mozg6 testre levezettiink. A frekvencia, a rezg6sid6, az
energia 6s a mozg6s ttibbi egyenlete is, fiiggetleniil att6l, hogy a mozg6s viz_
szintes-e vagy fiigg6leges, azonos.

15.5 A fonr{linga
Tekintsiink egy idealiz|lt ingrit, amely / hosszris6gir k6nnyii fon6lra fiig-
gesztett pontszerf m tttmegii testb6l 6ll (15-l0a 6bra). Az inga a gravitirci6
hat6s6ra fiigg6leges sikban leng. Most megmutatjuk, hogy kis sztigkit6res
eseten az inga mozgesa k6zelit6leg egysze{i harmonikus rezg6 mozgis.

Az er6kel a 10-15b 6bra mutatja. Giirbevonalf mozg6sok eset€n az er6k
felbont6s6hoz az egyik ir6nyt mindig radi6lisan befel6 mutat6nak v6lasztjuk.
A l5-l0c 6bra a k6t, egym6sra mer6leges ir6nyban felbontott er6t szeml6lteti.
A felfi.iggeszt6si pontra vett forgat6nyomatek

T-
d

_L

2 M = k t
.  ) 2 a

-ng(  s in9 =(mt ' � l ! -1
'  '  d t '

15-9 6bra
A fiigg6leges rug6n fiigg6 rz tiimegii
IEST.

I
t , /- ; - t - - -

a) A fbndlinga. A tiimegpont s kit6-
r6s6t a gorbevonah.i p61y6n m6r-
Jiik.

------v

mg

b) A vektorabra.

c) Az er6k vektor6bnija ket egy-
miisra mer6leges ir6nyri er6vek-
tor komponenssel.

15-10 6bra
A fon6ling6ra hat6 er6k.



A negativ el6jel azt jelzi, hogy ez egy visszatdrltci forgal6nyomat6k, amely az
ing6t a kozepen lev6 egyensflyi helyzet fel6 gyorsitja. Rendez6ssel

d ' � o  (e )  .  ^
- = -  l :  s l n  d
d t '  \ t .  )

(rs-r 9)

Ha kis sziigkit6r6sii' esetekre szoritkozunk, akkor sin 0 a 0 szoggel
kiizelithet6: sin0=0 (radi6nban),6s a(15-19) egyenlet igy alakul:

a'e _ _( e\s
d t '  \ t  )

(1s-20)

Ez az egyerlet ugyanolyan alakt, mint a (15-14) egyenlet, igy arm a
kovetkeztet6sre jutunk, hogy a mozgiis kozelit6leg egyszerti harmonikus
rezg6 mozgis. A Irezg6sid6re anal6gia alapjrin fldsda (15-9) egyenletet] a

A fon6linga leng6sideje
(kis kit616sek eset6ben)

kifejez6s ad6dik.
A Z rezg6sid6re a pQntos megoldds:

(l s-21)

A 15"-n61 kisebb kit6r6sekre (vagyis, amikor az inga 30o-os sztigtartomiinyban
leng), a (15-21) 6s a ( 15-22) tisszefiigg6sek kiiziitt az elt6r€s kisebb, mint 0,5%.

'.i,'"'(?).m,'"'(i)- ] Gs-22)

'  t , t ivel .1n9 =6- 444-.. . ,  az6rtkicsiny 0 szdgekre sin0 =0 (radi6n.).
3 !  5 !

HatiLrozztrk meg a (kis amplitud6val leng6) fon6linga m6terben ki-
fejezett hossziit, ha percenk6nt 12 rezg!*yegez.

MEGOLDiS

Minthogy T = 1t, ez'rt a (15-21) egyenlet felirhat6 a ktivetkez6-
keppen:

Ebb6l kifejezve az I hosszusrigot:

t =  I
4 r t . / ' '

/  \ / .  \
A z l t i e k r e n c i a  /  - l 1 2 t t t 8 *  l l  

'  p t t t  
l = o . z t

\ perc l\ 6ft ./
^8'iri""

(s ,s 'n l . ' )
Teh6t L=--L----J-:=6,20m.

+"'(o,zs')'



15.6 A torzi6s

15.6 A torzi6s inga
B6rmely, a tiimegkoz6ppontj6ban huzalra fiiggesztett fizikai test a huzallal
egybees6 tengely kairill v6ltoz6 iriinyLi, periodikusan ism6l6d6.lbrgci mozg6st
v6gezni (kisd a 15-l I 6br6t). A visszat6rit6 forgat6nyomat6kot a megcsavart
huzal gyakorolja,6s ez a forgat6nyomat6k kis szdgek esetdben gyakran
egyenesen ar6nyos a 0 sziigkit6r6ssel. lly modon a rendszer a g szogre vo-
natkoztatva teljesiti az egyszerii harmonikus rezgri mozgdsra el6irt

M  =  - r c 9 (r s-23)

feltdtelt, ahol a gtirog kappa (r) a torzi6s rug66lland6t jelenti. Egysege
N m/rad.

A forg6 mozgiis alap€gyenlete: M - Ia, vagy

^ ,  - , J ' 0,, , 
,ti

eztM M= r0 egyenletbe behelyettesitve a

d : e  ( " \  ^
i ,  

= - , 1  
) "

differencirilegyenletet kapjuk. Az egyenesvonalt rezg6 mozg6sra vonatkoz6
(15-4) egyenlet megold6s6val anal69 m6don, ennek a differenci6lcgyenlet-
nek a megold6sa

o = O o c o s ( r o r + d )  ,

ahol 0o a mozg6s radiiinban mefi szdgamplitudoja. A formul6t a (15-4)
egyenlettel iisszehasonlitva, az anal6gia rdv6n a rezg6s I periodusidejcre az
akibbi kifejez6st irhatjuk fel:

(Ameddig a visszat6rit6 forgat6nyomat6k koveti a Hooke-torv6nyr, rrem
sziiks6ges azt a kiizelitl egyenl6s6gjelet alkalmazni, ami az egyszer(i foniil-
inga egyenlet6ben meglelenik.)

Elhanyagolhat6 srilyri, I : 0,10 m hosszri rrld k6t v6g6re k6t
egyenl6, kicsi, m: 0,002 kg tiimegii test van er6sitve. A rrid a kti-
zeppontj6ra er6sitett vekony huzalon vizszintesen fiiggve torzi6s
ing6t k6pez, ahogyan a 15-12 irbr6n l6that6. Ha a rendszert a hvza-
lon 6t lektetett liigg6leges tengely kodil rezg6sbe hozz6k, akkor a
rezgds periodusideje 10 perc. Hat6rozzuk meg a huzal r( torzi6s ru-
966l land6j 6t.

MEGOLDAS

A torzi6s rezg6s rezg6sidej6nek

fbrg6si rezges

15-11 6bra
Az ily modon fclfiiggesztett hom096n
tarcsa pelda a lorzios ingdra. A ldrcsa-
ra radiiilis irdnyban rajzolt vonal for-
gasi rezgese soriin a I koordinata cg1-
szerii harmonikus ftiggveny szerint
vri ltozik.

15-12 6bra
A l5-8 feladathoz.

A torzi6s inga
rez96sideje

T  -  a - (rs-24)

egyenlet6t a r torzi6s rug66lland6ra megoldva:



4tt' I

A rfd v6g6n l6v6 testek (felfiiggeszt6si pontra vonatkoz6) l tehe-
tetlens6gi nyomat6ka

r  =2n, '  =Om\(  ! ) '  = t  , r . ''  ' \ 2 )  2

ullo| 1 = 16 n"r. f Jgt 
'l 

- ooo, . o numenkus adatok behel) erte-' 
l. I perc,

sit6s6vei

z(z,o x ro- re)(" ')(o,ro-) '

(600 s) '
=  l , l0  x  l0-9 

N 
T

rad

15.7 A fizikai inga

A tizikai inga
leng6sideje

Ha egy tetsz6leges alakf merev testet ttimcgkiizdppontjdtol tetsz6lcges I t6-
vols6gban rdgzitett vizszintes teng€lyre fiiggesztiink fel, akkor a test a gravF
tdci6 hatdsira lengeni k6pes (l6sd a l5-13 6br6t). A fondling6val ellent6tben,
amelynek (iderilis) pontszerii ingateste sirlytalan fon6lon lilgg, a val6s6gos
fizikai testb6l kesziilt ing6t fizikai ingdnak nevezziik. Ebben az esetben a
feffiiggesztesi pontra vonatkoz6 M visszat€ritd iorgat6nyomat6kot a tdmeg-
kozdppontra ha16 nchizsigr c16 okozza:

M = -mgl. sin9

Kicsiny szogkitdri:ck csctdn sind a g sziiggel kcizelitherri:

M = mg(O

az dllando K - mgt yisszardrit6 forgatonyomatek ktivetkezteben

ahol ./ a test riigzitett tengelyre vonatkoztatott tehetetlens6gi nyomat6ka. A
Steiner tetel, amelyet a 13.4 fejezetben tSrgyaltunk, j6l alkalmazhat6 az olyan
tengelyrc vonatkoz6 tehetetlens6gi nyomat6k meghatiirozasdra, amely nem

megy dt a taimegkdzdpponton. l lyen esetben I - lt^" Mh2 .

Z: 1,1 m hosszi, m :2,5 kg tt imogf v6kony homog6n rtd egyik
v6ge vizszintes tengelyhez van rogzitve [gy, hogy a r0d fiigg6leges
sikban ide-oda lenghet. Kis amplitrid6jri leng6sek eset6re a) hatii-
rozzuk meg a mozg6s kiizelit6 I leng6sidej6t 6s b) annak a fon6lin-
g6nak az Z'hossz6t, amelynek azonos a leng6sideje.

t7

I K

(rs-2s)

15-13 dbra
A vizszintes tengellyel rcgzitelt /izikai
inga cgyensilyi helyzete korii l  leng.

/ ^ *

I  t  , /ol' / , <
\" '  I

I

-cl



a)

MEGOLDAS

A fizikai inga leng6sideje (kis amplitrid6jri mozgds eseten) a

(15-25) egyenlettel adhat6 meg: f =2"^[t / ,el, , ahol I a ten-
gel).t61 a tiimegkdz6ppontig m6 kivolsiig. A 15-14 ribftib6l a
Steiner t6tel felhaszn6l6s6val - vagy kiizvetlen integraliissat -
meghatirozhatjuk egy, a vdg6n vizszintes tengelyre riigzitett
v6kony rfd tehetetlens6gi nyomat6k6t.

r$,
.i,,

A Stein€r t6tellel

A 12. fejezetb6l ismert,
hogy a v€kony rird tomeg-
kiiz6ppontj6n 6tmen6, a
rfdra mer6leges tengelyre
vonatkoz6 tehetetlensegi
nyomatek

- l

l 2

A Steiner t6tel [(13-8)
egyenlet] szerint a rfd v6-
g6n 6tmen6 p6rhuzamos
tengelyre a tehetetlens6gi
nyomatek

I = I r * r + M R t

.  |  . ,  ( L \ '
1 = - m L -  +  m l  -

1 2  \ 2  )

I  - ,

3

Teh6t a peri6dusid6

Kiizvetlen integrildssal

A tehetetlens6gi nyomatek iilta-
l6nos kifejez6se (12-2 egyenlet):

t = lr,dm

A t6megelemet a k6vetkez6
k6ppen v6lasztjuk meg:

dm= p(dr

ahol p, a hosszrls6gegysegre es6

tomes. (Esetiinkben !.1E ert- L

m ,
r v r v e r  , , , = - . r p v

L - -
t ^

I  = -ml . '
3

l5-14 6bra
A l5-9 feladathoz.

(a) (b)

r  = j r ,p,a,=p, j , ,a,
( J 0

' t L
-  r ' l  I

' l n  r

b)

67 l  z ( r . rmt
= 2" ,1 -  = 28 l -  =  1.12s

l I J c  " 1 . /  ^ - m l
ll rl v.6 -, I
|  \  s - /

tv
Az L'hosszrisdgu fondlinga lengdsideje T = 2r 

\ lL. 
Osszevet-

ve ezt a (15-25) iisszefiigg6ssel 6s az Z' hosszris6got kifejezve,
azt kapjuk, hogy;

2( ! ^L'\c
r = 2!E- = -\:---J- = ?. = 3('.' ,") = o,rr,,

mgl mgl 3 3'



15.8 A rezonancia

Egy ,,gumiasztal" (amin cirkuszi akrobatrik ugr6lnak) kitnnyen hozhato nagy

amplitttd6jir rezgesbe. Nem kell hozz6 egyebet tenni, csak a lenges saj6tfrek-

venci6j6val (vagy ennek marad6kn6lkiili oszt6j6val egyez6 frekvenciiival)

ismetl6d6 kicsiny iit€seket m6mi 16. Tov6bb6 sziiks6ges, hogy az impulzuso-

kat a mozg6s alkalmas f6zis6ban adjuk et, ne a mozg6ssal ellentetesen, ne-

hogy az amplitird6t - niivel6s helyett - csiikkentsiik. Ez a k6t t€nyezii - az

impulzusok sajdtfrekvencidval 6s alkalmas fdzisban va16 gyakorl6sa - fontos

szerepet j6tszik a ktivetkez6kben tirgyalt mozg6s-tipusban

Azt a jelens6get, amelyben egy rendszer a re6 alkalmazott impulzusok

kiiziil bizonyos sajitfrekvenci6kra szelektiv m6don reag61, rezonanciinak

nevezziik. Ez a a fizika sok iig6ban el6fordul, p6td6ul a mechanikaban, az

optikdban 6s az elektromos dramkitrdkben csakugy, mtnr az alomfrzik6ban 6s

a magfizikiiban. A mechanikai ingiinak csak egyetlen saj6tfrekvenci6ja van,

amelyre rezon6l. Az olyan rendszereknek mint a rezg6 hur vagy a dob, sok

saj6tfrekvencitijuk van, a rajtuk gedeszthet6 kiildnbiiz6 frekvenci6jri 6llo-

hull6mok kitvetkezt6ben. Bevezet6 t5rgyaliisunkban figyelmi.inket egydimen-

zios rendszerek vizsg6lat6ra korl6tozzuk. A kdvetkeztet6seket az onban ktiny-

nyen kiterjeszthctjiik a bonyolultabb k6t- 6s h6romdimenzi6s esetekre

Csillapitott rezg6sek

Tekintsi.ink egy rug6ra felfiiggesztett testet, amely a Hooke-ttirv6nyt kiiveti

(15- 15 ribra). Ha nem lenne srlrl6d6s, akkor a rendszer az aro saj6tfrekvencid-

val rezegne [a (15-7) 6s a (15-8) ogyenletekb6l]:

oro sajdtfrekvencia
(srirl6d6s ndlknl)

O t o = 2 t t f o = (1s-26)

(rs-27)

(1s-28)

A vizszintes feliileten sirrl6d5s
l6p fel.

b) A testre er6sitett t6rcsa folyad€k-

ba meriil, ezzel sfirl6d6sos csilla-
pilo er6t fejt ki. ami a lest moz-
g6sAt g6tolja.

15-15 6bra
P6ld6k a csillapitott harmonikus rezg6

mozg6sra. A test mozgiisa mindket

esetben surl6d6si er6k ellen6ben megy

v6gbe.

ahol aro radi6n/m6sodpercben van m6rve.

Milyen hat6st vrilt ki a sirrl6d6s? Sok esetben a sfrl6d6s kozelit6leg a

mozgas :e bess igi vcl ardnyos' Vagyis

A sfirl6drisi er6

ahol a b 6lland6 a csitlapit6si t6nyez6.

Newton EF: ma m6sodik tiirv6ny6t alkalmazzuk Mivel a teste klt er6

hat:

t  .  dr1 d2x.  _ k) ,  D_ i= tn--- - - - -_

I  dr )  d t

d tx  dx
inncn  rendczesse l  n  .  +b -+kx= t )

dt '  dt

ad6dik. Ezt a differenciiilegyenletet a test mozg6segyenlet6nek nevezik. Ha

a cs i l tap i tds  k ics i .  azaz  i+  l .  .E  .  a  mego ldds  {vagy is  az  egyen le te t  k i -
\ z m  )  |  m

el6git6 jr, mint I fiiggvenye):

a M6rs€kett sebesseg eset6n a cstsz6 feliiletek kdzdtti sirl6desi er6 6lland6 Nagyobb sebes-

s6geknel a sirl6desi er6 v61tozik, rendszerint csijkken a sebess6ggel Folyad6kban val6

mozgdsnlil azonban a srirl6d6si efti nagyobb sebess6geknel 6ltal6ban nijvekedik A lamind-

ris 6iaml6s ( ezzel majd a l?. fei€zet foglalkozik) bizonyos eseteiben a strl6desi er6 kijzel

arinyos a seb€ss6g n6gyzet€vel

dt

k
m
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x = Aoe-lbtz^)t cos(ro'r - a)

ahol az A amplitud6 az id1vel exponenci6lisan cs6kken, mivel
fogyasztj^ a rezg6 test energi6j 6t (a sirrl6dris disszipativ er6).

Exponenci6lis
amplitud6csiikken6 s A= Aoe- lht2')'

csillapit6s hat6s6ra

Viszonylag kis csillapit6s eset6n a rendszer
frekvenci6val rezeg:

CSILLAPiTOTT @' FREKVENCIA

roo -n6l valamivel kisebb ro'

(1s-2e)
a srirl6d6s

(1s-30)

0 s-31)(kis csillapit6s eset6n,

.  r b )  f k
h a l -  <  - l *  )

\ 2 -  )  \ m

Elmozdul6s

( a )

t

(b )
x

|  , - ,

l '" '-l*)

A csillapitatlan rezgds
frekvenciSja a4

t

nincs sirrl6d6s

A csillapit6s
m6rteke 6
ebben az
irrinyban

niivekszik.

I

A rezg6 test ,,tilfut6smentesen" gyorsan
visszat6r egyensirlyi helyzet6nek kiizel€be.

(d )

15-16 6bra
A Hooke tiirv6nyt kiivet6 rug6m
akasztott test mozg6sa a srirl6d6si
er6 ntivel6s6nek fiiggv6ny6ben. A
test mindegyik esetben nyugalmi
helyzetb6l indul 6s kezdeti kit6r6se

A test a d,1 esetnel lassabban kcjzelit



Az a Jiizisszdg 6,s az A amplitid1 a I : 0 id6ponthoz tartoz6 kezdeti felt6te-
lekt6l fiigg. A 15-16 6br6n l6that6 esetben a test r0 kezdeti kitdr€ssel indul
(ez i[ az Ao amplitird6). Az egyes gtirb6k a srirl6d6si er6 niivel6s6nek kvali-
tativ hat6set 6rz6keltetik. Az ilyen mozg6st csillapitott harmonikus moz-
g6snak nevezziik, mert a rezg6s amplitud6ja exponencielisan csiikken, mi-
kiizben a rezg6s energi6ja srirl6d6s kiivetkezt6ben h6v6 alakut.

K6nyszerrez96sek

Vizsg6ljuk meg, mi tiirtenik, ha a rendszerre egy kiils6 ,,gerjeszt6 er6" hat.
Felt6telezziik, hogy ez az er6 akovetkezfk|ppen adhat6 meg:

A gerjeszt6 er6 I': Fo sin rot.

Vezessiik be a kiivetkez6 jel6l6seket; ro jelenti a gerjeszt6 frekvenci6t, ar' a
kis csillapitiishoz tartoz6 frekvenciet 6s oo a csillapit6s n6lki.ili saj6tfrekven-
ciitt. Az ot gerjeszt6 frekvencia biirmekkora 6rteket felvehet.

A testre most hdrom er6 hat: egy Hooke-torv6ny szerinti -tx erci, egy
ellerl'll{si -b(dx/dt) er6 6s az Fo sinar/ gerjeszt6 er6. A test mozg6.s6t Newton
m6sodik tiirv6nye szabja meg:

2 F : m a
a  ,  r  , l
i -  , d x l  d - x
I f . .o sln@r .m

I  d t I  d t -

d  x  . d \
m -----=- + b - + t<x = f " stnr, t

dt '  dr

x=, ts in( rot -0)

(rs-32)

Ennek a differenci6legyenletnek a megoldiisa irja le a test mozgds6t. Melyek
a megold6s 6ltal6nos jellemz6i?

Ha szinuszosan vriltoz6 gedcszt6 er6t alkalmazunk, akkor a test ered6
mozg6sa a megold6sban szerepl6 k6t tagt6l fiigg: egy tranziens 6s egy staci-
ondrius vagy dlland6sult tagt6l. A mozg6s kezdeti szakasza nagyon nagy
kit6r6sekkel is j6rhat (15-17 6bra). A traMiens mozg6s a test kezdeti kit6r6-
s6t6l 6s kezdeti sebess6g6t6l, valamint a szinuszosan v6ltoz6 er6hat6s kezdeti
f6zis6t6l fiigg. A l5-17b 6br6n a szaggatott vonallal rajzolt, hanziens gdrbe a
csillapitott harmonikus rezg6mozgirs egyik megolddsa, ami 6ppen a (15-29)

egyenletnek felel m eg a =L .
I

A tranziens szakaszban a gerjeszt6 er6 mindaddig niiveli a rendszer po-
tenciiilis 6s kinetikus energi6jiit, amig a rendszerbe t6pl6lt energia 6tlag6rt6ke
a srirl6d6si jelens6g ktivetkezt6ben fell€p6 etlagos energiaveszteseggel
egyenl6v6 nem viilik. Ektizben a tranziens mozg6s exponenciiilisan cs6kken
es a rendszer mozgAsa tiszta szinuszos rezgisbe az rin. 6lland6sult
(stacion6rius) 6llapotba megy 6t. A test ekkor az co meghajt6 frekvcnci6val
k6nyszeritett harmonikus rezgdst (kenyszenezglsl) v|gez. F6zisa a ger-
jeszt6 er6 f6zisa m6giitt d sztiggel elmarad.

Bizonyitiis ndlkiil megadjuk az stacionerius mozgiist leir6 egyenletet (a
I 5-32 egyenlet megold6s6t):

A k6nyszeritett harmonikus
mozgiis (stacion6rius 6llapotra)

ahol az I amplittd6

(rs-33)

\Fo / m)

[(,, '  -, ') '  *(. a r  ̂ ) '1"'
o s-34)
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Gerjeszt6 er6 : Fs sin <ot

Az alulcsillapitott mozg6s

Tranziens (szaggatott vonal)

Gedeszt6 er6 Kiterds

Az a $ fizisszdg, amellyel a k6nyszerrezg6s a gedeszt6 er6t6l elmarad, az
al6bbi tisszefiigg6ssel irhat6 le:

, " ^ = l ' b ' ^ )
@ u  -  @ '

A k6nyszeritett harmonikus rezg6 mozgdsnak (a k6nyszenezg€snek)
jellemz6 von6sa, ahogyan az amplitud6 a gerjeszt6 frekvenci6val v6ltozik. A
15- I 8 6brdn 16that6, hogy az amplitud6 - srirl6d6smentes esetben - az rt) : a)o
rezonancia-frekvencia eset€n vegtelen nagyra n6, (Persze nincs olyan val6s6-
gos rendszer, amely igy viselkedne. Vagy fell6p valamennyi srirl6d6s, vagy
pedig az amplitud6 ntiveked6sekor a visszat6rit6 er6 elt6r a Hooke-tiir-
v6nyt6l, ami miatt mds differenci6legyenletet kellene alkalmazni.) A csilla-
pit6s niivelds6vel a rezonaaciagiirbe viszonylag sz6lesebb6 v6lik, 6s a gdrbe
csucsq - tehet a rezonanciafrekvenciq - egyrc ink6bb az alacsonyabb frek-
vencirik fel6 tol6dtk.5 ,,Tilcsillap[tott" esetben nincsen cstcs. A l5-19 6bra
azt mutatja, hogy mik6nt fiigg a / frizissztig a frekvenci6t6l. Ha egy rendszer
tiibb kiiliinbiiz6 6ll6hull6m m6dussal k6pes rezegni, akkor a rezonancia-
giirb6nek sok rezonanciacstcsa van. Ezek mindegyike egy-egy j6l defini6lt
rezonanciafrekvenci6nak felel meg (l6sd a l5-20 ribr6t).

' Csillapitott r€zg€s€k ,,rezonanciafrekvenciija" sokf6lek6ppen d€fini6lhat6. Rendszerint a
legnagyobb amplitud6hoz tartoz6 ftekvenci6val 6rtelmezziik. Bizonyos esetekben azonban
hasznosabb irgy defini6lni, mint azt a frekvenci6t, amelyn€l a t€st sebess€ge a legnagyobb.
Ez ut6bbi a rendszer szamdra a maxim6lis teljesitm6nyfelvetel fr€kvenciaja; a csillapit6s
n6lkiili 61 = 69^ rezonanciafrekvencien jelentkezik-

)--l
--1

( b

a

15-17 ihra
K6nyszerrezg6s csillapit6ssat.
a) gorbe: A harmonikus gerjesztri er6.
b) giirbe: Az ered6 mozgiis kis csilla-
pit6s eset6ben, a hanz iens szakasszal,
amely a strl6d6s nagyseg6t6l (a b
csil lapitdsi tenye.,d16l I f i iggve expo-
nenci6lisan csiikken.
c) gtirbe: A tmnziens szakasz lecsen-
g6se ut6n a test az @ gerjeszt6 frek-
venci6val stacionerius rezg6st v6gez,
de f6zisa a gerjeszt6 eri5 fivis6t6l g
szoggel elmarad.

A gerjeszt5er5 at 6s a rezgci rendszer
roo frekvenci6j6nak a /o o ar|nya

l5-18 {bra
A k6nyszedtett harmonikus rezg€i
amplitfd6ja, mint a gerjeszt6 er6 r'l
frekvenci rij rinak fiiggv6nye. Az egyes
gtirb6k a csil lapitdsi tenyezri ki i lonbti-
z6 6rt6keinek felelnek meg. A giirb6k
csrics6hoz ktizel rajzolt rtivid fiigg6le-
ges vonalak a gerjeszt6er5 n6lkiili
esetre vonatkoztatva a csillapitott rez-
g6sek o' frekvenci6it (l6sd a 15-30
egyenletet) jel6lik.

Nagyon kis csil lapitds

180"

90"

i1' c.ittunitott "."t

Trilcsil lapitort eset

15-19 6bra
A / f6zisszdg (amennyivel a kit6r6s a
kenyszerer6 mitgiitt marad) az 0)
k6nyszerfrekvencia fiiggv6ny6ben. A
g6rbdk hdrom kii l i inboz<i csil lapitdsi
esetet mutatnak be.

A mozgris fiizisk6s6se a
gedeszt6 er6htiz kepest



Frekvencia (Hertz)

15-20 6bra
Egy tizenkilencedik sz6zadi kiirt sa16t-
frekvenci6i. A kiirt rezon6l6s6nak
m6r16ke a szrij16sz hangfrekvenci5s
rezg6seinek fiiggvdny6ben. A rezo-
nanciagiirbe l i iskei jelzik a rezonanci-
6t. A kiirtiin beliil kialakul6 6ll6hul-
l6m-rendszer csom6pontj ai minden
egyes tovAbbi tiisk6n6l eggyel n6nek.

15-21 6bra
Washington Allamban a Puget Sound
ktizeldben l6v6 Tacoma Szoros hidjdt
a helybeliek ..Caloppozo Gertie" ne-
ven ismert6k. Ha m6rs6kelt sz61 firjl,
gyakran alakult ki rajta fiigg6leges
sikir 6lt6hull6m rendszer, a k6t pill6r
ktiziitt 0-8 csom6ponttal. A fiigg6le-
ges rezgesek amplitud6i gyakran
olyan nagyok voltak, hogy az el6l
halado gepkocsi a miigiitte jt ivri sze-
me el6l szinte teljesen eltiint. Ez a
szokatlan, izgalmas 6lmeny nagy-
sz6mri 6rdekl6d6t vonzott a hidhoz
tiibbsz6z m6rfoldes kitmy6kr6l. A
hidat potlolagos vdzmerevit6k kel ds
szellcis oldalpanelekkel 6pitett6k fj-
j66.

" Az a biztosit6si iigyndk, aki a hidra vo
natkoz6 eeyik biztosit6si szerz6d€st Wa
shingtor 6llam szemlira megk6tdtte, ,,el-
felejLelle" ezt a sardt kd/pontJdnak beje-
lenleni e. a premiumot zsebrevdgla Ami-
kor k€s6bb sikkaszt6ssal v6dolt6k 6s 15
6vi javit6munkrm it6lt6k, megiegyeztei
ha a hid csak egy h6ltel js tov6bb megma-
radt volna, akkor a csales soha nem d€riilt
volna kj. Ezt az€rt mondhatta, mert a hid
fbliigyel6i, bizva a hid biztons6gaban, 6p-
pen egy h€ttel k€s6bb akart6k felmondani
a szerz6d6st'. A szabelytalansag ellen6r€ a
biztosit6 lirsasag tiszteletben tartotta a
szerz6d€st.

A rezonanciajelenseg sok gyakorlati esetben fontos szerepet j6tszik.

P6ld6ul a hangsz6r6k tervezesenek fontos szempontja, hogy bizonyos frek-
venci6k trilzott kiemel6s6nek elkeriil6s6re a rezonanciagiirbe sz6les legyen.
El6fordul, hogy egyes g6pek (g6pkocsik, rak6trik) alkatr6szei nincsenek el6g
j6l rtigzitve, igy saj6tfrekvenci6juk el6g alacsony,6s egybeesik a g€p miikii-

d6s6t61 sz6rmaz6 rezg6sek frekvenci6j6val. Ez esetben az alkatr6szek vesz6-

lyesen nagy amplitud6jir rezg6sbe kezdenek, ha a motor megfelel6 rezonan-

ciafrekvenci6t kelt6 fordulatsz6mmal j6r. Tovribbi p6lda: egy csapat katon6-

nak,,ne tarts 16p6st!" paranccsal kell 6tvonutni a hidon, mert,,16p€st tartva"

l6pteik frekvenci6ja egybeeshet a szerkezer valamelyik saj6tfrekvenci6j6val.
A rezonancia l6tv6nyos p61d6ja volt a Tacoma Szoros hidjrinak leszakad6sa

1940-ben. (Lrisd a l5-21 6br6t.)

1940. j ius 1-j6n 70 80 km/h sebessegii szel hat6s6ra a hid csucstol-
csircsig 1,5 m kit6r6sii fiigg6leges rezgesbe kezdett, 6s a hid forgalm6t le-

z6rt6k. N6gy 6r6val k6s6bb a f6-hidnyil6s hirtelen 14 rezg6slperc frekven-

ci5val torzi6s rezg6sbe kezdett, 6s az fttest k6t v6ge fiigg6legesen csircs-

t6l-csricsig m6rve 9 mdteres kit6r6st v€gzett! Kb. I 6r6val kds6bb a hid

kett€tiirt, 6s a 60 met€res m6lys6gben foly6 vizbe zuhant. Csak nehany

perccel ezt megel6zve haladt el a hid alatt egy kishaj6, fed6lzetdn a jelen-

seget kiizelebbr6l szemiigyre venni akar6 6rdekl6d6kkel.

b) A szilird akad6lynak iitkiiz6 l6griram (vagy folyad6k6ram) az akad6ly mii-

giitt 6rv6nylev6l6s n6ven ismert folyam atban v6ltakoz6an az egyik 6s a

m6sik oldalon v6lik le, ez6ltal az akad|lyra periodikus er6t gyakorol. Ilyen

effektus ktivetkezt6ben hozta fi.iee6leses rezg6sbe a Tacoma Szakad6k

hidj6t az 6lland6 vizszintes ir6nyf sz6l. (Az ablakban 1696 lecroletta viz-

szintes lapjai is ilyen effektus miatt szoktak csapdosni, ha kiiziittiik 6tfuj a

sz6l.)
A fdnyk6pfelv6tel I cm 6tm6r6jii szilird hengeren 1,4 cmls sebess6ggel 6t-

6raml6 vizr6l k6sziilt. Az 6raml6st elektrolitos riton kiv6lasztott, keskeny

f6nyryat6bbal megvilagitott paranyi hidrog6n bubor6kok teszik l6that6v6'



Egy 3 N/m rug66l1and6jt rug6ra fiiggesztett 1,8 kg tomegii test

viszkozus kiizegben (b ' 2 gls) F - I0'sin40/ (SI egysdgekben
megadott) gerjeszt' er6 hat6s6ra k6nyszerrezge$ vegez. Hatfuoz-

zuk meg a) a csillapitatlan oszcill6tor sajritfrekvenci6j6t, b) a ger-
jesztett rezg€s amplitud6j6t 6s c) a rez9es fi.zisi,t a gerjeszt6 er6 f6-

zis6hoz viszonyitva!

MEGOLD/IS

a )  a o =

b)  A- -

= 6,96 x l0-3 m

\ab / m)
c) 0 = arc 197---,--- ,\ =

( (oo-  -  (D- l

d  = 0,588 rad :33,7 '

= [ -u- , -=oo.82rad s = 6,50 Hz
l /  l . 8 x l 0  ' k g

F o / m

(ao, ' ) (z l  . ' )z( t ,sd)
(+o,ezr') ' - (+o r-' 1'

t - - ,  , r . ,  , , ' r ,
r / \ r o '  -  , ' l  + \ o b /  m )
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15.9 Az anyag rugalmas tulajdonsigai

A Hooke-ttirydnynek megfelel6 rug6 viselked6se a rug6 anyag6nak rugalmas

hrlajdons6gait6l fiigg. Minden anyag deform6l6dik, ha kiils6 er6k hatnak 16 -

nincs tiik6letesen merev anyag. Gyakran olyan kicsi a deform616d6s, hogy

elhanyagolhat6, 6s igy jogosultt6 v6lik a ,,merev" test fogalm6nak a beveze-

t6se. D€ m6s esetekben a deform6ci6 jelent6s 6s mi az aliibbiakban ezzel

sz6molunk.
A testek deform6lisri'nak h6rom alapvet6 m6dja van (15-23 6bra). A

testet egy ir6nyban hirzhatjuk vagy iisszenyomhatjuk; a testet a fli hato nyo-

m6s ntivel6s6vel kisebb t6rfogatura iisszenyomhatjuk; 6s ,,nyir6" er6t fejf

hetiink ki 16 ahhoz hasonl6an, ahogyan egy k6nyv fels6 borit6lapjAt vizszin-

tesen eltoljuk miktizben a kttnyv az asztalon nyugszik. Egy6b, iisszetettebb

deform6ci6k e h6rom alapvet6 tipus kombin6ci6i. Mindegyik esetben a felii-

Ieten (vagy maglbar. az anyag belsej6ben) a.fel letegtsigre hqt6 e/6t fe'

sziilts6gnek nevezztik:

15-22 6bra
A vil6gon a legnagyobb m6retii iir-
apAly a nyugat-kanadai New
Brunswick 6s Nova Scotia kiiziitt fek-
vci Fundy i ibii lben jelenrkezik. A je-

lens6get r6szben rezonancia-hat6s
okozza. Az obii lben oda-vissza csapo-
d6 viz peri6dusid6je kb. 12 6ra,
nagyj6b6l ugyanannyi, mint az 6bol
sz6j6n61 naponta kdtszer jelentkez6

kb. 3 meteres 6ceAni 6rap6ly6. Ennek
a rezonancidnak ds az obii l fels6 veg6-

nek sz(kiilete kovetkezt6ben az 6btil
fels6 vdg6n az 6rap6ly szintj6nek vril-
rozisa akir l5 m is lehet. A vil6gon
n6hrlny m6s dbiilben is hasonl6 rezo-
nanciajelens6g tapasztalhat6. A ftan-
ciaorsz6gi Rance foly6 torkolat6ban
6pii lt gal. vizturbindval 6s generdto-

rokkal felszerelve az egyetlen nagy-
m€retii 6rap6ly er6mii a vil6gon,
amely ezt a potenci6lis energiafor-
rAst hasznositja. Csticsteljesitmenye
240 MW, de az 6rap6ly ritmikus v6l-
toz6sa miatt atlagos teljesitm6nye csak
62 MW. Ha minden erre alkalmas
helyen 6rap6ly er6mii l6tesiilne, ezek
tisszes teljesitmenye tal6n 16000 MW
lenne. ami nagyjdbol csak lolo-a a vi-
Lig jelenlegi elektromos teljesitm6ny-
ig6ny6nek.

Fesziilts&=-:q= 
F ( l5-35)

- 
feliilet A

Fesziiltseg



l5-23 6bra
Testek deform6liisiinak
kiiliinboz6 m6djai.

Dugatt5rufeliilet A

F

F

megniivelt nyom6s
hatds6Ia

gyakorolt nyi16-
fesztlts6g---mF-

lfrt i
l$l r

ffit T
ffit J

t a t' r ' - r

t r
F
( a )

Deform6ci6 D"tbr-6"i6 = -6tit]6ltot'i"

eredeti meret
(rs-36)

l, t, zlt
L r ' _ r

V
F

( b )

Az, hogy a deform6ci6 dimenzi6 n6lktili ar6nysz6m, azt jelenti, hogy csup6n
az anyag molekuldris tulajdons6g5t6l fiigg, nem pedig a test speciiilis mdre-
teit6l. Ennek bel6tiisiira tekintsiink egy eredetileg Zo hosszrisiigri rudat (15-
24a 6bra). A 16 hat6 F hiz6er6 hat6s6ra M 6rt6kkel megnyrilik, 6s a defor-
m6ci6 (megnyfl6s) A.L/L,. Ha most ugyanez az F er6 egy 2Zo hosszus6gf
nidra hat, akkor a rrid megnyiliisa 2M lesz (mert k6tszer annyi molekul5t
hirzunk sz6t ugyanazzal az F hiz6er6vel.) Ennek ellen6re a relativ megnyil6s
azotlnos azaz 2M/2L|:LL/L|. Teh6t a deform6ci6 definici6ja csak a sz6ban
forg6 anyag molekuhiris tulajdons6gait6l fiigg, nem pedig az anyag m6reteit6l.

Rugalmas anyagok azok, amelyekre 6rv6nyes a Hooke-tiirver.y. Azaz, a
testen bekiivetkez6 deform6ci6 ar6nyos a fesziilts6ggel, 6s ha a fesziilts6g
megsziinik, a test visszanyeri eredeti mereteit. Azonban minden anyagnak
van egy rugalmassdgi hatdra, amelyen tul a deform6ci6 visszaalakul6sa m6r
nem teljes, maradand6 alakv6ltoz6s l6p fel (15-25 6tlra). A fesziilts6g tov6bbi
ntivel6s6vel az anyag a tdrisi szildrdsdg, vagy szakit6szilLrdsdg r:,6ven ismert
fesziiltsegertekn6l elszakad, eltorik. A szakit6szil6rds6g hriz6sra 6s nyom6sra
nem ugyanakkora; az iiveg p6ld6ul kb. iitsztir akkora fesziilts6get bir ki nyo-
m6sra, mint hfz6sra. Ez az6rl van, mert amikor az atomok egy adott m6rt6k-
ben iissz6bb nyom6dnak, akkor a koziittiik fell6p6 taszit6er6 nem egyenl6

15-24 hbra
Az a m6ret, amellyel egy test adott F
er6 hat6s6ra megnyrilik, ar6nyos a test
eredeti hosszdvai. A b) r6sz6br6n l6t-
hat6 test hossza ketszer akkora, mint
az a) 6br6nl6v56,6s azonos er6 hat6-
s6ra a megnyiliis hossza k6tszeres. (A
kcresztmetszet mindket esetben az o-
nos.)

$*",",,*"*,",,
t-1f \

r y 4
a) Hirz6 fesziilts6g b) Nyom6 fesziilts6g

c) T6rfogati osszenyom6diis d) Asztalon nyugv6 kiinyvre

Az anyag fesziiltseg hatiisiirc bekovetkez6 alakv|ltoz{s|t deform6ci6nak
nevezziik. A deform6ci6 dimenzi6 n6lktili h6nvados. a lizikai mdretek vdlto-
zdsdnak qrA rdt meri.

0



- ..,. l  rugalmassiigi
reszurrseg 
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hardr q

Az egyenes
meredeksegdt

a Young
modulus adja.

maladando Relativ megnyril6s

alakvaltoziis

A test tedogatvAltoz6st szenved, de alakja az eredetivel azonos marad.

15-25 6bra
Tipikus fesziilts6g - megnyrilds (alakv6ltoz6s) diagram. A diagramnak az
orig6t6l az a pontig terjed6 szakasza egyenes, ennek meredeks6ge a rugal_
mass6gi modulusz. A rugalmassdg hat6rbn titl az anyagma:radand6 alak_
v6ltoz6st szenved. Ha p6ld6ul a fesz0ltseget a b pontban megsziintetik, az
anyag nem veszi vissza teljesen eredeti m6r6t6t, hanem maradand6
alakv6loziis l6p fel. Ha a fesziiltseg el6ri a c pontot, az anyag eltiidk (vagy
elszakad).
azzal a vonz6er6yel, amely azonos nagysrigri szethriz6s eset6n fell6p lldsd a
7-10 p6ld.1t).

Homog6n izotr6p anyagok (5. l|bjegyzet,36l. oldal) rugalmas tulaj-
dons6gait leirhatjuk h6rom, egym6st6l elt€r6, rugalmassrigi modulusz ndven
nevezett 6lland6 megv6laszt6s6val*. Ezek azt jellemzik, hogy mik6nt v6lto-
zik meg a test merete er6 hates6ra. A rugalmass6gi moduluszok a fesziiltsdg
6s a deformdci6 ktiz6tti ariinyossegot fejezik ki, 6s a kiivetkez6kdppen hat6-
rozhat6k meg:

HOSSZIRANYf DEFORMACI6. Ha egy line6ris kiterjedest testet
F, er6vel hfzunk vagy nyomunk, (15-26a ribra), akkor a

f t'*0. uugy 
-l 

oo f h-ari. uugy I A I
I  nyomo .  |  = - :  I  nyomds i  l ==  ( l s -37 )
L FESZULTSEC J "  L MECNYIJI As] Lo

Az { er6 mer6leges az I feliiletre. Ha az,4 feliilet a tesl teljes hossza men-
t6n 6lland6, akkor a fesziilts6g az anyag teljes tdrfogat.iban homog6n.

TiRFOGATI DEFORMACId. Ha egy testre gyakorolt nyom6st n6-
veljiik, (pl. tgy, hogy nyomds atatt l6v6 folyad€kba meritjiik), (t 5-26b 6bra),
akkor a test minden feltilet6re merdleges€n hat6 er6k a testet kisebb terfogat-
ra nyomj6k iissze. (Hasonl6k6ppen, a nyom6s csiikkent6s6vel a test t6rfosata
megn6.) Erre az esetre drvdnyes a

f t6rfoeati I ^-

fosszaNvovoou..l= T = * f- t6rfogati f p

LDEFoRMAcrdl= %

-T 
l\ Keresztmetszet A

I r.,
a) Az A teriiletfi keresztmetszetre

merSleges AF, er6 A,Frll !1!j
fi.sztiltsiget eredmdn) ez. Az ere-
d6 alakvd lto zd s (megnyf 16s)
LL/Lo.

b) Egy has6b a nyomiisi LP = LF/A
kompresszi6s /eszrilts eg hat|s|ra
AITll kompresszi6s alal-vdlto-
zdst (itsszenyom6d6st) szenved.

c) A der6ksziigf has6b az I teriiletii
f e d61 apr a t an g e n c i a I i s a n hat6
Af', er6 kiiv€tkezt6ben LF/A
nvir6 .fesziiltsignek van kit6ve
A nyfu{si alakvdltozds m|rtlke
tg p : Lx/y.

15-26 6bra
Az anyag deformiici6j 6nak h6rom
kiitiinbiiz6 m6dja.

ts
(rs-38)

* Homog6n izotdp kdzeg deformaci6jenak leir6s6m k6t rugalmassdgi 6lland6 €legend6. Az
itt emlitett hdrom rugalmassdgi modulusz kdziitt fennall egy tisszefiigg6s.( A fordit6 meg_
jegyz€se)



NYIR?{SI DEFORM{CI6. Ha egy testet nyir6er6 hatiis6nak tesznek
ki, (15-26c 6bra) akkor a

l- nyirrisi I 41c, f nyirdsi I a"

EESZULTSEG )= ^  foeronvAcro]  
= ;=, tp  ( rs-3e]

A AF, er6 a feliilet legfels6 r6tege m€nt6n 6rint6legesen hat. Ha kizrir6lag
nyir6er6 van jelen, akkor a test t6rfogata nem viiltozik, de az alakja megv6lto-
zik, azaz a test deform6l6dik. Ha p6ldiul a test eredetileg der6ksziigii has6b
volt, akkor keresztmetszete paralelogramm6v6 (rombussz6, romboidd6) v6tik.

Minden egyes esetben a rugalmass6gi modulusz a fesziilts6g 6s a defor-
m6ci6 kiizritti ar6nyossiigi t'nyez6; Ieh6l (fesziilts6g):(modulusz)x
(deform6ci6). Ha a fesziiltsdg a delorm6ci6val j6 kiizelit6ssel ar6nyos, akkor a
modulusz l6nyegdben rilland6, 6s az arryagr6l azt mondjuk, hogy engedelmes-
kedik a Hooke-tiiry€nynek. A rugalmassdgi moduluszok al6bbi kifejez6sei ak-
kor 6rv6nyesek, ha a fizikai m6retek viszonylagos megv6ltozdsa nagyon kicsi
(vagyis mindaddig, amig AL << Lo, AV << I/o 6s a p sztig nagyon kicsi).

Young modulusz
(hosszir6nyri hirz6s,
vagy iisszenyom6s)

- fesziilts6g
L =  

-  =

deformdci6
(rs-40)

T€rfogati modulusz ,. _ feszii l ts6g _
(lerfogati dsszenyo 

^ - 
d.f"rrre.'6 

-

m6d6s)

=_ AP (1s_41)

l ^ r )
li)

Anyag modulusz

r N )
|  , l
\m -  . )

modulusz

i . i / l
| 

----; 
I

(korona) iiveg
aluminium
s6rgarEz

iintiitt bronz
viiriis16z

ac6l

wolfram
Yiz

3  x  l 0 r o
2,4 x l}to
3,5 x  10 'o
3,4 x  l0 'o
4,5 x  l0 'o
8,9 x  10 'o
1 4  x  l 0 r o

higany 2,8 x l0ro

Az qnizotrop anyagok fizikai tulajdonsiigai ir6nyfiigg6ek. P6ld6ul egy
fadarabban a rostszerkezet kiivetkezt6ben a moduluszok 6rtdke kiiliinbiizS
tengelyek ment6n kiildnbiiz6. Az egykrist6tyok anizotropok, ha atomr szer-

r ^ F l
\ i )
rrlIr]
r ^ F l
li)-wt
li)

ahol AP a nyom6sv6ltoziis. (A definici6ban l6v6 negativ el61el K-hoz pozitiv
6rt6ket rendel, mert a nyomis ndvekedtse a teffogat csdkkenisivel jfu egyntt.)

(^F, ) f^F, )
Nvir6si modulusz lesziiltsde \ A ) | e l
(nyrras/ deformdcio f^b ) rC B

l ; l
A rugalmass6gi 6lland6k jellemz6 6rt6keit a 15-l t6bltuat tartalmazza.

l5-1 TABLAZAT A rugalmass6gi moduluszok ktizelit6 6rt6kei
Young T6rfogati Nyir6si

modulusz

I  i l

7 x  10ro  5  x  l0 ro
7  x  10ro  7 ,5  x  l0 ro
9  x  l0 ro  7  x  l0 ro

8 ,1  x  1010 9 ,6  x  l0 r0
12,3  x  l0 ro  l3 , l  x  10ro
20,6  x  10ro  18 ,1  x  l0 'o

3 5  x  1 0 r o  3 1  x  l 0 r o
0 ,21  x  10 'o



kezetiik az egyes kristdlltani ir6nyok ment6n kiiliinbiiz6ek. A legtiibb szil6rd
flm polikristtilyos szetkezetl (azaz vlletlenszertjen orienlillt mikrokrist6ly-
okb6l 6piil fel), ez€rt az egyedi anizotrop tulajdons6gok kiegyenlitcidnek 6s
az anyag, mint egesz, izotrop kdzegktnt viselkedik.

l,l2 m6ter hosszf ac6l zongorahfr keresztmetszete 6 x l0-3 cmz.
I l5 N hriz6er6 hat6s6ra mekkora a mesnuil6sa?

MEGOLDAS

t6bl6zat): E :20,6 x l0ro N/m'�.A

(r,r2 'n)(l l5 N)

Az ac6l Young modulusza (15-1
(15-40) egyenlet szerint

r^ r )
\  A  )  L " A F

F - - _ : _ _

l ^ I l  Y A
( . r o j

TehAt

,o,u r , o,o _ll l1o, r o_,,n, )
m - )

M = l , 0 4 x l O - 3 m = 1 , 0 4 m m

Ha egy kiibm€ter tengerviz a felszinr6l 3 km m6lyre siillyed, ahol a
nyom6s 300 atm, mekkora lesz a t€rfogat viiltoz6sa? Tegyiik fel,
hogy a tengeryiz kompresszibilitisa azor.os az ldesviztvel. (Meg-
jeg)z's: egy almoszf6ra (atm) nyom6s 1,013 x 105 N/m'�.)

MEGOLDAS

A nyomiis 6tsz6mitisa

1 ,013 x  l05
(:ooatm

I atm

A kompresszi6ra a terfogati moduluszt alkalmazzuk: K = - ,M , .
[ ^ v ]
\ r o  )

A 1Il t6rfogatcsiikken6st kiemelve 6s az egyes 6rt6keket behelyet-
tesitve (beledrtve a l5-l t6bI6zatb6l vettr:0,21 x l0'0N/m26ft6-
ket), azt kapjuk, hogy

{r -')f r.o+ ^ ro' -.1\ )
o ,  =  - ' o  

E *  
=  -  

) _ 1 - * 1 2  
=  - r . 4 5 y  l o - 2  m l

l 0 . 2 l v l 0 ' "  , I
\  m - , /

Teh6t az egy kiibm6ter tengerviz irj t6rfogata (l- 0,0145) m3, va-
gyis 0,9855 m3. Megbecsiilt6k, hogy ezen kismert6kii kompresszi-
bilitis ellen6re az {tlagos tenge$zint kb. 30 m6terel magasabb
lenne a mostanindl, ha a viz tdk6letesen 6ssz€nyomhatatlat volna.

N
J

m -



MEGOLDAS

A tg p = p = 0,001 m/0,05 m : O,O2 rad ktizelit6ssel a (15-42\
egyenletet alkalmazva felirhat6, hogy:

i ,^r l
^ li) ^F
( r = - =  - =

ts7 AP
2 N " N= 4 . 1 0 '  ,

m(z.s . ro-'- ')(o.oz raa)

Osszefoglalds

Sziimos term6sz€ti jelens6gre jellemz6, hogy a testek az
egyensrilyi helyzetiik fel6 ir6nyul6,,visszat6rit6r' ei6
hat6s6ra rezg6 mozg6st v6geznek. Nagyon sok esetben,
kiiliindsen a kis amplitfd6jir mozgiisokra, alkalmazhat6
az F: -I:x Hooke-tdrv6ny. A l5-2 tAbl6zat osszefoglalja
ajelens6gkiirt.

Ha srirt6d6s nincs, akkor a rendszer konzervativ,
es az iisszes E : K + U energia 6lland6 marad, miktiz-
ben a kinetikus 6s a potenciiilis energia egym6sba 6tala-
kulhat. A sebess6g az x : X A helyen, a mozgits./orclu-
l1pontjdn ellenkez6 ir6nytra v6lt. A relbrencia kdr (15-
5 6bra) 6s az energia diagram (15-7 6bra) hasznos se-
gits6get nyfjt az egyszerii harmonikus rezg6mozgits
osszefiig96seinek m egtregyz1s|hez.

Kis kit6r6sek esetfn a Jbndlinga Es a.fizikai inga
mozgiisa kiizelit6leg egyszerf harmonikus mozg6s, te-
hAt a Hooke-t6ryeny szerint miikdd6 visszaterit6 forga-
t6nyomat6k hat6siira v6gbemen6 rezg6 mozg6s.

Fizikai

Egyenesvonaltimozgfs Forg6mozgas
Hooke- F=-l<x M =-rc|
ldrv6nv

k i r6 r6s  x=Acos(a t+0)

kdr-
frekvencia ao =

sebess€s  y=-A.os in (or l+d)  !9  =  -  l i2s in (a  t  +6)

0 =0t)cos((Dt+O)

tr
v /

gYorsultis o = -,4o2 cos(a t +Q)

Yagy

q= -o )2  x

a =- Aro2 cos(co t +0)

vagy

q : -at?

l . ,

2
l -

U = -r<0'
2

E = U + K

kinctikus
encrgia

potenci6lis
energia

l 2

2
l -

U = -At'
2

E = U + K
Kit6r6s

Kiir-
frekvencia

Rezg6sidd

9=0ocos(or+<D) 0 = 0o cos(co r  + <D) osszes
energla

Csillapitox harmonikus rezg6 mozgd.s megy v6g-
be, ha a rezg6 rendszerben sirrl6d6s l6p fel. Ha ilyen
rendszerre egyszerf harmonikus rezg6s szednt v6ltoz6
gerjeszt6 er6 hat, akkor k1nyszeritett hannonikus moz-
gis (kinyszerrezgis) l6p fel. Egy kezdeti, exponenciiili-
san csiikken6 tranziens periidtts ut6n a rendszer a ger-
jeszt6 er6 frekvencidj6val dlland6sult, staciondrius
dllapotban rezeg, de kiterese a gerjeszt6 er66 mdgtitt
fiizisban elmarad. A rezonqncidt kiiliiniisen nagy amp-
litr idok letrgittte jeJlemzi. ami akkor l6p fel. amikor a

* ltt,a a tengelyre vonatkoztatott tehetetlens6gi nyo-
matek,6s L a tengelyt6l a tiimegkiiz6ppontig m6rt
tdvolsds.



K€rd€sek 369

ge{eszt6 impulzusok frekvenci6ja a rendszer saj6tfrek-
venci6ihoz k6zel van.

A Hooke-tiirvenyt ktivet6 kicsiny deform6ci6k
eset6ben homogdn €s izotr6p anyag rugalmas tulajdon-
s6gai h6rom rugalmass6gi modulusszal jellemezhet6.
Ezek mindegyike a fesziilts6g 6s az adott deformdci6
hdnyadosa:

Young / AF \
modulusz | - |
, ,  

- - : - :  
-  f e s z u l t s e g  \ A l(hosszrran)ru

nyujris. vagy deformacro 
I A/_ I

osszenyomds) lt]

Kirdisek

1. A liftbe inga6r6t helyeziink. K6sni, vagy sietni
fog-e az 6ra, ha (a) a lift felfel6 gyorsul,6s ha (b)
lefel6 gyorsul?

2. A nagy amplitud6val leng6 inga leng6sideje kisebb
vagy nagyobb, mint a kis amplitud6val leng66?

3. Ide6lis (ttimeg n6lkiili) rug6ra filggeszrett test rez-

glsideje T = 2rJil|. Ha most figyelembe vesz-
sziik a rug6 tiimeget is, akkor az m 6rt6k6t a rug6
ttimegdnek egyharmad6val meg kell niivelniink.
MagyafiLzztk megkvalitative, mi lehet az oka an-
ftak, hogy ezt az 6rt6ket (nem pedig a rug6 teljes
tdmeg6t) vessziik s zitmitisba!

Feladatok
15.2 Egyszeril harmonikus rezgd mozg6s

r4{t
, ,  l e s z i i h s 6 g  \ A )  A p. = _ _

deformdcio ( tv)  (u\

l r ,  )  l r ,  )
r4r ) roo,\

-  fesz i i t tsds l j  )  17 )
deform6ci6 f Ab I tC p

l;)

Terfogati
modulusz
(t6rfogati tisz-
szenyom6s)

Nyir6si
modulusz
(nyi16s)

15.3 A harmonikus rezgd mozgis 6s az egy€nlet€s kiirmozg6s kapcsolata

f5A-1 20 g t6megii rdszecske egyszerf harmonikus
rczg6 mozg st vtgez 3 rezg1s/misodperc frekvencidval
6s 5 cm amptitird6val. (a) Mekkora teljes tiivols6got fut
be a r6szecske egy teljes peri6dus folyamiln? (b) Mek-
kora a legnagyobb sebessdge? Hol l€p ez fet? (c) Hat6-
rozzttk meg a rdszecske legnagyobb gyorsul6s6t. Hol
l€p fel a mozg6s sonia a legnagyobb gyorsul6s?
15A-2 Fels6 v6g6vel 6llv6nyhoz rijgzitett fiigg6leges
rug6 als6 v6g6n 2 kg titmegii test fiigg. Ahhoz, hogy a
testet egyensrilyi helyzete alatt 4 cm-re nyugalmi hely-
zetben lehessen megtartani, 2 N lefel6 ir6nyul6 tdbblet
er6 sztiks6ges. Amid6n ez az er6hat6s hirtelen mes-
sziinik. a test f i iggcileges ir6nyu egyszerii harmonikis
rezg6 mozg st v'gez a) HatArozzuk meg a mozgas tisz-
szes energi6j6t 6s b) a rezgds frekvenciiij6t.
l5B-3 Egy 1200 kg-os g6pkocsi iiresen 0,60 s periodus-
id6vel rug6zik. Mennyivel sii l lyednek le a ierekeket
tart6 rug6k, ha hat, egyenk6nt 80 kg-os szem€ly iil be a
kocsiba?
f5B-4 Egy test az x = 0,04 cos(2t) fiiggv6ny szerint
(minden meffryis6g SI egys6gben) egyszerii harmoni-
kus rezg6 mozg6st v1gez. Hatfuozzttk meg a) a maxi-
m6lis gyorsul6st, b) a mozg6s periodusidej6t 6s c) a ki-
t6r6st 0,5 s-mal azut6n, hogy a test negativ iranyban
6thalad a ktiz6pponton.

Minden anyagnak van rugalmassdgi hatara, amelyen
tril maradand6 alakv6ltoz6s l6p fel, 6s van szakitoszi_
Idrdsdga, amelyn'l az anyag elszakad vagy eltiirik.

4, Az 6rc- vagy olajtelepek geol6giai felkutat6s6nak
egyfajta technikai m6dszer6hez olyan ing6t alkal_
maznak, aminek leng€sideje nagy pontossriggal
merhet6. Hogyan miikddik ez a m6dszer?

5. Zsin6ron Iiiggd vizzel telt gombdt ingak6nt len_
g6sbe hozunk. A gomb alj6n kis lyuk van, a viz
ezen keresztiil lassan kicsurog. Magyafizzuk meg,
mi6rt niivekszik eleinte az inga lengdsideje, 6s mi_
6rt csiikken ezutiin.

6. Egyszerf harmonikus rezg6 mozg6sok milyen
kombin6ci6ja kdpes egy ,,v6gelen jelet" (-) kiraj-
zolni?

15-27 6bra
A l5A-2 feladathoz.

l5B-5 / frekvenci6val 6s I amplitud6val egyszerf har-
monikus rezg6mozgdst v|gz6 vizszintes feliiletre D6nz-
ermdt tesziink. Hatarozzuk meg/6s g fuggvenydben a
feliilet 6s az 6rme kiiziitt azt a legkisebb p. nyugalmi
s[rl6desi egyiit lharot. amely melletr az 6rme nem csu-
szik mes a feliileten.



15B-6 Egy test egyszedi harmonikus rezg6 mozgiLsl
v,€gez az al bbi egyenlet szednt: x:2 cos(l0t + n/4),
ahol minden adat SI egys6gben van. Hat6rozzuk meg a)
az amplitud6t, b) a frekvenciiit 6s c) a mozg6s I perio-

dusidej6t! Har rozzuk meg az id6 fiiggv6ny6ben d) a
sebess6get 6s e) a gyorsul6st SI egys6gekben. f) Mek-
kora a test kit6r6se a l: 0,2 s id6pontban? Hat6rozzuk
mel azl az id6tartamot, ami alatt a test az .f, = 0 kit6r6s-
16l az x = 1,5 m kit6r6sre jut.

158-7 Egy 100 g ttimegii hasiibot egy 200 g tomegii
has6b tetej6re helyeziink a 15-28 ibra szerint. A has6-
bok ktiziitt a tapadrisi srirl6d6si egyiitthat6 0,20. Az als6
hasdbot most 6 cm-es amplitlid6val harmonikus rezg6
mozgdssal elcire hdtra mozgatjuk. al Allandonak lar-
tott amplit[d6 eset6ben mekkora az a legnagyobb frek-
vencia, amelyn6l a fels6 has6b az als6hoz viszonyitva
m6g nem csirszik meg? b) Mekkora a testekre hat6 leg-
nagyobb vizszintes ir6nyri er6 az a) szerinti mozg6s
sor6n?

15-28 ribra
A l5B-7 6s a 15B-8 feladatokhoz.

158-8 Tegyiik fel, hogy az e16bbi feladatban az als6
(200 g tiimegii) has6b nem vizszintesen, hanem liigg6-
legesen v|gzr az egyszerii harmonikus rezg6 mozgdst!
A frekvenci6t 61land6 2 rezg's/s 6rteken tartva, az amp-
litirdot fokozatosan niiveljik. a) Hat6rozzuk meg azt az
amplitrld6t, amelyn6l a fels6 (100 g tttmegii) has6b m6r
nem marad 6rintkez6sben az als6 has6bbal. b) Hat6roz-
zuk meg a has6bok egyittesere hato maximiilis hirz6er6t
az (a) r6szfeladat felt6tele mellett!

15. 4 A harmonikus rezg6mozg6s energiaviszonyai

15,4.-9 Egy 8 kg-os test rug6n fiigg 6s 12 cm-es amplitri-
d6val 6s 2 rezg6s/s frekvenci6val fiigg6leges ir6nyi egy-
szeril harmonikus rezg6 mozgisl v6gez. HatArozzuk meg
a) a rezg6s periodusidejEt, b) a rug6 rug66lland6jit, c) a
test maximelis sebess€96t, d) a test maximiilis gyorsulti-

sit, e) a rezg6 rendszer iisszes energi6j6t, f) a sebess6get,
amikor a test a maximrilis kit6r6s fel6n6l van 6s g) a gyor-

sulAsl amikor a test a maxim6lis kit6r6s fel€n€l van.
15.4-10 Egy 48 N/m rug66lland6jri rug6ra 3 kg ttimegii
testet fiiggesztiink. A testet nyugalmi helyzet6t6l l0 cm-
rel lejjebb hirzzuk 6s a t : 0 id6pontban etengedjiik.
hjuk fel (SI egys€gekben) a kiter6st mint az id6 fiigg-
veny€t-
15.4.-11 100 g tiimegfi test fiigg egy fiigg6leges helyzetii
(a Hooke-tdrvenyt kiivet6) rug6 v6g6n. Ha 40 g-ot he-

lyeziink 16, a rug6 tov6bbi 5 cm-rel nyilik meg. Most a
rug6t ezzel a tiibblettiimeggel l0 cm amplitfd6jri fiig-
g6leges rezgesbe hozzuk a) Hatfuozzuk meg a mozg6s
frekvenci6jdt! b) Mennyi id6 alatt jut el a t€st a kitzeps6
helyzetb6l a maxim6lis kit6r6sig? c) Sz6mitsuk ki a test-
re hat6 er6k ered6j6t a fels6 legnagyobb kit6r6sn6l.
15.4.-12 Fels6 v6g€vel 6llv6nyhoz riigzitett fiigg6leges
rug6 als6 v6g6n 2 kg tiimegii test fiigg. Ahhoz, hogy a
testet egyensflyi helyzete alatt 4 cm-re nyugalmi hely-
zetben lehessen tartani, 2 N lefel6 ir6nyul6 tiibblet er6
sziikseges. Amid5n ez az er6hat6s hirtelen megsziinik a
test fiigg6leges ir6nyri egyszerii harmonikus rezg6 moz-
gdst v6gez. a) Hatdrozzuk meg a mozg6s iisszes energi-
dj6t 6s b) a rezg6s frekvenci6jat.
t5BJ3 Egy 2 kg-os test 240 N/m rug66lland6jri rug6n
fiigg. Most r6tesziink meg egy I kg t6megii testet, 6s az
egyiittest a 2 kg-os test nyugalmi helyzet6b6l kezd6se-
bess6g ndlkiil elengedjiik. a) Mekkora az a legnagyobb
t6vols6g, amelyre ebb6l a pontb6l a testek az elenged6s
utrin siillyednek? b) Mennyi a rezg6s frekvenciri'ja?
15B-14 A 15-29a d5ra szerint a rug6ra er6sitett 2 kg
tomegii test a 15-29b 6br6r' viLzolt m6don egyszerf
harmonikus rezg6 mozg6st v6gez. Halitrozzuk r,rl'eg a) a
rezg6s frekvenci6j6t, b) a rug66tland6t 6s c) a rezg6s
iisszes energiajAt. d) hjuk lel (SI egys6gekben) numeri-
kus egyenlet alakj6ban az x helyzetyi'ltoz{sdt a t id6
fiiggv6ny6ben!
158-15 Egy ktinnyii,35 N/m rug66lland6jti rug6ra er<i-
sitett 50 g tiimegii test 4 cm-es amplitud6val vizszintes
feliileten r€zeg. A sirrl6d6s elhanyagolhat6. Hatirozzuk
meg a) a rezg6 rendszer iisszes energi6jtit 6s b) a test
scbess6g6t I cm-es kit6r6sn6l. Hatirozzuk meg a 3 cm-
es kit6r6shez tartoz6 c) kinetikus energiiit 6s d) potencF

dlis enersitit.

(b )

15-29 hbra
A l5A- 14 feladathoz.

158-16 Rug6ra er6sitett test vizszintes stirl6d6smentes
fel0leten fekszik 6s I amplitrid6jf egyszerii harmonikus
rczg6 mozgist v6gez. a) Osszes energi6j6nak h6nyad-
r6sz6t teszi ki a kinetikus energia akkor, amikor a kit€-
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r6s A/2 ? b) Mekkora a kit6r6s akkor, amikor a kinetikus
energia az iisszes energia fel6vel egyenl6?
l5B-17 Egy 0,20 kg tdmegii test az I = A cosar egyen-
letnek megfelel6 egyszerii harmonikus rezg6 moigrist
vegez, ahol A = 10 cm 6s a = 4 radls, Hatrirozzuk mes a
k i te r6s ta)a  r -0s  id6pontban es  b)  a  r -  |  s  id6pont -
ban! c) Hatirozzuk meg Ml a legrovidebb idcjtanamor,
amely alatt a test a nyrgalmi helyzetb6l a fel amplitir_
d6val egyenl6 kit6r€st 6r el. d) Hatirozzuk meg a test
legnagyobb kinetikus energi6j6t! e) Haterozzuk meg a
rezg6 rendszer iisszes energi6j4t.
15B-18 Egy Hooke-tiirv6nyt k6vet6 rug6 v6g6n l6v6
200 g-os test az x:0,05 cos(4r + 30.) f i iggv6ny sze_
rint (az 6rt6kek Sl-ben) egyszerii harmonikus rezs6
mozgdsr vdgez. a) Vdzoljuk fel a mozgds grafikonjrit!
(Jel6ljiik be numerikusan at= O id.lponthoz taftoz6
kiterest!) b) Hat|rozzuk meg a test r : 0 id6ponthoz
tarlozo sebessdg€t. c) HalArozzuk meg a tesr / - 0 id6_
ponthoz taftoz6 gyorsuliiset. d) Hat6rozzuk meg a
mozgris periodusidellt. e) Hat|rozzuk meg a rug6iil-
land6t. f) Hat|rozzuk meg azt a legr6videbb id6tarta_
mot, amely alatt a maximAlis kit6r6s hely6r6l indulva
annak fele t6vols6g6hoz .jut a test. g) Hatiirozzuk meg
a mozgiis iisszes energiiij6t.

15.5 A fondlinga

l5A-19 HatArozzuk meg a 2,3 m hosszri fon6linga a)
frekvencirij6t 6s b) lengesidej6t a Hoid felszin6n, ahol a
gravit6ci6t6l sz6rmaz6 gyorsul6s 1,67 mls2.
15.{-20 Egy vil6git6torony l6togat6ja meg akarja m€mi
a torony magass6git. yan n6la egy ors6 c6ma, erre kis
kavicsot kdt, 6s a torony spir6lJ6pcs6h6z6nak kiizepdn
- mint fondlingiir - Ielogatja. A tengdsid<i 9.4 s. Miiyen
magas a torony?
l5B-21 Mutassuk meg, hogy ha a gravitiici6s gyorsulds
Ag -€rt6kkel megv6ltozik, akkor a fon6linga leng6side-
jlnek A,T v|ltozdsa -T\g/2gl (Utmutat6s: az E fiiggel€k
hasznos kiizelit6seket tartalmaz !)
f5B-22 Allitjik, hogy az hga6ra kiss6 m6s sebessEggel
j6r, ha a Hold a fejiink felett van, mint amikor 6tellene-
sen a Ftild tuloldal6n tat6lhat6. Feitsiik ki, melyik hely_
zetben j r az 6ta gyorsabban, 6s mi6ft!

15.6 A torzi6s inga
15.7 A fizikai inga

154-23 Egy 5 kg tiimeg(, 4 cm b,tmeftjfi homogen tii-
miir henger torzi6s ingak6nt ac6lhuzalon fiigg, ahogyan
a 15-30 ribra mutatja,6s igy szimmetdatengelye kiiriil
torzi6s rezg6st v€gez. A huzal torzi6s rug6rilland6ja
4x10{ N m/rad. Hatirrozzlk meg a torzi6s rezg6s
periodusidej6t!
l5B-24 Egy 7 kg tdmegfi, 6 cm sugani homog6n tdm6r
ta{cs6t egy olyan huzalra fiiggesztett6k fel, ami a td-
megkiiz6pponton van 6tfiizve. A tiircsa sikja vizszintes.
Torzi6s ingak6nt torzi6s rezg6st v6,gez 12 s peri6dus-
id6vel. a) Hatirozzuk meg a huzal torzi6s rug66lland6-

T
ffi

l5-30 6bra
A I58-23 feladathoz.

jdt. b) Tegyiik fel, hogy a tiircsdt ismer€tlen l teheterlen_
sdgi nyomat6kri tesrtel helyettesitjiik. Mekkora ,I 6rt6ke,
ha a peri6dusid6 l7 s?
f5B-25 Egy homog6n m6terrudat a 70 cm-es jelvonal-
nAl fgy fiiggesztenek fel, hogy kis amplittud6jt rezg6-
seket v6gez egy vizszintes tengely kiirtil, amely mer6le_
ges a m6ternid hossztengelydre. Mennyi a rezg6sid6?
158-26 Vdkony, 20 cm sugani karik6t vizszintesen iill6
k6sdlre helyeziink (15-31 6bra) irgy, hogy fizikai inga-
k6nt a karika sikj6ban leng. a) Hat6rozzuk meg kis
amplitid6jf leng6seinek periodusidej6t. b) Mekkora
annak a fon6ling6nak a hossza, amelynek azonos a len_
96sideje?

15.8 Rezonancia

l5B-27 Egy 4 kg trimegfi testet 100 N/m rug6dlland6jri
rug6ra fiiggesztiink. Hidraulikus csillaDitiist alkalma_
zunk. a csil lapirdsi egyiitrhato 5 N s m. A rendszemek
kezdeti kitdrdst adunk 6s nyugalmi helyzet6bdl elen_
gedjiik. Mekkora a koletkez6 rezg6s frekvenci6ja?

15-31 6bra
A 158-26 feladathoz.

l5B-28 Egy 2 kg tiimegii testet 200 N/m rug6rilland6jii
rug6ra fliggesztiink. Srirl6d6s miatt a test csillaDitott
harmonikus mozgdst v6gez. A tesret nyugalmi helyzete-
b6l 0,20 m-rel kit6ritjiik,6s kezdetisebess6g n6lkiil el-
engedjiik. 6 m6sodperc mirlva amplitud6ja 0,16 m-re
cstikken. a) Halirozzuk meg a srirl6diisi erdt6l sz6rmaz6
csiltapitrisi egyiitthat6t. b) Hatiirozzuk meg a rendszer
rezonanciafrekvenci6j6t.
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res l/2 ? b) Mekkora a kit6r6s akkor, amikor a kinetikus
energia az dsszes energia fel6vel egyenl6?
158-17 Egy 0,20 kg tiimegii test az y = tr cos@/ egyen-
letnek megfelel6 egyszerii harmonikus rezg6 moigiist
vegez, ahol A = l0 cm 6s ar = 4 radls. Hat6rozzuk mes a
kiter6sl a) a r= 0 s id6pontban es b) a r - I s idciooit-
ban! c) Hauirozzuk meg azr a legriividebb idcitartimot.
amely alatt a test a nyugalmi helyzetb6l a f6l amplitri_
doval egyenki kirerdsr dr el. d1 Hardrozzuk meg a test
legnagyobb kinetikus energi6j6t! e) Hat6rozzuk mee a
rezg6 rendszer osszes energiiijdt.
158-18 Egy Hooke-tdrv6nyt kiivet6 rug6 v6g6n l€v6
200 g-os test az x: 0,05 cos(4/ + 30") f i iggv6ny sze-
dnt (az 6rt6kek Sl-ben) egyszerii harmonikus rezg6
mozgast yegez. a) V6zoljuk fel a mozg6s grafikonjrit!
(Jeliiljiik be numerikusan a / : 0 id6ponthoz tartoz6
kiterestl) b) HaIarczzuk meg a lest r - 0 idciponrhoz
tartozo sebesseget. c) Hat6rozzuk meg a test / = 0 id6-
ponthoz tartoz6 gyorsul6siit. d) Flat6rozzuk mee a
mozgiis periodusidejet. e) Hatdrozzuk meg a rugoal-
land6t. 1) Hatbrozzuk meg azt a legrovidebb id6tarta_
mot, amely alatt a maximiilis kit6r6s hely6r6l indulva
annak fele trivols6g6hoz jut a test. g) Hatiirozzuk meg
a mozgtis risszes energiejdt.

15.5 A fon6linga

l5A-19 HatArozztk meg a 2,3 m hosszti fon6linea a)
frekvenciri j i i t  6s b) leng6sidejdl a Hold felszin6n, a-hol a
gravitiici6t6l szdrmaz6 gyorsuliis |,67 m/sr.
15A-20 Egy vildgit6torony l6togat6ja meg akarja m6mi
a torony magassigiit. Van n6la egy ors6 c6ma, erre kis
kavicsot kot, 6s a torony spir6l-l6pcsdh6z6nak kijzepen
- mint fonril ingiir - Ielogatla. A lengdsidci 9.4 s. Miiyen
magas a torony?
l5B-21 Mutassuk meg, hogy ha a gravitiici6s gyorsuliis
Ag -6rt€kkel megv6ltozik, akkor a fon6linga leng6side-
j6nek Al v6ltoz6sa -TLg/2gl (UtmvtatLis: az E fiiggel6k
hasznos ktjzel it6sek et tartalmazl)
158-22 Allitjek, hogy az inga6ra kiss6 miis sebess6ggel
j6r, ha a Hold a fejiink felett van, mint amikor 6tellene-
sen a Fiild tuloldaldn tal6lhat6. Fejtsiik ki, melyik hely_
zetben jfu az 6ta gyorsabban, 6s mi€ft!

15.6 A torzids inga
15,7 A fizikai inga

15A-23 Egy 5 kg tiimegii, 4 am 6tmeftj6 homogen tii-
miir henger torzi6s ingakdnt ac6lhuzaton fiigg, ahogyan
a 15-30 6bra mutatja, 6s igy szimmetriatengelye kiiriil
torzi6s rezg€st v|gez. A huzal torzi6s rug66lland6ja
4x10{ N m/rad. Hatinozzuk meg a torzi6s rezges
periodusidej6t!
l5B-24 Egy 7 kg tdmegfi, 6 cm sugani homog6n tdmdr
trtucsiit egy olyan huzalra fiiggesztett6k fel, ami a tti-
megkiiz6pponton van 6tfiizve. A t6rcsa sikja vizszintes.
Torzi6s ingak6nt torzi6s rezg6st v6gez 12 s peri6dus-
id6vel. a) Hatbtozzlk meg a huzal torzi6s rug66lland6-

15-30 6bra
A l5B-23 feladathoz.

j6t. b) Tegynk fel, hogy a tiircsdt ismeretlen 1 teheretlen-
segi nyomat6kir testtel helyettesirjiik. Mekkora .1 6rt6ke.
ha a peri6dusid6 l7 s?
l5B-25 Egy homogdn m6terrudat a Z0 cm-es jelvonal_
niil igy fiiggesztenek fel, hogy kis amplittud6jrl rezg6-
seket v6gez egy vizszintes tengely kiidil, amely mer6le_
ges a m6terud hossztengely6re. Mennyi a rezg6sid6?
158-26 V6kony, 20 cm sugarLi karik6t vizszintesen 6116
kes6lre helyeziink (15-31 6bra) 6gy, hogy fizikai inga-
k6nt a karika sikjdban leng. a) Hatiirozzuk meg kis
amplitndojri lengdseinek periodusidejer. b,1 Me[kora
annak a fondling6nak a hossza, amelynek azonos a len_
g6sideje?

15.8 Rezonancia

l5B-27 Egy 4 kg ttimegii testet t00 N/m rug6rllland6jf
rug6ra fiiggesztiink. Hidraulikus csillapit6st alkalma-
zunk, a csillapit6si egyiitthat6 5 N.s/m. A rendszemek
kezdeti kit6rdst adunk 6s nyugalmi helyzet6b6l elen-
gedjiik. Mekkom a keletkez6 rezg6s frekvenciiija?

15-31 6bra
A l58-26 feladathoz.

l5B-28 Egy 2 kg tiimegii testet 200 N/m rug66lland6jir
rug6ra fliggesztiink. Surl6dds miatt a test csillaDitott
harmonikus mozgdst v6gez. A tesret nyugalmi helyzete-
b6l 0,20 m-rel kitdritjiik,6s kezdetisebess6g n6lkiil el-
engedjiik. 6 m6sodperc mirlva amplitud6ja 0,16 m-re
csdkken. a) Hatfuozzuk meg a srirl6diisi erdt6l sz6rmaz6
csillapitisi egyiitthat6t. b) Hatiirozzuk meg a rendszer
rezonanciafrekvenci6j6t.



l5B-29 Egy 30 g tiimegii testet 15 N/m rug66lland6jri
rug6ra {iiggesztiint. a) HatlLrozzrrk meg (n6gy jegy
pontosseggal) a test saj6tfrekvenci6j6t! b) A testet most
olyan folyad6kba meritjiik, amely a rezg6 rcndszer sz6-
m6ra 70 gls csiltapit6si teny€z6t jelent. Sz6mitsuk ki
(n6gy jegy pontoss6ggal) a csillapitott rezg6s frekvenci-
6j6t! c) Mennyi id6 atatt cs6kken a rezg6s amplitrtd6ja
az eredeti 6rt6k egy tittid6re?

15.9 Az anyag rugalmas tulajdonsiigai

15,{-30 Egy hegym6sz6 biztonsrigi c6lb6l 50 m hosszir,
l0 mm 6tm6r6jf nylon kotelet haszn6l. Ha a kiit6l egyik
vege a 90 kg-os hegym6sz6t tartja, akkor 1,6 mdtert
nyflik. Hat6rozzuk meg a ktit6l anyag6nak Young-
modulusz6t!
l5A-31 400 km-rel a Ftild felszine alatt a nyom6s
I ,36 x l0'0 Pa. Ha ebb6l a m6lys6gb6l I cmr rezet hoz-
niink fel, mennyi lenne a t6rfogata a Fiild felszin6n?
15A-32 a) Hal|rozzuk meg annak a 18 m hosszri ac6l-
huzalnak a legkisebb 6lmtr6j't, amelyik az als6 v6g6n
fiigg6 380 kg-os teher hat6sfra nem nyrilik 9 mm-n6l
titbbet! b) Fell6p-e maradand6 alakv6lto zis, ha az anyag
rugalmass6gi hatiira 3 x 103 N/m'�?
15A-33 Egy 7 cm 6lhosszirsiigri zselatin kocka egy t6-
ny6ron fekszik. A fels6 lapra gyakorolt 0,2 N vizszintes
iranyi er6 hat6s6ra a kocka t€teje 3 mm-t eltol6dik.
Sz6mitsuk ki a zselatin nyir6si modulusz6t!
l5A-34 Egy 8 cm 6lhosszris6gir zselatin kock6ra egy
gyermek nyir6 fesziiltseget fejt ki oly m6don, hogy
alaplapjAt rogzitve tartja, mig fets6 lapjdra vizszintes
ir6nyi 1,3 er6t gyakorol. Mennyi a zselatin nyir6si
modulusza, ha a fels6 lap a fesziilts6gmentes 6llapotb6l
I cm-rel mozdul el?
158-35 Ha egy huzalt hrizunk, akkor annak x megnyir-
l6sa ar6nyos az F hiz6er6vel. igy az anyag a Hooke-
tiirv6nyt k6veti: -F: l'x. Fejezzik ki a k rug66lland6t
az E Young-modulusz, az Ln hosszirs6g es az A ke-
resztmetszet fi.iggv6nyeben.
158-36 K6t femlemezt n6gy, egyenk6nt 7 mm 6tm6r<ijf
acelszegeccsel er6sitett€k dssze. Sz6mitsuk ki azt a ma-
ximilis er6t, amellyel a lemezeket 6rint6 ir6nyban meg-
hfzhatjuk, ha a szegecsekben 6bred6 nyir6fesztltsdg
nem l6pheti tul a 8 x 107 N/m' 6rt6ket! Tltelezzlj'k feI,
hogy a lesziilts6g egyenletesen oszlik el a szegecseken.

Tov6bbi feladatok

15C-37 Egy meg nem feszitett I hosszris6g6, t rug6ril-
land6jri homog6n rug6t irgy v6gunk k6t r6szre, hogy az
egyik darab k6tszer akkora, mint a m6sik. a) Fejezziik ki
mindegyik rug6 darab & rug66tland6j6t. b) Ha mindk6t
darab egyik v6g6re azonos tdmegf testet akasztan6nk,
mi lenne a frekvenci{k arinya?
15C-38 Ket rug6 mindegyike feszitetlen rillapotban 20
cm hosszir, de rug66lland6ik kiildnbiiz6ek: t, = 40 N/m,
6s t: 80 N/m. A rug6kat vizszintes srlrl6ddsmentes
feliileten nyrgv6 m = O,60 kg tiimegii kicsiny testhez

rdgzitik. A rug6kat ellent6tes ir6nyban megfeszitik 6s
egym6st6l 60 cm t6vols6gban l6v6 kamp6khoz er6sitik
(15-32 6&a\. Felt6ve, hogy a test m6rete elhanyagolha-
t6, a) a baloldali kamp6t6t milyen t6vol lesz a test
egyensflyi helyzete? b) Mekkora a test egyszerf har-
monikus rezg6 mozgiisiinak a frekvenci6ja a rug6k ir6-
nviiban?

l l
F_.------ 60 cm ___=_+J

15-32 dbra
A l5C-38 feladathoz.

15C-39 Egy t rug66lland6jt rug6 v6g6re akaszlolt m
tdmegii test a rug6t (nyugalmi 6llapotban) / hosszris6gf-
ra nyijtja. A testet most mozg6sba hozzuk irgy, hogy
fel-le rezeg 6s ingakdnt ide-oda leng. A test a l5-33b
Abra szednt fiigg6leges sikban mozogva ,,nyolcasokat"
ir le. Fejezziik ki a t rug6rilland6t z, / 6s g fiiggvdny6-
ben.
l5C-40 Az Z hosszris6g!, v6kony homogen rudat oly
m6don r<igzitik, hogy a gravitrici6 hat is6ra fiigg6leges
sikban leng. A fet{iiggesztesi pont a rird titmegkitz6p-
pontj6t6l szamitva, kiiltinbiiz6 r t6vols6gra 6llithat6 be.
a) Fejezziik ki e fizikai inga I teng6sidej6t L, r 6s g
fiiggv6ny6ben! b) A kapott kifejez6st differenci6lva 6s
z6russal egyenl6v6 t6ve mutassuk meg, hogy a legki-

sebb ff," leng6sid6 at ,= L t(ZJi) tAvolsiighoz rarro-

(a )  (b )

15-33 ibra
A l5C-39 feladathoz.

15C-41 a) lgazoljuk, hogy az egyszerd harmonikus rez-

96 mozg{s kinetikus energi6j6nak id6 szednti 6tlaga
egyenl6 a potenci6lis energia id6 szerinti dtlagilval!
(Javaslat: 6tlagoljunk a mozg6s egy periodusrira!) b)
Mutassuk meg, hogy ha a mozg6s egy ciklus6nak teljes

zik.



hosszdra 6tlagolunk, akkor az 6tlagok a kiivetkez6ek:
K^tt: (1/3)kA2 €s (In = (t/6)kA2, (l6sd a l5-7 ribr6t a
351. oldalon). c) Adjuk meg a fizikai okit, mi6rt ktil6n-
btiznek eg1.rn6st6l az a) €s a b) v6laszok!
l5C-42 Egy inga6ra tiik6letesen pontos azon a helyen,
ahol a neh6zs6gi gyorsul6s €ppen 9,80 m/s2. Ha az 6r6t
magasabb helyre vissziik, naponta 8 m6sodpercet k6sik.
Sz6mitsuk ki g 6rt6k6t az rij helyen! (Utmutat6s: az E
fiiggel6kben hasznos kttzelit€s tal6lhat6.)
15C-43 Mutassuk meg, hogy a fizikai inga lengdsidejd-
re vonatkoz6 iisszefiigg6s speci6lis esetkdnt tarl^lmazza
a fon6linga leng6sidej6t!

15-34 dbra
A 15C-44 feladathoz.

l5C-44 A 15-34 6bra nagyap6ink 6r6j6nak ing6jrit mu-
taljabe. Ez egy L hosszris6gri 1 kg tiimegii karcsri rud 6s
a r6er6sitett 2 kg-os, l0 cm sugar(r homogen tiimtir ko-
rong. Hat6rozzuk meg , 6rt6ket annak alapj6n, hogy kis
amplitud6jf rezg6sek eset6n az inga6ra minden m6sod-
percben kattan egyet, azaz lengdsideje 2 s.
15C-45 Egy R sugaru, homog6n, tiimiir t6rcs6t a sikjiira
mer6leges vizszintes tengelyre riigzitiink irgy, hogy
fizikai ingak6nt leng6seket vlgezzen. A tengely 6llitha-
t6, igy a t6rcs6t a titmegkiizdppontt6t kiil6nbiiz6 r t6vol-
s6gokban dii{heti 6t (l6sd a 15-35 6br6t). Csup6n kis ki-
t6r6sii rezg6sekre szoritkozunk. a) Jeltiljiik az r : R 6r-
t€khez tartoz6 leng6sid6t To-Ial, az r tengelyt6vols6g
mds ertekehez tanoz6 leng6sidrit l-vel. Abrdzoljuk a
TlTo -afiny| r/,t figgv6ny6ben R/4 -n6l nagyobb ten-
gelytrivols6gokra! Differenci6l6s segits6g6vel mutassuk

meg, hogy akkor legrtividebb leng6sid6, ha r = R I Ji I

15-35 6bra
A 15C-45 feladathoz.

15C-46 Egy csillapitatlan rezg6 rendszerben mozg6 test
tiimege 0,5 g. A rendszert vdltoztathat6 frekvenci6jri
gerjeszt6 er6 hajtja, amplitrid6ja minden frekvencian F^.
A test 400 Hz-en 9 mm, 405 Hz-en 5 mm amplitud6val
rezeg- a) Haterczzuk meg az oszcilliitor oo saj6tfrek-
venci6j6t 6s b) a rezg6s amptitrid6j6t a 395 Hz ge4eszt6
frekvenci6n! c) Allapitsuk meg a gerjeszt6 er5 nagys6g6t.
15C47 Egy csillapitott oszcill6tort a gerjesztl et6 az
al6bbi id6fiigg€ssel leirhat6 (6lland6sult) rezgdsre k6ny-
szerit: x = I sinatt. Mekkora a munkav6gz€s a f6kez6
er6 ellen6ben a mozgSs egy teljes ciklusa sor6n, ha a
flkezl e6 -bv ? (Utmutat6s: milyen kapcsolatban van
az er6 6s a sebess6g a munkiival?)
15C-4E Egy csillapitott rezg6 rendszer rug66lland6ja
6000 N/m, a rezg6 test tdmege 40 kg. A sirrl6drisi er6t6l
sziirmaz6 csillapit6si t6nyez6 200 N.s/m. A testre szinu-
szos F: (20 N) sin@/ ge{eszt6 er6 hat, 6s a gerjeszt6
er6 frekvenci6ja a rendszer rezonanciacsrics6n 6thaladva
v6ltozik. a) HatAtozzuk meg a legnagyobb amplitrid6jri
mozg6s frekvencidj 61. b) H^titrozzvk meg az a) k6rd6s-
hez lartoz6 amplitrid6t.
l5C-49 Egy 160 N/m rug66lland6jf rug6n 0,40 kg tii-
megii test fiigg. A test mozgtsii J : -bv ellen6ll6si er6
akad|lyozza, ahol b : 4 N.s/m. A testre (20 N) sin(25r)
ge{eszt6 er6 hat, 6s a tranziens iillapot lecseng6se ut6n
6lland6sult rezg6s 6ll be. a) Hatiirozzuk meg a rezg6s
amplit(rd6j6t! b) Hriny fokkal marad el a rezg6s f6zisa a
szinuszos geleszt6 er6 m6gdtt?
15C-50 Egy hengeres oszlopnak az 6tmer(ie mindeniitt
40 cm, 6s a 15-36 6br6n kithatoan k6t hiliinbiiz6 anyagb6l
k€sziilt. Hatiirozzuk meg an az Fr terhel6 er6t, amelynek
hat6s6ra az oszlop teljes deform6ci6ja -0,05 mm!

15-36 6bra
A l5C-50 feladathoz.

15C-51 Egy Z hosszirs6gri I keresztmetszetii huzalt
A, hosszirs6ggal megnyrijtunk. a) Mutassuk meg,
hogy a huzal megnyirjtiisakor v6gzett munka:
ll/ = [EA( D'�U 2L. (b) Sz6mitsuk ki a megnyijtott huzal
t6rfogategys6g6ben t6rolt energiiit. (A AZ megnyil6st a
terfogat meghat6roz6sakor hanyagoljuk el)
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XIV. Fejezet

l4A-1 2,2 m/s, felfel6,
14A-3 5 m/s2
148-5 e/2
l4B-7 ll,7 m/s2
l4B-9 a) 20,6" b) l8 N

l4B-11 5,5 N
l4,4-13 8,54 fordulat per perc
r4A-15 50,4
l4B-17 d6lre 60" a vizszintcs alarr
r4B-rs {s / R
l4B-21 a) a sugeririinyban befel6 mutat6 srirl6drisi

er6l = 4,00 x l0-3 N

b) a srirl6d6si er6 6s az./;f : 4,00 x loJ N
centrifugiilis e16
c) A korong rendszer6ben az a)_ban 6s b)_ben
adott eru plusz az l^. : g,00 x I0r N Coriolis
er6, a bogiir halad6si irrinyrit6l jobbra, vala_
mint egy ugyanakkora tangencirilis, balfelc
mutato sfrl6d6si er6 konrponens

, :  8 ,00  x  l0 r  N

d) inerciarendszerben: csak a k6t sfri6d6si
er6 dsszetev6 hat: /; = 4,00 x l0 3 N sug6r

ir6nyban befeld 6s /, = 8,00 x l0r N
erint6irdnyban a bog6rt6l balra.

14C-23 5 N/m
l4C-25 a) 3,t7 m
74C-27 grg 20
14C-29 F/(M + 2n/7)
l4C-31 A viilasz adott.
14C-33 7,5 N balra
l4C-35 a) 20 N sugdr ir6nyban kifele

b) 80 N sugrir ininyban kifel6
c) 180 N sugrir irdnyban befel6

l4C-37 a) nulla b)zatR befel6
I4C-39 A v6lasz adott.
l4C-41 a) 4mon b) nyugat fel6

XV. Fejezet
l5A-l a) 0,020 m b) 0,942 m/s a koz6ppontban

c) 17,8 m/s2 a sz6ls6 helyzetekben
l5B-3 0,0356 m
rsB-s 4fifA/s
l5B-7 a) 0,910 s I

l5A-9 a) 0,50 s b)

b) 0,588 N
N

I28 :  c ;  1 ,5 m/s
m

c) 9 J f) 0,75 m/s

158-15 a) 0,0280 J b) 1,03 m/s c) 0,0158 J
d) 0,0123 J

158-17 a) 0,10 m b) -0,0654 m c) 0,262 s
d) 0,0160 J e) 0,0160 J

l5A-19 a)  0,136 Hz b)7,37 s
l5B-21 A v6lasz adott.
l5A-23 19,9 s
r5B-25 1,58 s
158-27 0,790 Hz
l58-29 a) 3,559 Hz b) 3,554 Hz; 1,38 s
l5A-31 1,104 cml
l5A-33 952 N/m,
158-35 AY/L,,

l5C-37 a) 3k, t,sk D {2]
l5C-39 4ngll
15C-41 A viilasz adott.
l5C-43 A v6lasz adott.
l5C-45 A valasz adott.
15C-47 nbA'�a
lsC-49 a) 0,149 m b) 132"
lsc-sl b) ()//2)(M/D,

XVL Fejezet

1 6 4 - l  a )  3 . J 2  ,  l 0  5  N  b )  5 . q 2  >
16A-3 g/9
l64-5 35,0 N
l6A-7 30,3 km/s
164-9 2,41

168-11 4nr/Gm,3,00 x I0resr/mj
168-13 a) 84,4 perc b) 7,90 km/s

I  ) R
169-15 _ i i57  r4ap)

168-17 8,74 x 107 m
168-19 1 ,62  x  10 ,7  kg
168l-21 |,91Gn/l] az iitm6r6 ment6l
16.4-23 A vrilasz adott.
168-25 a) 1,32 x l0r, m/s, b) 9,21

c)  7 ,70  x  l0 - r r  J

ellent6tes sarok feld

x  l 0 r 3  N

I O J N

l68-27

l64-29 2380 m/s
164-31 4R/3
168�-33 3cn2/l

l6B-3s 1E&(1+R//J
168-37 A viilasz adott.
168-39 A viilasz adott.

16c-41 ,th2sr, /rcp

d) 18,9 m/s,
g) 9,45 m/s,

l5A- l l  a)  l ,19 Hz
l5B-13 a)  8,17 cm

b) 0,210 s c) 0,784 N lefel6
b) 1,42 s I

16C-43 b) 2",[o, tlCU
l6c-4s b) 6,54 x t0 r

l6c-47 GW2BL'

R'  /GM16C-49 2


