Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2013. november 28.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. FEzért az dtmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldaséanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a
leirt lépések egy maximaélis pontszdmot éré megoldas vazlatdnak tekinthetsk.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kap-
csolédo gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként
szerepel a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek
puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként vala-
melyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut).

Ha valaki egy feladatra tobb lényegesen kiilonb6z6 megoldast ir le, akkor ezek koziil a legkisebb pont-
szamut kell értékelni.

Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megol-
donak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphato. Az atmutatoban szerepls részpont-
szamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo6 megoldas természetesen
maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit
bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Legyen A kettd rangt 2 x 3-as matrix. Mutassuk meg, hogy 1étezik olyan 3 x 2-es B matrix, melyre
AB a 2 X 2-es egységmatrix.
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Els6 megoldas. A rangfogalmak egyenl@sége miatt (determindnsrang) létezik A-nak olyan 2 x 2-es C'

részmatrixa, melynek determinénsa nem 0. (1 pont)
Alljon ez A i. és j. oszlopaibdl (1 <i < j < 3). (1 pont)
Mivel C' determinénsa nem 0, a tanult tétel szerint létezik inverze. (2 pont)
Legyen most B az a matrix, melynek az 4. sora a C~! matrix els6 soraval azonos, j. sora a C'~! matrix
masodik soraval azonos, (3 pont)
az i.-t6l és j.-t6l kiilonbozs sora pedig csupa (két darab) 0. (1 pont)
A matrixszorzas és az inverz tulajdonsagai alapjan lathato, hogy az AB szorzat ekkor csakugyan a
2 X 2-es egységmatrix, a keresett B matrix tehat valoban létezik. (2 pont)

Masodik megoldas. Ismert, hogy az AB szorzat i. oszlopa Ab;, ahol b; a B matrix . oszlopa. (1 pont)
Szintén ismert, hogy az A matrix és az x oszlopvektor szorzata nem mas, mint A oszlopainak az x

koordinataival, mint egyiitthatokkal vett linearis kombinacioja. (2 pont)
A rangfogalmak egyenlGsége miatt (oszloprang) 1étezik A-nak két fiiggetlen oszlopa. (1 pont)
A oszlopai tehat a két koordinatas (ketté magas) oszlopvektorok terében generatorrendszert alkot-
nak, (2 pont)
tehat barmely két koordinatas oszlopvektor elGall e vektorok alkalmas linearis kombinacidja-
ként. (1 pont)
gy specialisan a 2 x 2-es egységmatrix oszlopai is elsallnak igy, (2 pont)

amibdl a fentiek szerint a kivant B matrix létezése kovetkezik. (1 pont)



Harmadik megoldas. Egy adott A maéatrixhoz a kivant B-t megprobaljuk elemenként elGallitani. Ez
az Alv; és Alvy egyenletrendszerek megoldasat jelenti, ahol v; a 2 X 2-es egységmatrix . oszlopa, a
megoldasokbol pedig (ha vannak) Osszerakhatjuk B-t: az els§ rendszer megoldésai (sorrendben) adjak

B elsé oszlopat, a mésodik rendszer megoldasai pedig B mésodik oszlopét. (3 pont)
A rangfogalmak egyenlGsége miatt (sorrang) A sorai fiiggetlenek, (1 pont)
az egyenletrendszerek Gauss-eliminacioval torténd megoldasa soran tehat a bal oldalon nem keletkezhet
csupa 0 sor, (2 pont)
igy nem kapunk tilos sort sem, (2 pont)
azaz mindkét egyenletrendszernek lesz megoldésa, (1 pont)
ahonnan a keresett B matrix létezése a fentiek szerint kovetkezik. (1 pont)

2. Legyen n > 10 egész szam. Az A n X n-es matrix rangja 10, a B n X n-es matrix rangja n. Hatarozzuk
meg AB rangjat.
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Ismert, hogy egy méatrix rangja az oszlopai (mint vektorok) altal generalt altér dimenzidja. (1 pont)

Tudjuk tovabbé, hogy az AB szorzat i. oszlopa Ab;, ahol b; a B métrix . oszlopa, (1 pont)
és hogy az A matrix és az x oszlopvektor szorzata nem més, mint A oszlopainak az x koordinataival,
mint egyiitthatokkal vett linearis kombinécioja. (1 pont)
Az AB matrix oszlopai tehat mind A oszlopainak linearis kombinéacioi, (1 pont)
vagyis az AB oszlopai altal generélt altér része az A oszlopai altal generalt altérnek, (1 pont)
igy r(AB) <r(A) = 10. (1 pont)
Mivel B rangja n, a rangfogalmak egyenlGsége miatt (determinansrang) B determinénsa nem 0, (1 pont)
azaz B invertalhato. (1 pont)
Mivel A = (AB)B™! (itt felhasznaltuk, hogy a matrixszorzas asszociativ, de ezt nem muszdj megemli-
teni), (1 pont)
a fenti gondolatmenet alapjan r(A) = r((AB)B™') < r(AB) < r(A) = 10 is teljesiil, ahonnan
r(AB) = 10. (1 pont)

3. Létezik-e a siknak olyan linearis transzformacioja, mely az (1,0) vektorhoz a (0, 1) vektort, a (0,1)
vektorhoz a (2,1) vektort, a (2,1) vektorhoz pedig az (1,0) vektort rendeli?
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Els6 megoldas. Jeloljiik a kérdéses transzforméciot A-val. Ha A lineéris leképezés, akkor az ezeket
definialo feltételek miatt A((2,1)) = A((2,0)) +.A((0,1)) = (4 pont)

= 2A((1,0)) + A((0,1)), (3 pont)
azaz A((2,1)) =2(0,1) + (2,1) = (2,3), (2 pont)
ami lehetetlen (hiszen A((2,1)) = (1,0) kéne hogy legyen), tehat A nem linearis leképezés. (1 pont)

Masodik megoldas. Ha az (1,0) és (0,1) vektorok képeivel megadott transzformacio lineéaris, akkor a
tanult modon felirhatjuk a matrixat valamely bazisban.

Ha ravaszul a szokasos bazist valasztjuk, akkor a méatrix (1) 1 )

ennek eredménye a (2, 3) vektor,
ez viszont lathatéan nem az (1,0) koordinatavektora, vagyis a transzformacio nem linearis.
Ez azért persze olyan nagyon nem kiilénbo6zik az elsé megoldastol.

( )
( )
Ezzel a matrix-szal megszorozzuk a (2, 1) vektor koordinatavektorat, ami most épp sajat maga, (2 pont)
( )
( )

1
2z
szam. Hatarozzuk meg x fiiggvényében a transzformécié képterét és magterét.

. . . . . 2
4. A sik egy linearis transzforméci6janak matrixa a szokésos bazisban , ahol x tetszéleges valos
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Els6 megoldas. Mivel minden vektor el6all a (szokdsos) bazis vektorainak linearis kombinécidjakant, a

képtér a bazisvektorok képei altal generalt altér lesz. (2 pont)
A bazisvektorok képei épp a matrix oszlopai, vagyis az (1,2) és (2, x) vektorok. (1 pont)
Ha xz # 4, akkor ezek nyilvan generéljak a sikot, vagyis ekkor a képtér az egész sik. (2 pont)
A dimenziotételt alkalmazva a magtér dimenzioja ekkor 0, vagyis a magtér csak az origobol all. (2 pont)

Ha = = 4, akkor a képtér a megoldas elején tett megallapitas szerint az (1,2) vektor szdmszorosaibol

all, (1 pont)
a magtér meghatarozasihoz pedig az ( 9 Z 8 ) egyenletrendszert kell megoldani. (1 pont)
A megoldasok azok az (z,y) vektorok, amikre teljesiil, hogy = + 2y = 0 (vagy mas szoval a (—2,1)
vektor szamszorosai). (1 pont)
Masodik megoldas. Keressiik meg el6szor a magteret. Ehhez a definici6 szerint az 9 »|o ) c8ven
letrendszert kell megoldani. (2 pont)
A Gauss-eliminacio elsg lépése utan az egyenletrendszer (1] . 3 A 8 (1 pont)
Ha z = 4, akkor az utolso, csupa 0 sort térolve megkapjuk a redukalt lépcsés alakot, abbdl pedig a
megoldést, miszerint azon (z,y) vektorok alkotjak a magteret, melyekre z + 2y = 0. (1 pont)

Ha x # 4, akkor az utolso sort (x — 4)-gyel osztva majd a masodik sor kétszeresét az elsébdl levonva
kapjuk a redukalt 1épcsds alakot, abbdl pedig az © = 0, y = 0 megoldast, azaz ekkor csak az origobol

all a magteér. (1 pont)
A képteret a masodik esetben egyszertibb meghatarozni: a dimenzidtétel szerint két dimenzios kell
legyen, igy nem lehet mas, mint a teljes sik. (2 pont)
. . 1 2 .
Az els6 esetben sokféleképp eljarhatunk, megszorozhatjuk példaul az ( 9 4 ) méatrixot egy tetszéleges
(x,y) vektorral, az eredmény az (z + 2y, 2z + 4y) vektor. (1 pont)
Az ilyen alaku vektorok alkotjak a képteret, vagyis azok, ahol a mésodik koordinata az elsé kétszerese
(ennek nyilvan kell teljesiilnie, ezek koziil pedig mindenki el6all ilyen alakban). (2 pont)

5. A sik egy lineéris transzformacioja a (2, 1) vektorhoz az (1, 1) vektort rendeli, az (1, 1) vektorhoz pedig
a (2,1) vektort. Hatarozzuk meg a transzformacio egy sajatvektorat és a hozzé tartozo sajatértéket.
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Els6 megoldas. Jeloljiik a linearis transzformaciot A-val. Az Gsszeadasra vonatkozé tulajdonsig miatt

A((2,1)+(1,1)) = A((2,1)) + A((1,1)) = (1, 1) + (2, 1), (4 pont)
vagyis a (2,1) + (1,1) = (3,2) vektort A sajat magaba viszi. (2 pont)
A definicio szerint tehat (3,2) a transzformacio egy sajatvektora, (2 pont)
a hozza tartozo sajatérték pedig 1. (2 pont)

Masodik megoldas. Jeloljik a linearis transzformaciot most is A-val. Szeretnénk felirni A matrixat a
szokasos bazisban, ehhez sziikségiink van az (1,0) és a (0, 1) vektorok képére. (1 pont)
A((1,0)) = A((2.1) — (1,1)) = A((2,1)) — A((1,1)) = (1,1) — (2,1) = (—1,0). (2 pont)
Itt akar meg is &llhatunk, hiszen lathatéan az (1,0) sajatvektor —1 sajatértékkel, ha ez torté-
nik, akkor az els6 megoldasnél latottak szerint pontozzunk. Ha ehelyett inkdbb tovabbmegyiink:

A((0,1)) = A((1,1) = (1,0)) = A((1,1)) = A((1,0)) = (2,1) = (=1,0) = (3,1). (2 pont)
A keresett matrix innen _01 i) : (1 pont)
A sajatértékek a karakterisztikus polinom, azaz (—1 — \)(1 — \) gyokei, (1 pont)

0 0
szer megoldéasaiként adodnak, (2 pont)

vagyis 1 és —1. Az 1-hez tartoz6 sajatvektorok a nem tulzottan bonyolult ( —23 8 ) egyenletrend-



ilyen pl. a (3,2) vektor.

(1 pont)

6. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek az Gsszes olyan komplex megoldasat, amelynek a

valos és a képzetes része is pozitiv.
(=5V2 4+ V/2i)2° = 12 + 8i
X ok % % %

Osztés utan az egyenlet a 2° = —/2 — V/2i alakot 6lti.

—v/2 — v/2i hossza 2,

az x tengellyel bezart szoge pedig 225°,

trigonometrikus alakja tehat 2 - (cos 225° + i sin 225°).

gy az 6todik gyokeinek hossza /2,

az 0todik gyokok x tengellyel bezart szogei pedig 45°,117°,189°,261°, 333°.
Ezek koziil egyediil a 45° szdgl gyoknek pozitiv a valos és a képzetes része is,

méasképp is meg lehet adni).



