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A rendelkezésre all6 munkaidé 90 perc.

Kérjiik, minden résztvevé nevét és NEPTUN kédjat a dolgozat minden lapjanak jobb fels6 sarkaban olvashatéan
és helyesen tiintesse fel, mert ennek hidnyaban a dolgozatot nem értékeljiik. [részeren és sszetiizott papirokon kiviil
semmilyen segédeszkoz hasznalata sem megengedett, igy tilos az irott vagy nyomtatott jegyzet, a szamolo- és sza-
mitégép ill. mobiltelefon hasznalata, tovabba a dolgozatiras kdzbeni egyiittmiikodés. Mobiltelefon még kikapcsolt
allapotban sem lehet a padon vagy a hallgaté kezében. Minden egyes feladat helyes megolddsa 10 pontot ér. A
dolgozatok értékelése: 0-23 pont: 1, 24-32 pont: 2, 33-41 pont: 3, 42-50 pont: 4, 51-60 pont: 5. A puszta (indok-
las nélkiili) eredménykozlést nem értékeljiik. A megindokolt részeredményért ardnyos pontszam jar. Az évvégi jegy
kiszdmitdsakor a két (legaldbb elégséges) zh dsszesitett pontszdmat vessziik figyelembe.

Feladatok

1. Hanyféleképpen lehet elhelyezni a 8 x 8-as sakktablan két-két vilagos
és sotét futot, valamint két-két vildgos és sotét huszart (Osszesen 8
figurdt) gy, hogy pontosan egy sotét és egy vilagos futé élljon vildgos
mezon? (Nem baj, ha a figurdk esetleg iitésben éllnak.)

2. Az n rekordot tartalmazd A[l..n] rendezett tombben valamelyik re-
kord megvaltozott, de nem tudjuk, hogy melyik. Adjunk egy legfeljebb
2n Osszehasonlitast igénylo algoritmust a megvaltozott tomb rendezé-
sére.

3. Hanyféleképpen lehet egy 5 méretii tombbe tgy beleirni az 1,2, 3,4, 5
rekordokat, hogy kupacot kapjunk?

4. Hatarozzuk meg, hogy a K, teljes grafnak hany C részgrafja van. (Két
részgraf akkor nem kiilonbozik, ha cstucshalmazaik is és élhalmazaik
is megegyeznek. A Cy graf a 4 pontu kor.)

5. Izomorfak-e a (4,4,2,2,1,5,6,1) ill. az (5,3,3,6,1,5,6,1) Prifer-
kodu fak?

6. Tegyiik fel, hogy 386 politikus mindegyikére igaz, hogy a tébbiek koziil
pontosan annyit tekint nacinak, mint ahanyan oréla ugyanezt gondol-
jak. Tudjuk tovabba, hogy van olyan politikus, akit legalabb egy tarsa
nacinak mond. Igazoljuk, hogy létrehozhaté néhany (akar az Osszes)

politikusbol olyan bizottsag, ami gy iiltetheto le egy kerekasztalhoz,
hogy mindenki nacinak tekinti a téle jobbra iilot.

Jo munkét!
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Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6é gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, Am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos

részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Héanyféleképpen lehet elhelyezni a 8 x 8-as sakktablan két-két vilagos és sotét futot, valamint két-két
vilagos és sotét huszart (Osszesen 8 figurdt) ugy, hogy pontosan egy sotét és egy vildgos futéd alljon
vildgos mez6én? (Nem baj, ha a figurdk esetleg iitésben dllnak.)

A vildgos mezon allo vilagos futdt 32-féleképp lehet elhelyezni, ezt kdvetden a vilagos mezoén allé sotét

futé szaméra 31 lehetséges hely marad, igy e két futé elhelyezési lehetéségeinek szdma 32-31. (2 pont)
Hasonl6 okbdl ugyanennyi lehetOség van a sotét mezon allé két futo lerakaséra is. (1 pont)
A maradék 60 mezon kell elhelyezni még két sotét és két vilagos huszart. (1 pont)
A vilagos huszarokat (620) -féleképp helyezhetjiik el, (2 pont)
ezt kovetoen a sotét huszarok a fennmaradé 58 helyen (528) -féleképp rakhaték le (2 pont)

Mivel a fenti modszerrel minden leszamlalandé allast pontosan egyszer szamolunk meg, tovabba az
egyes dontési lehetéségek szama fiiggetlen a kordbbi valasztasainktol, a kérdezett szam pontosan
32-31-32-31- () - (%) = 322312 . 0295857, (2 pont)

2-2

2. Az n rekordot tartalmazé A[l..n] rendezett témbben valamelyik rekord megvaltozott, de nem tudjuk,
hogy melyik. Adjunk egy legfeljebb 2n Osszehasonlitast igénylo algoritmust a megvéltozott témb
rendezésére.

Sorra osszehasonlitjuk az A(1) — A(2), A(2) — A(3), ... rekordokat. Ez &sszesen n — 1 6sszehasonlitds.
Ha A(i) < A(i + 1) teljesiil minden i-re, akkor a tombiink a valtozas utén is rendezett maradt, igy

nincs sziikség tovabbi 6sszehasonlitasra a rendezéshez. (3 pont)
Ha azonban A(i) > A(i + 1), akkor vagy A(i), vagy A(i + 1) valtozott. (2 pont)
Ilyenkor beszirjuk A(i+ 1)-et a tomb A[l..i — 1] részébe, amihez legfeljebb ¢ — 1 Gsszehasonlitas kell,

(2 pont)
majd beszurjuk A(i)-t a témb A[i 4+ 2..n] részébe, legfeljebb n — (i + 1) = n — i — 1 Gsszehsonlitdssal.

(2 pont)
Vildgos, hogy a kapott tomb rendezett lesz, hisz A(i) és A(i + 1) is a helyére keriil. Az elvégzett
Osszehasonlitasok szama pedig legfeljebbn —14+¢—14n —¢—1 = 2n — 3 volt. (1 pont)

Mivel egyébként tombrol van szd, a két beszurds jéval gyorsabban elvégezhet6 a linearis keresésnél:
n + 2 - log, n 6sszehasonlitds béven elég a rendezésre.

3. Héanyféleképpen lehet egy 5 méretii tombbe gy beleirni az 1, 2, 3,4, 5 rekordokat, hogy kupacot kap-
junk?

Legyen A[1..5] a tomb. Vildgos, hogy A(1) = 1 hiszen ez a kupacban tarolt legkisebb rekord. (1 pont)
A kupactulajdonsagbdl még annyi kovetkezik, hogy az A(2) rekord kisebb az A(4) és A(5)-ben tarolt-

nal, egyéb feltétele nincs annak, hogy kupac legyen a tomb. (2 pont)
Ezért A(2) csak 2 vagy 3 lehet. (1 pont)
Ha A(2) = 3, akkor A(4) és A(5) a 4 és 5 értéket kapja, mig A(3) = 2 lesz, kizdrdsos alapon. (2 pont)
Ez tehat 2 lehetéség. (1 pont)
Ha pedig A(2) = 2, akkor az A(3), A(4), A(5) helyre a 3,4,5 rekordokat tetszéleges permutéciéban
beirhatjuk, a kupactulajdonsag teljesiilni fog. (2 pont)
Ekkor tehat 3! = 6 lehetéségiink van a permutacié valasztaséra, (1 pont)

a feladatbeli kérdésre a valasz tehat 246 =8 . (1 pont)




4. Hatérozzuk meg, hogy a K, teljes grafnak hény Cy részgrafja van. (Két részgraf akkor nem kiilonbozik,
ha cstcshalmazaik is és élhalmazaik is megegyeznek. A Cy graf a 4 pontu kor.)

A vizsgalt részgrafokat ugy szamlédljuk le, hogy kivalasztjuk a csicsokat, majd a csicsokhoz az éleket.

(2 pont)
A Cy kor 4 csucsat (Z) -féleképpen valaszthatjuk ki K, n csucsa koziil. (3 pont)
Ha pedig mér kivalasztottuk a részgraf 4 csucsat, akkor a feszitett 6 é1bdl egy teljes parositas éleit kell
elhagyni, hogy egy kort kapjunk. A teljes parositast meghatdrozza, hogy egy rogzitett cstcsnak mi
lesz a szomszédja. A szomszéd 3-féleképp valaszthatd, tehat 4 csicson 3 teljes parositas, igy pontosan
3 db Cy kor talalhato. (4 pont)
A K, teljes grafnak tehat pontosan 3 - (Z) db Cy részgrafja van. (1 pont)

5. Izomorfak-e a (4,4,2,2,1,5,6,1) ill. az (5,3,3,6,1,5,6, 1) Priifer-kodu fak?

Az 6ran olyat tanitottak, hogy a Priifer-kédban minden cstics pontosan eggyel kevesebbszer szerepel,

mint a fabeli foka. (2 pont)
Az els6 fanak van mésodfoku csicsa (pl az 5-6s cimkéjli), mig a mésodiknak nincs ilyen, ezért a fak
nem lehetnek izomorfak. (8 pont)

Természetesen az is j6 megoldas, ha vki dekdédolja a fakat, és gy mutatja meg, hogy azok nem
izomorfak. Helyes dekddolasért 4 — 4 pont jar, a nemizomorf tulajdonsag megmutatasaért pedig 2.

6. Tegyiik fel, hogy 386 politikus mindegyikére igaz, hogy a tobbiek koziil pontosan annyit tekint nacinak,
mint ahanyan 6réla ugyanezt gondoljak. Tudjuk tovabba, hogy van olyan politikus, akit legalabb egy
tarsa nacinak mond. Igazoljuk, hogy létrehozhat6 néhény (akar az 6sszes) politikusbdl olyan bizottsag,
ami ugy iiltetheto le egy kerekasztalhoz, hogy mindenki nacinak tekinti a téle jobbra {il6t.

Legyenek a G irdnyitott graf cstcsai a politikusok, él pedig akkor fusson a-boél b-be, ha a néacinak

tartja b-t. (1 pont)
Azt tudjuk G-r6l, hogy minden csiicsba ugyanannyi él fut, mint amennyi onnan kiindul, tovabbé, hogy
van olyan csics, amibe fut be él. (1 pont)
Azt kell megmutatnunk G-rél, hogy tartalmaz irdnyitott kort. (1 pont)
Legyen v olyan csics, amibe fut be él. Ekkor vy-bdl indul ki él a feltétel miatt, mondjuk v;-be. Hasonld
okbdl v1-bdl is indul él, mondjuk vs-be, onnan wvs-ba, és igy tovabb. (3 pont)
Mivel G véges graf, elébb-utébb lesz olyan cstcs, ami mar kordbban is szerepelt: v;,x = v;. (2 pont)
Ekkor v;, vy, ..., V11 irdnyitott kor lesz G-ben, nekiink pedig pontosan ennek a létezését kellett
igazolnunk.

Természetesen a feladat tokéletesen megoldhato GG bevezetése nélkiil is, de ha valaki csak atfogalmazza
grafokra a feladvanyt, mar azért is jar pont.



