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Eddigiekben:

+ a vilag allapotatmeneti modellje (Arad->Nagyszeben stb.)

+ logikai modellje (allitasok, itéletek, logikai kovetkeztetés)

+ kovetkez8: események, bekovetkezeési valoszinliséggel
(véletlen valtozdk), ok-okozati 6sszefliggések

Egyuttes valdszinlség-eloszlas: P(x,, x,, ..., Xy)

Példa: Annak valdszinlsége, hogy megverjuk futballban
Olaszorszagot, mikozben (=és) a benzindr 100 Ft/liter és szivarvany
van az égen P(EngvsHun=HunWin, BenzinAr=100, Szivarvany=Van)
=103,

Masképpen jelolve: P(HunWin, Benzin100, Szivarvany) = 108 .

(gyk. nem a szivarvany kis esélye miatt ilyen kicsi.... ©)
P(HunWin, Benzin100, —Szivarvany) = 10°
P(HunWin, — Benzin100, —Szivarvany) = 17-102 (=17%)

JO hir: az egyuttes eloszlas birtokaban minden olyan kérdésre kapunk
valaszt, amely a benne szerepl6 véletlen valtozok viszonyara és
tulajdonsagaira vonatkozik.



P(xy, X5, ..., Xy) €setén kell 2N -1 fliggetlen valdszinliségérték (bindris
valtozok esetén). Tehat a valaszhoz a valtozék szamaval exponencialis
novekedést mutato szamu valdszinliség ismerete lehet szlikséges.
(Azért va a végén -1, mert a 2V lehet6ség valdszinliségének 6sszege 1,
tehat az ,,utolsd” kiszamithato)

Rossz hir: nemigen megy 10-nél sokkal tobb valtozét tartalmazo
eloszlasok tablazatos megadasa



Egy tobbé-kevésbé életszerii (egyszertsitett) példa
(a Russell-Norvig konyvbo6l)
A lakasunkban van egy riasztd, ami betorésnél riaszt.

Sajnos nem tokéletes: betorés esetén csak 95% valdszinlséggel riaszt,
de ha foldrengés van, akkor is riaszt (29% valdszinlséggel). S6t, ha
egyik sincs, akkor is riaszt 0,1% valoszinliséggel. Ha a foldrengés esetén
van betorés is, akkor is 95%, hogy megszolal.

Két szomszédot, akik mindig otthon Ulnek, Janost és Mariat kérttuink
meg, hogy telefonaljanak a munkahelytnkre, ha riasztast hallanak.

Persze 6k se hibatlanok: Janos 90% eséllyel hallja meg a riasztast, mig
Maria csak 70% eséllyel. Viszont néha mas zajokat is riasztasnak
gondolnak, és telefonalnak akkor is, amikor nincs riasztas. Ez Janosnal
5% eséllyel fordul el§, Marianal 1% eséllyel.

1. Mekkora az esélye, hogy nem telefonal egyik sem, ha betorés van?

2. Mekkora az esélye, hogy legalabb az egyikik telefonal, ha betorés
van?

3. Ha mindketten telefonalnak, mekkora az esélye, hogy nincs betorés?
4. ...6s még sok hasonlo kérdést feltehetlink....



Bayes (valdszintiségi) halok

Az egyuttes eloszlast P(xy, x,, ..., Xy) -t adjuk meg, de kihasznaljuk a valtozok kozt
fennallo feltételes fliggetlenségeket!
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Bayes (valdszintiségi) halok

Az egyuttes eloszlast P(xy, x,, ..., Xy) -t adjuk meg, de kihasznaljuk a
valtozok kozt fennallo feltételes fliggetlenségeket!

P(F)

Ha pl. Riasztas van (R=l),

akkor mar Janos telefonalasara BF | P®
vonatkozdéan nem fontos az oka I 1 |oos
(Betorés és/vagy Foldrengés vagy I H 0:95
egyik sem)! Ebbd6l a szempontbdl H I | 029
az se fontos, hogy Maria H H | 0,001

telefonal-e.

R| P R [ rov)
@sTelefonél 1| 090 [0 @aTele@ 1| 070
U0 H| 0,01




Bayes (valdszintiségi) halok

Az egyuttes eloszlast P(xy, x,, ..., x\) -t adjuk meg, de kihasznaljuk a
valtozok kozt fennallo feltételes fuggetlenségeket!

R | PJ)
@)STelefonél I| 090
H| 005

Faldren@

0,002

B F | PR)
I I |095
I H | 095
H I |029
H H | 0,001

P(M)

0,70
0,01




Bayes (valdszintiségi) halok

Az egyuttes eloszlast P(xy, x,, ..., Xy) -t adjuk meg, de kihasznaljuk a
valtozok kozt fennallo feltételes fliggetlenségeket!

A jegyzet
(Russell-Norvig)
példaja:

P(F)

B F | PR
5 valtozd: 2°-1=31 adat I 1| 095
I H | 095
HELYETT H 1| 029
1+1+4+2+2=10 adat eleg! H H | 0,001

- - R | P(J) R | PM)
@sTelef@ 1| 090 @:ﬂele@ 1| 0,70
H| 005 H| 0,01




Bayes (valdszintiségi) halok

Az egyuttes eloszlast P(xy, x,, ..., xy) -t adjuk meg, de kihasznaljuk a
valtozok kozt fennallo feltételes fliggetlenségeket!

A Bayes halo egy iranyitott graf
A halé csomopontjai a valoszinlségi valtozok
A csomopontokhoz valdszinlségi informacidk vannak rendelve

Bizonyos csomoépontokat iranyitott élek kotnek 6ssze. Az X—Y
esetén X az Y-nak szul6je

A graf nem tartalmaz iranyitott kort

Minden csomoponthoz tartozik egy
feltételes valdszintségeloszlas ~ P(X, |Szildk(X,))



P(X)=P(X =1 Az X bekovetkezésének valosziniisége

P(Y =1|X =1)

pl. P(Y =1|X =1) annak valdszintisége,
P(Y =1|X = 0)}

hogy Y bekdvetkezik akkor, ha X-rol

P(Y |X) = {
tudjuk, hogy bekovetkezett.

Mivel: P(Y =1|X =1)+P(Y =0|X =1) =1

, {P(Yzl\x :1)} , {P(Y:O\X =1)} {1—P(Y:1\X :1)} ,
tehat -bol = megkaphato
P(Y =1|X =0) P(Y=0[X =0)| |1-P(Y =1|X =0)

P(Y)=P(Y =1

P(X)=P(X =1)

| | Pl
[ P(Z=1|X =1Y =1) | | H P2
P(Z =1|X =1Y =0) H | P3
P(Z|X,Y)=
P(Z=1|X =0,Y =1) H H P4
| P(Z=1X=0Y =0)|




Kovetkeztetés valdszinliségi halékban
P(lekérdezés | bizonyiték) =7

Valamire kivancsiak vagyunk : lekérdezzik (egy
P(Vdltozo=Erték) valdszinliségre kérdeziink ra).

A hald a rendelkezésére allo bizonyitékok alapjan
megadja, hogy az altalunk kérdezett eseménynek
mekkora a valoszinlsége.

A jegyzet (Russell-Norvig) el6bb mar latott példajan
mutatjuk be



A jegyzet (Russell-Norvig) példaja:

P(B)

0,001

PJ)

@sTelef@

0,90
0,05

(o>

0,002

B F | PR
I 1|09
I H | 095
H I |0.29
H H | 0,001

PM)

0,70
0,01




Az ok—okozati iranyban viszonylag egyszer(i a kovetkeztetés:
pl. ha adottak B és F valamilyen értékei, és ebbdl akarunk R-re, M-re
vagy J-re kovetkeztetni. De hogyan kovetkeztethetiink ,visszafele”?

Példaul kivancsiak vagyunk a P(J|M,—B) valdészin(iségre, tehat arra,
hogy mekkora valoszintiséggel telefonal Janos, ha nem volt betoreés, de
Madria telefonal. A foldrengésrél és a riasztasrol nem tudjuk, hogy
bekovetkeztek-e....

Bayes-tétel: P(J|M,—B) = P(J,M,—B)

P(M,—-B)
Osszegzés rejtett (nem P(J,M,—B)=> P(J,M,—B,r, f)
ismert értékd) valtozdkra: r.f

P(M,—B)= > P(j,M,=B,r, f)

j.r, f




Tehat példaként kivancsiak vagyunk a P(J|M,—B) valdszin(ségre....

Bayes-tétel: P(J ‘I\/I —B) = P(J,M,—B)
Osszegzés rejtett valtozdkra: P(M,—-B)

P(J,M,—B)=> P(J,M,-B,r, f) =

=P(J,M,—B,R,F)+P(J,M,—B,—R,F)+
+P(J,M,—B,R,—F)+P(J,M,—B,—R,—F)

ezen belll az egyes tagok, pl.

Foldrengés

PR)
0,95
0,95
0,29
0,001

0,002

P(J,M,—-B,R,F)

jania sl R -
o= I~ M

(a tobbiis erre a mintara megy)

R | P
JanosTelefondl 1| 090
H| 005

R | POM)
MairiaTelefonal 1| 070
H| 0,01

P(J,M,—-B,R,F) =

=P(J|R)-P(M |R)-P(R|-B,F)-P(-B)-P(F)



Foldrengés

PR)

0,95
0,95
0,29

jania sl Nl B -
o= =M

0,001

MariaTelefonal

PM)

0,70
0,01

Osszegzés rejtett
valtozdékra

Pl. PJ|M,—B) = ?
= P(J,M,—B)/P(M,—B)
P(J,M,—B) =
> P(J,M,—B, 1, f) «—
P(M,—B) =
% P(M,—B, 1 f, j)

P(J|R) P(M|R) P(R|—BF) P(=B) P(F) = ....
P(J|-R) P(M|-R) P(=R|-BF) P(=B) P(F) = ....
PWJ|R) P(M|R) P(R|-B—F) P(=B) P(—F) = ....
P(J|-R) P(M|=R) P(=R|-B—F) P(—B) P(—F) = ....

P(J|R) P(M|R) P(R|—BF) P(=B) P(F) = .... ~
PWJ|R) P(M|R) P(R|—B—F) P(=B) P(—F) = ....
P(J|-R) P(M|-R) P(= R|-BF) P(=B) P(F) = .....
P(J|-R) P(M|=R) P(=R|-B—F) P(=B) P(—F) = ....




Kovetkeztetés felsorolassal (balrdl jobbra)

Legyen most a példank: ha Janos is, Maria is telefonalt, akkor mi
a Betorés valoszin(sége?

P(B|J, M) =P(b=Ilgaz | ]=lgaz, m=Igaz) = ?

PB|J, M)= X, P(B, f, r,J, M)

S (P(B)\(P(f), P(r|B,)PQ|r)PM]r)

N—/ \—
-~a PRan?

- (13(52) > (\P(f)/, > P |BfHPA|r)PM]T)



PB|J,M)=PB)ZPHZPr|BfyPI]|r)P(M]|r)

P(jlr)
90

P(m|r)
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P(m|—r)
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PB|IJM)=aPB)ZPHZ Pr|BfyPA]|r)PM]|r)
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90

P(m|r)
.70

P(r|bf)

O

Q.

P(j|—r)
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005

P(m —r)

01

P(Arl|bf)
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P(r|b,~f)

—

06

P@ji—r)

.05

P(m|—=r)
.01

Pr|bmf)

O 1.005

O




PB|IJM)=aPB)XPHZPr|Bf)PA|r)P(M|r)
e

P(jlr)
90

P(m|r)
.70

P{Ar|bf)
.05
.00025
P(j|—r) P(j|r)
.05 .90
P(m|=r) P(m|r)
01 .70

P(r|b,~f)
94

P bAf)

PG| =)
.05

P(m|—r)
.01

.0003

Q

O



PB|IJM)=aPB)ZPHZ Pr|BfyPA]|r)PM]|r)
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Q

O

h

P(b)
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0011975
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O
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PB|IJM)= PB)ZPHZPr|BfyPA]|r)P(M]|r)

I 0005925125

P@f)
998

PAr|bAf)
06

P(r|b,f) P(r|b,~f)
.94

P(ir) P(l ) P(ir) PGl 7)
.90 .05 .90 .05
P(m|r) P(m|—r) P(m|r) P(m|=r)
.70 01 .70 .01

O O O O



PB|JM)=PB)ZP{HZPr|Bf)PI|r)PM|r)

<
Kiértékelés:
- most: Jobbré| balra Az el6bbi megOIdéS prObIéméja:
- kdztes eredmények tarolasa bizonyos tagok tobbszoros kiszamitasa, pl.
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.06
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.94

P(j|—r)
.05

.05

P(m|—r)
.01

P(m|—r)
.01




Irrelevans valtozok eliminalasa
/ =1
Vigyazat! uj feladat (kérdés) van ebben a példdaban: PA.\
PUJ|B)=aPB)ZPHXZPr|B)PA]|rnZ, P(m]|r)
P(JanosTelefonadl | Betérés) lekérdezés: f-re, r-re és m-re kell
0sszegeznlink, de az eredményt nem valtoztatja meg a MadriaTelefonadl
eltavolitasa a halébol.

Altaldban, barmely levél csomépontot eltavolithatunk, ami nem
célvaltozo vagy nem bizonyiték valtozo.

Eltavolitas utan lehetnek Ujabb levélcsomdpontok, amelyek szintén
irrelevansak lehetnek.

Minden valtoz6, ami nem Gse a célvaltozonak vagy egy bizonyiték
valtozonalk, irrelevans a lekérdezésre. A valtozé eliminalo algoritmus
ezeért az dsszes ilyen valtozot eltavolithatja a lekérdezés kiértékelése
el6tt.




Az egzakt kovetkeztetés komplexitasa

.Bet('jrés .Fiildrengés
egyszeresen osszekotott, !
barmely két csp. kozaott legfeljebb «@
egyetlen egy ut van >

JanosTelefondl MariaTelefondl

tobbszorosen osszekotott

barmely két csomopont

kozott tobb ut van

MariaTelefonal

MadriaTelefonal

JanosTelefonal

Foldrengés

Riasztds




Algoritmusok lekérdezések megvalaszolasara

A.) egyszeresen osszekotott, fa graf
» létezik linedris komplexitdsu algoritmus

B.) tobbszorosen osszekotott
» nem létezik zart alaku algoritmus
» vagy a komplexitas megugrik (lasd el6bb), vagy csak
[G'ZEH'[()' médszerek]maradnak

Sokszor jobb egy gyorsan kiértékelhetd kozelito
modszer, mint egy nagyon lassu, komplex pontos
modszer! (Mérnokok vagyunk, nem matematikusok...)



