Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2012. méarcius 12.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az
utmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes lefrasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
déasban valoban szerephez jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito
hataskare.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gon-
dolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az atmutatoban
szereplé részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo
megoldés természetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy 8 csticst egyszert grafban minden cstcs foka legalabb 4. Mutassuk meg, hogy a grafban
van (pontosan) 4 hosszu kor.
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Mivel a graf egyszerii és minden pont foka legalabb a cstcsszam fele, ezért Dirac tétele miatt a
grafban van Hamilton-kor. (2 pont)
Rogzitsiink egy C' Hamilton-kort, ekkor a graf tovabbi (C-hez nem tartozo) éleit tekinhetjiik C
atloinak. Ezeket nevezziik ,rovid”, ,kozepes”, vagy ,hosszt” atlonak aszerint, hogy C mentén 1, 2,
vagy 3 kozbiils6 csticsot ugranak at (C' rovidebbik ivén vizsgalva).

Ha az atlok kozt van kozepes, akkor a két végpontja kozott futd (révidebbik) iv C' mentén az
atloval egytitt 4 hosszu kort alkot. (2 pont)
A tovabbiakban feltehetjiik, hogy nincs kozepes atlo. Ha van viszont egy {u,v} hosszu atlo, ak-
kor u-bol legalabb egy tovabbi élnek kell indulnia ({u,v}-n és C élein kiviil), ami tehat csak egy
{u, w} rovid atlo lehet. Most C-nek a v és w kozotti (egyetlen) tovabbi csicsat z-vel jelolve megint
4 hosszu kort kapunk az u, v, z és w csticsokat (ebben a sorrendben) bejarva. (3 pont)
A visszamarado egyetlen eset az, amikor minden &tlé rovid. Ekkor viszont minden csticshoz pon-
tosan két rovid atlo illeszkedik, igy barmely cstcsbol indulva és pontosan 4 révid atlot bejarva
megint 4 hossza kort kapunk. (3 pont)

2. Egy képzeletbeli nyelv hangkészlete 10 maganhangzobdl és 21 massalhangzobol all. Ezen a
nyelven nincsenek kettds hangzok és tilos a méssalhangzotorlodas; vagyis sem két azonos hang,
sem két kiilonb6z6 méssalhangzo soha nem éallhat egymés mellett. (Viszont minden mas lehetséges,
vagyis barmely két kiilonb6z6 hang allhat egymés utan, ha legalabb az egyikiik magéanhangzo.)
Legfoljebb milyen hosszi megengedett hangsor készitheté ezen a nyelven, ha a barmely hang
tobbszor is felhasznalhato, de tovabbi feltétel, hogy barmely két kiillonbozé hang legfoljebb egyszer
allhat egymas mellett a hangsorban?
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A G graf cstcshalmaza élljon a 31 hangbol és két kiilonb6z6 hang akkor legyen szomszédos G-ben

(egyetlen él mentén), ha legalabb az egyikiik maganhangzo. (2 pont)
Ekkor egy, a feladat szdvegének megfelel6 hangsor nem més, mint egy olyan G-beli élsorozat,
amelyben minden ¢l legfeljebb egyszer szerepelhet. (2 pont)
G-ben a maganhangzok foka 30 (mert minden mas csticesal szomszédosak), a massalhangzoké 10
(mert a 10 maganhangzoval szomszédosak). (1 pont)
G nyilvan Osszefliggd, hiszen csak a méssalhangz6 parok nem szomszédosak, de koztiik is barmely
magéanhangzon at vezet 2 hosszu 1t. (1 pont)
G Osszefliged és minden pont foka paros, ezért van benne FEuler-kor. (2 pont)
Mivel egy Euler-kér G minden élét tartalmazza, ezért nyilvan ez felel meg a leghosszabb megen-
gedett hangsornak. (1 pont)

10-30-52110 _ 255(

Ennek hossza pedig G éleinek szdma, amely (a fokszamdsszeg fele, vagyis) 1 pont)

3. Legyenek a G graf csucsai a (8 x 8-as) sakktébla mez6i és két kiilonbozd csics akkor legyen
szomszédos G-ben, ha egy kirdlynak legaldbb két lépésre van sziiksége ahhoz, hogy az egyikrél a
maésikra jusson. Hatarozzuk meg G kromatikus szamat, x(G)-t! (A sakkban a kiraly egy lépésben
barmely mez6rél egy azzal akir kozos él mentén, akar kozos csics mentén szomszédos mezdre
léphet.)
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Hivatkozzunk a mezGkre a sakkban szokasos modon: a sorokat 1-t6l 8-ig szamozva, az oszlopokat
pedig A-t6l H-ig betiizve.

Az A, C, F és G oszlopok és az 1., 3., 5. és 7. sorok keresztezGdéseiben all6 16 mezd klikket
alkot G-ben (hiszen koziilitk barmelyikrsl indulva és a kiréllyal egyet 1épve nem érkezhetiink egy
masikra). (4 pont)
16 szinnel viszont G csicsai konnyen megszinezheték. Ugyanis ,parkettazzuk ki” a sakktablat 16
darab 2 x 2-es négyzettel és adjuk mindig a kozos parketta ala keriil 4 mezének ugyanazt a szint.
A kapott szinezés nyilvan jo, hiszen egy 2 x 2-es négyzet barmelyik mezGjérél barmely méasik a

kiraly legfoljebb egy lépésével elérhetd. (4 pont)
Mivel G-ben van 16 csucsu klikk, ezért x(G) > 16, (1 pont)
masrészt mivel G cstcsai 16 szinnel szinezhetdk, ezért x(G) = 16. (1 pont)

4. A 10 csicsu G graf két (kozos csices nélkiili) 5 ponta uthol késziilt ugy, hogy az egyik ut minden
csucsat Osszekotottilk a masik ut minden csicsaval. Hatarozzuk meg x.(G)-t, G élkromatikus
szamat!
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Bontsuk G éleit kétfelé: Ey alljon az eredetileg a két 5 pontu tithoz tartozoé 8 élbél, Fs, pedig a két
ut Osszekotésekor 1étrejott élekbsl.

E nyilvan megszinezhet§ 2 szinnel: mindkét uton felvaltva hasznaljuk a két szint. (2 pont)
E5 pedig (a G csucsaival) paros grafot alkot (a két pontosztaly a két at csucshalmaza), igy Kénig
tétele szerint megszinezhets 5 szinnel, hiszen a paros graftban minden pont foka 5. (2 pont)
Ey és Es szinezését egyesitve pedig G egy helyes élszinezését kapjuk 7 szinnel. (3 pont)
G-ben a pontok foka 6 vagy 7, hiszen minden pont 1 vagy 2 Ej-beli és 5 Ey-beli élre illeszkedik.
Igy G-ben a maximalis fokszam 7, (1 pont)
ezért x.(G) > 7. (1 pont)
Mivel azonban G éleit 7 szinnel megszineztiik, ezért x.(G) = 7. (1 pont)

Természetesen teljes értéki megoldas az is a 7-szinezhetGségre, ha a Kénig-tételre hivatkozés nélkiil
adja meg valaki G egy (helyes) élszinezését 7 szinnel.



5. A G(A, B; F) paros graf két pontosztalya legyen
A={ay,as,...,a8} és B = {by,by,...,bg}. Minden
1 <14,j <8 esetén az a; akkor legyen szomszédos b;-
vel, ha a jobbra lathato matrix i-edik sordnak és j-edik
oszlopénak keresztezddésében &llo elem 1-es. Adjunk
meg G-ben egy minimalis lefogd ponthalmazt!
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Az {ay, as, as, ag, by, bs, bg } lefogd ponthalmaz G-ben (ez a feladatban megadott matrixbol konnyen

ellenérizhetd). (5 pont)
G-ben kénnyd mutatni 7 éld parositast: példaul az {ai, b3}, {as, ba}, {as, b1}, {as, b5}, {as, b7},
{ag, by} és az {ay,bg} élek. (3 pont)
Igy v(G) > 7, amibél a v(G) < 7(G) Ssszefiiggés szerint 7-nél kisebb lefogd ponthalmaz nincs
G-ben. (1 pont)
Igy a fent megadott lefogd ponthalmaz minimélis. (1 pont)

Megjegyezziik, hogy a fenti nem az egyetlen 7 elemii lefogd ponthalmaz: {aq, as, ag, ba, bs, by, by} is
ilyen. A minimalis lefogé ponthalmazt természetesen érdemes az el6adéson tanult algoritmussal
keresni; azonban (ahogy az a fentiekbdl latszik) egy teljes értékii megoldashoz nem feltétlentil
sziikséges ennek a lépéseit dokumentalni. (A dokumentalas ugyanakkor rendkiviil hasznosnak bi-
zonyulhat egy esetleges hiba esetén, hiszen lehetévé teszi a javitod szamara, hogy eldontse: elirasrol,
szamolasi hibarol vagy elvi hibarol van szo.)

6. Adjunk meg az alabbi halozatban egy maximaélis folyamot (S-b6l T-be) és egy minimalis vagast!

A 4 B

F 1 G ® H 1 T
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Az alabbi abran lathato folyam értéke 15. (A 0 folyamértékeket nem jeloltiik.) (3 pont)
Az ugyancsak az abran lathato vagas (tehat az {S, B, D, F, G} halmaz és a maradék csucsok kozott
futo ¢lek halmaza) értéke (tehat az {S, B, D, F, G} halmazbol a maradék cstcsok halmazaba mend

élek Osszkapacitésa) szintén 15. (4 pont)
Mivel tetsz6leges folyam értéke legfoljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas értéke, (1 pont)
ezért a 15 értékd vagéas bizonyitja, hogy a 15 értéki folyam maximélis (1 pont)
és a 15 értékid folyam bizonyitja, hogy a 15 értéki vagas minimalis. (1 pont)

Az utolso6 3 pont tehat annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam, illetve vagas
maximalis, illetve minimalis. (Példaul az ,a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis, a vagas
miniméalis” mondat — tovabbi kiegészités hijan — nem tekintends (érdemi) indoklasnak; aki csak
ennyit ir, az utols6 3 pontbol 1-et kapjon.) A folyam maximalitasa mellett lehet gy is érvelni,
hogy a 15 értéki folyamhoz tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mar nincs javito ut.




