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Roviditések, jelolések

- Roviditések: Definicio, Jelolés, Allitas, Tétel, Bizonyitas, Lemma,
Példa, Feladat, Megoldas, megjegyzés
L! Legyen, Amh Azt mondjuk hogy, Tfh Tegyuk fel hogy

- Szamhalmazok: R valos, N természetes, NT pozitiv egész, Q
racionalis, Z egész, C komplex

D L'H halmaz, H" = a H elemeibdl képzett rendezett elem-n-esek
halmaza, azaz H" = {(a4,ay,...,ay) | @ € H,i=1,2,...,n}.

D Rrelacio a H halmazon: a H rendezett parjai egy részhalmaza,
azaz R C H2.

J haf(a,b) € R, akkoraR b

P H={1,23}, '<' ={(1,2),(1,3),(2,3)} C H?,
azaz 1< 2,1<3,2<3.



Ekvivalenciarelacio

D Ekvivalenciarelacio
A H halmazon értelmezett R relacio ekvivalenciarelacio, ha

Ya,b,c € Helemre
(1) a R a (reflexiv),
(2) ha a R b, akkor b R a (szimmetrikus),
(3)haaR b, bRc, akkor a R c (tranzitiv).

F  Melyik ekvivalenciarelacio az alabbiak koziil? egyenldseég, <,
parhuzamossag, <, évfolyamtars, ismerds, felmeno.

M egyenldség, parhuzamossag, (évfolyamtars,) a tobbi nem.



Ekvivalenciarelacio és osztalyozas

T Minden H-n értelmezett R ekvivalenciarelacio megad H-n egy
osztalyozast, azaz H-t diszjunkt részhalmazok - egymassal
ekvivalens elemek Un. ekvivalenciaosztalyainak — unidjara
bontja.

Ak e A SALZRA AN


https://en.wikipedia.org/wiki/Equivalence_class
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Algebrai strukturak

Szamok: test és gyliru



Test - szamolunk, mint a valos szamokkal

D Egy legalabb kételemU F halmazt (jeldlje e két elemet 0 és 1)
testnek nevezlnk, ha értelmezve van F elemparjain egy
0sszeadas és egy szorzas nevl binaris muvelet, melyekre
barmely a, b, c € F elemekre es barmely d € F \ 0 elemre

a+b=b+a ab = ba kommutativitas
a+(b+c)=(a+b)+c a(bc)=(ab)c asszociativitas
O+a=a la=a semleges elemek
xeF:a+x=0 dy e F:dy=1 additiv/multipl. inverz
(a+b)c=ac+ bc disztributivitas
P RQC

P Véges testek: Z, (prim modulusi maradékosztalyok teste, mas
jelolések: Fp, GF(p)), Fq = GF(q), ahol g primhatvany. 8
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Gylrl - szamolunk, mint az egészekkel

D Ha a testnél definialt szorzas csak asszociativ, gylrlrol, ha
kommutativ is, kommutativ gy(r(rol, ha az asszociativitas
mellett van egységeleme is, egységelemes gylrirol beszéllink.

P Minden test gylrd.

P Z egységelemes kommutativ gy(r(, N nem gylr(.

P A paros szamok kommutativ gylrit alkotnak, de ez nem
egysegelemes.

P A modulo m maradékosztalyok Zn, struktiraja egységelemes
kommutativ gylr(, és pontosan akkor test, ha m prim.

P Az F test folotti egyltthatds polinomok egységelemes
kommutativ gylrut alkotnak, jelolés: F[x].

P Az F"™" négyzetes matrixai az 0sszeadasra €s szorzasra nézve
egységelemes kommutativ gylr(t alkotnak.

10



Maradékosztaly-gyri

Ze YUl 14 1 32 3 4 s o1 2 3 4 s
0l0 1 2 3 & 5 0/0 0 0 0 0 O
111 2 3 4 5 0 110 1 2 3 4 5
212 3 4 5 0 1 200 2 4 0 2 4
313 45 0 1 2 310 3 03 0 3
404 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
515 0 1 2 3 4 510 5 4 3 2 1

D Az R gylri nullosztomentes, ha a-b = 0 esetén a vagy b nulla.
A Ha m nem prim, akkor Z, nem nullosztomentes. Pl. Zg-ban
2-3=0.
m Veges testeket és gylrlket alkalmazza a kodelmeélet, a
kriptografia, a kombinatorika (pl. racionalis test folotti
polinomok faktorizaciojaban, a nagy Fermat-téetel
bizonyitasaban...)
1



Primhatvanyrend( testek”

m GF(4): L! p egy F, folotti masodfoku felbonthatatlan polinom,
pl. p = x? + x4+ 1. Ha egy masod vagy harmadfokd polinom
felbonthato, akkor van elsofokl tényezdje, igy van gyoke, de
ennek nincs, mert 0-ban és 1-ben sem 0 az értéke.

- AGF(4) elemei 0,1, x, x + 1 (a legfoljebb elséfokl polinomok),
és a szamolas koztik modulo X2 4+ x + 1 torténik (pl. x +x = 0,
hiszx+x=1-X+1-x=(1+1)x=0x=0,vagy x-x=x+1,
hiszx-x=x?: (x> +x+1) =1, és a maradék x + 1).

+ | o 1 X x+1 x o 1 X x+1
0 0 1 X X+1 0 0 0 0 0
1 1 0 x+1 x 1 0 1 X X+1
X X X+1 0 1 X 0 X X+1 1
X+1] Xx+1 X 1 0 X4+110 x—+1 1 X

m GF(2") konstrukcioja hasonloan megy egy GF(2) folotti
n-edfokd felbonthatatlan (=irreducibilis) polinommal. »



Algebrai strukturak

Vektorok: vektortér



Szabad vektor

_Haaz iranyitott szakasz a hal, a /
vektor a halraj. ﬂ

D R: két iranyitott szakasz ekvivalens, ha egyik a masikba
,<folhatd”. Ekkor a vektorok az ekvivalenciaosztalyok.

13



- A kozos kezddpont

0P

- A pontok és a vektorok kozt kolcsonosen egyértelmd
megfeleltetés: egy P pontnak az O-ﬁ vektor felel meg, az
origdbnak a nullvektor.

- Tehataz (x1,x,...,Xn) €gy pontot és egy vektort is jelolhet.



Vektortér absztrakt fogalma

D Vektortéer

AV halmazt F folotti vektortérnek nevezziik (jel:: V), ha
tartalmaz egy 0-val jelolt elemet, és értelmezve van rajta egy
0sszeadas és egy skalarral szorzas muvelet, melyekre
tetszoleges u,v,w € V és ¢, d € FF esetén

(A1) u+v=v+u az 0sszeadas kommutativ
(A2) (u+Vv)+w=u-+(v+w) azdsszeadas asszociativ
(A3) u+0=u az osszeadas nulleleme
(M1)  (cd)u = c(du) a két szorzas kompatibilis
(M2) 1lu=u a test egységelemével
(M3) Ou=0 a test nullelemével

(D1) c(u+v)=cu+cv disztributiv

(D2) (c+d)u=cu+du disztributiv.

15




Mas, szokasos definicio”

A (M3) kicserélhetd a kovetkezé tulajdonsaggal
(A4) YueV3aveV:u+v=0 additivinverz létezése (J;: —u)
B (M3) = (A4): tetszéleges u-ra 0 = Ou = (1—1)u = u +v, ahol
v=(-1u.
(A4) = (M3): Ou = (0 + 0)u = Ou + Ou ~~
0=0u+v=(0u+0u)+v=0u-+ (0u+v)=0u+0=0u.

hasznalhato (alt. igy szoktak).



Peldak vektorterekre

A Z = {0} barmely test folott vektortér. Ezt nev. zérustérnek.

P F" vektortér F folott a szokasos vektormuveletekkel.
Specialisan F' (azaz maga F) is F folotti vektortér.

P - az F folotti m x n-es matrixok F™*" tere,

a polinomok F[x] tere, F[x], = {f € F[x] | degf < n},

- F[[X]] = {352 anx"} a formalis hatvanysorok

C9, és Ck az R-en folytonos, illetve folytonosan diffhato fv-ek

RN, a végtelen valds sorozatok

- R>: azon RN-beliek, ahol véges sok elemet kivéve V elem 0

T Az X és VX fiiggvényterek vektorterek”
L! X # 0 tetsz. halmaz, FF test, Vr vektortér IF folott,
FX .= {X = F flggvények}, VX := {X =V fiiggvények}.
FX és VX vektortér F folott a szokasos miveletekkel: Vx € X:
(f+9)(x) = f(x) + g(x), (cf)(X) = cf(x), nullvekt=zérusfiiggvény. 17



D Alter

U C V altere V-nek, ha nem Ures és zart a vektorosszeadas
és skalarral szorzas mUveleteire nézve (tehat i/ is vektortér).
Jeloles: U < V.

A Minden altérnek eleme a nullvektor és ha v € V, akkor —v € V.
P Azérustér ésVisalterek: Z <V V.

P R alterei: zérustér, origdn atmend egyenes/sik vektorai, R?

A Flxln < FiX] < F[[x], C} < C2)



Levéldiagram

V20

Z={0}

Altér altere altér,azaz hatd <V, és W < U, akkor W < V.
Alterek metszete alter: U NV = W.

Két altér unioja pontosan akkor altér, ha egyikik altere a
masiknak.

UNAVE 20

v v D



Matrixok, linearis leképezések




Matrixok, linearis leképezések

Tablazatok, matrixok



Tablazatok szorzata

P Az alabbi két tablazat azt mutatja, hogy az A és B varosokbol
hany kilonbozo autopalya vezet kozvetleniila C és D
varosokba, illetve a C és D varosokbol az X, Y és Z varosokba.

\CD X Y
Al2 1 cl1 0 2
B[3 0 DI|3 3
X
cl1 0 2
D|3 3 1
lc D Y
Al2 1 A 3 5
B3 0 B 0 6 20




Matrixszorzas

aj

ajpp

Qjt Gjj

t
Cj =Y _ Qirbyj = s
k=1

mxs txn

beve hog

C = AB tipusa
mxn

b,;

21



Linearis helyettesitések kompozicioja

P Trjuk fel a kdvetkezd két linearis helyettesités egymas utan vald

egyenleteit!
a=2c+d c= X + 2z
b=3c d=3x+3y+ z
M A kovetkezot kapjuk: xy z
c|1 0 2
d|3 3

a=5+3y+52 .
tablazatositva:
b = 3x + 6z ‘ _

22



Matrix és vektor szorzata

m Az fontiek igy is irhatok:

[a] 2 1] ]c c] [1 02

bl |3 0]|d]” |d |3 3 1

53 5

|3 0 6

A L'AeF™" ekkorazA:F" — F™; x — Ax matrixleképezés a
kovetkezd két tulajdonsaggal rendelkezik:

« Vx € F", Vc € F: A(cx) = cA(x) (homogén)
- X,y € F": A(x+y) = A(x) + A(y) (additiv)

N < X
$

[a] [2 111 0 2
bl [3 0|3 3 1

N < X
N < X

23



Matrixok, linearis leképezesek

Linearis leképezések



Linearis leképezés

D Linearis leképezés
Legyen V és W ket IF test folotti vektortér. Azt mondjuk, hogy
egy A:V — W leképezeés linearis, ha homogén és additiyv,
azaz ha tetszoleges x,y € V elemre és ¢ € T skalarra

A(cx) = cAX (A homogén,)
A(X+Yy) = Ax+ Ay (A additiv.)

AV — V linearis leképezést linearis transzformacionak is nev.

P A sikbeli vektorok egy O pont koruli forgatasa, egy egyenesre
valo tiikrozése és merdleges vetitése linearis leképezés.

P AD:f—fésazl:fr fabfleképezések linearis leképezések.

P TetszOleges A € F™*" matrixra az A : F" — F™; X — AX

PR P _ . oo P . 24
matrixleképezes linearis leképezés.



Tovabbi példak

D Négyzetes matrix nyoman féatlojaban lévo elemeinek 6sszegét
értjik. jeloles: trace(A).
A Anyom egy F"™*" — F linearis leképezes, mert
1. trace(cA) = CctraceA
2. trace(A 4+ B) = trace A + trace B
a+c b+d a bl |c d| |ca cb Cab
e f e f| le f f e f|
A A determinans minden soraban (a tobbi sor rogzitése mellett)
linearis leképezés, mert minden soraban homogén és additiv.
Egy n x n-es determinans, mint sorvektorainak n-valtozos
fliggvénye, minden valtozojaban linearis, az ilyen fliggvényt
nevezzik multilinearisnak.

+

1

25



Linearis leképezés ekvivalens definicioi

A Egy tetszbleges A : Vg — Wk leképezésre az alabbi allitasok
ekvivalensek:
1. Alinearis, azaz homogén és additiv.
2. Tetszbleges x,y € Vg és ¢, d € F esetén

A(cx + dy) = cA(x) + dA(y)
3. TetszOleges x,y € Vr és c € [F esetén
A(cx+y) = cA(X) + A(y)

4. ,Megbrzi” a linearis kombinaciot, azaz tetszoleges
X1,...,Xp € Vg vektorokra és ¢, ¢y, ..., € F skalarra

A(C1X1 + -4 Cka) = C1AX1 + -4+ CkAXk. 26



A linearis F" — F™ leképezések matrixleképezések

T EgyA:TF" — F™ fuggvéeny pontosan akkor linearis leképezés,
ha létezik egy olyan m x n-es A matrix, hogy az A = az x — Ax
matrixleképezéssel. Ekkor’A = [Aeq|Aey| ... |Aen], ‘ ahol e; az
i-edik standard egységvektor (i = 1,2,...,n).

B (A matrixleképezés = A linearis) A : X — AX ~»

A(cx+Yy) = A(cx +y) = cAx + Ay = cA(X) + A(y)
(A matrixleképezés « A linearis)
Ax = A(xie1+ X2+ ...+ Xp€p)

= X1Aeq1 + x0he) + ... + XpAe,

X1

:{Ae1 Ae, ... Aen] "

X
n 27
= AX



A Forgatas 2D-ben: [Ai Aj] = [Cosa _Sma]

sina  cos«

y

(—sina,c
(cosa, sina)

\ T

A Forgatas tengely koril 3D-ben:

cosae —sina O 1 0 0 cosae 0 sina
sinaw cosa 0|, [0 cosa —sinal, 0 1 0
0 0 1 0 sina cosa —sina 0 cosa

28



Sir William Rowan Hamilton 1843 oktober 16.
Kvaterniok: a+bi+cj+dk alakl szamok, ahol
a,b,c,d € R, i,j,k olyan ,imaginarius” sza-
mok, melyekre i = j2 =R = ijk = —1,ij = R,
ji = —KR, jk = |,.., 0sszeadas ,koordinatan-
ként”, szorzas az el6z6 szabalyok szerint: az
U = Ui+ Uzj+U3R vV = vii+Vaj+V3kjeloléssel
(a+u)(b+v)=ab—u-v+av+bu+uxv.

Here as he walked by on the 16th of October 1843 Sir William Rowan Hamilton in a

flash of genius discovered the fundamental formula for quaternion multiplication

2 = j> = K = ijk = —1&cutitonastone of this bridge. (Broom Bridge Dublin)

T Forgatas kvaterniokkal: q = cos § + (e1i + e2j + e3R)sin § a
forgatast jellemzd kvaternio, a (vy, vz, v3)-hoz tartozo kvaternio
V = vyi + Vo] + 3k, Az elforgatott: quq~', ahol

q'= cos § — (e1i + ey + e3k)sin & 29




Tukrozes

T Asik vektorait az x-tengellyel «/2 szoget bezard egyenesre
tlikrozo linearis leképezés matrixa

cosa  sin«
sinaw — cos o

(cos a, sin «v)

(sin o, — cos )

30



Matrixleképezés és linearis leképezés kiilonbségei

m Linearis leképezésekrél olyan esetben is beszélhetlink, amikor
a leképezésnek nincs matrixa (pl. végtelen dimenzios
vektorterek esetén).

m A linearis leképezés flggetlen a bazistol, a matrixleképezés egy
adott bazisra vonatkozo koordinas alakok kozt hat, igy egy
linearis leképezésnek masik bazishan mas lehet a matrixa.

m A linearis F — F leképezések azonosak az x — cx

flggvényekkel, ahol ¢ € F konstans (NEM az x — ¢cx + b
fuggvények!!).

31



A matrixleképezés szemléltetése négyzetraccsal

5 3 3 5 _5 3 _3
_ |5 & _ |5 & _|7% & p=|"%
3 5P 5 30 _3 5 _5
A A L & A

SNlw o
1

7

/
ld. az Osszeallitast a 3Blue1Brown csatorna clipjeibol. 0


https://math.bme.hu/~wettl/MathJax/e09_20la_ll.html
https://www.youtube.com/channel/UCYO_jab_esuFRV4b17AJtAw
https://www.youtube.com/channel/UCm_vjtdNgTHzFzkRfItPR-w
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Képtér, magter, altér képe

D L'A:VY — W linearis leképezés. Az A ertékkeszlete altér
W-ben, amit az A kepterenek nevezunk, jele Im(A). Im(A) < W.

D Azok az x € V vektorok, melyekre Ax = 0 alteret alkotnak, amit
az A magterének (kernel) neveziink, jele Ker(A). Ker(A) < V.

D Egy altér eltoltjait affin altereknek nevezziik.
Tehatha V < Wésu e W, akkor V +u = {v+u|ve V} affin
altér. (u € V esetén V +u =V, tehat az altér is affin altér, de ha
egy affin altérnek nem eleme a nullvektor, akkor az nem altér.)

p 1

Linearis leképezés alteret altérbe, affin alteret affin altérbe
Visz.

34



A linearis leképezés szemléltetése levéldiagrammal

35



Izomorfizmus




Az izomorfizmus fogalma

- Két algebrai strukttra izomorf, ha elemeik kozt van egy
mUvelettarto bijekcio.

- Példaul az egymuiveletes (Zq, +) izomorf (Z; x Zs,+)
struktUraval, ahol a bijekcio
(0,0) <> 0, (1,1) <> 1,(0,2) ++ 2, (1,0) <» 3, (0,1) <> 4, (1,2) <+ 5,
azaz altalanosan (a, b) < (3a + 4b) mod 6.
pl. (1,0) + (1,2) = (0,2), masrészt 3+5=8 =2 (mod 6).

D Két vektortér izomorf, ha létezik koztuk egy bijektiv linearis
leképezes. E lekepezes neve izomorfizmus.

] V=W

36



Az izomorfizmus tulajdonsagai

T Kétizomorfizmus kompozicioja és egy izomorfizmus inverze is
izomorfizmus.
T Véges dimenzios terek jellemzése

Ha az F test folotti V vektortérnek van n-elem( bazisa, akkor
Y~ ",

P Py={ax+b|a,beR} alegfoljebb elséfokd polinomok tere,
akkor P ~ R2.

P Komplex szamsik: R? ~Cg (Cgr = {a +bi|a,b € R)

m R? egy bazisa {(1,0),(0,1)} ((a,b) = a(1,0) + b(0,1), a,b € R)
Cg egy bazisa {1,i} (a+ib=a-1+b-i,a,b € R)
C, mint a C folotti vektortér bazisa {1} (z=2z-1,z€ C)

37
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