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1. A H(z)=1+bl:iZTzz_2 atviteli  flggvénnyel jellemezheté rendszer allapotvaltozoit kellene

megbecstlnink. Vélelmezzik, hogy a rendszer belsé strukturaja a direkt szamitasi strukturanak felel
meg. Bemenetén multiszinuszos gerjesztést alkalmazunk. A paramétereket ismertnek tételezzik fel:
a; = 0.5, by = -1, b, = 0.5. Tervezzen olyan medfigyel6t (azaz szamitsa ki a megfigyel6 ismeretlen
paramétereit), amely képes a vizsgalt rendszer allapotvaltozéinak a leheté legrovidebb idén beldli
meghatarozasara (max. 4 pont)! (A megdfigyelési zaj elhanyagolhatd!) Ellenérizze, hogy teljesil-e a
megfigyeld sajatértékeire vonatkozé feltétel (max. 2 pont)! Hogyan fiiggenek a megfigyel® ismeretlen
paraméterei a b, értékétél (max. 1 pont)?

Megoldas:
A direkt struktura jelfolyamgrafja:

Az allapotvaltozés leiras:

u(n)
” (n+1) —by] [*o ()
v [2 (Z i 1)] [ b2 [Z) (Z) [ ]u(n) = Ax(n) + Bu(n)
- y(m) = [ay [xign;] Cx(n)

—b, [ —b,
%ﬁ» y(n) A véges lépésben térténd konvergencia feltétele, hogy
D 9o

(A - GC)? = 0 teljesiiljon. A = [} 0. 5] ¢=[05 0], 6= [g1]

Egyenértéki feltétel, hogy a medfigyeld dsszes sajatértéke nulla.

[_bl —a190 —bz] —b; — a1 9o —bz] _ [(b1 +a190)* —by(1—ayg1)  by(by +aigo) _ [0 0]
1-a101 1-ay9: 0 —(by + a190)(1 — a1 91) —by(1—a,g1) 0 0

Ebbl G = [gi] - _ia_l - [3]

[1 —05g, —0. 5] [1 ~0.5g, —05] _ [(1 —0.5g,)2 — 0.5+ 0.25g, —0.5+ O.25g0] B [o o]
1-0.5g; 1-059;, 0 ] | (1-05g9)(1-059;) —05+0.25g,0 10 0
Ebbél G = [g‘l’] = [2] A megfigyeld dsszes sajatértéke nulla feltétel:

A+ by +a.90
-1+ a1 gi1
by

b
det [ f] =A(A+ by + a19¢) + b,(1 —ayg1) = A2 + A(by + a190) + b,(1 —ay91) =0

Ebbélis G = [g(l)] = 1‘“ = [;] AG= [‘gi] korrekcios tényez6k nem figgenek a b, paramétertdl!

a

2. Valdsitsa meg az 1. feladatban szerepld atviteli figgvényt rezonatoros strukturaval, z, =1 és z; = —1
poziciéju rezonatorok feltételezésével! A megvaldsitas a blokkvazlat felrajzolasat és a struktura
paramétereinek levezetését jelenti (max. 4 pont). Teljeslil-e a valasztott megoldasnal a strukturalis
passzivitas feltétele (max. 1 pont)?

Megoldas:
roZz * rz !
HE) az7! i e e | A+ z YHrez7twy— (1 -z Hrz7wy
Z = = = =
1+ bzl +byz™2 14+ 19z~ 1 11271 1-z2+A+z VDryz ' -1 -2zt
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_ (rowo —riwy)z™ ! + (rowg + 1wy )z 72
1+ (y—r)z 4+ (g + 1y — 1)z72

ro — 11 = by, 19+ 11 — 1 = by, ahonnan

14+b,+b 1—b,+b
ro=———2=0251=—-+"2=125,
2
ill.
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A strukturalis passzivitas feltétele nem teljesul, mertry + 1, =1+ b, > 1.

Megjegyzés: A strukturalis passzivitas teljestléséhez az 1+ bz '+ bz 2 = —(b, + byz 1+ 2z72)
egyenlet gyokei jeldlik ki a rezonator polusokat:

z %+ %z‘l +1=2z"2+2z"cospy+1=0,z25, = cospq £ jsing, ahol cosp, =
2

by
1+b2

A nevez8polinomok egyeztetésével (r, = ;)

by
1+

1+ 2z Ycospy +2z72+ 2ry(z tcospg —z72) =1+ 2(1 —1y)z~ L oot (1-2r9)z72=1+4+byz 1 + byz2
2

ahonnan 1- ZTO = bz, VagyIS 7"0 = Tz = 7"1, 7"0 + T‘l =1- bz < 1.

3. Mutassa be a skalar Kalman szlirés modelljét és zajparamétereit! Vezesse le a sz(ird optimalis a(n) és
b(n) paramétereit meghatarozé ortogonalitasi egyenleteket (max. 4 pont), majd b(n) kifejezését annak
ismeretében, hogy a(n) = a[1 — b(n)c] (max. 4 pont)!

Megoldas:
x(n) =ax(n—1) +wn), y(n) = cx(n) + n(n)

ahol w(n) az un. rendszerzaj, amelyre E[w(n)] = 0, E[w())w(k)] = 62, ha j = k, egyébként 0, n(n) az
an. megfigyelési zaj, amelyre E[n(n)] = 0, E[n(j)n(k)] = 62, ha j = k, egyébként 0. x(n) = 0,w(n) =
0, han<0.

Elw(n)x(n—1)] = E[n(n)x(n —1)] = E[lw(n)n(n)] = 0 vn.
A medfigyelés linearis modellje:

:I n(n)
N |

w(n)=A = x(n 1): c Ly(n)
|
|

A rekurziv becslo:



a

—» X(n)

y(n) )

——> b)) > 2 2(n—1)
a(n) T

e(n) = x(n) — £(n) jeloléssel keressiik a(n) és b(n) olyan értékét, amely minimalizalja a E[e?(n)] =
E[(x() - atm)z(n — 1) - b(n)y(n))z] négyzetes hibat:

0E[e?(n)] . _ _O0E[e*(n)] _
T(n) = —2E[e(n)x(n - 1)] = O’T(n) = —2E[e(n)y(n)] =0
Mivel a(n) = a[1 — b(n)c], ezért
— »2(n)

y(n)

b(n) —r» 27 £(n—1)
:A[ T
Cc a

e(n) =x(n) —2(n), Efe’(m)} = E{(x(W) —a(mz(n—1) — b(n)y(n))*}

Osszefliggéshdl, és

A

b(n) meghatarozasa:

Kiindulva az

x(n) =ax(n—1) +w(n)

valamint
() =ax(n—1)+bm)(y(n) — cax(n — 1))

behelyettesitésével
E{e’(n)}=E {[ae(n -1 +wh) - b(n)(ace(n -1+ cwn) + n(n))]z} =
= E{[a[1 = b(n)cle(n — 1) + [1 = b(n)c]w(n) — b(m)n(m)]*}

Mivel a négyzetre emelésnél a keresztszorzatok varhato értékei nulldk, mert a zajfolyamatok figgetlenek
egymastal, illetve az allapotvaltozék korabbi értékeitdl:

E{fe(n— 1Dwmn)} =0,E{e(n — 1)n(n)} = 0, E{fw(n)n(n)} = 0,
ezert a négyzetre emelést kovetden csak a négyzetes tagok maradnak meg:
E{e?(n)} = a?[1 — b(n)c]?E{e?(n — 1)} + [1 — b(n)c]?E{w?(n)} + b?(n)E{n?(n)}.
Bevezetve a
Efe’(m)} = p(n); E(w?(n)} = oi; E{n*(n)} = o3
jeloléseket, keressik p(n) minimumat b(n) figgvényében:

op(m) _
ob(n)

2a%[1 — b(n)clecp(n — 1) — 2[1 — b(n)c]co? + 2b(n)cZ = 0,

3



ahonnan a keresett optimalis sulytényezé
a’cp(n — 1) + co
a?c?p(n — 1) + c202 + o2

b(n)|ope = = cp;(n)[c2p,(n) + 62]71, ahol

pi(n) = a’p(n—1) + o

4. Adja meg annak a jelnek a diszkrét id6fliggvényét, amelyet az (1, % %% %) értékli Fourier
transzformalt jellemez (max. 3 pont)!

Megoldas:
2T 1— 2T 1 b4 1 2T 1+
1+e/ 50" 4 > J el B 4 _ sl B 4 g oJE > J xel 54 =
2T 1-— 21 1+ 2T 1 21 1 T
:1*e1T0n+—2]*e1T1n+ ]* TTEIN L B L Z ke lE N =
1 2T 1 2T j 2T j 2T 1 2T 1 21T
:1+E*e]T1n+Z*e—]T1n_é*e‘F]Tln_l_]E*e—]Tln_l_ *e]TZn_l_ *e—]TZn

14 (Zn >+ ) <2n )+ (4n>
= coS Sn Sin 5n coSs 571

5. Blokkvazlat és az dsszefliggések megadasaval mutassa be az LMS eljaras és a rekurziv diszkrét
Fourier transzformacié kapcsolatdt (max. 2 pont)! Mutassa be a u konvergencia tényezé
megvalasztasanak kritériumat — az LMS eljaras alkalmazasa esetén - a stabiltaselméleti
megkozelitésre alapozva (max. 4 pont)! Adjon felsé hatarértéket u-re, ha dimX(n) = N =25 és a
regresszios vektor elemeinek maximuma L = 10 (max. 1 pont)!

Megoldas:

Az LMS eljaras lerajzolhaté ugyanolyan formaban, mint a rekurziv jelreprezentacié. Az LMS algoritmus
Osszefliggése komplex regresszios vektor esetén:

Wn+1) =Wmn)+ 2ue(n)X*(n),

azaz a bazisvektor az X(n) vektornak, a reciprok bazis vektor pedig az 2uX*(n) vektornak, azaz a komplex
konjugalt konstans szorosanak felel meg. Ha X(n) a harmonikus komplex exponencialisokat tartalmazza,
és 2u = 1/N, akkor az LMS eljaras éppen a rekurziv DFT-t irja le.
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A paraméterhiba kifejezése:



Vin+1) =[I-2uX(n)XT(n)V(n).
Ez utobbi egy autonom rendszer, amely globalisan aszimptotikusan stabil esetben:
V(n) = 0, amivel W(n) = W".
Ljapunov médszerével kereslink egy alkalmas energiafliggvényt. Esetiinkben erre alkalmas:
G(n) =VT(n)V(n).
Azt keressuk, hogy ez miként csokkenthet6:
AG(n+1)=G6Gn+1)—-GMn) <0,
minden n-re. Ha G (0) véges, akkor 4G (n) = 0.
AGn+ D) =VIn+ DV(n+ 1) —VIm)V(n) =
=V - 2pX)X" MW]"[I - 2pX@)XT MV () — VT V() =
VI (m)[-4pX()XT (n) + [4°XT ()X (M]IX ()X ()] V(n) =
= —4pe?()(1 — uX" ()X (n))
ahol felhasznaltuk, hogy VT (n)X(n) = e(n). Mivel u > 0, ezért ha
1
X'(m)X(n)
vn-re, akkor AG = 0 magaval vonja pe?(n) - 0, illetve VT (n)X(n) - 0.

O<u<

Megjegyzés:

A VT(n)X(n) skalar szorzat lehet Ugy is nulla, hogy a két vektor ortogonalis, amikoris V(n) # 0. Ez

kertlendd.
1 1

<—= = 0.0004
XT(m)X(n) ~NL? 2500

O<u<

6. Irja fel egy olyan mindentatereszté halézat atviteli fliggvényét, amelynek egyetlen pélusa a z sik p =
0.5 +j0 koordinataju pontjaban helyezkedik el, és az atvitelének abszolut értéke 1 (max. 1 pont)!
Rajzolja fel a haldzat jelfolyamgrafjat a direkt struktiranak, valamint transzponaltjanak megfeleléen!
(max. 2 pont)! Adja meg mindkét halézat allapotvaltozds leirasat! Mindkét halézat esetében vezesse le,
hogy nulla bemenet esetén - végtelen id6 alatt - mennyi energia nyerheté ki bel6luk (max. 3 pont)!
Alkalmas transzformaciéval hozzon létre olyan beallitast, amely esetén a kivehetd energia az
allapotvaltoz6 négyzetével egyezik (max. 1 pont)! Adjon meg strukturalisan passziv realizaciot is (max.
2 pont)! Adja meg a kivehetd energiat erre a realizaciora is. Melyik elrendezésbdl vehet6 ki a legtobb

energia (max. 1 pont)?

Megoldas:
z7l—p
1= T
u(n) -p y(n) -p
x(n+1) =px(n) +uln) x(n+1) =px(n) + (1 —p?»un)
y(m) = x(n) —px(n+1) = (1 - p*)x(n) — pu(n) y(n) = x(n) — pu(n)
A=p,C=1-7p? A =p,C =1



Az ATPA + CTC = P Gsszefliggéssel 6sszhangban:

pPp+(1—p¥)2=P->P=1-p%=0.75 thp+1=Pt—>Pt=1_—1pz=§E 1.33
A kivehetd energia:
0.75x2 1.33x2
A hasonlésagi transzformacié matrixa:
— 2 = L
R=vi-» Re J1-p?
A =p ' ={1-p? Ay =p,Cf =/1—p?
Ezzel ATA+ CTC = I, mert
pP+1-p?=1 p?+1-—p?=
A strukturalisan passziv realizaciohoz:
-1 2y\,—1
-1 z7'—p (1-p°)z
HZzZ)=— = —p4— "
@) 1—pz1 p+ 1—pz1
To -1 roz—1
v o 2 > #Wo roz 1 (1-p?)zt
1—2z71 Wo -5 = —TWo = 1
1 4 ToZ 1-(1—-ryz 1—pz
1—2z71
-p

Ebbblry=1—-p=05wyg=1+p=15
A kinyerhet6 energidhoz: A =p,C =1+p

pPP + (1 + p)z =P->P= i—z = 3, amivel a kinyerhet6 energia: 3x2
Alternativ szamolas: (1 + p)? X5, p?* = it_z

A rezonatoros struktura transzponaltjanak alkalmazasa esetén: A, =p,C; =1, =1—p

g 0.33, amivel a kinyerhet6 energia: 0.33x2

— )2 = —1r _
pPip+ (1 —p) —Pt_>P—1+p—3

A legtdbb energia a strukturalisan passziv, rezonatoros elrendezésbdl nyerhetd ki, és ennek
megfeleléen ebben lesznek a legalacsonyabbak a belsd jelszintek.

7". Bizonyitsa be, hogy az ered6ben valds atvitelt megvaldsitd, komplex egyitthatds, elséfoku
rezonatorokbdl felépitett, visszacsatolt rezonatoros strukturabdl kinyerheté energia a Q=

diag(ryl,ril, ..., ryl; ) matrix segitségével adhaté meg, amennyiben ¥N-4r. =1, ahol r,, > 0, Vm-re
(max. 5 pont)!

Megoldas:

A =diag(zg, 71, .., Zy_1), A* =diag{zyt,z7t, ..., zyt,), RT =[rg, 7, ..., 7v21], G =AR, C=][1,1,..1]
jelolésekkel, ahol a ™ konjugalt transzponaltat jelent:

Bizonyitando, hogy (A — GC)*Q(A — GC) + CTC = Q. Elvégezve a miiveleteket:

A"QA—A*QGC — CTG*QA+ CTG*QGC + CTC = A*QA — A*QARC — CTRTA*QA + CTRTA*QARC + CTC =
=Q—QRC—CTRTQ + CTRTQRC +C"C =Q —2C"C + 2CTC = Q, ahol felhasznaltuk, hogy
A"QA=Q,QR=C",RTQ=C,RTQR=¥N}r, = 1.

Megjegyzés: A Q matrix szimmetrikus négyzetgyokével megvaldsitott hasonldésagi transzformacioval a
rezonatoros struktura ortogonalis realizaciojahoz jutunk.



A *-os feladat nélkul elérhet6 pontszam: 40. Az elégségeshez 16 pont kell. A *-os feladattal t6bbletpontok
szerezhetdk. A tdbbletpontokat a targy végsé értékelésénél figyelembe vesszik.



