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## Loading required package: carData

require(graphics)

1. Regresszio
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Két valtozd kozott szamitott kovariancia, illetve korrelacié megmutatja, hogy két valtozd kozott
van-e kapcsolat, a regresszidszamitas viszont azt mutatja meg, hogy milyen kapcsolat all fenn
kozottiik. A regresszié egy statisztikai technika két, vagy tobb valtozd kozozzi Osszefiiggés

megallapitasara.

A regresszioszamitas vagy regresszidéanalitis sordn két vagy tobb véletlen valtozdként modellezhetd
minta kozott fenndllé kapcsolatot modellezziik. A regresszidszamitas soran fliggé valtozo (y)

viselkedését viszgaljuk fiiggetlen valtzoz6 (x) vagy valtozdkhoz képest (x1,xa,...xN).



A gyakorlatban szamos helyen taldlkozhatunk egyes paraméterek kozotti osszefiiggésekkel. Jel-
lemzben a regresszidészamitast széles korben a banki hitelbirdlatok soran alkalmaztak, ahol
vizsgaljuk a hitel riziko fiiggését az tigyfél életkoratol, bevételeitdl, koltéseitdl, az eltartottak
szamatdl, a teljes banki betététol stb... Ugyanakkor az élet szamos teriiletén talalkozhatunk
egyéb példakkal.

A 1. dbra egy példat illusztral. Gyerekek életkorat és magassag értékeit abrazoljuk egy koordinata
rendszerben, ahol x az életkor, mint fliggetlen valtozd, és y a magassag, mint fiiggd valtozo.
Minden egyes életkor-magassag (x;, y;) par egy-egy gyerek értékeit mutatja, azaz egy objektumot
alkot. Jol lathatod, hogy az életkor és a magassig kozott Osszefiiggés van, hiszen minél nagyobb
az életkor, a varhaté magassag is egyre nagyobb. Ekkor, matematikailag létezik két vektorunk
x = (x1,22,...N), és y = (y1,Y2,...yn), ahol az i-dik elemek egy adott objektumhoz tarozéd
fliggetlen és fliggd valtozok.

A regresszidszamitas soran keressiik azt a § = f(z) fiiggvényt, mely a legkisebb hibaval kozeliti
az (z4,v;),7 = 1..N mintakat, ahol a hiba (residual) az adott x; értékhez (deszkriptor) tartozd
mintaérték y; (response), valamint a regressziés fliggvény &ltal becsiilt érték g; (predictor)
abszolut kiilonbsége.
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1. dbra. Regresszi6 szemléltetése

Gyakorlatban a regressziészamitds soran a négzetes hibat (9; — v;)? minimalizaljuk.
A fiiggetlen valtozdk szamossaga szerint a kévetkezd regressziokrél beszélhetiink:

o Egyszeri regresszid (Simple Regression): Egy fliggetlen valtoz6 hatasat vizsgaljuk egy
fliggd valtozd értékén

o Tobbvaltorzds regresszié (Multivariate Regression): A fliggetlen valtozok szama kettd, vagy
akar tobb is lehet.

Amennyiben tobb fiiggd valtozordl beszéliink, minden egyes fliggd valtozéra allapitjuk meg
a regressziot, azaz valtozénként kiilon feladatrdl, az adott Osszegiiggésre specialis modellrol
beszéliink.

A valtozok kozotti Osszefiiggések szerint a kovetkezd regressziokrdl beszélhetiink:

o Linedris regresszio (Linear regression)
o Nemlinedris regresszié (Non-linear regression)
— FEzplonencidlis (Exponential)



Hatvdanyfiggvénnyel leirhato
Hatvanypolinommal leirhaté (Polinomial)
Hiperbolikus (Hyperbolic)

— Logisztikus (Logistic)

A regresszié alkalmazédsa koriiltekintést igényel! Nem minden esetben alkalmas egy adathalmaz
az elemei kozotti regresszids Osszefiiggés megéllapitasara. Alkalmazzuk a regressziét abban az
esetben, ha valamilyen kérdésre szeretnénk véilaszt kapni, vagy feltaré elemzés soran amennyiben
a két valtozé kozotti nagy korrelacidt tapasztalunk.

1.1. Gépi tanulas és a regresszio

A regresszi6 a irdnyitott gépi tanulas egyik eszkoze. Ezért gyakorta hasznaljuk a rendelkezésiinkre
all6 adathalmazt egyszerre tanitasra és tesztelésre, ugy, hogy az adathalmazunkat a kovetkezo
halmazokra bontjuk:

Adathalmaz = Tanitohalmaz(70%) + Validaléhalmaz(15%) + Teszthalmaz(15%)
Az egyes részhalmazokat a kovetkezOképpen hasznalhatjuk:

o Tanito halmaz: A tanité halmazt hasznaljuk a modell épitésére

e Validdlo halmaz: A validdlé halmazt hasznalhatjuk paraméteroptimalizalasra, vagy mo-
dellek koziili valasztdsra. Amennyiben nincs sziikség validdciéra a vonatkozé 15%-ot
hasznalhatjuk a teszt adathalmazunk kibévitésére.

o Teszt halmaz: A modelliink kiértékelésére hasznalhatjuk. Modellink teszthalmazon vald
alkalmazasa egy valdsdgos alkalmazasi esetet reprezental.

2. Linearis regresszi6

Az egymassal Osszefiiggd attributumok kozotti kapcsolat leirasat a regressziészamitas segitségével
tehetjik meg. Egyszerii linearis regresszid esetében az y fiiggd valtozd és az x fliggetlen
valtozé kozott linedris kapcsolatot feltételeziink, a fliggd valtozd a fiiggetlen valtozd egyes
mintdinak (y;, z;) linedris fuiggvényként irhaté fel a kovetkez&képpen.

yi = Bo + Pra; + €

A fenti egyenlet egy fliggetlen és egy fliggd valtozd kézotti linedris kapcesolatot ir le, mely az x-y
sikban egy egyenest definidl. Ennek alapjan a prediktor értékek (g;) a kovetkezéképpen irhatok
le.

U; = Bo + Prx;

To6bbvaltozoés linearis regresszid esetében az y fliggd valtozo értéke tobb, esetiinkben p darab
fiiggetlen véaltozé értéktol is fiigg (z1,x2,...xp). Ebben ay esetben a mintédkra vonatkozo linearis
Osszefiiggés a kovetkezOképpen irhato fel.

Yi = PBo+ Pi1x1i + Poxo; + ... + BpTpi + €

Az egyenlet egy hipersikot definidl, ahol €; a regressziés hipersik hibatagja (rezidudlja) az adott
mintara vonatkozban.

Ebben az esetben a prediktor értéke (a hipersik) a kovetkez6képpen formalizalhato.



Mind a két esetben a fy, B1... 5, egyiitthaték (koefficiensek) meghatarozasa a hibataok négyzet-

osszegének (e = 3, €2) minimalizdldsdval térténik.

, ahol N az adatpontok szama.
Az egyiitthatok becslésére a kovetkezo eljarasok alkalmazhatok:

o Legkisebb négyzetek mddszere (Ordinary Least Squares - OLS)

o Altaldnositott legkisebb négyzetek osszege (Generalized Least Squares - GLS)

« Altaldnositott momentumok médszere (Generalized method of Momments - GMM)
o A legnagyobb valdszinliség médszere (Maximum Likelihood estimation - ML)

o Ridge regression

o Lassoo Regression

A kovetkezOkben nézziink meg egy egyszerii linearis regressziot.

# Mintahalmaz eléallitasa normalis eloszlas szerinti hibdaval
x <- 1:30

y <= 2 * x + 20 + rnorm(30, 0, 5)

# Linedris regresszié (formula: y ~ )

model.lin <- 1m(y ~ x)

summary (model.lin)

#i#

## Call:

## Im(formula = y ~ x)

##

## Residuals:

#i# Min 1Q Median 3Q Max

## -10.6669 -2.9771 -0.2369 3.4258 7.7085

#it

## Coefficients:

# Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)

## (Intercept) 19.98126 1.65344  12.09 1.26e-12 ***
## x 1.91517 0.09314 20.56 < 2e-16 *x*x
## ———

## Signif. codes: O 'sxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 4.415 on 28 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.9379, Adjusted R-squared: 0.9357
## F-statistic: 422.8 on 1 and 28 DF, p-value: < 2.2e-16

attributes(model.lin)

## $names

## [1] "coefficients" '"residuals" "effects" "rank"

## [5] "fitted.values" "assign" "qr" "df .residual"
## [9] "xlevels" "call" "terms" "model"

#i#

## $class

## [1] "1m"



# --- Abrazolads

plot(x, y)

# Az lm modell szamolt értékec

lines(x, model.lin$fitted.values, Dipaell 4, 3) # pch:4=z

# Az egyiutthatdk alapjan

points(x, coef(model.lin)["x"] * x + coef(model.lin)["(Intercept)"],
"blue", 3, 2)

grid()
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# A hibak abrazolasa

plot(x, model.lin$residuals, 19, "red")
grid()
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A summary() fliiggvény segitségével megtudhatjuk a hibatagok eloszlasanak kvantiliseit, vala-
mint az egyes fiiggetlen valtozdokhoz tartozd koefficiens és az y tengely metszéspontjat. Az
attributes() fliggvény mutatja a model attribitumait.

Az 1Im() figgvény fontosabb attribitumai:

o $coefficients: A linedris kotelités egyiitthatdi (intercept: az y tengely metszése, x:
meredekség). Az egylitthatok értékeit a coef () fiiggvénnyel is lekérdezhetjiik.

e $residuals: A regresszids egyenes, valamint a valds értékek kozotti maradvany, hiba. Az
értéke a residuals () fiiggvénnyel is lekérdezheto.

o $fitted.values: A megadott fiiggetlen valtozéhoz tartozé fiiggvényértékek a regresszids
egyenes értékeinek megfelelGen.



o $model: Az eredeti fliggvényértékek.

3. A regresszio kiértékelése

A regresszi6 alkalmazésaval nagyon koriiltekintéen kell eljarni, mert gyakran téves kovetkezteté-
seket is levonhatunk a felel6tlen alkalmazasa soran. A 2. dbran egy elhamarkodott regressziés
abréazolast lathatunk.

Fizika felmérd e 2011 (vi

Felvételi pontszam

2. abra. Regresszi6 hibas alkalmazasa

A regressziés modelliink megfeleloségeinek a feltételeként a kovetkezdket fogalmazhatjuk meg.

1. Osszefiiggés: A fiiggetlen és fiiggd valtozok kozott létezzen dsszefiiggés. Linearis regresszio
esetében fontos a linedris kapcsolat. Ezt a hasznalt valtozok (vagy azok megfelel$ fiiggvény
szerinti transzformaljai) kozotti korrelacio segitségével vizsgalhatjuk meg.

2. Figgetlenség: Az egyes mintékra szamolt hibatagok (residual-ok) értékei legyenek egymastol
fliggetlenek.

3. Homogenitds: A hibatagok szérdsa a teljes értelmezési tartomanyon homogén legyen.

4. Normalitds: A mintdk hibdja kovesse a normalis eloszlast.

3.1. Valtozdok kozotti osszefiiggés

A valtozék kozotti linearis 6sszefiiggést legyeszertibben a valtozdk kozotti korrelacio értékével
vizsgalhatjuk.

3.2. Hiba eloszlasa

A regresszi6 diagnosztikdjanak érdekében nézzilkk meg a korabbi regresszionk hibatagjit. A hiba
eloszlas vizsgalatanal els6sorban arra vagyunk kivancsiak, hogy a hibatagok eloszldsa normalis
eloszlas szerinti-e.

o Vdrhato érték: Varhatd értékként O értéket varunk.
e Szords: Alacsony szérast varunk egy megfelelS regresszié esetében.
o FEloszlds vizsgdlat: Arra vagyunk kivancsiak, hogy a residual értéke normalis eloszlas
szerinti-e. Ezt vizsgilhatjuk a normalitas vizsgalatanal tanult médon.
# A kézelitési hibak abrazoldasa
res.lin <- residuals(model.lin)
# A kéozelités hibajanak varhaté értéke, (m = 0)
res.lin.m <- mean(res.lin)
# A kéozelités hibajanka szoérdsa, (v = 10)
res.lin.s <- sd(res.lin)
# -—— Az eloszlas normalitds vizsgdlata
# A hiba eloszlas standardizdldsa
res.lin.std = (res.lin - res.lin.m) / res.lin.s
# A hiba hisztogramja



hist(res.lin.std, freq = F, breaks = 20)

# Siriségfigguénye

lines(density(res.lin.std), col = 2)

# Standard (mean=0, std=1) normalis eloszlas készitése

xfit <- seq(min(res.lin.std), max(res.lin.std), length = 50)
yfit <- dnorm(xfit, 0, 1)

lines(xfit, yfit, col = 3)

grid()
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# QQ plot

qgqPlot(res.lin)

## [1] 6 27
grid()

res.lin

norm quantiles

# Shapiro-Wilk teszt alkalmazasa

# az eredmény szerint a hibdank normal eloszlasunak tekinthetd
library("stats")

shapiro.test(res.lin)

##
## Shapiro-Wilk normality test



##
## data: res.lin
## W = 0.97516, p-value = 0.6873

3.3. Model kiértékelés a plot () fiiggvénnyel

A linearis regresszié eredményeinek dbrazolasara hasznalhato a plot() fiiggvény is. A which
paraméter megadsaval bedllithatjuk, hogy mely adatok dbrajat szeretnénk latni.

plot(model.lin)
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Scale-Location
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#plot(model.lin, which=c(1,2))

grid()
Residuals vs Leverage
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Az Im() figgvény altal nytjtott vizudlis adatok:

o Residuals vs. Fitted (1): Az abra a hibatagokat €;-t abrazolja a ¢; fliggvényében.

o Normal Q-Q (2): A QQ plot a hibatagok (¢;) standardizalt és elméleti normal eloszldsok
N(0,1) osszehasonlitdsara

o Standard residuals vs. Fitted (3): A hibatagok standardizalt residual értékeit dbrazolja a
prediktor értékek fiiggvényében.

o Standard residuals vs. Leverage (4): Az egyes hibatagok standardizalt értékeit abrazolja a
befolyéas fiiggvényében.

A befolyas (leverage) megmutatja, hogy az egyes mintdknak mekkora befolydsa lehet a regressziés
modell kialakitasara. Ezért, amennyiben egy mintdnak nagy a residual értéke (4.y tengely) és
nagy a befolyasa is (4.x tengely), azoka pontok nagyon meghatarozzak a regresszidés modell
értékét. Az (4) abra segitségével ezeket hatarozhatjuk meg.

Az (1) és (3) abrak segitségével allapithatjuk meg, hogy a residual értékek mennyire viselkednek
homogén médon. Erre a (3) dbra alkalmasabb, mivel standardizélt értékeket tartalmaz.

A (2) dbraval lehet8ségiink nyilik, hogy a residual eloszlasét egy standard normalis eloszlassal
hasonlithassuk Gssze.



A (4) abra segitségével azonosithatjuk azokat a mintdkat, melyeknek til nagy a befolydsa a
regresszio jellegének meghatirozasa soran.

3.4. Méroszamok

Az egyszerii értkelés érdekében a regresszi altali kozelités hibajat egyszerii jellemzok forméjaban
értékeljiik ki, ezek jellemzben a kovetkezék lehetnek.

3.4.0.1. MAE (Mean Absolute Error) A MAE mérészam esetében nem szamit az eltérés
irdany, és valéjaban a hiba abszolut értékének varhato értékét adja meg.

N

1 "
MAE = =" |yi — il
N =

A MAE mér6szém a mintdkra szamolt abszolut kozepes eltérés.

3.4.0.2. MAPE (Mean Absolute Percentage Error) A MAPE egy statisztikai mérészam,
ami megmutatja, hogy milyen pontos a regressziés modell. A jellemzé egy aranyszam, mely a
tényleges értékhez képset szazalékosan mutatja meg a hiba varhaté értékét.

1 N
MAPE:N;

Yi — Ui

Yi

3.4.0.3. RMSE (Route Mean Square Error) A mérészdm megmutatja a négyzetes el-
térések atlagdnak négyzetgyokét. A statisztikai jellemzoOk kozil ezt a jellemzét hasznaljuk a
leggyakrabban és a legszélesebb korben.

1 & X
RMSE = J v > (i — 9:)?

i=1
Az RMSE a mintakra szamolt szdrds értéke.
3.4.0.4. R négyzet Gyakran alkalmazott méroszam a regresszié kiértékelésére az R négyzet

metdduson alapul. Ennek soran a hibatagok értékét a mintak értékeinek atlagtél vald eltérésének
fiiggvényében vizsgaljuk. Az R? értéke a kovetkezéképpen szarmaztathaté.

R2—1_ >y — @1)2
iy —)?
, ahol y a mintak atlagat jeloli.

Az R? értéke minél kozelebb van az 1-hez, anndl inkdbb igaz a feltevés, hogy az aktudlis
regresszids modell jol fedi a mintakat.

Valéjaban az R? parméter a korrelaci6 értékének a négyzete. Az eredeti mintdk és a prediktor
értékekbdl egyszertien szamolhatd a cor () fliggvénnyel.

1 - sum((y - model.lin$fitted.values) 2) / sum((y - mean(y))"2)

## [1] 0.9378937

cor(y, model.lin$fitted.values) "2

## [1] 0.9378937
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3.5. Predikcio

A predikcié fliggd valtozo értékének becslése a fiiggetlen valtozd értéke alapjan. A predikcid
soran a létrehozott regressziés modell alapjan egy tetszdleges fiiggetlen valtozé x; értékéhez
hatarozzuk meg, predikaljuk, becsiiljiik a fliggd viltozo 7; értékét. Egyszertibb predikci6 esetében
a predict () fiiggvényt hasznéilhatjuk.

Az egyszerii fiiggvényhivassal meghatarozhatjuk az eredeti fiiggetlen értékekhez tartozé predikalt
értékeket.

predict (model.lin)

#i# 1 2 3 4 5 6 7 8
## 21.89642 23.81159 25.72676 27.64192 29.55709 31.47226 33.38742 35.30259
#i# 9 10 11 12 13 14 15 16
## 37.21775 39.13292 41.04809 42.96325 44.87842 46.79359 48.70875 50.62392
## 17 18 19 20 21 22 23 24
## 52.53908 54.45425 56.36942 58.28458 60.19975 62.11492 64.03008 65.94525
#i# 25 26 27 28 29 30

## 67.86042 69.77558 71.69075 73.60591 75.52108 77.43625

A regressziés modell alapjan a fliggd valtozéd értékét prediktalhatjuk a vizsgalt adathalmazon
kiviili fiiggetlen valtozé értékeire is.

Természetesen a predikcié egy becslés, tehat hozzajuk megbizhatésagi intervallumkat is megad-
hatunk. A predict() fiiggvény a megbizhatdosigi intervallum meghatarozasara két lehetOséget
kindal, melyet az interval paraméterrel adhatunk meg.

1. Becslési intervallum (prediction): A becslési intervallum egy minta koriili bizonytalansa-
got irja le. Megadja azt az intervallumot, melybe varhatbéan adott x értékhez tartozé y
mintaértékek 95%-os valésziniiséggel fognak esni. Mivel a realizacidkra szeretnénk valamint
mondani, altalaban ezt hasznaljuk.

2. Konfidencia intervallum (confidence): A konfidencia intervallum a mintak atlaganak
bizonytalansdgat mutatja. Egy z értékhez tartozé y mintaértékek atlagdnak 95%-os
szignifikancidjahoz tartozé intervallumat adja meg. Természetesen az atlagok szérasa
kisebb, mint az egyedi értékeké, ezért a konfidencia intervallum jellemzden sziikebb, mint
az értékekre vonatkozé becslési intervallum.

A kovetkezdkben az 1..30 tartoméanyon létrehozott linearis regressziés modell alapjan predikaljuk
a fliggd valtozok értékeit az 1..100 intervallumra, valamint allapitsuk meg a predikcidhoz tartozo
konfidencia intervallum hatéarait és abrazoljuk az Osszefiiggéseket.

pred <- predict(model.lin, data.frame( 1:100), "confidence")
class(pred)

## [1] "matrix" "array"

head(pred)

## fit lwr upr
## 1 21.89642 18.67473 25.11812
## 2 23.81159 20.75215 26.87103
## 3 25.72676 22.82609 28.62742
## 4 27.64192 24.89596 30.38788
## 5 29.55709 26.96102 32.15316
## 6 31.47226 29.02039 33.92412
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plot(1:100, pred[,"fit"], D7 0%

lines(1:100, pred[, "lwr"], "dashed", "red")
lines(1:100, pred[, "upr'], "dashed", "red")
grid )
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A predikcié eredményeképpen kapott témb soronként tartalmazza az adott x értékhez tartozo
predikalt értékeket (fit), az intervallum als6 (‘lwr’) és felsé (‘upr’) hatérait.
3.6. Feladatok
3.6.1. Egyvaltozos linearis regresszio

Alkossunk linearis regresszids modellt az iris adathalmazunkon
data(iris)

data <- iris

Abrézoljuk az egyes adatok kozotti dsszefiiggéseket, mely sordn szinezziik a kiilonféle fajtakhoz
tartozé mintadkat mas és mas szintiekre.

Nézziik meg a virginica fajtara vonatkozoan az egyes értékek kozotti korrelaciot, és valasszuk
ki azokat az attributumokat, melyek k6zott legnagyobb a korrelacio.

plot(datal,1:4], data$Species)
legend("bottomright", sort (unique (data$Species)),
19, sort (unique (data$Species)))
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cor(datal[data$Species == "virginica", 1:4])

Hit Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width
## Sepal.Length 1.0000000 0.4572278 0.8642247  0.2811077
## Sepal.Width 0.4572278  1.0000000 0.4010446  0.5377280
## Petal.Length 0.8642247  0.4010446 1.0000000 0.3221082
## Petal.Width 0.2811077  0.5377280 0.3221082  1.0000000

A Sepal.Length és Petal.Length értékek kozott hozzunk létre linedris regresszids modellt.

sl <- data$Sepal.Length[data$Species
pl <- data$Petal.length[data$Species
model <- 1lm(sl ~ pl)

summary (model)

##
##
##
##
##
##
##
##
#it
##
#Hit
##
##
##
##
##
##
##

Call:
Im(formula

sl ~ pl)
Residuals:

Min 1Q  Median 3Q
-0.73409 -0.23643 -0.03132 0.23771

Coefficients:

1.05966
0.99574

0.46677
0.08367

(Intercept)
pl

Signif. codes: O '*xxx' 0.001 '*xx' O

Multiple R-squared:

F-statistic: 141.6 on 1 and 48 DF,

Léathatod, hogy az értékeket meglehtdsen kis szorassal (Std. Error) sikeriilt meghatarozni.

Abrézoljuk az eredeti és predikélt értékeket.

.01

"virginica"]
"virginica"]

Max
0.76207

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
2.
11.

27
90

0.0277
6.3e-16

'x' 0.05

13
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Residual standard error: 0.3232 on 48 degrees of freedom
0.7469, Adjusted R-squared:
p-value: 6.298e-16

0.7416
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plot(sl ~ pl, 19, "blue")
lines(pl, predict(model), "blue")
grid()

8.0

sl
6.5 7.0

6.0

5.0

45 5.0 5.5 6.0 6.5
pl
Abréazoljuk a hibatagok hisztogramjat és becsiilt stirliségfiiggvényét.

res <- residuals(model)

hist(res, T)
lines(density(res), "blue")
Histogram of res
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res

A modellen alkalmazott analitis alapjan vonjunk le kdvetkeztetéseket a linearis regressziérdl.

plot(model)
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Residuals vs Leverage
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Im(sl ~ pl)

o (1) A hibatagok eloszldsa egyenletes az értelmezési tartoméanyon.
e (2) Az hibatagok eloszlasa normaélisnak tekinthetd.
e (4) Nincs olyan értékiink, mely kiilonosen bagy hatéssal lenne a modell kialakitasara.

Tehat a linearis regressziés modelliink hasznalhaté és az adott hibatag eloszldssal jél kozeliti a
tesztminta értékeket. Ezt igazolja az eredeti és a prediktalt értékek kozotti korrelacio is.

cor(sl, model$fitted.values)

## [1] 0.8642247

3.6.2. Tobbvaltozoés linearis regresszié

A marketing adathalmaz egyes termékek (mint objektumok) youtube, facebook és newspaper
hirdetésekre koltott Osszegei és a termékek értékesitési (sales) volumenét tartalmazza. Toltsiik
be az adathalmazt a kovetkezé modon.

marketing <- read.csv("./data/marketing.csv") # ../lukovszki/marketing.csv

Alkossunk linearis regresszidos modellt annak érdekében, hogy meghatarozzuk, hogy az egyes
médiumok miként fiiggenek 6ssze az értékesitésekkel. A confint () segitségével hatarozzuk meg
az egyes koefficiensek konfidencia intervalluméat. Ez alapjan értékeljiik az Gsszefliggést.

model <- lm(sales ~ youtube + facebook + newspaper, marketing)
summary (model)

##

## Call:

## 1m(formula = sales ~ youtube + facebook + newspaper, data = marketing)
#i#
## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -10.5932 -1.0690 0.2902 1.4272 3.3951

##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

## (Intercept) 3.526667 0.374290 9.422 <2e-16 **x
## youtube 0.045765 0.001395 32.809 <2e-16 **x
## facebook 0.188530 0.008611 21.893 <2e-16 *xx*
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#it
##
#Hit
##
##
##
##

newspaper -0.001037 0.005871 -0.177 0.86

Signif. codes: O 'x*x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 2.023 on 196 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8972, Adjusted R-squared: 0.8956
F-statistic: 570.3 on 3 and 196 DF, p-value: < 2.2e-16

confint (model)

##
##
##
##
#i#t

2.5 % 97.5 %
(Intercept) 2.78851474 4.26481975
youtube 0.04301371 0.04851558
facebook 0.17154745 0.20551259
newspaper -0.01261595 0.01054097

Lathato, hogy mig youtube-on elkoltott hirdetések csak 0.045 egytitthatéval, addig a facebook-
ra koltott hirdetések majd egy nagysagrenddel, 0.188 egyiitthatéval hatdrozzak meg az eladasok
értékeit. Az tjsaghirdetések a szamok alapjan negativ hatdssal vannak, de olyan kicsi az érték,
hogy gyakorlatilag nem gyakorolnak befolyast.

Ez a kovetkeztetésiinket az egyiitthaték konfidencia intervallumai is aldtdmasztjék, hiszen a 95%
szignifikancidhoz tartozé értékek még csak nem is lapolédnak egymasba.

A kovetkezOkben értékeljitk a modelliinket a plot () fiiggvény segitségével.

plot (model)
Residuals vs Fitted
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Im(sales ~ youtube + facebook + newspaper)
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Vizsgaljuk meg a korrelacié értékét a teszthalmaz mintai és a prediktalt értékek kozott.

cor (marketing$sales, model$fitted.values)

## [1] 0.947212
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3.6.3. Predikcié linearis regresszi6é esetében

A datasets csomagban taldlhaté car adathalmaz egyes autdok sebességét (speed) és féktévolsdgat
(dist) tartalmazza. Végezziink lindris regressziot a két érték kozott. Végezziik el az értékek
predikciéjat az adathalmazon és dbrazoljuk a becslési intervallum hatérokat is. Abrézoljuk az
eredeti értékeket, a linearis modellt, valamint az becslési intervallum hatarokat.

data("cars", "datasets")

model <- 1lm(dist ~ speed, cars)

pred <- predict(model, "prediction")

plot(cars$speed, cars$dist, 19, "Sebesség", "Féktavolsag")
lines(cars$speed, predict(model), "blue")

lines(cars$speed, pred[,"lwr"], "red", "dashed")

lines(cars$speed, predl[,"upr"], "red", "dashed")

grid()

80 100 120
| |
°

Féktavolsag

20

Sebesség

Mi torténne, ha az auté a regressziés modell alapjan 40mph-val haladna. 95%-os valészintiséggel
milyen tavolsag hatarok kozott allna meg?

pred2 <- predict(model, data.frame( 40), "prediction")
pred2
## fit lwr upr

## 1 139.7173 102.3311 177.1034

Az auténak vathazoéan 102t lenne a féktdvolsdga. Az esetek 95%-ban 139.7 és 177 ft lenne a
féktavolsaga.

1. Reprodukalja a hdrom minta feladatot 6nalléan.
2. Végezze el harmadik feladat (autok sebessége és fékutjai kozozzi linedris regesszid) hibatag
vizsgalatat!

4. Nemlinearis regresszio

Valtozok kozott 1étezhet nemlinedris kapcsolat is. Nemlinearis esetben az x fiiggetlen valtozé és
y fliggd valtozd kozott tetszoleges nemlinedris kapcsolat is fennalhat, de jellemzéen a kovetkezo
nemlinearis kapcsolatot alkalmazhatjuk.
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1. Exzponencidlis regresszio: Valtozok kozotti exponencidlis kapcesolat esetében ay y fiiggoval-
tozd és az x tényezovaltozo kozott exponencialis kapcsolat all fenn, azaz a regressziot a
kovetkez6 formaban keressiik:

y; = ab™ + ¢

2. Polinomidlis regresszio: Polinomialis regressziés modellt abban az esetben alkalmazzuk, ha
az Osszefliggés nem monoton, azaz varhatéan minimuma vagy maximuma van a valtozdk
kozotti Osszefiiggésnek. Ebben az esetben az Osszefiiggés a kovetkezéképpen irhaté le.

y; = Bo + Prxi + 625612 +.o+ Bl 4 g

3. Logisztikus regresszio: Logisztikus regressziés modellt olyan a gyakorlatban is eléforduld
folyamatok esetében alkalmazzuk, melyek felbonthatok a kévetkezd szakaszokra:

1. Lasst novekedés
2. Gyors novekedés
3. Lassul6 novekedés

4. Telités
ePotpPiz;

Yi = Al + eBot+Piz;
Nemlinearis regresszié meghatarozasa esetében két megoldast alkalmazhatunk:

1. A regressziot visszavezetjik linearis regressziére
2. Nemlinearis fliggvény szerinti regressziot alkalmazunk

4.1. Visszavezetés linearis regressziora

A kovetkezOkben nézziik meg, hogy miként vezethetd vissza az exponencidlis regresszié linearis
regressziora.

Az exponencialis regresszié forméaja a kovetkezo:
g = ab”®
Ebben az esetben az y valtozé logaritmusa és az x valtozd kozott linearis kapcsolat all fenn:
logy = loga + xlogb

A fenti egyeblet 3/ = a/ + b'2’ forméban is irhatjuk, melyben bevezetésre keriild 1j jelolések a
valtozdkra
y =logy, a'=u

, valamint a paraméterekre a kévetkezo.

a =loga, b =logbh

A fentiek alapjan az exponencidlis regresszié megvaldsithaté linearis regresszié forméjaban az
1m() fiiggvény hasznalataval a kovetkezd 1épések hasznalataval.

1. Az x és y értékeket traszformaljuk a fentiek szerint 2’ és y/-re.

2. Futtatjuk a linéris regressziét az 1m() fliggvény segitségével, melynek eredménye az a’ és
b értékek.

3. Az a és U/ értékekbdl meghatdrozzuk a és b értékeit.
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n <- 20

x <- 1:n

y <= 1.5°x%10.0 + rnorm(n,0,10)

# model meghatarozasa

exp.model <- 1m(loglO(y) ~ x)

par (nfrow = c(1,2))

# linedris regresszio

plot(x, 1logl0(y), type = "b")

lines(x, exp.model$fitted.values, col = "red")
grid()

# visszatranszformalt

plot(x, y, type = "b")

lines(x, (107 coef(exp.model) [1])*(10"coef (exp.model) [2]) "x, col="red")
grid(
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A regresszié hibdjanak vizsgélata:

#plot(exp. fit$residuals, col="red")
plot(exp.model, which=1)

Residuals vs Fitted
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Im(log10(y) ~ x)

exp.res.m <- mean(exp.model$residuals)
exp.res.s <- sd(exp.model$residuals)
# -—— Az eloszlas normalitds vizsgdlata
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exp.stdres = (exp.model$residuals - exp.res.m) / exp.res.s
# A hiba hisztogramja

hist(exp.stdres, F, 10) # nem a szamossdgat, hanem az eldforduldst ardnyt abraz
# Standard (mean=0, std=1) mormalis eloszlds készitése

xfit<-seq(min(exp.stdres), max(exp.stdres), 50)

yfit<-dnorm(xfit, 0, 1)

lines(xfit, yfit, 2)

grid()

Histogram of exp.stdres
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# QQ plot
qqnorm(exp.model$residuals, 19, "blue")
gqline(exp.model$residuals)

grid()

Normal Q-Q Plot
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A hiba vizsgalatnal lathatjuk, hogy a logaritmus torzitja az eredeti értékekre rakédé normalis
eloszlasu hibat. A logaritmus fiiggvény tulajdonsagai miatt a kis értékekre rakddd hibat nagyobb
aranyban transzformalja, és ez el is ronthatja jelentésen a regressziét, hiszen a kis értékek
nagyobb stllyal vesznek részt a regresszié meghatarozasdban. Vegyiik észre, hogy a regresszié
hibéja a lindris térben mar nem normalis eloszldst (14sd Q-Q plot). A fenti szdmolds a linearis
regressziot jol, viszont az exponencidlis (nem linedris) regressziot mar rosszul jellemzi.
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1. Adott az aldbb generalt mintasorozat, mely esetében a regressziét az y = az® alakban
keressiik. Hatarozza a regressziét linedris regressziora vald visszavezetéssel az 1m() fliggvény
segitségével. Abrazolja az eredeti és a prediktdlt értékeket is egy abran.

n <- 20

x <- 1:n

a <- 20

b <-2

y <- a*x"b + rnorm(n, 0, 10)

2. Vegye vizsgélat ald az el6z6 feladat hibatagjait.

4.2. Nemlinaris fiiggvény alapjan
Altalanossédgbana nemlinearis regressziét az nls () fliggvény segitségével hatdrozhatjuk meg.

A kovetkez6kben olvassuk be a jaws.csv adatkeretet, mely szarvasok életkorat (age) és dlkap-
csdnak hosszat (bone) tartalmazza. Ezen az adathalmazon nézziik meg, hogy az életkor milyen
moédon hatirozza meg az dlkapcsok hosszat.

rm( 1s(0))
jaws <- read.csv("./data/jaws.csv")

A scatter.smooth() fiiggvény segitségével abrazoljuk az adatokat, valamint a kdzelitd folytonos
vonalat, melyet elmosassal hataroz meg a fiiggvény.

scatter.smooth( jaws$age, jaws$bone)
grid ()
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Ezek alapjan keressiik a regressziét y = a — be™“* alakban.

model <- nls(bone ~ a - b * exp(-c * age),

list( 110, 110, 0.1), jaws)
summary (model)
##
## Formula: bone ~ a - b * exp(-c * age)
##
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## Parameters:
#it Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

## a 115.25627 2.9139 39.55 < 2e-16 ***

## b 118.6877 7.8925 15.04 < 2e-16 **x*

# c 0.1235 0.0171 7.22 2.44e-09 *xxx%

#H ——-

## Signif. codes: O '*x*xx' 0.001 '«x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 13.21 on 51 degrees of freedom

##

## Number of iterations to convergence: 3
## Achieved convergence tolerance: 4.118e-06

Az nl1s() figgvény hasznilatanal a kezdeti értékeket koriiltekintéen kell meghatarozni. Az a
érték megadasanal gyakorlatilag a maximumot adjuk meg, b érték esetében ugyancsak, mivel
egyre novekvd értékeknél, ahol az exponencidlis tag nulldhoz tart a fiiggvény a maximumhoz. A
¢ érték meghatarozasinal a kezdeti meredekséget hatarozzuk meg, melyet a b értékével osztunk.
Ennek értelmében ¢ = Ay/Az/b = 100/10/100.

Amennyiben a kezdeti értékeink kivil esnek a praktikus tartoményon, az eredményiink kénnyen
divergal.

Abrézoljuk az eredeti és a predikalt értékeket.

plot(jaws, "blue", 19)
# az adatsorban a kor nincs novekvd sorrendben, ezért
# segitségével nem lehet egyenest rajzolni

lines(jaws$age, predict(model), "green")
# ehelyett uj fiuggetlen értékre hatarozzuk meg a predikdalt értékeket
age <- seq(min(jaws$age), max(jaws$age), 50)
lines(age, predict(model, data.frame( age)), "red")
grid()
g e .
- [ ]
7] oo ° o.o..°° -
§— .°.ao.o o..°
[ ]
o _|
GC)CD
8 o
©
o _|
<
g_
o 4
[ [ [
30 40 50

age

A kovetkezOkben vizsgaljuk meg a residual-ok eloszldsat.

hist(residuals(model), T)
lines(density(residuals(model)), "blue")
grid()
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Histogram of residuals(model)
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# biztosabbak lehetink egy teszt hasznalatdval
shapiro.test(residuals(model))

#it

## Shapiro-Wilk normality test
#i#

## data: residuals(model)

## W = 0.98068, p-value = 0.5301

A vizsgédlatok alapjan ugyancsak elmondhatd, hogy a hibatag értékei normalis eloszlast kévetnek.

4.3. Feladatok
4.3.1. Egyvaltoz6s nemlineéaris regresszié

A kévetkzdkben végezziink el a population adathalmazon nemlinedris regresszidt az orszagok
emberekre vonatkoz6 GDP értéke (gdpPercap) és a varhat6 élettartam (lifeExp) kozott az
egyes orszagokban.

cdata <- read.csv("data/population.csv")

summary (cdata)

## country year pop continent

## Length:1704 Min. :1952  Min. :6.001e+04  Length:1704

## Class :character 1st Qu.:1966 1st Qu.:2.794e+06 Class :character
## Mode :character Median :1980 Median :7.024e+06 Mode :character
## Mean :1980 Mean :2.960e+07

## 3rd Qu.:1993 3rd Qu.:1.959e+07

## Max. 12007 Max. :1.319e+09

## lifeExp gdpPercap

## Min. :23.60 Min. : 241.2

## 1st Qu.:48.20 1st Qu.: 1202.1

## Median :60.71 Median : 3531.8

## Mean :59.47 Mean : 7215.3

## 3rd Qu.:70.85 3rd Qu.: 9325.5

## Max. :82.60 Max. :113523.1

cdata7? <- cdatal[cdata$year == 2007, c("gdpPercap","lifeExp")]
cdata7 <- cdata7[order (cdata7$gdpPercap),]

25



plot(cdata7$gdpPercap, cdata7$lifeExp,
"Orszagok GDP értéke egy fore",
"Varhato élettartam")

## Warning in title(...): conversion failure on 'Orszigok GDP értéke egy fére' in
## 'mbcsToSbecs': dot substituted for <cb>

## Warning in title(...): conversion failure on 'Orszagok GDP értéke egy fére' in
## 'mbcsToSbcs': dot substituted for <91>

# nemlinedris regresszié a + b * log_10(z) formaban
cdata.model <- nls(lifeExp ~ a + b * loglO(gdpPercap),

list( 0, 1), cdata7)
lines(cdata7$gdpPercap, predict(cdata.model), "red")
grid()
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1. Végezze el a hibatagok analizisét!
2. Vizsgalja meg, hogy mely értékek keriiltek kiviil a 95%-os becslési hataron!

a. Mely orszagokhoz tartoznak ezek?
b. Irja ki az orszagok nevét az dbraral

5. Logisztikus regresszio

A logisztikus regressziét hasznaljuk binomidlis (két értékii) fiiggd valtozék becslésénél, legyen
sz6 akar egy, akdr tobb fiiggetlen valtozérsl! Altaldnossidgban elmondhaté, hogy a logisztikus
regresszio segitségével hatarozhatjuk meg kategorikus valtozok és fliggetlen valtozdk kozotti
Osszefiiggéseket.

Mig a példaul a linedris regressziot hasznalhatjuk kvantitativ értékek regresszidjara, a kvalitativ
értékek meghatarozasara haszontalan. Kvalitativ értékek meghatarozasa esetében valdsziniiséget
rendelhetiink az egyes értékek bekovetkezéséhez, ami lehet egy kategoria, vagy osztalyba vald
tartozas.

A valdsziniiség meghatarozasa a logisztikus fiiggvény alapjan torténhet, melyet a kovetkezOképpen
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3. abra. Linearis és logisztikus regresszio

fejezhetjiik ki.

ePot+biz
p(z) = P(y = 1|z) = 11 ePothiz
Ebbdl kifejezhets az esélyességi rata (odds ratio), mely értékkészlete mar [0, 0o) értéktartoményt
vehet vel.
p (1‘) — 6504-513?
1 —p(z)
A fenti 0sszefiiggés logaritmusat képezve kaphatjuk a logisztikus regressziénal hasznalt logit
figgvényt.
p(z)

1_7])(@:504‘5135

log

5.1. Binomialis prediktorok

Az ucla adatbazis hallgatok kiilonféle értékelését tartalmazza (gre, gpa, rank), valamint, hogy
felvételt nyert-e az egyetemre (admit). A kovetkezOkben meg szeretnénk hatérozni, hogy az
egyes értékelések miként hatarozzak meg, hogy a hallgaté felvételt nyer-e.

A logisztikus regressziot a glm() fiiggvény segitségével hatarozhatjuk meg.

ucla <- read.csv("./data/ucla.csv")
ucla$rank <- as.factor(ucla$rank)
str(ucla)

## 'data.frame': 400 obs. of 4 variables:

## $ admit: int 0111011010 ...

## $ gre : int 380 660 800 640 520 760 560 400 540 700 ...

## $ gpa : num 3.61 3.67 4 3.19 2.93 3 2.98 3.08 3.39 3.92 ...

## ¢ rank : Factor w/ 4 levels "1","2" "3" "4": 3314421232 ...

logit <- glm(admit ~ gre + gpa + rank, ucla, "binomial")
summary (logit)

##

## Call:

## glm(formula = admit ~ gre + gpa + rank, family = "binomial",
# data = ucla)

it
## Deviance Residuals:
#it Min 1Q Median 3Q Max
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## -1.6268 -0.8662 -0.6388 1.1490 2.0790

##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error z value Pr(>|zl|)

## (Intercept) -3.989979 1.139951 -3.500 0.000465 *x*x
## gre 0.002264 0.001094 2.070 0.038465 *

## gpa 0.804038 0.331819 2.423 0.015388 =*

## rank2 -0.675443 0.316490 -2.134 0.032829 *

## rank3 -1.340204 0.345306 -3.881 0.000104 x*x*x*
## rank4 -1.551464 0.417832 -3.713 0.000205 **x*
# ——-

## Signif. codes: O 'x*xx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
#i#

## (Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
#i#

#i# Null deviance: 499.98 on 399 degrees of freedom

## Residual deviance: 458.52 on 394 degrees of freedom
## AIC: 470.52

##

## Number of Fisher Scoring iterations: 4

Az eredményekbdl a kovetkezéket hatdrozhatjuk meg:

1. A p-value értékei alapjan mindegyik Gsszefiiggés szignifikdns.

2. A gre, gpa értékeinek egy egységnyi novekedése a rendre 0.002 és 0.804 értékkel noveli a
logit értékét.

3. A rank kategorikus valtoz6 (factor) értéke esetében a 1-2, a 2-3, a 3-4 rang visszaesés
rendre —0.67, —1.34 és —1.55 értékekkel csokkenti a logit értékét, azaz a bekeriilési esélyt
(nem valdszintiséget!).

Nézziik meg, hogy 750 gre, 3.8 gpa és 1 rank értékei esetében egy hallgaté felvételt nyerne-e az
UCLA-ra az adatok alapjan.

predict(logit, data.frame( 790, 3.8, as.factor(1)))
## 1

## 0.85426

Tehat a hallgaténak 85% esélye van, hogy bekeriil az UCLA-ra.

5.2. Diszkrét, kategorikus prediktorok

A logisztikus regresszié felhasznalhatd kategorikus valtozok predikcidjara is. Ebben az esetben a
kategorikus valtozot visszavezetjiik binaris valtozé értékekre, binomidlis valtozokra. Erre két
lehet6ség van a gyakorlatban.

1. One-hot coding: Ennek a kédolasnak az esetében a kategorikus valtozé minden egyes alla-
potat egy-egy kiilon bindaris valtozoba. Az egyes bindris valtozé jelzi az adott kategéridban
valé tartozkodast.

2. Dummy coding: Dummy kdédoléds esetében a kategorikus valtozd n értékéhez n — 1 bindris
valtozét rendeliink, az n-dik referencia kategoridhoz valé rendelést az n — 1 binaris valtozo
0 értéke jelzi.
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