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Nem a sziikségszeriség, hanem a véletlen van teli vardzzsal. Ahhoz, hogy a szerelem
felejthetetlen legyen, ugy kell ropkodnie korilotte az elsdé pillanattol a véletleneknek, mint
a madaraknak assisi Szent Ferenc vallandl.

MiLAN KUNDERA: A 1ét elviselhetetlen kdnnytlisége

Eloszo

A jegyzet els6sorban a BME Villamosmérnoki és Informatikai Karanak informatikus MSc
hallgatéi szaméra késziilt, a Fels6bb matematika D cimii targyhoz. A 2009-es eléaddsom
oravazlatait Dombordczky Attila tette LaTeX-be, ennek bévitésével és csiszolasaval alakult
ki a jelenlegi anyag.

A véletlen, a randomizalas a kezdetektol jelen van a szamitogépes modszerek vilagaban.
Az els6 nevezetes algoritmikus alkalmazas egy szimuldciés program volt az egyesiilt alla-
mokbeli Los Alamosban, a masodik vilaghabori idején, ahol az atombomba létrehozasan
dolgoztak. A maghasadéskor felszabadul6 neutronok kiilénb6z6 anyagokban valé terjedését
elemezték ilyen médszerrel. A hagyomény szerint! Neumann Jénos a Monte Carlo kédnevet
adta a titkos projektnek. Az elsé széles korben ismert Monte Carlo-mddszer a Metropolis-
algoritmus lett, amirdl a jegyzetben részletesebben is lesz sz6. Az utébbi évtizedekben a
Monte Carlo-algoritmus a véletlen valasztasokat hasznald algoritmus szinoniméja lett.

A véletlen véalasztasok alkalmazésa atszovi az egész szamitogépes vilagot, jelen van
az alapvet6 protokolloktdl a szoftvertechnologidig szinte minden nagyobb részteriileten.
Hogyan lehet hatékony véletlen médszereket kapni? Mikor van létjogosultsaguk az ilyen
megoldasoknak, és mikor érdemes inkdbb massal probalkozni? Milyen altalanos elveket
kovetnek ezek a modszerek? Ezekre a kérdésekre legegyszeriibben taldn a véletlent haszndlo
szdmitdasi modszerek, masként mondva a randomizdlt algoritmusok tanulmanyozasaval ke-
reshetjiik a vilaszt. Els6édleges célunk, hogy megismerkedjink a legfontosabb ilyen médsze-
rekkel, tervezésiik, elemzésiik legegyszeriibb kérdéseivel.

A hazai informatikusképzés tanterveivel 6sszhangban feltételezziik, hogy az Olvasé mar
ismeri egy bevezetd valdszinliségszamitasi és egy algoritmuselméleti témaju egyetemi targy
anyagat.

A jegyzet elsé fejezetében igen roviden Gsszefoglaljuk azokat a valdszinliséggel kapcsola-
tos alapfogalmakat, tételeket, amelyeket késébb gyakran haszndlunk. A masodik fejezet
a leghosszabb; ezt néhany nevezetes és fontos randomizalt algoritmus bemutatdsanak
szenteljik. A ma maér klasszikusnak szamité és igen hatékony gyorsrendezés lesz a kiindu-
l6pontunk, ennek alaposabb tanulmanyozasa soran mar elokeriilnek a véletlent hasznald
modszerek elemzésének és tervezésének f6 problémai. Ezt kdvetben érdekes és jellegzetes
eljarasokat targyalunk geometriai/grafikai, aritmetikai és algebrai jellegii feladatokra. Itt
mutatunk be két erételjes, a véletlent érdemben hasznél6 adatszerkezetet is (falom, uni-
verzalis hashelés). A fejezet egy Osszetettebb, a véletlen vélasztasokat rendkiviil elegdnsan
és bamulatosan hatékonyan alkalmazoé eljaras, Karger, Klein és Tarjan minimalis koltségi
feszit6fat szamitéd algoritmusdnak bemutatasaval zarul.

A harmadik fejezetben a wvéletlen mddszer matematikai gyokereivel foglalkozunk. A
vezérfonalunk FErdds P&l oridsi horderejii felismerése: véletlen valasztasok segitségével
érdekes matematikai struktirdk létezése igazolhaté. A nevezetes példék (hipergraf-szinezés,
Ramsey-szdamok, Turdn-szamok) térgyaldsakor ismételten hangsilyozzuk, hogy ezek a
tiszta létezést bizonyitd érvelések igen gyakran vezetnek hatékony randomizalt algoritmushoz.
Itt foglalkozunk az algoritmusainkban felhasznalt véletlen cstkkentésének, a derandomiza-
lasnak a problémakorével is. Egy haladé technika, a Lovasz lokdlis lemmaja, és annak a
nemrég felfedezett brilidns algoritmikus valtozata (Moser—Tardos) zérja ezt a fejezetet.

LC. M. Grinstead, J. L. Snell: Introduction to probability, American Mathematical Society, 1988, 11.
oldal.



A negyedik fejezetben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy a véletlent hasznalé algo-
ritmusok miként jelennek meg a bonyolultsagi osztalyok térképén. Megismerkediink az
RP, Las Vegas, és a BPP feladatosztalyokkal, és vazoljuk a korabban megismert nagy
osztalyokhoz valé viszonyukat, pontosabban azt, amit ma tudunk ezekrdl. Lesz sz a
BPP=P? kérdésrdl, ami talan a teriilet legfontosabb nyitott problémaja; azt feszegeti,
hogy tud-e a véletlen nagyot segiteni? Masként fogalmazva: van-e olyan feladat, amely
a véletlent segitségiil hiva polinom idében megoldhaté, véletlen nélkil viszont nem? A
véletlen és az egyiittes munka (interakci6) 6tvozetét leird interaktiv bizonyitdsok is itt
kaptak helyet; fontos gyakorlati alkalmazasa ennek a gondolatkoérnek a nulla ismereti
bizonyitds, amit széles korben hasznalnak a titkos adatkozlés teriiletén.

Az utolsé fejezetben grafokat és véletlent alkalmazo modelleké a fészerep. Elészor véges
Markov-lancokkal foglalkozunk. Néhany alapfogalom bevezetése utan az algoritmikus
alkalmazasok koziil targyalunk néhény fontosabbat: elérhetdség iranyitatlan grafokban, a
PageRank algoritmus, Metropolis-algoritmus. A fejezet masodik részében a nagy, bonyolult
szerkezetli halozatok modellezésére alkalmas véletlen grafokkal foglalkozunk. Az Erdds—
Rényi-grafok, a Watts—Strogatz-, és Albert—Barabasi-grafok rovid ismertetése utan Kleinberg
elegans, a kis vilag jelenség algoritmikus valtozatat mutaté modelljével zarul az anyag.

A feldolgozott ismeretekkel kapcsolatos tovabbi olvasnivaldkra a labjegyzetekben utalunk.
Gyakran hivatkozunk a kévetkezd tankonyv egyes részeire: Ronyai L., Ivanyos G., Szabd
R.: Algoritmusok, Typotex Kiadé, 2005.

A jegyzetben a log e alapu logaritmust jelol. Az ettol eltérd alapszdamot a szokasos
moédon tintetjiik fel (pl. logy).

A cimlapon Monte Carlo tulipanok lathaték.

Koszonetet mondok Gyorfi Léaszlonak, Kés Gézanak, Lengyel Taméasnak és Tardos
Gabornak az anyaggal kapcsolatos értékes észrevételeikért, Krahling Editnek a kézirat
nyelvi lektordlasaért. Haldsan koszéném Benczir Andrasnak, hogy olyan sokat megosztott
velem a targgyal kapcsolatos egészen kivételes tudasabol; ezen tul is egy sor hasznos
észrevétellel segitett a jegyzet irdsdban.

Budapest, 2015. augusztus 6.



1. fejezet

Alapfogalmak és tételek
valészinliségszamitasbol

Itt felsorolunk néhany olyan fogalmat, eredményt a valdsziniliségszamitas korébél, amit
gyakran hasznalunk a jegyzetben. Feltételezziik, hogy az Olvasé mar taldlkozott veliik. A
részletek a legtobb bevezetd valdszintiségszamitasi jegyzetben és tankonyvben megtaldlhaték.!

Gyakran lesz dolgunk a véges valdszindségi tér fogalmaval: ez egy Q = {w1,...,wp}
halmaz az elemeihez rendelt nemnegativ pq, ..., p, szamokkal, a valészinliségekkel, amelyekre
p1+ -+ pn = 1 teljesiil. Ritkdbban, de lesz sz6 végtelen (diszkrét) valdsziniiségi terekrol
is. Ekkor = {w1,...,wn,...} és a nemnegativ p; szamokra > 72, p; = 1 a kovetelmény.

Az Q részhalmazai az események. Az A C Q esemény P(A) valdszinlisége azon p;
valészintiségek Gsszege, melyeknél w; € A. Ervényes az unid-korldt: tetszbleges Ay, . .., Am
eseményekre

P(A1UA2UUAm)§P(A1)—|—+P(Am)

Egyenl6ség csak akkor lehetséges, ha minden ¢ # j parra P(A4; N A;) = 0.

Az Q halmazon értelmezett valds értékii fiiggvények a wvaldszinidségi vdltozok. A &
valésziniiségi valtozé varhato értékét E(&) jeloli. Mi itt csak diszkrét valésziniiségi valtozdkkal
foglalkozunk, amelyek értékkészlete a nemnegativ egészek Z* halmazabdl valé. Ekkor a
varhato érték a kovetkezo egyszerli 0sszeggel fejezhetd ki:

B(e) = kP = )
1=0

A varhaté érték linearis: ha &, n valészintiségi valtozok, amelyeknek van varhaté értéke,
a, b pedig valds szamok, akkor

E(a& +bn) = aE(&) + b(En).

Legyen A egy esemény egy valOszintiségi térbol. Az A indikdtora az a & = £ valésziniiségi
valtozo6, amelynek értéke 1 az A elemein, masutt pedig 0. Ekkor E(§) = P({ =1) = P(A).
A ¢4 indikatort p paraméterii Bernoulli-valtozonak is mondjuk, ha P(A) = p.

Hlyenek példaul: Baldzs M., Téth B.: Valészintiségszamitds 1., elektronikus jegyzet,
http://www.math.bme.hu/ balazs/vszljzetb-t.pdf; Ketskeméty L.: Valdsziniiségszdmitds, Milegyetem
Kiadé, 2005; Rényi A.:. Valdsziniségszamitds, Tankonyvkiadd, 1968; W. Feller: Bevezetés a
valdszintségszamitdsba és alkalmazdsaiba, Miiszaki Konyvkiadd, 1978. ; Prékopa A.: Valdsziniiségelmélet
miszaki alkalmazdsokkal, Miszaki Kényvkiad, 1962.
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A csupa pozitiv valoszinliségli A1,..., A, C Q események teljes eseményrendszert
alkotnak, ha A1 UAyU---UA, =Q, ési# jesetén A; NA; = 0.

Legyenek A, B C Q) események és P(B) > 0. Ekkor

P(4|B) — W

az A esemény B feltétel melletti feltételes valdszinidsége.
Legyen & egy diszkrét valdszinliségi valtozo, A egy pozitiv valdszinliségli esemény. A &
valtozonak az A feltételre vonatkozo feltételes varhato értéke a kévetkezd dsszeg

B(¢[4) = > k- P(c = k),
1=0

amennyiben az Osszeg 1étezik. Ez biztosan teljesiil, ha az E(§) varhat6 érték létezik.

1. Tétel. (TELJES VARHATO ERTEK TETELE) Legyen A1, As, ..., A, C Q teljes esemény-

rendszer, & pedig diszkrét valdszinidségi vdltozé, amelynek létezik az (&) varhaté értéke.
Ekkor
E(¢) = P(A)E({]A1) + P(A2)E({|A2) + - - - + P(An)E({]An).

Ha az el6z6 tételt egy B C ) esemény ¢p indikatorara alkalmazzuk, akkor a kévetkezo
osszefiiggést nyerjik (teljes valésziniiség tétele):

P(B) = P(41)P(B|A1) + P(A2)P(B|Az) + - -- + P(A,)P(B|Ay).

A kovetkez6 két nevezetes egyenlStlenség a & valtozénak a varhatd értékétdl vald
(jelent&sebb) eltérésének valésziniiségére ad korlatot.

2. Tétel. (MARKOV-EGYENLOTLENSEG) Legyen & nemnegativ értékii valdsziniségi viltozd,
amelynek létezik az E(E) varhato értéke. Legyen A pozitiv valds szdm. Ekkor

P(§ > AE(()) <

>

A £ valbszintiségi valtozo szordsa a D(€) = VE((€ — E(£))?) mennyiség.

3. Tétel. (CSEBISEV-EGYENLOTLENSEG) Legyen & valdszintiségi vdltozd, amelynek létezik
az E(§) vdrhatd értéke és a D(E) szordsa is, ami véges és pozitiv. Legyen A > 0. Ekkor

1
P(c ~ B(6)| > AD() < 5.

Az Aq,..., A, C Q események teljesen fiiggetlenek, ha minden 1 < iy < --- < i < n
esetén

P(Aj N AN NA,) =P(4;) - P(Ay) -+ P(A;,).

Az Ay, ..., A, C Q események pdronként figgetlenek, ha az el6z8 egyenléségeket csak
k = 2-re koveteljik meg.

A&, ..., &, diszkrét valoszintlségi valtozok teljesen fiiggetlenek, ha minden nemnegativ
egészekbol allo kq, ..., k, sorozatra

P& =ki,....¢n=kn) =P& =Fk1) - -P(&, = ky).
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A &, ..., &, diszkrét valdsziniiségi valtozdk pdronként fiiggetlenek, ha minden ¢ # j
indexparra §; és §; fiiggetlenek.

Legyenek &1, &a, . . ., &, teljesen fiiggetlen p paraméterii Bernoulli-eloszlasi valdszinliségi
valtozok. Ekkor a & = & + & + -+ &, Osszeg (n,p) paraméteri binomidlis eloszlasi
valosziniiségi valtozd:

n

P(g:k‘):(k>pk(1_p)n_k7 k:O’17"'7n'

Az (n,p) paraméterii binomidlis eloszlast valtozd varhaté értéke np, szérasnégyzete pedig
np(1l —p).

Legyen A > 0 valdés szam. Az n valdszintiségi valtozé A paraméterti Poisson-eloszldst
kévet, ha
ey

P(n:k):ﬁe ,

k=0,1,...

Ekkor E(n) = D%(n) = \.

A kovetkezo tételt szokas a ritka események térvényének is nevezni:

4. Tétel. Legyen A > 0 és legyen (, egy (n, %) paramétert binomidlis eloszldsu valdsziniségi
vdltozé (n =1,2,...). Ekkor tetszéleges k nemnegativ egészre

lim P —k—Ak—A
A P(G = k) = J7e

A (, valtozok eloszlasa tehat nagy n-re Poisson-eloszlashoz kozelit.

s Pe=i =t (1) (5) (1-2) -
= () () 0= 2) (-2) ™

Itt az utols6 tényezd 1-hez tart, az utolsé elStti tényezd hatarértéke pedig e . Elég
tehat belatni, hogy az els6 tényezo is 1-hez tart:

Bizonyitas.

| R 1 1 -1
hmknizhm n(n ) (n—k+ ):hml- 1—=)... 1_k =1,
n—oo n (n—k)' n—00 nk n—00 n n

mert a jobb oldalon csupén konstans sok (nevezetesen k) tényezé van, és ezek mindegyike
1-hez tart. m

Feladat. Mutassuk meg, hogy a tétel allitdsa akkor is érvényben marad, ha csak annyit
tesziink fel, hogy (, eloszlasa (n,p,) paraméterd binomidlis, és limy, oo np, = A.

A kovetkezd eredmény egy Un. nagy eltérés tipusu egyenlétlenség. Sok ilyen jellegi,
fiiggetlen sszegekre vonatkozé becslés ismeretes.? Mi az egyik legegyszeriibbet fogjuk
hasznélni, ami binomidlis eloszlasi valészinliségi valtozokra vonatkozik:

2Lésd pl. L. Gyorfi, M. Kohler, A. Krzyzak, H. Walk: A Distribution-Free Theory of Nonparametric
Regression, Springer-Verlag, 2002, A.2. fiiggelékét, ahol egységesen targyalnak tobb, fiiggetlen valtozok
Osszegére vonatkozo becslést, igy a Chernoff-korlat mellett Bernstein és Hoeffding egyenl6tlenségeit is.
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5. Tétel. (CHERNOFF-EGYENLOTLENSEG) Legyenek az X1, ..., X, teljesen figgetlen p
paramétert Bernoulli-vdltozok. Legyen S, = X1+ ...+ X, és legyen 1 > € > 0. Ekkor

—(e2np)

P(S,—np>enp) <e 3

—(2np)

P(S, —np < —enp) < e” 3

Erdemes osszevetni a Chernoff-egyenlétlenséget a 2. és a 3. tétellel: a Chernoff-
egyenlotlenség sokkal erésebb korlatot ad egy igen fontos specidlis esetben, amikor &
teljesen fliggetlen, azonos paraméterii Bernoulli-valtozok 6sszege.



2. fejezet

Randomizalt algoritmusok

Ebben a fejezetben néhany alapvetd véletlent hasznalé algoritmust targyalunk. Ezeket
a mobdszereket tobb teriiletrdl valasztottuk, az adatrendezéstél a kereséfa-szerkezeteken
at a grafikdig és a primkeresésig. Amellett, hogy énmagukban is fontosak, e modszerek
hasznalhat6 els6 benyomast nyujtanak arrdl, hogy a véletlen miként foghaté munkaba
hatékony algoritmusok tervezésére.

2.1. Egy klasszikus algoritmus: a gyorsrendezés

SZAMITASI FELADAT. Adott eqy U rendezett halmaz elemeibdl valé by, bs, ... b, sorozat.
Rendezziik dt a sorozatot novekvd (pontosabban: nem csokkend) e < ex < ... < ey
sorrendbe.

A célunk itt, hogy ezt a feladatot dsszehasonlitds alapt rendezé mobdszerrel oldjuk
meg. Egy Osszehasonlitds alapti rendez6 algoritmus csak b;7b; alakt kérdésekkel szerezhet
informéaciét a bemend adatokrél. Egy ilyen Osszehasonlitasnak kétféle kimenetele lehet:
b; < bj, vagy b; > bj. A rendezés kéltsége legyen az Osszehasonlitdsok szdma. A célunk
tehéat a rendezési feladat megoldasa minél kevesebb sszehasonlitassal.!

Ismert (Algoritmusok, 2.2.3.), hogy egy j6 Osszehasonlitds alapi rendezé algoritmus n
hosszi input esetén legaldbb log, n! 6sszehasonlitast végez.? A Stirling-formuldbdl adédé

logy n! =~ n(logyn — 1,442) + O(n)

kozelitéssel szamolva legaldbb mintegy n logy n dsszehasonlitasra biztosan sziikség van. Az
igazdn hatékony moédszerek (ilyen pl. az Osszefésiiléses rendezés és a kupacos rendezés)
O(nlogn) 6sszehasonlitdssal megoldjak a rendezési feladatot.

A gyorsrendezés (Hoare, 1962) legrosszabb esetben O(n?) dsszehasonlitassal dolgozik.
Mint azt kés6bb latni fogjuk, a gyorsrendezés varhaté koltsége O(nlogn) dsszehasonlitas.
Gyakorlati szempontbdl is igen j6 médszernek szamit, valéjaban az egyszertibb altalanos
moédszerek koziil ezt tekintik a bajnoknak. Az algoritmus vazlata abban az esetben, amikor
az input sorozat az A[l,n] tombben van és n > 1:

GYORSREND(A[1,n])
PARTICIO(s)
GYORSREND(A[L, k])

'Megjegyezziik, hogy az adatrendezési médszerek és méds rokon eljarasok esetén j6 hatékonyséagi
mérdszam az 6sszehasonlitasok szdma; a tobbi koltség altaldban aranyos ezzel.

2A korldt a legrosszabb esetre vonatkozik. Késébb itt foglalkozunk az é&tlagos esetre vonatkozd
korlatokkal.
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GYORSREND(A[l,n])
vége

Az algoritmus lelke a PARTfCIO(s) eljaras, amely el6szor kivalaszt egy véletlen tomb-
elemet (az input A tomb mindegyik eleme egyenléen valészinii). Legyen ez az elem s.
Ezutdn A-t harom részre osztja fel. Az els6 részbe keriilnek az s-nél kisebb, a kézépstbe
az s-sel egyenld, a harmadikba az s-nél nagyobb A-beli elemek:

] <s | 5.8, ... | s < \
— —
A[1,k] Allyn]

PARTiCIO(s) megvalosithaté n — 1 kulcs-Gsszehasonlitassal, egyszeriien minden méas
elemet Ossze kell hasonlitani a kivilasztott s elemmel. Az alabbi vazlatot kdvetve tehetjiik
ezt meg hatékonyan:

PARTICIO(s)
1=1,7=mn
ciklus amig 7 < j
ha Afi] <s— i+ +
ha A[j] >s—j——
ha A[i] > s és A[j] < s — Ali] és A[j] cseréje, i + +,j — —
ciklus vége
vége

Ekkor valéban a tomb alsé részébe keriilnek az s-nél kisebb elemek. Az s példanyait a
fels6 rész elejére kell mozgatni.>

A gyorsrendezés varhat6 koltsége

A tovabbiakban feltessziik, hogy az Ali] elemek mind kiillonboz6k. Legyen e; a tomb
nagysag szerint i-edik eleme (i = 1,2,...,n).

Az algoritmus egy végrehajtasanak a koltségén a felmerilé kulcs-Gsszehasonlitasok
szamat értjik. Ez a mennyiség tekinthetdé egy £ valdszinliségi valtozénak, ami az s
(véletlen) particiondlé elemek vélasztésatol fiigg. Az E(§) varhaté érték a varhatd koltség.
Az egyenletes eloszlas szerinti valasztdsok miatt ezt gy is tekintjlik, hogy az Osszes
lehetséges futasok koltségének atlagat kell venniink.

Szemlélhetjiik masképp is az algoritmust: gondolkodhatunk tgy, hogy az aq, ... ,an
elemek véletlen bemeneti sorrendjére nézve — ahol minden sorrend egyenl6en valdszinii
— keressiik a koltség varhatd értékét. Ebben az esetben a particiondldé s elem mindig a
kérdéses résztdmb legelso eleme.

Legyen C(n) a varhat6 koltség A[l,n]-re, tovabba legyen C(n,i) a varhaté koltség
abban az esetben, amikor az e;-t, az i-edik legnagyobb elemet valasztottuk els6 s-nek.
Ugy is fogalmazhatunk a fentick alapjan, hogy C(n) = E(€) és C(n,i) = E(£|A;), ahol A;

jeloli azt az eseményt, hogy e; lesz az els6 particionald elem.

3A tomb hérom részre bontésa megoldhaté gy is, hogy vessziik a kezdetben iires kisebb, egyenld,
nagyobb listdkat, majd a tomb elemein sorra végigmenve az A[i] elemet a kisebb listdba tessziik, ha Afi] < s,
az egyenld listaba, ha A[i] = s, illetve a nagyobb listdba, ha A[i] > s. Végiil a hdrom listat egymds utdn
flizziik.
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Ekkor teljesiilnek a kovetkez6 Osszefliggések:

1
C(n) =~ (Cn 1) +C(,2) + ...+ Cln,m)), (2.1)
Cn,i)= n—-1 + C(i—1) + C(n—1), (2.2)
H’/—/’ ———— ——
PARTICIO(s) GYORSREND(A[L,k]) GYORSREND(A[l, n])
C(0)=C(1)=0.

Az elsé egyenlBség azért igaz, mert, minden elem % valoszintiséggel lesz els6 particionald
elem, a masodik pedig a gyorsrendezés rekurzidéjabél, és particionalds algoritmusabol
olvashato ki.

Ezutén (2.1)-be (2.2)-t sokszor beirjuk:

Cn) :n—1+%(C(n—l)+0(n—2)—I—...+C(1)>,
amibdl n-nel val6 szorzas utan kapjuk, hogy
nC(n) =n(n—1)+2(Cn—1)+Cn—2)+...+ C(1)), (2.3)
majd ugyanezt n helyett n — 1-re is felirjuk:
(n=1)Cn—1)=(n-1)(n-2)+2(C(n=2)+C(n—3)+...+ C(1)).  (2.4)
Ezutén (2.3)-bol kivonjuk (2.4)-et:
nC(n) =2(n— 1)+ (n+1)C(n — 1),

C(n) 2(n-—1) n C(n—1)

n+1  n(n+1) n
) 2, Cln-) (2.5)
n+1 n n

Ezt ismételten 6nmagaba helyettesitjiik:

Cn) 2 Cn-1) 2 2 C(n—2)
<ty + <
n+1 n n

n—1 n—1

3

Végil azt kapjuk, hogy

C(n) 11 1 1
2( — .+ =-+1)=2H
n+1< <n+n—l+n—2Jr +2+> "

ahol

11 1
H =14+4-4+—-—+..--4+ =
n=ltg gt

az n-edik harmonikus szdm.

Feladat. Mutassuk meg, hogy érvényes a H,, <logn+ 1 egyenlétienség! (Tekintsik a H,
szdmot az [{'L dx integrdl kézelitd sszegének.)

Megjegyezziik, hogy a feladatban foglalt allitasndl erésebb is igaz: H, kozelithet6 az
log n+y kifejezéssel, ahol v egy 0,5 és 0,6 k6zotti konstans. A feladat becslését alkalmazva:

C(n) <2(n+1)H, <2(n+1)(logn+1)
= 2nlogn + O(n)
~ 1,39nlogy n 4+ O(n).
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C(n)-re ezzel egy igen kedvezd felsd korlatot kaptunk.

Nézziink egy masféle levezetést, amely a valdsziniiségszamitas néhany egyszeri eszko-
zével kozeliti meg a probléméat. Emlékeztetiink ra, hogy a £ valdsziniiségi valtozo értéke
az Osszehasonlitasok szama A[l, n] rendezésekor (a véletlen az s elem vélasztdsdban van).
A C(n) koltség a & varhato értékével lesz egyenlé: C(n) = E(£). Definidljuk az Xj;
indikdtorvaltozokat i < j-re a kovetkezéképpen (emlékeztetiink, hogy e; a toémb i-edik
legnagyobb eleme):

Y. 1, ha a rendezés soran valamikor e;-t és e;-t Osszehasonlitjuk;
* 0, egyébként.

A ¢ felirhaté az X;; valtozok Osszegeként:

£=> Xy,

i<j

ebbdl a varhato értékre

=Y E(Xj))

1<j
adédik. Itt kihasznaltuk, hogy a vdrhatéérték-operdtor linedris.

Allitas. Tegyiik fel, hogy i < j. Ekkor X;j = 1 pontosan akkor lesz igaz, ha a H =
{€ei,€it1, ... ,€j_1,€;} halmazbdl e; vagy e; lesz a legelsd particiondlo elem.

Bizonyitas. Az algoritmus futdsa soran mindig az aktualis particionalé elemet hasonlitjuk
Ossze az aktudlis résztomb Osszes tObbi elemével. Amig tehdt a H = {e;,€i41,...,€;}
halmazbdl nem valasztottunk particiondlé elemet, addig nem is volt ezen elemek kozti
Osszehasonlitas. Ha ezek koziil eloszor e;-t valasztjuk, akkor ezzel a H Osszes tobbi elemét,
igy ej-t is 6sszehasonlitjuk. Hasonlét mondhatunk, ha e; az els6 particiondlé elem. Ha
viszont el6szor egy e; elemmel particionalunk, ahol I nem az i, 7 valamelyike, akkor ennél
a vagasnal e; és e; két kiilonboz6 résztombbe keriil, és ezért nem fogjuk Sket ezutdn sem
Osszehasonlitani. m

Az el6z6 allitasbdl kovetkezik, hogy

2
PX;j=1)=—7—
( 1] ) ] _ Z + 17
mivel H-bdél minden elemet ugyanakkora eséllyel valasztunk ki eldszor particionald elemnek.
Vegylik észre, hogy egy 0-1 lehetséges értékli n valdszintiségi valtozonak a varhatéd értéke
E(n)=P(n=0)-0+P(n=1)-1=P(n=1). Az X;; valtozok is ilyenek, tehat

2
E(X;))= —
(i) j—i+1’
innen:
nanrl
=Y i —Z 3 7<2nH
i<j H'l —1 =1

Ugyanazt a fels6 korlatot kaptuk, mint a korabbi médszerrel.

Feladat. Adjunk felsé becslést a & > AnH,, esemény a valdsziniségére!
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Megjegyzések

1. Megfigyelhetjik, hogy (2.1)-ben a teljes varhaté érték tétele jelenik meg a C(n) =
E(¢), és E({|A;) = C(n,i) helyettesitések utédn (ahol az A; esemény az, hogy e; az elsé
particionalé elem).

2. A véletlen valasztds dltalanossagban akkor elonyos, ha a valasztasi tartomanyban
sok olyan elem van, amilyet keresiink. Nem j6 a véletlen valasztas, ha a kivanatos elemek
szdma kicsi (ha példaul kerestink valakit a telefonkonyvben, akkor nem az lesz a jé médszer,
hogy véletlentil valasztunk egy nevet, és megnézziik, hogy & volt-e a keresett személy).

3. A gyorsrendezésnél az olyan s a jo particional6 elem, ami nincs nagyon a rendezett
sorozat szélén. Olyan s kell, amire mindkét keletkez()' részfeladat ,elég nagy” lesz. Nem tul
széls6 elembol sok van, pl. an és @3n kozott kb. 5 elem van, amelyek j6 particiét adnak.

4. Megemlitjik, hogy letez1k O( ) idejli medidnkeresé determinisztikus algoritmus,
vagyis az ey k6zéps6 elemet linedris szamu Osszehasonlitdssal meg tudjuk taldlni (lasd
pl. Algoritmusok, 2.2.7.). Az igy vélasztott s is O(nlogn)-es futdsi id6t eredményez
(a legrosszabb esetben is), de a gyakorlatban ez nem versenyképes a gyorsrendezéssel
szemben.

5. Erdekes tapasztalati tény, hogy tobbnyire az dlvéletlen vdlasztdsokkal, vagyis a
szamitégépek véletlenszam-generatoraival dolgoz6 algoritmusok is igen j6 eredményeket
adnak a randomizalt eljarasok futtatdsakor.

Erdésebb fels6 korlat a gyorsrendezés idejére

Az el6zéekben a gyorsrendezés koltségének varhatd értékét vizsgaltuk, és egy jo felsd
korlatot adtunk. A koltség varhaté értéke gyakran elegendd informacié egy randomizélt
algoritmus miikodésérél. Vannak azonban kritikus alkalmazéasok, amikor ezen feliil tobbet
szeretnénk, példaul valamiféle garanciat arra, hogy a koltség nem lesz til gyakran sokkal
nagyobb a varhaté értéknél. Ennek pontosabb megfogalmazasara hasznosnak bizonyult a
kovetkez6 definicié:

Definicid. Legyen A egy véletlent haszndlo algoritmus. Tegyiik fel, hogy az A kéltségének
a vdrhatd értéke az n hosszi inputokon legfeljebb f(n). Azt mondjuk, hogy az A kéltsége
nagy valdsziniiséggel O(f(n)), ha vannak olyan c¢,d > 0 szamok, hogy minden n hosszi

bemeneten 1
P (A koltsége > cf(n)) < —

nd’

Maésként fogalmazva: az A algoritmus koltsége nagy n esetén csak kis eséllyel lehet
cf(n) felett. A gyorsrendezés ebben az erésebb értelemben is szépen viselkedik. Részben
ez magyarazza a gyakorlatban tapasztalt hatékonysagat. Ervényes a kdvetkezo:

6. Tétel. A gyorsrendezés koltsége nagy valdsziniiséggel O(nlogn).

A tételt nem bizonyitjuk, elsésorban a benne foglalt szamoldsok nehézkessége miatt,*
viszont vazolunk egy lehetséges gondolatmenetet.

Vizsgéaljuk a gyorsrendezés futasat n hosszi bemeneteken. Képzeljiik el, hogy a prog-
ramot rekurziv hivasok alkalmazdsdval irtuk meg. A program futdsa egy binaris faval
irhato le, amelynek a cstcsaiban a rendezendé b; elemek vannak. A gyOkerében az elsd
particionalé elem s foglal helyet, a bal részfa felel meg az alsé résztombnek, a jobb
részfa pedig az s-nél nagyobb elemeket tartalmazé résztéombnek. Egy részfa gyokerében

4Ttt olvashat6 részletesebb bizonyitas: J. JaJa: A perspective on quicksort, Computing in Science
and Engineering, Jan/Feb (2000), 43-49. Még er8sebb eredményt taldlhaté itt: C.J.H. McDiarmid, R.
Hayward: Strong concentration for quicksort, Proc. of the 3rd ACM-SIAM SODA, 1992, 414-421.
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lev$ tombelem a részfat jelentd résztémb particiondlédséra vélasztott (véletlen) elem. Igy
szemlélve a mddszert elegendd belatni, hogy alkalmas ¢, d > 0 allanddkkal igaz lesz, hogy a
fa szintjeinek szama csak legfeljebb # valosziniiséggel lehet nagyobb, mint clogn. Ebbol
méar adodik a korldt az Gsszkoltségre, hiszen egy szinten az Gsszes munka O(n).

Elég tehat a szintszam korlatozasaval foglalkozni. A fa egy cstcsat nevezziik szeren-
csésnek, ha az ottani s’ particiondlé elem a csicshoz tartozé S kulcshalmazt gy osztja
fel Sy és Sy részekre, hogy |S|/4 < [S1| < 3]S|/4 és |S|/4 < |S2| < 3|S]/4 is teljesiil. Ez
éppen akkor torténik igy, ha S-ben van legaldbb |S|/4 elem, ami nagyobb s'-nél, és van
legalabb |S]|/4 elem S-ben, ami kisebb s’-nél. Annak a valdsziniisége tehat, hogy egy cstcs
nem szerencsés, legfeljebb %

Legyen x a fa egy tetszoleges csticsa. Hany szerencsés cstics lehet a fa gyokerétol az x-ig
vezetd iton? Ha M ilyen cstcs van, akkor M < log,/sn < 4logn, hiszen egy szerencsés
cstcsndl a résztombok legfeljebb 3/4-szerestikre zsugorodnak.

Legyenek z1, ...,z kilonb6z6 csicsok az z-t8l a fa gyokeréig vezeté tton. Az x;
csticshoz rendeljiik az X; valdszintiségi valtozét, amelynek értéke 1, ha x; nem szerencsés,
és 0, ha x; szerencsés. Az X; véltozék teljesen fiiggetlenek, és P(X; = 1) < 1. Az X;

2
valtozok Osszegét egyszerlibben attekintheto Y; valtozok segitségével vizsgaljuk:

Feladat. Mutassuk meg, hogy vannak olyan teljesen fiiggetlen Y; wvaldszintiségi vdltozok
i=1,...,m, amelyekre P(Y; =0) =P(Y; =1) = %, X; <Y;. Kovetkezésképpen minden
r valés szamra P(3X; >r) <P Y >r).

Az eléz6 feladatbeli Y; valtozok % paraméterii, teljesen fiiggetlen Bernoulli-valtozdk.

Az 6sszegiikre alkalmazhaté a Chernoff-egyenlStlenség (e = %)

Feladat. Mutassuk meg, hogy

— 5 1
P (ZYZ- > 6m> < 5
i=1 e
Ezek utan belathatjuk, hogy legfeljebb nl%/g annak a valészinlisége, hogy az x csucs
mélysége (a gyokérig vezetd uton a csicsok szama) legaldbb m = [24logn|. Ugyanis az
uton levd z1,...,x,, cstcsok koziil legfeljebb 4logn lehet szerencsés, amibdl > X; >
m —4logn > %m. A feladatok allitdsait alkalmazva

i 5 7 5 1
P(ZXi26m> §P<iZIYZ»26m> < -

=1

Annak a valészintisége, hogy a faban van [24logn] mélységii cstics, legfeljebb n- —5 = .

n
Legfeljebb ennyi a val6sziniisége, hogy a gyorsrendezés koltsége > n[24logn].

Binaris keres6fa naiv beszurasokkal

Ha egy binéris fanak [ szintje van, akkor a cstcsok szdmara azn < 14+2+224... 4271 =
2! — 1 becslés adédik, amibdl I > logy(n + 1). A keresés szempontjabol tehat koriilbeliil
logy n a legjobb — azaz legkisebb — szintszdm, amit n-pontd fanal remélhetiink.

A kovetkez6kben érvet mutatunk amellett, hogy a naiv beszirasokkal épitett fak
atlagos értelemben nem rosszak; egy beillesztés atlagosan O(logyn) Osszehasonlitasba
keril. A pontos modell a kdvetkez6: iires faval kezdjiik az algoritmust, a by < by < - -+ < by,
kulcsok egy wéletlen aq,as, ... ,a, sorrendben jonnek; ezeket kell beszirni naiv médon,
azaz minden 1j elemet levélbe tesziink, és az eddigi fat médositatlanul hagyjuk (igy pl. aq
lesz mindig a gyokérben). A koltségnek most is a kulcs-Osszehasonlitdsok szamat tekintjiik,
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és a varhaté (masként mondva: atlagos) koltség érdekel benniinket. Az el6bbi rendezési
feladatra adott elemzésiink itt is hasznalhaténak bizonyul.

Az n! lehetséges sorrendre vett atlagos koltséget jeloljiik T'(n)-nel, és T'(n,j)-vel az
olyan fa atlagos koltségét, ahol a1 = b;. T'(n)-re és T'(n, j)-re ugyanazok az Osszefiiggések
érvényesek, mint C(n)-re és C(n, j)-re:

T(n) = %(T(n, 1)+Tn,2)+...+T(n, n)),
Tn,j)=n—-1+T(G —-1)+T(n—j),
T0)=T(1)=0.

Az els6 Osszefliggés azért lesz igaz, mert mindegyik b; ugyanazzal az % valoszintiséggel
lesz a1 (vagyis a fa gytkéreleme). Ha pedig a; = bj, akkor a bal részfaba j — 1 cstcs keriil,
a jobb részfiba pedig n — j. Innen kapjuk a masodik formulat.

bj

A kordbbi, a C'(n)-re adott érvelés alapjan a 1,39nlog, n+ O(n) felsd korlat igaz T'(n)-
re is. Elmondhatjuk tehét, hogy az egy beszirasra es atlagos koltség O(logn). Azt a
kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy atlagos fara a naiv beszirdsos algoritmus is jé futdsi
idovel rendelkezik.

2.2. Alsé6 becslések rendez6 algoritmusokra

Ahogy mar utaltunk ré, egy Osszehasonlitas alapt determinisztikus rendez6 médszer n
elembdl all6 bemenet esetén a legrosszabb esteben legalabb log, n! dsszehasonlitast végez.
Ennél lényegesen erGsebbet allit a kdvetkezo:

7. Tétel. Egy determinisztikus dsszehasonlitds alapi A rendezd algoritmus n elembdl dllo
bemenet esetén dtlagosan legaldbb |logy n!| dsszehasonlitdst végez.

Az allitds Ggy értendd, hogy az eq,...,e, elemek minden egyes sorrendjére mint
bemenetre (6sszesen n! ilyen sorrend van) nézziik az algoritmus sszehasonlitdsainak a
szamat, és vessziik ezeknek a szdmoknak az atlagat.

Bizonyitas. Epitsiink bindris fat,” amelynek csticsai az A algoritmus ésszehasonlitdsainak
felelnek meg. A fa gyokere az A-ban szerepld els6 Osszehasonlitds. Az igen valasz felel
meg a bal részfanak, a nem a jobb részfanak. A bal részfa gyokere masodik 6sszehasonlitas
azon futdsok esetén, amelyeknél az els6 eredménye igen, és igy tovabb. A fa leveleihez nem
tartozik Osszehasonlitds. A fa minden egyes x csticsdahoz bemeneti sorrendek halmazat
rendelhetjiik: azokat a sorrendeket, amelyekkel indulva az algoritmus eljut az x cstcsba.
gy a gyokérhez még mind az n! sorrend hozzérendelheté. A bal fishoz mar csak azok,
ahol az els6 Gsszehasonlitasra a valasz igen. A fabol torolhetSk azok a cstcsok, amelyekhez
nem tartozik input permutéacio.

SEz egy tn. dontési fa, amely az A algoritmus futdsa soran felléps dontéseket irja le.
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A fanak ekkor minden leveléhez més, a tobbi levélétol kiillonb6z6 inputsorrend tartozik.
Igazoldsul nézziik meg, mi torténne ellenkezd esetben, ha egy levélhez a m # w9 sorrendek
tartoznanak. Mivel az algoritmus pontosan ugyanazt az informaciét tudja a két sorozatrol,
a novekvo sorrendbe vald dtrendezés 1épései is megegyeznének. Ez pedig nem lehet, hiszen
a két bemeneti sorozat kiillonbozé.

A fanak tehat n! levele van. Egy 7 bemenet esetén a koltség éppen a gyokértél a
7w cimkéji levélig vezetd Ut éleinek a szama. Az atlagos koltség igy a gyokér-levél utak
hosszosszegének az %—szorosa.

Belatjuk most, hogy adott k levélszam mellett a hosszosszeg akkor minimdlis, ha a
fa teljes: minden nem levél csiicsnak két fia van, és a levelek a szomszédos [logy k|. és
[logy k1. szinteken helyezkednek el. Ugyanis ha egy belsé csicsnak csak egy fia van, akkor
ez a fii torolhetd, és egyetlen részfajanak a gyokere teheté a helyére. Ha pedig vannak
levelek a d. és egy > d + 2. szinten is, akkor errdl az utébbi szintrol egy levél atkothetd a
d. szintre, ami nem noveli a hosszosszeget. Ha egy teljes fa legalsé szintjének a sorszama
t (a gyokér a nulladik szint), akkor a leveleinek k szdméra igaz, hogy 2! > k > 20=1
ahonnan ¢ = [log, k.

Az A algoritmusbdl kapott fa esetén a hosszosszeg tehat legaldbb n!|log, n!|, ezért az
atlagos hossz legaldbb |log,n!|. m

A tétel altalanosithaté randomizalt rendezd algoritmusokra, amilyen a gyorsrendezés
is.

8. Tétel. Egy véletlent haszndld dsszehasonlitds alapi A rendezd algoritmus vdrhato lépés-
szamdnak az dtlaga az n elembdl dlle bemenetekre legalabb |logy n!].

A tétel allitasa Ggy értendd, hogy minden rogzitett 7 inputsorrendre vessziik az Ossze-
hasonlitasok szam&anak varhato értékét, majd ezek atlagat képezziik az Osszes lehetséges
n! bemeneti sorrendre. A tétel szerint a gyorsrendezés koltsége konstans szorzé erejéig
optimalis a randomizalt médszerek korében is.

Bizonyitas. A bizonyitds lényege, hogy az A randomizdlt algoritmust 1gy foghatjuk
fel, mint egy valdszinliségeloszlast determinisztikus rendezé algoritmusokon. A-t olyan
determinisztikus moddszernek tekintjiik, amelynek a természetes inputjan kiviil van még
egy bemenete, ami egy w bitsorozat. Ha A a futdsa soran egy véletlen bitet szeretne, akkor
innen veszi a kovetkezd, még fel nem hasznélt bitet. Az A minden egyes futasa felfoghaté
egy adott w bitvektort hasznslé A, determinisztikus rendezé algoritmus futdsanak. Ugy
szemlélhetjiik a dolgot, hogy a w-t beépitettiik az algoritmusba. A m inputon az algoritmus
varhaté koltsége ezek utan

ZP(w)(az A, koltsége m-n).

Itt az Gsszegezés az A futdsa sordn el6alld Osszes lehetséges véletlen bitsorozatra térténik.
Ezeket a mennyiségeket atlagolni kell a m bemenetekre:

%Z Z P(w)(az Ay, koltsége m-n) o Z Z P(w)(az Ay, koltsége m-n) =

= Z P(w Z (az A, koltsége m-n) > Z P(w)|logyn!| = |logyn!|.

Az egyenlitlenségnél a determinisztikus A, algoritmusokra alkalmaztuk az el6z6 tételt. m
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2.3. Nagy primszam keresése

A kovetkez6 feladat fontos szerepet jatszik a kriptografidban.’ Egyebek kozott a nevezetes
RSA-kédolas egyik alapjanak tekinthetd.

SZAMITASI FELADAT. Adott az n pozitiv egész szam. Taldljunk n bites primszdimot.

A praktikus alkalmazdsoknél az n értéke tobb szaz is lehet. Az Gtlet egyszerii: valasszunk
egy véletlen n-bites egészet — egyenletes eloszlas szerint —, és vizsgaljuk meg, hogy prim-e;
szokésos szakkifejezéssel: vessiik ala primtesztnek. A moddszer gyakorlati alkalmazhatdsiaga
szempontjabol fontos, hogy a primtalalas valoszintisége ne legyen tul kicsi. Ennek becslésével
foglalkozunk a kovetkezOkben.

Alapvetd eszkoz itt a kovetkezd hires (és nehéz) szamelméleti tétel.” Jelolje m(z) az
[1, 2] intervallumban a primek szdmat, ahol x pozitiv valds szdm.

9. Tétel (Primszamtétel).

A tételt kozelité szamolds soran tigy alkalmazzuk, hogy az = értéket m(x) kozelitésének

tekintjiik:

x

Az n bites természetes szamok éppen a [2"7! 2" — 1] intervallum egészei. A primek
szama ezen intervallumban kozelitéleg:

(2" —m(2" ) ~

o 21 _2“1<2 1 )_2"1 2n—2—n 2"t p—2

“In2n 21 m2\n n-1 In2 nn-1) 2 nlm-1) ~
211
" In2 n

A véletlen primtalalds empirikus valoszinlisége tehat:

kedvezd esetek  m(2") —w(2"71) 1

Osszes eset on—1 nln?2’

1124 . L1z SN . ) y 1 ~ 1 .
Példaul az innen ad6dé valdszintiség n = 300-ra hozzavetdlegesen 06932300 ~ 308 varhatban

tehat 208 prébéalkozésbél kapunk primet. Altaldban igaz, hogy [1, m]-ben koriilbeliil ﬁ
eséllyel talalunk primet.

Ezek utédn a szamitasi feladatot megoldé eljaras igen egyszerii: valasztunk egy véletlen
m egész szamot a [2"71 2" — 1] intervallumboél, majd primtesztet® végziink rajta.

SA kriptografia elemeirél itt olvashatunk: Buttyan L., Vajda 1.:Kriptogrifia és alkalmazdsai, Typotex,
2004.

" A kovetkezd dolgozatban viszonylag rovid bizonyitast és torténeti dttekintést is taldlhatunk: D. Zagier:
Newman’s short proof of the prime number theorem, American Mathematical Monthly, 104(1997), 705-708.
old. A szadmelmélet alapjait illetéen lasd Freud R., Gyarmati E.: Szdmelmélet, Nemzeti Tankonyvkiadd,
2000.

8 A primteszt olyan algoritmus, amely ellenérzi, hogy a bemenete primszam-e. A primtesztelés témajaval
kés6bb még taldlkozunk a bonyolultsagi osztdlyokrol sz6l6 fejezetben a Rabin—Miller-algoritmus kapcsén.
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A primszamtétel szerint a primek elég siirlin vannak, ezért a mddszer varhatdéan n-ben
linearis szamu m valasztasaval taldl primet.

A szamolasunk soran elhanyagoltuk a Primszamtételben foglalt kozelités hibajat. Vannak
a 7(x)-re vonatkoz6 egyszerii egyenlStlenségek, amelyekkel a primtaldlds valészintiségére
bizonyosan igaz (bar aszimptotikus értelemben kevésbé pontos) korlatok kaphaték. Ilyen
példaul az alabbi két egyenlStlenség:”

m(x) > i, ha x > 17,
x

m(z) <1,26——, haz > 1.
Inx

2.4. Ponthalmaz konvex burkanak szamitasa

Itt a szamitogépes grafika egyik alapfeladataval, a konvex burok szamitasaval foglalkozunk.
Emlékeztetiink 14, hogy R™ jeloli az n dimenziés valds teret, igy R? a sikot, R? pedig a
teret.

A P € R” pontokat n komponensii valés vektoroknak tekinthetjik. Ha P és Q) két pont,
akkor a [P, Q)] 0sszekotd szakaszuk pontjait a két vektor megfelelé linedris kombinécidi
adjék: [P,Q]={t- P+ (1—1t)-Q, aholte[0,1]}.

Definicié. A H C R" konvex halmaz, ha P,QQ € H esetén a H a [P,Q| szakaszt is
tartalmazza.

Ilyenek példaul a korlemez, a gémb, a kocka, a félsik.'9 A definicié kozvetlen és hasznos
kovetkezménye az alabbi tény:

Allitas. Konvez halmazok metszete is konvez.

Definicié. Tetszéleges H C R"-re a H konvexr burka a H-t tartalmazé R™-beli konvex
halmazok metszete.

Az el6z6 észrevétel szerint a konvex burok konvex halmaz. Ervényes a kévetkezd (nem
bizonyitjuk):

Allitas. Korldtos, zirt H C R? konvezx burka a H-t tartalmazd zdirt félsikok metszete.
Az allitas konnyen adodik a kévetkezd ténybdl:

Feladat. Legyen H C R? egy korldtos, zdrt, konvex halmaz, és P egy pont, ami nincs
H-ban. Ekkor van olyan £ egyenes, hogy H az £ dltal hatdrolt eqyik nyilt félsikban van, P
pedig a mdstkban.

Az allitas és a feladat kdnnyen altalanosithaté magasabb dimenzidkra. Példaul a térbeli
allitdsban az egyenes helyett sik, a félsik helyett pedig féltér szerepel. Mi most csak sikbeli
alakzatokkal foglalkozunk.

SZAMITAST FELADAT. Adott eqy véges H = {Py, Py, ... , P,} ponthalmaz R?-b6l, ami dltald-
nos helyzetd (nincs kéztik 3 pont, ami egy egyenesre esik). Keressik a H ponthalmaz
konvex burkdt.

9Més hasonlé formuldkkal egyiitt ezek is megtaldlhatok a kovetkez monografidban: E. Bach, J. Shallit:
Algorithmic number theory, MIT Press, 1996.

YF¢lsikon a P € R?; £(P) > 0 alakii alakzatokat értjiik, ahol ¢ kétvaltozds, nem azonosan 0 linearis
fiiggvény. Ez a félsik azon két tartomdny egyike, amelyekre az ¢(P) = 0 egyenletii egyenes osztja a sikot.
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9w _moz

Az el6z6 allitast haszndlva latjuk, hogy a keresett burok egy olyan sokszoglemez,
amelynek a hatarat a P; pontok koziil bizonyosakat 6sszekotd szakaszok alkotjdk. Szemléle-
tesen szolva ez a hatdr a pontokat bekerité legrovidebb kerités lesz. A feladat megoldasahoz

//////

A naiv megoldé algoritmus (vazlatos) menete: tegyiik fel, hogy a {Pi,... P,_1} pont-
halmazra mar megoldottuk a feladatot. Ekkor megvizsgaljuk, hogy a P; pont az eddigi
kerités mely szakaszainak van a rossz oldaldn. Ha a [P, Q)] szakasz éle a keritésnek, és
l(z,y) = 0 a P és @Q pontokon dtmend egyenes egyenlete, akkor a P; pontosan akkor
van a [P, Q)] szakasz rossz oldaldn (a keritésen kiviili oldalédn), ha ¢(FP;) elgjele kiilonbozik
az ((Pj) el6jelétdl, ahol 1 < j < i és P; & [P,Q]. Ha P; a [P, Q] szakasz rossz oldalan
van, akkor a [P, ()] szakasz nem lesz része az 0j keritésnek. Az ilyen szakaszok helyére
alkalmas P’ és P pontokkal a [P, P;] és [P;, P"] szakaszok keriilnek.!! Egy ilyen névelés
O(n) aritmetikai miivelettel (és 6sszehasonlitdssal) megoldhatd, igy az Osszes koltség O(n?)
lesz. Megemlitjiik, hogy létezik O(nlogn) idejii determinisztikus algoritmus is.

Egy O(nlogn) varhaté idejii randomizalt médszer

Itt egy hatékony, véletlent hasznélé algoritmust mutatunk be a konvex burok szamitéséra.
Kiindulasul vesziink H-bél 3 pontot véletleniil (legyenek ezek Py, P, és Ps). Jelolje A a
P P, P3 haromszoget. Felvesziink e mellé még egy D € A pontot. Megadunk egy a H-n
értelmezett T leképezést, amit az algoritmus futdsa sordn karbantartunk, az inverzével
egylitt. A P; € H ponton legyen

,,belss”, ha P; € A
A azon éle, melyet a [D, P;| szakasz metsz, ha Pj ¢ A

T(Pj) = {
A T inverze a A egy e élére megadja azon P; € H pontokat, amelyekre T'[P;] = e.

Feladat. Mutassuk meg, hogy adott P € H pontra a T[P;] konstans sok aritmetikai
mdvelettel meghatdrozhato. (A naiv algoritmus kapesan emlitett gondolatok haszndlhatok.)

Tekintsiik marmost az &altaldnos helyzetet, amikor a H egy H’ részhalmazit mar
feldolgoztuk. A H' konvex burka egy sokszog, aminek csicspontjaia A" = {Q1,Q2, ... ,Q;}
ponthalmaz elemei, a burok hatdrit (vagyis a H'-t befoglal6 legrovidebb keritést) a Q1Q2,
Q2Q3, ..., Q_1Q;, Q;Q szakaszok képezik. Tegyiik fel tovabba, hogy a T leképezést
és az inverzét is meghatdroztuk a A helyett méar erre a nagyobb A’ halmazra: T'(P;) =
wbelsé”, ha P; € A/, kiilonben T'(P;j) = Q;Qi+1, ahol a [D, P;] szakasz metszi Q;Q;y1-€t
(itt az i index modulo [ értendd) (lasd 2.1. abra).

Az algoritmus f6 1épése (azaz a H' bévitése, a kerités, valamint T' és T~! tijraszdmoldsa):
legyen P véletlen pont (egyenletes eloszlas szerint) a H \ H'-bdl.

1. Ha T(P) = ,belss”, akkor P-t hozzdadjuk H'-hoz és a 1épés itt véget ér.

2. Ha T(P) = e, ahol e egy éle A’-nek, akkor a kerités mentén haladunk e-tél jobbra
és balra is addig az utolsé @ pontig, ami még P-bdl latszik. A két ilyen utolsé pont
legyen P’ és P"”. A P’'-t68l P"-ig terjedd keritésszakaszt kicseréljiik a P'P és PP”
szakaszokra, ahogyan azt a 2.2. dbra is mutatja.

Ezt kovetéen P-t hozzdadjuk H'-hoz, végiil a H\ H'-beli M pontokra djraszamoljuk

T-t és inverzét, de csak azokra az M-ekre, amelyekre a T'(M) a P'P” torottvonal
egyik szakasza volt.

A P’ és P” pontok az eddigi kerités szakaszainak végpontjai koziil keriilnek ki, tehdt a H input
ponthalmaznak is elemei. A P’ és P” meghatirozasval részletesebben foglalkozunk a kévetkezd részben,
a randomizalt modszer ismertetésekor.
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A
Py
® P;(belsd)
T(P) = QQs
Qs
Qs
Q4
2.1. abra.
P

2.2. abra.

A teljes futds alatt keletkez6 ,kerités”-élek szdma < 3 + (n — 3) - 2, mert egy bévitd
lépésben legfeljebb 2 1j él keletkezik, és n — 3 bovitd 1épés van. Tehét legfeljebb ennyi
élet jarunk be és torliink. A régi élek bejarasa, torlése, az ijak hozzavétele ezért Gsszesen
O(n) koltséget jelent.

Az 1. 1épések 6sszkoltsége O(n), a 2. 1épésekbdl azon T'(P) Gjraszamolasok Osszkoltsége,
ahol az jraszamolt T(P) ,bels6” lesz, szintén O(n) (mert egy P maximum egyszer lesz
ilyen). Az 6sszmunka ennek kovetkeztében:

O(n) + (T(P) szamolasok koltsége akkor, amikor T'(P) értéke masik él lesz).

Visszafelé elemzés

A koltség elemzésének alapgondolata, hogy lejatsszuk visszafelé a folyamatot, és megnézziik,
hogy a j-edik iterdcié utédni helyzetbdl egyet visszalépve mit latunk. Ugy képzelhetjiik,
hogy az algoritmus futdsanak filmjét visszafelé, a végétdl az eleje felé forgatva nézziik.
Mindenekel6tt vezessiik be Z;; indikatorvaltozokat (i,5 =4,...,n):

7. _ 1, ha T(P;) egy maésik él lett a j-edik iterdcié utén
Y1 0, kiilénben

A varhat6 osszmunka a Z;; valésziniiségi valtozokkal kifejezve:
n
O(n + E( Z Zij)).
i,j=4

Igaz tovabba, hogy

B(Y_Zy) =Y E(Zy) =3 P(Zy =1).
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A j-edik iterdci6 utan visszalépve a meglevé H' halmazbdl torliink egy véletlen pontot,
mégpedig egyenletes eloszlds szerint (!) a mar feldolgozott j db pontbdl. Az algoritmusnal
alkalmazott véletlen valasztisok miatt valéban a j pont barmelyikét % valosziniiséggel
toroljiikk a forditott filmen. A T'(P) akkor és csak akkor lesz egy mésik él a visszalépés
soran, ha vagy Q;, vagy @Q; a torolt csics, ahol T'(P) = Q;Q; a helyzet a j. iterdcié utén.
Az egyenletes valasztas miatt tehat

[ DO

P(Zi; =1)

<

(A Z;; biztosan 0, ha a j. iterdcié végére P; mar a keritésen belill van.) Visszatérve a
koltség becsléséhez:

n n

2
> E(Ziyj) < ) = <2nH, < 2n(logn +1).
ij=4 ij=47

Osszegezve, az algoritmus varhaté futasi ideje:

O(n +E Zij)) = O(n+nlogn) = O(nlogn).

i
2.5. Egy algebrai probléma

Itt egy igen fontos algebrai természeti feladattal foglalkozunk. Legyen F egy test.'? A
felmeriil6 alkalmazéasok soran F igen gyakran Q, a racionalis szamok teste, vagy a ¢ elemil
F, véges test. Emellett el6fordul még F = R (a valés szamok) és F = C (a komplex
szamok) is.

Polinomnak, kézelebbrdl n valtozds polinomnak nevezziik az olyan algebrai kifejezéseket,
melyeket az x1, xa, ... ,z, valtozokbdl, és F-beli elemekbdl (konstansokbdl) épitiink fel az
Osszeadds, a kivonas és a szorzas alkalmazdsdval. Az F test feletti polinomok Osszességét
Flx1,z2, ..., zy] jeloli.

Példaul R[z] az egyvaltozés valés polinomok halmaza, 2 + 2z — 3 € R[z], vagy x2 —
223 + 3izy € Clz1, 72, T3, T4).

Legyen f(z1,...,zy) egy polinom Flzy, ..., x,]-b6l. Ekkor az f(x1,...,z,) = 0
egyenletet kielégité (ai,as,...,an) € F™ pontok egy hiperfeliiletet alkotnak, amit V-fel
jelolink. A Vj hiperfelillet n = 2 esetén gorbe, n = 3 esetén pedig feliilet. Példaul,
f(x1,22) = 23 + 23 — 1 esetén a V; halmaz éppen az origd-kozépponti egységkorvonal.

SZAMITASI FELADAT. Adott az f(x1, ... ,x,) € Flx1, ..., 2, polinom. Taldljunk o =
(a1, ..., ap) vektort, melyre f(aq, ..., ) # 0.

Masként fogalmazva olyan o € " pontot keresiink, ami nincs rajta a V; hiperfeliileten.
Ha az I egy végtelen test, akkor egy véletlen o pont igen nagy eséllyel j6 megoldast ad.
Ezzel az egyszerii észrevétellel meglepd, mar-mér ellentmondasos viszonyban van az a
tény, hogy nem ismeretes olyan determinisztikus algoritmus, amely hatékonyan (polinom
id6ben) taldlna egy ilyen a pontot.

A tovabbiakban szeretnénk a véletlen valasztast hasznalé eljaras egy diszkrét valtozatat
bemutatni, amelyben az o vektor a; komponenseit egy alkalmas véges halmazbdl vessziik.

12Q0lyan algebrai struktiira, amelyben van négy miivelet, az dsszeadds (+), a kivonds (—), a szorzas (*)
és az osztds (/), amelyekre érvényesek a valds szdmok korében megszokott szabédlyok; bévebben ldsd pl.
Katona Gy., Recski A., Szabé Cs.: A szdmitdstudomdny alapjai, Typotex, 2002.
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Definicid. Az f polinom foka a kifejtés utdin a tagjaiban eléfordulo legnagyobb vdaltozoszdm.
Pl. 2?2 foka 2, 1+ x123x3 foka 5. A 0 # c € F konstansok foka nulla, a 0 € F konstansnak
nincs foka.

Sziikségiink lesz a kévetkezd tényre:

Allitas. Legyen f(x) € Flz] egyvdltozds, nem azonosan 0 polinom. Ekkor az f(x) = 0
egyenlet megolddsainak szama nem tobb, mint az f foka.

A bizonyitdshoz hasznos a kovetkezo:

Feladat. Legyen f(x) € Flx] egyvaltozds polinom, a € F amelyre f(a) = 0. Ekkor van
olyan g(z) € Flz| polinom, amellyel f(z) = g(z)(z — a).

Bizonyitas. Jeldlje k az f fokat. Ha az f-nek nincs gyoke, akkor nyilvinvaléan igaz az
allitdas. Ha pedig a € F egy gyoke, vagyis f(a) = 0, akkor az el6z6 feladat szerint

f(@) = g(z)(x —a)

teljesiil alkalmas g(z) € F[z]| polinommal. Itt a g(z) foka k — 1. Indukcids feltevés szerint
a g-nek legfeljebb k — 1 gyoke lehet, igy az f-nek Gsszesen legfeljebb k, hiszen az f gyokei
az a és a g(x) gyokei. m

Most mar bizonyitani tudjuk a szamitasi feladatot megold6é randomizalt algoritmus
elvi alapjaul szolgald tételt:

10. Tétel (SCHWARTZ-ZIPPEL). Legyen f(z1, ... ,xy) € Flz1, ... ,z,] nem azonosan 0
polinom, aminek a foka d. Legyen tovdibba T C T, |T| = N. Legyenek o, ... ,a, a T-bdl
egyenletes eloszlas szerint teljesen figgetlenil vdlasztott elemek (minden i-re az elézdektdl
teljesen fiiggetlendil, % valdszindséggel sorsoljunk c;-t). Ekkor P(f(ay, ... ,an) =0) < %.

Az «a valasztasara vonatkozo feltétel igy is fogalmazhatd, hogy « az egyenletes eloszlas

szerint valasztott véletlen eleme a 1" halmaznak, vagyis barmely o € T valdsziniisége
1
N7

Bizonyitas. Nyilvan feltehet6, hogy % < 1. Teljes indukciét alkalmazunk n szerint:

e n =1 eset:

kedvezd esetek

P(f(an) = 0) = <9

Osszes eset
Itt hasznaltuk az el6z6 allitast, amely szerint a kedvezo esetek szama < d.
e n > 1 eset: tegyiik fel, hogy n— 1-ig igaz a tétel allitdsa (indukciés feltevés). Fejtsiik
ki f-et x1 szerint:
f(xb cee ,ZL‘n) = hO(y) + hl(Y):Ul +o hk(Y)$If7
y = (22, ..., zp).

A fentiek alapjan k < d, valamint hy foka < d — k (tételezzik fel, hogy hy # 0). A
bizonyitas tovabbi menetéhez vezessiik be az alabbi eseményeket:

B ={f(ai, ..., ,ay) =0},

A1 = {hk(ag, ce ,Oln) = 0},
Ay = {hi(ag, ... ,a,) #0}.
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A1, Ay teljes eseményrendszert alkot, és P(Az) > 0 az indukcids feltevés szerint.
Ekkor

P(B)=P(BNA)+P(BNA <
P(A;) + P(B|A2)P(A2) < P(A;) + P(B|Ay).

Az indukcids feltevésbdl kovetkezik, hogy P(A;) < %, az n = 1 esetbél pedig
kovetkezik, hogy P(B|Ag) < %, igy

d—Fk k

P(B) < P(A1) +P(B|dy) <~ + - =

k_d
N N’
| |

A tételbdl adédik, hogy N = 2d esetén P(f(aq, ... ,a,) =0) < % Ezzel az N értékkel,
és az o € T™ véletlen valasztdsdval, majd pedig az f(«) kiszamitasaval olyan algoritmust
kapunk, amely legaldbb % valoszintiséggel taldl Vy-en kiviili pontot, ha f nem azonosan
nulla.

Az (aq, ..., ap) valasztasat t-szer fiiggetlentil megismételve, annak val6sziniisége, hogy
mindig 0-t kapunk, kisebb lesz, mint %

Két alkalmazasi példa

1. Teljes parositas keresése paros grafban

SZAMITASI FELADAT. Adott a G = (L,U; E) pdros grdf, amelyben L és U alkotja a két
cstucshalmazt, |U| = |L| = n, és él csak U és L kozott mehet. Allapitsuk meg, hogy létezik-e
G-ben teljes pdrositas (n db figgetlen él).

Tegyiik fel, L = {l1,la, ... ,ln} és U = {ui,u2, ... ,upn}t. Egy n x n-es M métrixot
készitiink: M = (m;;)

n
2,j=1"

Yo, kiilonben.

11. Tétel. A G pdros grifban létezik teljes pdrositds <= det M # 0 (det M nem azonosan
0 polinomja az x;; vdltozoknak).

Bizonyitas. M determinansa +x1;, T2, . . . Tns, alaku tagok Osszege, ahol i1, ... ,i, csupa
kiilonboz6 egész. Ha det M # 0, akkor van egy

:|:$1i1 c oo Ty, (26)
alaki nem nulla tag. Ekkor az (I1,u;, ), (Io,uiy), ..., (In,u;,) élek egy teljes parositédst
adnak.

A forditott irdny: ha G-ben létezik teljes parositas, pl. (I1,ui, ), (l2,wiy)s - - (In, iy, ),

akkor det M # 0, mert a (2.6) tag megmarad kifejtés utdn. Minden élhez egyedi, az Gsszes
tobbitol kiilonb6z6 valtozot rendeltiink, ezért a kifejtési tagok nem ejthetik ki egymast. m

A teljes parositas létezése esetén M determindnsa az x;; valtozok Q feletti polinomja, a
foka < n. Az eléz6 tételnek van egy hasznos kovetkezménye. Legyen F = Q, és tekintsiik
a det M polinomot Q felett. Irjunk a determindnsban a véltozok helyébe véletlen és
fiiggetleniil valasztott szamokat a T' = {1,2, ... ,2n} halmazbdl. Az ezekbdl a véletlen
értékekbdl képzett vektort jeloljik a-val. Ekkor, ha G-ben van teljes parositds, akkor

Schwartz—Zippel-tételt alkalmazva P(det M (o) = 0) < o- = 1.
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Fzzel egy randomizalt algoritmust nyeriink a teljes parositas létezésének eldontésére.
Mennyi a koltsége a szamitdsnak? A determindnsnak mint polinomnak sok tagja lehet
(maximum n!), de numerikusan (a valtozokba szdmokat frva) O(n?) aritmetikai miivelettel
kiszamolhaté, lényegében a linearis egyenletrendszerek megoldédsa soran hasznalt Gauss-
eliminaciét alkalmazva. Egy ilyen randomizalt parositdsteszt tehat O(n3) miivelettel
megvalésithatd. Az igy nyert modszer lassibb a kombinatorikus alapt parositasteszteknél,
viszont igen erdteljesen parhuzamosithatd, mégpedig azért, mert a determinans szamolasa
hatékonyan parhuzamosithaté.'3

Kiszamitas kontra tesztelés

Gyakran kénnyebb egy szamitas helyességét ellendrizni, mint tjra elvégezni azt. Ebben
az Osszefiiggésben is jol hasznalhaté a Schwartz—Zippel-tétel.

SZAMITASI FELADAT. Adottak az A, B, C nxn-es mdtrizok valamilyen F testbeli elemekkel.
Adjunk vdlaszt arra a kérdésre, hogy AB Lo

AB szémitésa a definicié szerint kb. 2n? miivelet F-ben. Egyelére nyitott kérdés, hogy
valéjdban mennyi miivelet kell a mdtrixszorzashoz. Erdekességként emlitjiik, hogy a
jelenlegi rekord O(n“) miivelet, ahol w értéke 2,37 koriil van, viszont ezzel a médszerrel
nem praktikus szdmolni, ha az n nem tal nagy.'

Az AB £ C tesztelésére lehet6ség van O(n?) miivelet elvégzésével is, randomizalt teszt
alkalmazasaval. Az alapotlet: vegylink egy T' C F halmazt, melynek elemszéama legyen
n. Valasszunk véletlen (a7, ... ,ap)! = a oszlopvektort T-beli komponensekkel. Nézziik

meg, hogy A(Ba) < Ca teljesiil-e. Ha AB = C, akkor itt mindig igent kell kapnunk.
Ennek a tesztnek a koltsége 3 db matrix-vektor szorzas (elészor kiszamitjuk a f = Ba
vektort, majd pedig az AB és a Ca vektorokat), ami dsszesen is O(n?) id6.

Hatarozzuk meg a hiba valdszinliségét, pontosabban annak a valdsziniiségét, hogy
AB # C, de A(Ba) = Ca. Legyen x = (z1, ... ,z,)" egy valtozokbodl 4ll6 oszlopvektor.
Ha AB # C, akkor az ABx — Cx =y vektor koordindtdi nem mind 0 linearis polinomjai
az x1, ..., T, valtozoknak. Tegyiik fel, hogy az eredmény j-edik komponense, y; # 0.
Ekkor az y;(z1, ... ,zy) linearis polinom foka 1. A Schwartz—Zippel-tétel szerint < % a
valészintisége, hogy y;(a) = 0, tehat legfeljebb % a valdszinlisége annak, hogy a teszt nem
ad tantt.

2.6. Hashelés

Univerzalis hashelés

A hash-szervezés igen fontos adatszerkezethez vezet, ami széles korben hasznalhato, erételjes
megoldasokat ad. A véletlen tobbféleképpen is kapcsolatba hozhatd ezzel a szervezéssel.
Ezek egyikét, az univerzélis hashelést vessziik alaposabban szemiigyre. Torekvésiink motiva-
lasara tekintsiik a kovetkezd algoritmikus feladatot:

SzZAMITASI FELADAT. Adott n db egész koordindtdji pont a sikon. Allapitsuk meg, hogy
van-e koztik P # @Q gy, hogy d(P,Q) < 2.

13L4sd pl.: L. Csanky: Fast parallel matrix inversion algorithms, SIAM Journal on Computing, 5(1976),
618622, és S.J. Berkowitz: On computing the determinant in small parallel time using a small number of
processors, Information Processing Letters, 18(1984), 147-150.

A szdmitégépes aritmetika egyik legfontosabb nyitott kérdése, hogy kiszdmithaté-e két n x n-es métrix
szorzata O(n?'¢) aritmetikai miivelettel.
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Ha naiv megkézelitéssel minden pontpar tavolsagdt meghatarozzuk, akkor O(n?) (uni-
form) koltségii megolddshoz jutunk. Ennél hatékonyabb, O(nlogn) uniform koltségii
megoldast kaphatunk kiegyensilyozott keres6fak (Pl. piros-fekete fa, AVL-fa, 2-3-fa)
alkalmazasaval. Az Otlet az, hogy épitsiink keres6fat az adott pontokkal mint kulcsokkal.
Ennek dra O(nlogn). Ezt kévetéen minden P pontra nézziik meg, hogy a P ponthoz kozeli
12 db egész koordinatéju R pont (ezeket szemlélteti a kovetkezé abra) koziil valamelyik
benne van-e a fdban. A miivelet koltsége: 12n-O(logn) = O(nlogn), igy az 6sszes munka
koltsége is O(nlogn).

-

e e o
e o e e
.

.

Meg fogjuk mutatni, hogy a véletlenre tdmaszkodva, univerzalis hasheléssel a feladat
linearis varhaté idében is megoldhat6. Ki fog deriilni, hogy egy alkalmasan valasztott
hash-adatszerkezetben a feladatban felmeriild miiveletek (besziras, keresés) varhaté ideje
konstans korlat alatt marad, szemben a keres6fakéval, ahol csak logaritmikus korlat érvényes.

A tovabbiakban X egy adott (nagy) kulcshalmaz, | X| =r, és [M] ={0,1,2, ... , M —
1} a hash-cimek!® tartomanya, ahol M pozitiv egész, végiil H legyen egy X > [M]
fiiggvényekbdl 4116 halmaz. Ez utébbit tekintjiik a lehetséges hash-fiiggvényeink halmazanak.

Definicié. A fenti jelolések mellett a H egy 2-univerzalis csaldd, ha Vo # y € X-re és
véletlen (egyenletesen vdlasztott) h € H-ra igaz, hogy P(h(z) = h(y)) < 17

Nézziink mindjart egy példat: legyen H az Osszes X — [M] fliggvénybdl 4ll6 halmaz,
kovetkezésképpen |H| = M". Ha x # y, akkor éppen M"~! darab h ad iitkézést (ennyiszer
lesz h(z) = h(y)), vagyis P(h(z) = h(y)) = i;. Ez a H tehdt 2-univerzalis. Az
alkalmazasok szempontjabdl stilyos gond viszont, hogy ez a H tul nagy, r-ben exponencialis
szamu eleme van. Itt mutatunk majd egy olyan 2-univerzalis H* fliggvényhalmazt, amelynek
kevesebb, mint 472 eleme van, és ezért hatékonyan kezelhetd példaul abban az értelemben,
hogy egyszertien és gyorsan tudunk beldle véletlen h-t vdlasztani. Az is teljesiilni fog a
h € H* figgvényekre, hogy a h(z) hash-cimek gyorsan és kényelmesen szamithatok.

El6szor korvonalazzuk, hogy miként hasznalhaté egy 2-univerzalis csaldd hash-szerke-
zetek megvaldsitasara. Kiinduldsként vezessiik be a d(x,y, h) indikdtorfiiggvényeket, ahol
r,y€ X éshe H. Ad(x,y,h) értéket igy definidljuk:

5( h) = 1, hax #y, és h(x) = h(y) (vagyis titkozés adédik h-val),
LYY= 0, kiilénben.

A ¢ figgvény segitségével kényelmesen kifejezhetd a 2-univerzalitds. A H fliggvényhal-
maz pontosan akkor lesz 2-univerzalis, ha barmely = # y esetén

< PV
- M
ahol H = {hy, ha,...,h;}. Valéban, az egyenl6tlenség szerint a H elemeinek legfeljebb az
M-ed része okoz litkozést. Ez egyenértékil azzal, hogy véletlen h € H figgvényt valasztva

< 37 lesz a h(z) = h(y) iitkozés valészintisége. A (2.7) egyenlétlenség bal oldalt réviden
0(x,y, H)-nak is frhatjuk. Ezt a jelolést dltalanositva X' Y’ C X; H' C H esetén legyen

SXY' H)Y=>" >3 d(z,y,h).

€X' yeY’ heH'

15L4sd pl. Algoritmusok, 4. fejezet.
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FEzt a tomorebb jeldlést alkalmazva érvényes a kévetkezd egyszerdi, de igen hasznos
tény:

Allitas. Legyen x € X, S C X, tovdbbd h € H eqgy véletlen fiigguény (egyenletes eloszlds
szerint) a H 2-univerzalis csaladbol. Ekkor

S|
E(3(x, S.h) < =

Bizonyitas. A virhat6 érték definici6ja és a (2.7) egyenlStlenség segitségével konnyen
kapjuk az allitast:

E(6(x, S, h)) Z 0(x,S,h) Z5$Sh ZZéwsh

hEH hEH hGH ses

|H| 1S
d(z,s,H) — =
826;9 |H|S§6:9 SM M

Tegyiik fel, hogy X egy részhalmazat akarjuk tarolni véletleniil valasztott h € H
hash-fliggvény segitségével, ahol H egy 2-univerzalis csaldd. Az utkozéseket rekordok
lancolaséaval oldjuk fel, ahogy az abra szemlélteti.'©

M1

Az r; kulcsokra igaz, hogy h(r;) = i. Ha S a tarolt kulcsok halmaza, és egy miivelet a
{keres, beszur, torol, médosit} halmazbdl az x € X-et érinti, akkor a miivelet koltsége
aranyos lesz az x-hez tartozé lanc hosszéval, ami legfeljebb 1 + 6(x, S, h).

12. Tétel. Tegyiik fel, hogy kezdetben egy tires struktirank van. Végrehajtunk egyty, ... ,tn
midveletsort, aholt; € {beszir, keres, torol, médosit}. Ezek kiézil a beszirdsok szama legyen
k < M. Ekkor a sorozat 6sszkoltsége (uniform koltség) véletlen h € H alkalmazdsa esetén
varhatéan

O (n (1 + ]\i[)) = O(n). (2.8)

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a t; miivelet elott az S; C X kulcshalmaz van a szerkezetben,
és a miivelet az z; € X kulcsot érinti (ezt illesztjiik be vagy keressiik, stb.). A koltség
ardnyos a mutatokovetések szaméval, ami ebben az esetben legfeljebb < 1 + 6(x;, S, h).
Ennek a varhaté értéke az el6z6 allitas szerint nem tobb, mint < 1+ % Az 6sszes miivelet
varhato koltségére a varhato érték additivitdsa miatt igy a O(n(1+ %)) korlatot nyerjiik.
Végiil k < M miatt 1+ 42 < 2, tehat az dsszmunka O(n). =

16 A szerkezet lényegében ugyanaz, mint az Algoritmusok 4.1.1. szakasziban leirt vodros médszernél,
azzal az eltéréssel, hogy itt rekordokat és nem lapokat ldncolunk.
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Az iménti érvelésbdl az is kitilinik, hogy egyetlen ¢t miivelet varhaté koltsége konstans.

Térjunk vissza a most kiindulé feladathoz, a kozeli pontok probléméjahoz. Kereséfa
helyett hasznaljunk inkdbb 2-univerzalis hashelést gy, hogy a szerkezet méretére M = n
teljesiiljon. Ekkor k& = M és az n pont téroldsa O(n) varhat6 koltségii (n db beszur
miivelet szitkséges). A pontok tarolasa utdn még 12n db keres miivelet kovetkezik, melynek
varhat6 Osszkoltsége szintén O(n). Ez a koltségbecslés akkor tekintheté realisztikusnak,
ha a pontok koordinatai nem tul nagyok.

2-univerzalis hash-fiiggvénycsalad konstrukciéja

Egy viszonylag kis méret{i 2-univerzalis fiiggvényhalmazt adunk meg. Legyen p primszam,
p > r = |X]|. Feltessziik, hogy X C F,, tovabb4, hogy F, = {0,1, ... ,p — 1}. Egy 2-
univerzalis IF,, — [M] fiiggvényhalmazt adunk meg. Ha a p nem sokkal nagyobb, mint
r, akkor ez a csaldd hatékonyan hasznalhaté az X kulcshalmaz kezelésére is. Feltessziik
tehdt, hogy X = IF,. Bevezetjiik a kovetkezd fiiggvényeket:

o Legyen f,p :Fp = Fp, fop(x) :=ax +b mod p, ahol a,b € F),.
e Legyen g : F, — [M], g(z) := 2 mod M.
e Legyen hgp: Fp — [M], hap(x) := g(fap(2)).

Végiil legyen H* = {hypla # 0; a,b € F,}. Megeshet itt, hogy tébb (a,b) par is ugyanazt
a h fiiggvényt eredményezi. Ekkor ez a fiiggvény t6bbszorosen kerill H* kollekcidba. gy
nyilvan igaz, hogy |H*| = p(p—1). Azt is szeretnénk elérni, hogy |H*| minél kisebb legyen.
Ismert, hogy 7 > 1 esetén (r,2r)-ben van p primszam (Csebisev tétele!”). Elérhetd tehat,
hogy p < 2r, amikor is |[H*| < 4r?. Ekkor a H* egy véletlen eleme leirhaté kb. 2log,r
bittel. Az is igaz, hogy a hqp(c) értékek gyorsan szamolhaték a ¢ € F), bemeneteken.

13. Tétel. H* egy 2-univerzdlis fliggvénycsaldd.
Bizonyités. Elészor megmutatjuk, hogy = # y € F, esetén 6(x,y, H*) = 6(Fp,Fp, g)

(vagyis, hogy d(x,y, H*) fiiggetlen x,y-t6l). Ehhez tegyiik fel, hogy hqp(x) = hap(y)
(azaz litkozés van). A kovetkezdket irhatjuk fel ekkor:

ar+b=wu modp (2.9)
ay+b=v modp (2.10)
u=v mod M

(2.9) és (2.10) linearis egyenletrendszert ad a, b-re (z, y, u, és v fix), amelynek a determindnsa

z 1
det(y 1>—m—y750,

tehat x # y esetén egyértelmiien oldhaté meg az egyenletrendszer.

A fentiek alapjan azok az (a,b) parok, ahol a # 0, és azok az (u,v) parok, ahol u # v,
u,v € F, kélcsonosen egyértelmiien megfeleltethet6k egymasnak. A hgp(z) = hap(y)
iutkozések szdma ezért éppen azon u,v parok szama lesz, amelyekre u # v és u = v
mod M. Az utébbi mennyiség pedig definicié szerint pontosan §(Fp, Fp, g).

"T4sd pl. Freud R., Gyarmati E.: Szdmelmélet, Nemzeti Tankonyvkiads, 2006, 5.5.3. tétel.
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Maésodszor igazoljuk, hogy 6(IF,,F,, g) < p(pij\zl). Azon (u,v) parok szamat keressiik,

melyekre 0(u,v,g) = 1. Az u értékét p-féleképpen valaszthatjuk meg. Egy rogzitett u-hoz
olyan v kell, melyre u =v mod M, 0 <v <p—1, u # v. Az ilyen v-k szdma legfeljebb

HIREES AR A

M
azaz a parok szdma < p(pi]\;l). Innen a tétel bizonyitasa azonnal adodik:
" plp—1) _[H"|
§(z,y,H") = 6(Fpanag) < Vi = M

tehat H* 2-univerzalis. m

2.7. Egy j6 randomizalt keresofa: a ,falom”

A falom!'® egy randomizalt keres6fa-konstrukeié jé miiveleti idékkel, és nagyon egyszerii
algoritmusokkal.

Definicié. Az F falom egy bindris fa, aminek a csicsaiban (k,p) alakd pdrok vannak,
ahol k kulcs, a p szam pedig egyedi prioritds, p € [0,1]. Az F a k kulcsok szerint bindris
kereséfa, a p prioritdsok szerint pedig max-kupac, azaz minden csicsban lévd p nagyobb,
mint az 0 részfdjdban levd tobbi prioritdsérték.

A felhasznal6 célja a rendezett U halmazbdl valé k kulcsok, pontosabban a veliik
azonositott rekordok hatékony taroldsa, kezelése. Ezek a kulcsok tehdt a bemenet részét
képezik az F' haszndlatakor. A p prioritdsokat viszont az F-et kezel6 algoritmusok allitjak
el6 azzal a céllal, hogy a hagyoméanyos kereséfa-miiveleteket hatékonnyd, gyorssa tegyék.
Minden beszirasnal a beillesztendd k kulcshoz véletlen p-t sorsolunk. A [0, 1] intervallum-
bol egyenletes eloszlas szerint és csicsonként egymastol teljesen filiggetleniil valasztjuk
(sorsoljuk) a p prioritdsokat. A p prioritdsok egyediek: kiilonb6z6 csticsokhoz kiilonb6z6
p-k tartoznak. Mi most az egyszeriibb targyalas kedvéért azt is feltessziik, hogy az F-beli
kulcsok is mind kiilénb6zok.

Allitas. A falom alakjdt egyértelmiien meghatdrozzik a benne 1évd (k,p) pdrok.

Bizonyitas. A gyokérben a max-kupac-tulajdonsig miatt csak az a (k,p) par lehet,
amelyikben p maximélis. A gyokér bal részfajidban pedig azok a (k',p’) parok vannak
a keres6fa-tulajdonsig miatt, amelyekre k' < k. A jobb részfijdba azok a (k”,p”) parok
kertilnek, amelyekre &’ > k. Az eddigi gondolatmenet megismételhetd ezekre a részfékra.
u

A szokasos kereséfa-algoritmusokat (keres(k), beszur(k), torol(k), min, max) szeretnénk
megvaldsitani. A keresés, a min és a max a binaris keres6faknal tanult médon megy itt is.

Nézziik meg a beszir(k) miiveletet: k helyét a naiv besziras logikajat kévetve megke-
ressiik; ez egy 1j levél lesz, majd sorsolunk mellé egy véletlen p € [0, 1] prioritést (az eddigi
sorsolasoktdl teljesen fliggetleniil). Utdna a (k,p) cstcsot forgatasokkal felfelé mozgatjuk
annyira, hogy a max-kupac-tulajdonsag teljesiiljon a prioritdsokra nézve.'”

Torlésnél forgatasokkal levissziik az adott elemet addig, amig levélpoziciéba nem keriil,
és onnan egyszerten kitoroljiik. A forgatasok nem rontjak el a kereséfa-tulajdonsigot, csak
a kupac-tulajdonsagot befolyasoljak.

BA falom szé a fa és halom szavak Gsszevondsabol keletkezett, ahogy a szerkezet eredeti angol neve, a
treap a tree és heap szavakbol.

19361 ismert — lisd pl. Algoritmusok, 3.5. szakasz —, hogy a forgatdsok megtartjdk a kereséfa-
tulajdonsagot, igy elég arra tigyelni, hogy az Gj p ne sértse meg a kupac-tulajdonsagot. Ez pedig elérhet6
gy, hogy a friss cstcsot sziikség szerint felfelé forgatjuk.
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Feladat. A torlendd (k,p) csicsot elvben a jobb részfajiba és a bal részfdajaba is forgathat-
ndnk. Hogyan célszert vdlasztani a két lehetdség kozil?

Példa. Szurjuk be a J kulcsot az dbra bal oldalan 1év6 falomba, legyen a J-hez sorsolt
prioritds p = 0,8. A prioritasoknak csak a tizedesvesszé utani els6 jegyét adjuk meg, igy
az 10j csucs jelolése: J8. A bal oldalon a kiindulé F' szerepel, de mar feltlintettiik az 1j
levél helyét is. A kovetkez6 két fa pedig az elsé és a masodik (egyben utolsd) forgatas
utani helyzetet mutatja.

K9 K9 K9
H7 w2 H7 w2 78 W2
DS 14 DS J8 H7
78 4 D5 T4

A gyakorlatban a p prioritdsoknak csak véges sok bitjét sorsoljuk. Egy 4j (k,p) par
beszurasakor — miutan mar megtalaltuk az 1ij levél helyét — csak annyi bitet sorsolunk p-hez
és az apjaban lev p’ prioritdshoz, hogy egyik se legyen prefixe a masiknak. Ha egy forgatds
utan p és az 1j apjdnak p’ értéke koziil egyik prefixe a mdsiknak, akkor mindkett6hoz tijabb
bitet (esetleg biteket) sorsolunk egészen addig, amig valamelyik prefixe a masiknak.

Az algoritmusokat azzal a (kissé idealizalt) feltételezésel elemezziik, hogy a prioritdsok
egymastol teljesen fiiggetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldst szamok. Hasznos
lesz a kovetkez6 feladat, amely a prioritasok szerepét segit megérteni:

Feladat. Legyenekpi,pa,...,paq al[0,1] intervallumon egyenletes eloszlasi, teljesen fiigget-
len valdsziniségi valtozok. Ekkor

(a) P(p1 > p2) = P(p2 > p1) = 3,

(b) P(piy > piy > ... > piy) = %, ahol i1,19,...,1q az 1,2,...,d indexek eqy tetszbleges
permutdcidja,

(c) P(p; = max{p1,...,pq}) = é tetszbleges 1 < i < d esetén,

(d) P(p1 > pa és pg = max{pz,...,pa}) = g-1y-

14. Tétel. Legyen F' egy falom, csicsainak szdma |F| = n, x pedig eqy csiucsa. A gyokértdl
az x-ig mend Ut hossza vdrhatéan < 2logn + 2.

Kovetkezmény: Az F-ben valé sikeres keresés varhaté koltsége O(logn).

Bizonyitas. Legyenek k1 < ko < ... <k, az F-ben tarolt kulcsok, és vezessiik be az X;;
indikatorvaltozokat:

Y. 1, ha a kulcsok [k;, k;] intervalluméban k; cstcsa a legnagyobb prioritasi
Y1 0, Kkiilénben.

Hozzéatessziik, hogy itt [k;, kj] és [kj, k;] ugyanazt az intervallumot jelentik: az ésszes olyan
kulcsot, amely k; és k; kozott helyezkedik el a kulcsok rendezésére nézve.
Allitas. Legyen

n

Xi =) Xij.

Jj=1

Ekkor X; éppen a csicsok szdma a gyokértdl a k; kulcsot tartalmazo csicsig vezetd uton.
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()

Bizonyitas. Tegytik fel, hogy k; 6se k;-nek. Ez esetben X;; = 1, mert a fenti dbran
lathat6 helyzetben a [kj, k;] intervallum kulcsai a k; kivételével mind benne vannak a
k; jobb részfijaban. Indoklasul a bindris keres6fak inorder bejdrdsanak tulajdonsigaira
hivatkozhatunk: ez kulcs szerint névekvé sorrendben latogatja meg a csicsokat, masrészt
pedig a kj-t tartalmazé csics meglatogatdsa utan kozvetleniil ennek a csticsnak a jobb
részfajat jarjuk be. Tehat a [kj, k;] intervallumba es6 kulcsok koziil a k; prioritdsa a
legnagyobb, hiszen a részfa minden elemének prioritdsanal nagyobb. Hasonléan érvelhet-
nénk, ha k; a k; bal részfajaban lenne. Meg kell még mutatnunk, hogy ha k; nem &se
ki-nek, akkor X;; = 0. Ez azért igaz, mert ekkor létezik egy k;-t6l kiilonbozd k; kozos
Osiik. Legyen a k; kulcsot tartalmazé csiics a legalacsonyabb kozos 6s. Ekkor k; benne van
a [ki, k;] intervallumban, és a prioritdsa nagyobb, mint k; prioritdsa. (Itt megengedjik
azt a lehetOséget is, hogy k; = k;.) m

Visszatérve a tétel bizonyitasahoz, a gyokértol k;-ig meno tton a csiicsok varhaté szama
ezek alapjan:

Annak a valészintisége, hogy k; kapja a [k;, k;] intervallum elemei koziil a legnagyobb
prioritast (feltéve, hogy i < j) a feladat (c) részét alkalmazva (ekkor d = j — i+ 1):

1
j—i+1
Hasonléan, ha i > j, akkor ez a valdsziniiség

1
i—j+1
Ebbél kovetkezden

1

PX;j=1)=—"—0.
(Xij =1) j—il+1

A YT P(Xi; = 1) kifejezésben egy fix [j — i| maximum kétszer fordulhat el6, innen

n n
P(X;;=1) < Z =2H, <2(logn+1).
= =1

j=1

A forgatasok szamanak elemzése

Arra vagyunk itt kivancsiak, hogy varhatéan hany forgatdsra van sziikség, amikor egy k
kulcsot torliink az n elemii F' falombél. Az ehhez sziikséges miiveletsort idében megforditva
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is nézhetjiikk, amibél arra jutunk, hogy ugyanennyi lesz a forgatasok szama, amikor k-t
beillesztjiik az n — 1 elemfi F’-be. Legyen

1, ha k; prioritdsa a legnagyobb a [k;, k;]-ben, és k; prioritasa
Y, = a masodik legnagyobb a fenti intervallumban,
0, kiilonben.

®
@) o\

A B

Példdul a fenti dbra altal mutatott helyzetben, amikor is k;-t lefelé forgatjuk kj;-nél,
teljesiil,?® hogy
[kj, ki] € {kj, ki} U{B részfa kulcsai}.

Ezek kozott nyilvan k; prioritdsa a legnagyobb, k; prioritdsa pedig a masodik legnagyobb,
azaz Y;; = 1. Hasonl6 mondhatd, ha k; jobb oldali gyermeke k;-nek. Ezzel lényegében
bizonyitottuk a kévetkezot:

15. Tétel. A k; kulcs torlésekor a forgatdsok szdma nem tobb, mint Z?:l Yi;. Ennek a
varhato értéke legfeljebb 2.

Itt vazoljuk most a varhato érték becslését: legyen

B(Y) = 3 E(Vy) = 3. P(Vy = 1), (211)

7j=1 7j=1
1
PY,,=1)=— - - —, ha i < j,
Vo= =G50 J
1
P(Y; =1) = , hai > j.

(=D — )

Itt hasznaltuk a feladat (d) részét d = j — i+ 1, illetve d = i — j + 1 véalasztassal. Innen,
a (2.11) sort folytatva:

n n n
2

1 1
PG =< g = 2oy ) <2

1 =2

J =2

teleszképos
Osszeg

Tehat a forgatasok szamanak varhaté értéke torléskor < 2.

Kovetkezmény: Az n elemi falom esetén egy elem torlésének és beillesztésének a varhatd
koltsége is O(logn).

20Ennek meggondoldsihoz is hasznos az a tény, hogy egy bindris kereséfa kulcsait az inorder bejaras
novekvd sorrendben latogatja végig.
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Bizonyitas. A torlés a torlendo elem keresésébdl, majd pedig annak lefelé mozgatasabodl
all. Az els6 részfeladat varhato koltsége O(logn), a masodiké a 15. tétel szerint O(1), az
osszes koltség tehat O(logn).

A k beillesztésének 6sszkoltsége ardanyos lesz a beillesztett, mar F-ben levd k keresésének
uthosszaval, plusz a k torlésekor fellépo forgatasok szamdval. Két tételink szerint ezek
Osszege is varhatéan O(logn). m

Megjegyezés: Pontosabb elemzéssel megmutathaté,?! hogy tetszbleges ¢ > e-re annak
a valdszintisége, hogy az F' fa magassidga nagyobb, mint 2clogn, legfeljebb n (%)_Clog(g),

amibél az is kovetkezik, hogy a fa varhaté magassaga is O(logn).

A kovetkezd feladat az egy cstics varhaté mélysége (1d. 14. Tétel) és a fa varhatéd
magassaga kozotti kiillonbséget igyekszik tudatositani.

Feladat. Szabdlyos dobokockdval dobuk kétszer, eqymdastdl teljesen fiiggetlendil. Hatdrozzuk
meg a dobott értékek maximumanak vdrhato értékét!

Az alabbi feladat pedig a falom adatszerkezet és a véletlen sorrendben naiv beszirasokkal
épitett bindris kereséfa kozotti szoros kapcesolatra vilagit ra.

Feladat. Mutassuk meg, hogy az F' falom alakja megegyezik annak az F* bindris keresdfa-
nak az alakjdval, amelybe az F-beli kulcsokat illesztettiik be az F* = () fabdl indulva
naiv beszurdsokkal, mégpedig az F-beli prioritisok szerint csokkend sorrendben! (Tehdt
pl. ugyanaz a k kulcs van a két fa gydkerében, ugyanaz a ki és ko kulcs a gyokér bal,
illetve jobb fidban, stb.)

A korébbi feladat (b) részére gondolva az F' Ggy is tekinthets, mint egy naiv beszira-
sokkal véletlen bemeneti sorrend szerint épitett binaris kereséfa. Ervényesek tehat ra az
2.1. szakaszbeli megallapitasok.

2.8. Sikbeli autoparticié

Most ismét egy geometriai/grafikai hatterti feladatot fogunk targyalni. Itt tartomdnyon
olyan sikbeli konvex halmazt értiink, amelyet véges sok szakasz hatarol. Szokas még ezeket
konvex sokszogeknek, esetleg konvex sokszoglemezeknek is nevezni.

SZAMITASI FELADAT. Adott egy T téglalap a sikon, benne n egymdst nem metszé s1, ... , sy
szakasz. Bontsuk fel a T téglalapot minél kevesebb tartomdnyra gy, hogy az s; szakaszok
csak tartomdanyok hatdrdn legyenek, azok belsejében ne legyen pontjuk.

Ez a feladat fontos tobb grafikus alkalmazasnél, meghatarozé szerepet jatszik, egyebek
kozott a laithatésdg szamitdsara szolgalé Painter’s algoritmusndl.?? A cél az, hogy lehetdleg
kevés tartomanyt kapjunk, és viszonylag gyorsan.

21L4sd pl. R. Seidel, C.R. Aragon: Randomized Search Trees, Algorithmica, 16(1996), 464-497, 4.8.
Lemma.

22L4sd pl. M.K. Agoston: Computer Graphics and Geometric Modelling, Springer-Verlag, 2005, 7.3.
szakasz.
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Az RA-algoritmus

Az RA-algoritmus (randomised autopartitioning) rekurziv médon egy binéris fat hoz létre,
melynek cstcsai (R, L) alakdak, ahol R egy tartomany, L pedig az R belsejében levé
szakaszok egy listdja. Az R tartomanyok a kiindulé T téglalap részei, az L listdkon levé
s € L szakaszok pedig valamelyik s; bemeneti szakasznak részei.

A fa gyokere (T, L) lesz, ahol L = {s1, ... ,s,}, az input szakaszok listdja. Az RA-
eljaras dltalanos lépése a kovetkezd: tegyiik fel, hogy éppen az (R, L) cstcsnal tartunk
(kezdetben ez a csics a gyokér lesz). Az L az R belsejében levs szakaszok egy listdja.

1. Ha |L| = 0, azaz R-ben mér nincs szakaszunk, akkor az (R, L) feldolgozasa befejezédik.
(Ez a rekurzi6é megéllasi feltétele.)

2. Kiilonben legyen s az L egy véletlen eleme (egyenletes eloszlas szerint).

3. Végjuk ketté az R tartoményt az s szakasz e egyenesével. Az igy kapott tartomanyok
R1 és RQ.

=~

R

Készitsiik el az R; tartomanyokba es6 szakaszok L; listait. Ennek a menetét az
abraval szemléltetjiik. Itt s1 az Lo-be keriil, s3 az Li-be, so-t kettévagjuk sy és s
szakaszdarabokka, s, az Li-be, s5 az Lo-be kertil. (Ry, L;) és (Rg, Lo) legyenek az
(R, L) fiai.

4. Hivjuk meg rekurzivan ugyanezt az eljarast az (Ri, L1), majd pedig az (Ra, L)
csucsra.

Az RA-algoritmus elemzése

Hatarozzuk meg, hogy hany tartomanyunk lesz az RA-algoritmus lefutdsa utan! Tudjuk,
hogy egy szakaszdarabka 2 tartomany hataran van, és a 7T-t kivéve minden, az eljaras
futdasa soran keletkezo tartoményt hatarol L-bdl szarmazé szakasz egy darabja. Ezért
ha n > 1, akkor a végsé (levélhez tartozd) tartomédnyok szama legfeljebb a vdgasokkal
keletkez6 szakaszdarabkak szamanak kétszerese. Tehét a keletkez6 szakaszdarabkak szamat
kell megbecsiilniink. Becsiilhetjiik a szakaszdarabok szama helyett az s; szakaszokon levd
osztépontok szamat is, hiszen a kettd kozott szoros Osszefiiggés van:

az Osszes szakaszdarabok szdma = n + osztdépontok szama,

mert kezdetben n db szakasz van, és minden tovabbi osztépont eggyel noveli a szakaszda-
rabok szdmat. Legyen marmost az input szakaszlistank {si, ...,s,}. Vezessiik be a
sziikséges indikatorvaltozokat:

1, ha s; egyenese az algoritmus futdsa sordn vigja az s; szakaszt
Yij = (csak az éppen feldolgozott szakaszdarab tartomanyan beliili metszés szamit),
0, kiilonben.
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Legyen Y a kovetkezd valdszintiségi valtozo:

Y értéke az algoritmus soran az s; szakaszokon keletkezé osztépontok szama. Vizsgaljuk
ennek a varhaté értékét a mar megszokott médon:

:E<ZZ}/U) ZZE i) =YY P(Y;=1).
i—1 j—1 i=1 j—1 i=1j=1

Jeloljik index(i,7)-vel azon s; szakaszok szamat, amelyeket s; egyenese metsz, miel6tt
elérné s;-t (feltéve, hogy Y;; = 1).

o /N 1\
VA —

v V2 oo Vindextip)

8

Ekkor Y;; = 1 csak akkor fordulhat el8, ha az RA-algoritmus az s;, $;,v1, - .., Vindex(s, j) €8
még esetleg tovabbi szakaszok koziil (ez Gsszesen legaldbb index(i, j)+2 szakasz) elGszor
s;-t valasztja ki particionalé szakasznak. Tehat

kedvezd esetek 1

P(Y;; =1) = .
(¥ ) Osszes eset  — index(7,j) + 2

Prébaljuk marmost megvalaszolni, hogy adott i-re és k-ra hany olyan j létezhet, amelyre

index(i, j)= k. Példaul k = 3 esetén — a kovetkez6 abran is lathatéan — 2 olyan s; szakaszt

talalhatunk, melyre az index(7, j)= 3 fennall.

| N A LI 2R A
AR AN

8y

Ennél tobb alkalmas s; nyilvin nem lehetséges, hiszen s;-tdl indulva mindkét irdnyban
legfeljebb 1 ilyen metszéspont létezhet. Ugyanezen okbdl a vélasz a kérdésre altalaban,
tetszéleges k-ra: legfeljebb 2. Az osztépontok varhatd szama ezt is figyelembe véve a
kovetkezOképpen alakul:

n n

D) RNE SZZWSQE

i=1j=1

= 2nH,.

Ell

Véarhatéan tehét O(nlogn) tartomanyt kapunk. Megjegyezziik, hogy mér az sem magatél
értet6do, hogy létezik ennyi tartoméanybol 4116 autoparticié. Az algoritmus érdekes valdszintiségi
héatterli bizonyitast nytujt ilyen particié 1étezésére.

Ha nem csak a varhato érték érdekel benniinket, hanem példaul az Y > A2nH,, esemény
valészintisége, ahol A > 0, akkor ezt becstilhetjik a Markov-egyenl6tlenség segitségével. A
A = 4 valasztassal a Markov-egyenl6tlenség szerint

1
P(Y > 8nH,) < -.
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2.9. Az ujjlenyomat-moddszer

— Nézze meg a nagyitéjaval, Mr. Holmes!

— Azt teszem.

— Ugye tisztdban van vele, hogy nincs két egyforma ujjlenyomat?
— Igen, hallottam mdr réla.

SIR ARTHUR CONAN DOYLE: A norwoodi tilizeset

To6bb érdekes algoritmikus feladat részeként talalkozhatunk a kovetkezo tipust igénnyel:
adott eqy nagy U halmaz két eleme, x és y. Dintsik el, hogy x =y igaz-e.

Egy lehetséges, és gyakran erdteljes megoldast add megkozelités ujjlenyomat képzésén
alapszik. Az ujjlenyomat-mddszer egy f : U — V fliggvényt alkalmaz, ahol |V| altaldban

sokkal kisebb, mint |U|. Az z € U elem ujjlenyomata f(x). Az x Z y kérdést gy prébaljuk
megvalaszolni, hogy kiszamitjuk az f(z) és f(y) ujjlenyomatokat, majd ezek egyenléségét
vizsgaljuk. Ha f(x) # f(y), akkor biztosan = # y. Ha viszont f(x) = f(y), akkor még
nem bizonyos, hogy = = y. Az f(z) = f(y)-bdl az x = y-ra kivetkeztetés?® lehet hibds,
de gyakran elérhetd, hogy ennek az esélye csekély legyen.

A hashelés maga is tekintheté az ujjlenyomat-médszer alkalmazasanak. A h : U —
[M] hash-fuggvények felfoghaték ujjlenyomat-szamito fiiggvényeknek. A koévetkezOkben
tovabbi két alkalmazésbdl adunk izelitot.

Egy feladat a kommunikaciés bonyolultsag korébol

SZAMITASI FELADAT. A és B egymdstdl tdvol levd személyek. A-ndl van az
z=(ai, ...,an) €{0,1}"

bitsorozat, B-nél pedig az
Yy = (b17 7bn) € {0’1}71

bitsorozat. Céljuk annak eldéntése, hogy x L Yy, és ezt minél kevesebb bit elkildésével
szeretnék megtudni (a végén mindkettéjiknek tudnia kell a helyes vdlaszt, nem elég csak
az eqyik félnek).

Ismert,?* hogy ez teljes bizonyossaggal csak gy oldhaté meg, ha legaldbb n + 1 bitet
elkiildenek a felek. Ha pl. A elkiildi B-hez a teljes = szt (ez n bit), akkor B egyedil is
ellenérizni tudja, hogy = = y teljesiil-e. Ha igen, akkor 1-est kiild A-nak, ha nem, akkor
nullat. A feladat megoldasahoz tehat n 4 1 bit elkiildése elegendé. Megmutathatd, hogy
ennyi kell is, ezt itt nem részletezzik.

A véletlen segitségével, az ujjlenyomat-mddszert hasznédlva sokkal kevesebb bit elkiildé-
sével is megoldhato a feladat. Cserébe viszont az algoritmus (kis val6szintiséggel) hibazhat.
Pontosabban fogalmazva, olyan megoldast adunk, amelynél az elkiildott bitek szama
O(logn), a hibazas valdszinlisége pedig O(%) Az otlet az, hogy z helyett A az f(x)
ujjlenyomatot kiildi el, ennek birtokdban B teszteli az f(x) = f(y) egyenldséget.

Az ujjlenyomatot képezé f : U — V fiiggvény értelmezési tartomanya az n hosszi
bitsorozatok U = {0,1}" halmaza. Az V értékkészlet pedig az I, test lesz, ahol p egy

Blyen kovetkeztetést alkalmaznak a személyazonositdsndl, ahol U az emberek Osszességét jelenti, f
pedig az igazi ujjlenyomat képzése. A kovetkeztetés nem teljesen hibatlan. A 2004-es madridi robbantdsok
helyszinén talalt egyik ujjlenyomat olyan mértékli egyezést mutatott egy oregoni férfiéval, hogy az
artatlansagara utalé temérdek bizonyiték ellenére is egészen addig fogva tartottak, amig az ujjlenyomat
igazi gazdajat meg nem taldlta a spanyol rendorség.

MLovasz L.: Algoritmusok bonyolultsdga, Tankdnyvkiadé, 1989, 9.1.3. Példa.
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véletlen p primszam (egyenletes eloszlas szerint) az [1,7] intervallumbdl. A 7 értékét
kés6bb hatarozzuk meg. Az f-et megadd Gsszefliiggés pedig

f(z) = fplz) = fplar, ... ,ap) = (a12”_1 +a2" %+ . Han12+ ap) mod p.

Masképpen mondva, z-et binarisan abrazolt egésznek tekintjiik, és ennek vessziik a p-vel
val6 osztési maradékat. A fentebb vazolt protokoll akkor hibazik, ha x # y, de fy(z) =
fp(y). Megmutatjuk, hogy ennek a valdszintiségére a kovetkezd korlat érvényes:

n

P(fyla) = bWl #9) < .

ahol 7(7) a primek szdma az [1, 7] intervallumban. Ugyanis f,(z) = f,(y) pont akkor
teljesiil, ha a = a1 — Yoar 0szthatd p-vel, ahol

Tpal = 12" +a22" 2 4+ .. F an_12 + an,

Yval = blznil + b22n72 4+ ...+ by_12+ by,.

Mivel |a| < 2", a-nak legfeljebb n db primosztdja lehet, azaz csak legfeljebb n db p esetén
fordulhat el, hogy fp(z) = fp(y). Az esemény bekovetkeztéhez vezetd p primek szdma
legfeljebb n, az Osszes eset szama pedig 7(7); az egyenlétlenség tehat fennéll. Innen

P (a protokoll hibazik) = P(fy(z) = fp(y)|x #y) < %
(T
Legyen most 7 = (nlogn)?. Elég nagy n esetén alkalmas ¢ > 0 konstanssal érvényes a
kovetkezo:

< = < —c= —
w(r) = T n2log?n =02 n

1 2n(1 log 1 1
n nlog T n(logn + loglogn) n _C:0<>_ (2.12)

n

Itt az elsd egyenlétlenségnél hasznaltuk a Primszamtétel egyik felét jelentd 102 — < m(x)

(log n+loglogn)

5 korlatos marad,
log“ n

egyenlStlenséget,?® majd pedig azt az egyszerii tényt, hogy
amint n tart a végtelenhez.

A teljes protokoll tehdt a kovetkezd: A vilaszt egy véletlen p primet az [1, 7] interval-
lumbdl. Kiszdmitja az f,(x)-et, majd a p-t és fy(z)-et atkiildi B-nek (pontosabban e
szamok bindris kodjat kiildi el). A p ismeretében a B kiszamitja az f,(y) értéket, majd
megvizsgalja, hogy f,(x) = f,(y) igaz-e, és az eredménytél fliggd bitet kiild A-nak. Ez
osszesen legfeljebb mintegy 2log, 7 bit elkiildését jelenti. Mivel 7 = (nlogn)?,

log, 7 = logy(nlogn)? = 2(log, n + logy logn) < 4logy n,

vagyis mintegy 8log, n bit kommunikacidéjaval kivitelezhet6 a protokoll.

Randomizalt mintaillesztés

A szovegszerkeszt$ programok egyik igen gyakran haszndlt funkcidja a keresés: egy hosszabb
s szovegben nézziik, hogy el6fordul-e benne az m sz6. Ennek itt azt az esetét tekintjiik,
amikor a szoveg és a keresett minta is bitekbdl all.

Emlékeztetiink, hogy az s szénak részszava az m sz6, ha vannak olyan (esetleg tires)
y, z szavak, hogy s = ymz.

SZAMITASI FELADAT. Adottak az s = s1...8p, €s m = my...mq bitsorozatok (s;,m; €
{0,1}). Keressiik az m (minta) elsé részszoként vald eldforduldsdt s-ben.

25 Az egyenlbtlenség x > 17 esetén igaz.
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A feladat természetesen csak akkor érdekes, ha d < n. A naiv algoritmus: m-
et sorban osszehasonlitjuk az s sz6 d bitbdl all6 s(j) = s;j5j41 -+ Sj4a—1 részszavaival,
j=12....,n—d+ l-re, illetve az elsé olyan ¢ indexig, amelyre m = s(i). Ennek a
modszernek a koltsége bit-Osszehasonlitasokban mérve a legrosszabb esetben d(n —d+1),
vagyis ez négyzetes koltségii algoritmus. A feladat megoldhaté determinisztikus lineéris
idében is, mégpedig legfeljebb 2(n + d) betfi-6sszehasonlitdssal.26 Mi itt egy randomizalt
moédszert ismeriink meg, a Rabin—Karp-algoritmust. Az algoritmus meglep6en egyszerii,
lényegében a naiv algoritmus logikajat 6tvozi az el6z6 szakaszban targyalt ujjlenyomatos
egyenlOségteszttel. A Rabin—Karp-algoritmus varhatbéan gyorsan megoldést ad, és az 6tlete
jol miikédik bizonyos kétdimenziés mintak esetén is.

Legyen 7 = d(nlogn)?. A Rabin-Karp-algoritmus menete nagy vonalakban a kévetkezé:

1. Vélasszunk egy véletlen p primszdmot az [1,7] intervallumbdl (egyenletes eloszlds
szerint). Legyen kezdetben j = 1.

2. Szamitsuk ki az f,(m) és fy(s(j)) értékeket, majd ellendrizziik, hogy f,(m) =
I»(s(7)) teljesiil-e (itt f, az el6z8 szakaszban bemutatott ujjlenyomatképzd fiiggvény).

(a) Ha nincs egyenldség, és még nem értiik el s végét, akkor j-t eggyel noveljiik,
majd folytatjuk a 2. 1épésnél.
(b) Ha egyenl6ség van, akkor illeszkedést jelziink.

Az algoritmus a 2.(b) 1épésnél hibazhat. Az ujjlenyomatok egyezésébél nem kovetkezik,
hogy m = s(j). A hiba valdszintisége a 2.(b) 1épésnél

. , d
P(fp(m) = fp(s(7))Im # s(j)) < et (2.13)
az el6z6 alkalmazasi példanal latottakhoz hasonlé meggondolas szerint. Annak valdszintisége,
hogy walahol hibdzunk, legfeljebb a (2.13) valdsziniiség n-szerese

P (valahol hibazunk) < "%
(7)

Hasznalva, hogy 7 = dn?log? n, a korabbi szdmolasunkhoz hasonléan kapjuk, hogy

P (valahol hibdzunk) < = == =0

ndlog T ndlog T 1 logt <1>
T dn2?log’n n log’n ’

n

12;%; korldtos marad. A hibazas valdsziniisége tehat O(%) A Rabin—Karp-algoritmus

2.(b) 1épésénél két dolgot tehetiink:

mert

e Nem tesziink semmit, megallunk ,igen” valasszal. Ez egy an. Monte Carlo-tipusi
algoritmus. A véalasza esetleg hibas, a hiba valészintlisége csekély: O(%)

e A misik lehet6ség, hogy innentdl atéllunk (teljesen) a naiv algoritmusra az elsd
tényleges illeszkedésig (amikor s(£) = m), illetve ilyen hijan az s végéig. Ennek
a fazisnak a koltsége O(dn). Az igy adédé moédszer egy tGn. Las Vegas-tipusi
algoritmus: olyan randomizalt médszer, amely sosem ad téves valaszt.

Mit mondhatunk a kétféle eljaras koltségérol? Uniform koltségszamitas esetén egy
fp(m) = fp(s(j)) Gsszehasonlitas koltsége egységnyi. Hasznalva, hogy

Fols(G+ 1)) =2£,(s(4)) — 2% + sj4a  mod p,

20Nevezetes ilyen médszer (tetszbleges véges abe feletti s és m esetére) a Knuth-Morris—Pratt-algoritmus;
lasd Algoritmusok, 323-327.
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az f,(s(j + 1)) gyorsan szdmolhat6 f,(s(j))-bél. Igy az osszes f, szamoldsok koltsége
O(n + d). Ebbél kévetkezik, hogy a Monte Carlo-valtozat 6sszkoltsége O(n + d).

Hasonl6 igaz a Las Vegas-valtozatra is: jelolje A azt az eseményt, hogy az algoritmus
hibazik (a 2.(b) 1épésnél az ujjlenyomatok egyeznek, de az m minta nem egyezik meg
az s(j) széval). A B esemény pedig pedig jelentse az A komplementerét, és legyen &
az algoritmus uniform kéltsége.?” A teljes varhat6 érték tétele szerint alkalmas ¢ > 0
konstanssal

B() = P(B)E(¢]|B) + P(A)E(E|A) < c(n +d) + c%nd — O(n+d),

hiszen E(¢|A) = O(nd) és E({|B) = O(n + d). Az uniform koltségszamitas redlisnak
mondhatod, ha p dbrazolhaté egy gépi szdban.

Feladat. Mutassuk meg, hogy mindkét vdltozat varhatd logaritmikus koltsége O((n+d)logn).

Feladat. Mutassuk meg, hogy a Rabin—Karp-algoritmus kiterjeszthetd a linedris koltségkor-
lat megtartdisdval arra az esetre, amikor s és m betui kettonél nagyobb elemszdma I abe-bol
valok.

Ismert, hogy a Rabin—Karp-algoritmus kevésbé hatékony a gyakorlatban, mint a Knuth—
Morris—Pratt-algoritmus, ha egyetlen m mintat keresiink s-ben. Ha viszont tobb ugyanolyan
d hossztisagt m?, . .., mF mintank van, és arra vagyunk kivancsiak, hogy ezek koziil melyek
fordulnak el részszoként s-ben, akkor a Rabin—Karp-médszer igen erésnek bizonyul. Az
otlet az, hogy az m' mintékat egy H hash-szerkezetbe szervezziik, mégpedig a h = f,
mint hash-fiiggvény segitségével. Utdna az s(j) szavakat keressiik H-ban. A részleteket

az olvaséra bizzuk:

Feladat. Mutassuk meg, hogy az el6bb megfogalmazott tobbszdrds keresési feladat megold-
haté O(n + kd) uniform koéltséggel.

Polinomok ujjlenyomata

A 2.5. szakaszban targyaltak egy része is felfoghaté az ujjlenyomat-moddszer alkalmazasanak.
Tekintsiik most azt az esetet, amikor U = U, 4 az F test feletti legfeljebb d fokt f(z1, ..., zp)
polinomok halmaza. A kdvetkez6 feladat a polinomazonossag ellenérzésének egy lehetséges

megfogalmazasa.
SZAMITASI FELADAT. Adottak az f(x1, ... ,zy),9(x1, ... ,2yn) € Uy,q polinomok. Igaz-e,
hogy f =g?

Itt az adott azt jelenti, hogy a = (a1, ... , ) € F™ vektor esetén hatékonyan ki tudjuk

szamitani az f(«) és g(a) értékeket.

Legyen T' C F, |T| = 4d. A Schwartz—Zippel-lemma szerint ha o € T™ véletlen
vektor, és f Z g, akkor legaldbb % valészintiséggel igaz lesz, hogy f(a) # g(«). Ebben az
értelemben a T-beli értékekbol képzett véletlen behelyettesités tekinthetd jo ujjlenyomatnak
az Uy, q halmazra nézve.

"Emlékeztetiink ra (pl. Algoritmusok, 7.10.), hogy egy algoritmus uniform kéltsége a végrehajtott
elemi utasitdsok szdma. A logaritmikus koltségszamitds szerint egy elemi utasitds ara az utasitds bemend
adatainak az 0sszhossza.
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2.10. Minimalis koltségu feszitofa keresése

— Dobjatok ki minden silyos holmit... mindent!
JULES VERNE: A rejtelmes sziget?®

Legyen G = (V,E,c) valés szdmokkal stlyozott élii, Osszefiiggd irdnyitatlan graf.
Haszndlni fogjuk az n = |V| és e = |E| jeloléseket. Az f € E él koltségét (sulyat)
c(f) jeloli. A F C G részfa feszit6fdja G-nek, ha F tartalmazza a G Osszes csicsat. Az F
feszitéfa koltsége a c(f1) + c(fa) + -+ + ¢(fn—1) Osszeg, ahol fi,..., fr—1 az F élei.

A MINIMALIS FESZITOFA KERESESENEK FELADATA: adott a silyozott éli, ésszefiiggd

irdnyitatlan G grdf. Keressiink benne olyan F' feszitéfdt, amelynek a kéltsége a lehetd
legkisebb.

Kruskal és Prim klasszikus algoritmusai?® O((n+e) log n) 1épésszami (uniform kéltségti)
megoldast adnak éllistaval megadott G esetében. Nevezetes nyitott kérdés, hogy létezik-e
linedris idejli, vagyis O(n + e) koltségli mddszer.

A véletlen segitségével elérheté a blivos hatar: 1994-ben David R. Karger, Philip
N. Klein és Robert E. Tarjan’ linearis varhaté idejii randomizalt médszert javasoltak.
Megoldasuk a véletlen mintavételezés kivételesen szép és hatékony algoritmikus alkalmazasa.

Az eljaras ismertetéséhez sziikségiink lesz bizonyos el6késziiletekre. A targyalas egyszerii-
sitésére feltessziik, hogy a bemeneti G grafban nincs két azonos sulyt él. Célszerli lesz
megengedniink, hogy G nem feltétleniil 6sszefiiggd. Ekkor természetesen minimalis koltségii
feszitGerd6t (roviden mkf-et) kerestink; ennek részfai minimalis koltségii feszit6fak a G
megfelel§ Gsszefliggd komponenseiben.

A Bortvka-algoritmus

Az eljaras bemenete az éllistaval adott, nem feltétlenil 6sszefliggd, sulyozott éli G =
(V,E,c) graf. Az eredmény egy F' C G mkf éleinek a listaja. Kezdetben F = (). A {6
lépések a kovetkezok:

1. Minden v € V cstcshoz keressiik meg a legkisebb stlyt (v, w) € E élet; ezt szinezziik
kékre. Az izolalt pontokat toroljik G-bdl.
2. A kék éleket adjuk F-hez.
3. Huzzuk 6ssze a G kék éleit, az igy kapott graf3! legyen G1 = (V1, Fy, c).
4. Ha |V1] < 1, akkor megéllunk, ha pedig |Vi| > 1, akkor legyen G := G} és menjiink
vissza az 1. lépéshez.

A piros-kék algoritmus segitségével megmutathat6,3? hogy végiil az F-beli élek egy
mkf-et alkotnak. Az 1-3. 1épések egy végrehajtasat egy Borivka-menetnek nevezzik.

Allitas. Az elsé Borivka-menet végén G cstcsainak szdma legfeljebb Ly
Bizonyitas. Legyen a menetben kapott kék fak csticsainak szama k1, ..., ks. Itt ko > 2,
mert az izolalt pontokat toroltiik. Tehat

n2k1+k2++k5225)

amibdl s < % adodik. m

2Forditotta: Majtényi Zoltan.

PLasd pl. Algoritmusok, 6.6.

39D.R. Karger, P.N. Klein, R.E. Tarjan: A Randomized Linear-Time Algorithm to Find Minimum
Spanning Trees, Journal of the ACM, 42(1995), 321-328.

31@4 csticsai a G kék fai lesznek; az élei pedig a kiilonbozd kék fak kozott mend G-beli élek. Hurokéleket
nem engediink meg, és a parhuzamos élek koziil csak a minimalis silyut tartjuk meg. A megtartott éleknél
megjegyezziik, hogy melyik E-beli élbdl szarmaznak.

32Lasd pl. Algoritmusok, 155-156.
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Feladat. Mutassuk meg, hogy egy Boriuvka-menet megvaldsithaté O(n + e) koltséggel.

Nehéz élek és mkf-verifikalas

Legyen F' C G egy rogzitett erdd, és u # v a G két cstcsa. Legyen

wp(, v) = o0, ha u és v nincsenek az F' ugyanazon komponensében,

FYBE)79 kitlnben pedig a maximalis élstuly az u és v kozotti egyetlen F-beli uton.
Definicié. Legyen G = (V, E,c) sulyozott €li iranyitatlan grif, F egy erdd G-ben. Az
(u,v) € E €l F-nehéz, ha c(u,v) > wp(u,v). Az (u,v) € E él F-konnytd, ha c(u,v) <
wp(u,v).

Megjegyezziik, hogy maguk az F' élei nyilvin F-konnytek, hiszen esetiikben c(u,v) =
wr(u,v).

Allitas. Legyen F tetszbleges G-beli erds. Ekkor a G F-nehéz élei nincsenek benne a G
egyetlen minimalis koltségl feszitéerdejében sem.

Bizonyitas. Indirekt gondolkodva legyen f = (u,v) egy F-nehéz él, és H egy mkf, aminek
f az éle. Az f F-nehéz él, tehat F-ben létezik egy t Ut u és v kozott, és ennek minden
[ élére c(f') < c(f). Az u és v a H\ {f} két killonb6z6 komponensében van, mivel
a H erdé. A t viszont osszekoti az u, v csicsokat, tehdt van t-nek olyan f’ éle, amelyre
(H\{f})U{[f'} is fesziterds. Az 1j feszitéerdd koltsége kisebb a régiénél, ami ellentmond
H minimalitdsdnak. m

16. Tétel. Legyen F o G = (V, E, c) grif egy feszitderdeje. Az F akkor és csak akkor lesz
mkf, ha F' megegyezik a a G-beli F-kénnyt élek H halmazdval.

Itt is hasznalnunk kell azt a feltevésiinket, hogy nincs két azonos silyu él.

Bizonyitas. Az el6z6 allitds mutatja, hogy ha H = F, akkor F' sziikségképpen mkf,
hiszen G \ F' élei nem lehetnek benne egyetlen mkf-ben sem.

Nézziik ezutan a forditott irdnyt! H O F mindig igaz. Elég tehat azt belatni, hogy
ha F mkf és f = (u,v) € H, akkor f € F' is teljesiil. Ellenkez6 esetben az u és v kozotti
F-beli tton van olyan f’ él, amelyre ¢(f’) > ¢(f). Valéban, mivel f F-konnyti, ezért van
olyan f’ él az titon, melyre c(f’) > c(f), masfel8l pedig f # f/, és emiatt c(f) # c(f').
Marmost (F\ {f'}) U{f} az F-nél kisebb koltségii feszitéerdd, ami ellentmonddst jelent.
A tétel bizonyitasa ezzel teljes. m

A kovetkezd igen fontos eredményt Valerie King és Komlds Janos®? talaltédk az 1980-as
évek kozepén. A bizonyitast és az algoritmus részleteit nem targyaljuk.

17. Tétel. Tegyiik fel, hogy éllistdval adott a G = (V, E, c) siulyozott éli grif és abban egy
F C G erdd. Ekkor O(n + e) uniform koltségii determinisztikus algoritmussal megadhato
a G-beli F-konnyi élek listdja.

Az el6z6 tételt is figyelembe véve latjuk, hogy a King-Komlés-algoritmus segitségével
determinisztikusan linearis idében ellenorizhetd, hogy egy adott F' feszitéerdd mkf-e.

33V. King: A simpler minimum spanning tree verification algorithm, Algorithmica, 18(1997), 263-270;
és J. Komlés: Linear verification for spanning trees, Combinatorica, 5(1985), 57-65.
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Két fontos valészintiségeloszlas

Feérj este otthon a feleségének:

— Egy jdtékot javaslok: dobjunk fel eqy pénzdarabot. Ha fejre esik, kapok egy tiveg sort.
— Es ha irds lesz?

— Akkor dobunk még egyet...

VICC EGY REGI ISKOLATARSAMTOL

A Karger—Klein—Tarjan-algoritmus elemzéséhez sziikségiink lesz még két nevezetes

valoszintiségeloszlasra is:

Definicié. Legyen 0 < p < 1. Az X waldszintségi valtozot p paraméteri; geometriai
eloszlasa valdszintiségi vdltozonak nevezziik, ha a k = 1,2, ... értékeket veszi fel, és

P(X =k)=p-(1-p)* "

A geometriai eloszldsi X-re ugy gondolhatunk, hogy olyan pénzdarabot dobalunk fel
teljesen fiiggetleniil a korabbi dobasoktdl, amelyiknél p a fej valésziniisége; X értéke éppen
az els6 k, amelynél fejet dobunk. A p paraméterii geometriai eloszlasa X varhato értéke:

E(X) = ik'P(X =k) = ik'P(l —p)t = io:f:p(l—p)j*1 =
k=1 k=1

k=1j=k

"=
i

Sl -p - = a1 -
=1 3=0 k=1

Definicié. Az Y waldsziniiségi valtozét (n,p) paraméteri negativ binomidlis eloszlasi
vdltozonak nevezzik, ha Y = X1+ Xo+-- -+ X,,, ahol az X; valosziniségi vdltozok teljesen
fiiggetlen p paraméterd geometriai eloszldisi vdltozok.

Ekkor nyilvanvald, hogy

Az Y éppen az el6zéekben emlitett éremmel végzett (teljesen fiiggetlen) dobasok szama
az n-edik fejig. Ebbdl a szemléletbol kdzvetleniil adodik, hogy

k—1

n—1

P(sz:)z( )pn(l—p)k”, k=nn+1,...

Mintavételezés G-bol

A randomizalt szamitasok szemszogébdl ez a Karger—Klein—Tarjan-algoritmus legérdekesebb
része. Legyen 0 < p < 1, és G = (V,E,c) a bemeneti graf. Utobbibdl élek véletlen
kivalasztasaval (szokdsos szakkifejezést haszndlva: véletlen mintavételezéssel) kapjuk a
G(p) grafot. Ennek csicshalmaza V. Az f € E élet illetéen sorsolunk — a tébbi élt6l
teljesen fliggetleniil: p valésziniiséggel f éle lesz G(p)-nek, 1 — p valésziniiséggel pedig nem
lesz éle G(p)-nek. A G(p) tehat egy véletlen részgrafja G-nek, és az éleinek varhaté szama
e-p.

Az itt kévetkezd tétel nyujtja az alapotletet a Karger—Klein—Tarjan-algoritmus véletlent
hasznalo részéhez. Lehetdséget kinal arra, hogy gyorsan eldobhassunk G-bdl sok olyan élet
(nevezetesen az F-nehéz éleket), amely nem lehet eleme mkf-nek.
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18. Tétel. Legyen G = (V, E,c) sulyozott €li irdnyitatlan graf, |V| = n, amelyben nincs
két azonos élsily. Legyen 0 < p < 1, és F' a G(p) grdf minimdlis kiltségi feszitberdeje.
Jelolje & a G graf F-konnyt éleinek szamdt. Ekkor E(§) < %.

Bizonyitas. Legyenek fi,..., fo a G élei. Nyilvan feltehet6 (esetleg a szdmozds megvaltoz-
tatdsdval), hogy c(f1) < c(f2) < --- < c(fe). Azt is feltehetjik, hogy a G(p) grafot ebben
a sorrendben épitjiik: el6szor fi kapcsan sorsolunk, utdna fo jon, stb. Kozben a Kruskal-
algoritmus alkalmazasaval kapjuk az F feszitéerdot. Kezdetben F' iires.

Tegyiik fel, hogy az fi, fo,..., fi—1 éleket mar feldolgoztuk. Tekintsiik f;-t. Az
fi él pontosan akkor lesz F-konnyl, ha a végpontjai az eddig kialakult F' kiilonb6zo
komponenseibdl valék. Kiilonben nyilvan F-nehéz lesz, hiszen minden korabbi élnél nagyobb
a sulya. Megjegyezziik, hogy az f; konnyl vagy nehéz volta az i — 1. sorsolds utdn méar
nem véaltozik: ha nehéz volt kozvetleniil a sorsolas utan, akkor az is marad, hiszen F-bdl
nem torlink élet. Ha pedig F-konnyl volt, akkor ezt a tovabbi élek mar nem tudjak
megvaltoztatni, mert a silyuk nagyobb, mint c(f;).

Az i-edik sorsolas el6tt tehdt mar vilagos, hogy f; konnyl-e. Az f; pontosan akkor
lesz éle G(p)-nek, ha a sorsolds eredménye fej. Ha pedig emellett még F-konnyti is, akkor
bekeriil F-be, kiilonben pedig nem.

Nevezziink egy sorsoldst fontosnak, ha F-konnyti éllel kapcsolatos. A fontos sorsoldsok
kozil legfeljebb n — 1 lehet fej, ugyanis ezek adjak az F' éleit, és egy G-beli erdének
legfeljebb n — 1 éle lehet. A sorsolasok végeztével sorsoljunk még annyit — ezek a végsd
sorsolasok —, hogy a fontos és a végsd sorsolasok Osszesen n fejet adjanak. Legyen a fontos
és végs6 sorsolasok szama Y. Az Y definicié szerint (n,p) paraméterti negativ binomialis
eloszlasa valdszinliségi valtozd, hiszen egy p,1 — p éremmel dobalunk egymastdl teljesen
fliggetleniil az n-edik fejig. Nyilvanvalé masfel6l, hogy £ < Y, ugyanis £ éppen a fontos
dobasok szama. Innen varhato értékekre térve kapjuk a tételt:

E(¢) <E(Y) = g

A Karger—Klein—Tarjan-algoritmus és elemzése

A bemenet a silyozott éli, irdnyitatlan G = (V, E, ¢) graf; a kimenet a G-beli F' mkf
élhalmaza. Kezdetben F' iires. A modszer Boruvka-menetek és mintavételi fazisok valto-
gatasaval oldja meg a feladatot. Az elébbi tipusu 1épés a csicsok szamét csokkenti, a
mésodik pedig (varhat6 értékben) az élszamot fogyasztja erdteljesen. Az algoritmus f6
1épései a kovetkezok:

MKF-algoritmus

1. Alkalmazzunk 3 egyméas utdni Boruvka-menetet. Legyen a kék élek Gsszehtizdsaval
kapott graf G, a kék élek halmaza C. Ha G ires, akkor F := C, és vége.

2. Képezziikk a Go := G (%) grafot.
3. Alkalmazzuk (rekurzivan) az MKF-algoritmust Ga-re, ennek a minimdlis koltségii
feszitOerdeje legyen Fb.

4. A King—Komlds algoritmussal toroljiik G1-bol az Fy-nehéz éleket; az igy kapott graf
legyen Gs.

5. (Rekurzivan) MKF-fel szamitsuk ki G3 minimélis koltségii feszitGerdejét, ez (mint
élhalmaz) legyen Fj.

6. Legyen végezetill F':= C U F3.
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Helyesség: A Boruvka-algoritmus miikodése (helyessége) miatt a G-beli mkf C'U F™*
alakd, ahol F* mkf Gi-ben. Masfelol pedig F* = F3, mivel GG1-bdl csupa nehéz élek
eldobasaval kaptuk Gs-at; a nehéz élek pedig nem lehetnek benne egyetlen mkf-ben sem.

A moédszer iddigényének elemzéséhez legyen T'(n, e) az algoritmus varhaté koltségének
maximuma legfeljebb n pontt és legfeljebb e élii input grafok esetén. Vegyiik ezutan sorra
a moédszer egyes lépéseit:

Az els6 1épés koltsége a Boruvka-menettel kapcsolatos feladatra tekintettel O(n + e).
G1-nek legfeljebb ¢ csticsa és legfeljebb e éle van.

A maésodik 1épés uniform kdltsége O(n + e), Ga-nek legfeljebb T csticsa és varhatéan
legfeljebb § éle van.

A harmadik 1épést illet6en legyen p; annak a valészinlisége, hogy a Go grafnak éppen
i éle van. A 1épés koltsége a teljes varhaté érték tétele alapjan legfeljebb ¢ o pT'(%, ).

A negyedik 1épés koltsége (King—Komlés-algoritmus) O(n + e).

Az 6todik 1épés vizsgalatahoz legyen ¢; annak a valésziniisége, hogy G3-nak j éle van.
Ezzel a jeloléssel élve az 6t6dik 1épés dra legfeljebb 3% ¢;7'(g, 7).

A hatodik 1épés koltsége nyilvanvaléan O(n). Az egyes lépéseinkre kapott becsléseket
osszeadva kapjuk, hogy alkalmas ¢ > 0 allandéval

T(n.e) < 3o (52i) + 20T (5.3) + o o)
i=0 =0

Innen n + e szerinti indukciéval megmutatjuk, hogy T'(n,e) < 2¢(n + e), feltéve, hogy a
c allandét elég nagynak véalasztottuk ahhoz, hogy a korlat kis n, e értékekre igaz legyen.
Ekkor ugyanis elég csak az indukcids 1épéssel foglalkozni. Marmost az indukcids feltevés
szerint

T(n,e) < QCZI% (g —i—i) —1—202% (g —i—j) +c(n+e).
i=0 j=0

Vegyiik észre, hogy >>;pi =1, 3;ipi < § , tovdbba, hogy >-.¢; =1 és >°,jg; < 7 (itt az
el6z6 tételt alkalmaztuk a G grafra és a p = % valészintiségre). Az egyenl6tlenség jobb
oldala igy becsiilhetd tovabb:

n n._n
gcz+ce+cz+c§+c(n+e):cn+ce+c(n+e):2c(n+e).

A médszer varhaté koltsége valoban linedris. Indoklas nélkiil megjegyezziik, hogy erésebb
allitas is igaz: a koltség nagy valosziniséggel linearis lesz.



3. fejezet

Véletlen és létezés

Itt a diszkrét matematika egyik alapvetsé fontossagu bizonyitasi technikdjat, a véletlen
mddszert ismerjik meg. Ezt Erdds-modszernek is szokas nevezni: a vilaghiri magyar
matematikus, Erdés Pél fedezte fel,! és téle szarmazik néhiny a legerésebb alkalmazasai
koziil. Didhéjban tgy fogalmazhatunk, hogy a véletlen modszerrel kiilonb6zé struktirak
létezését bizonyitjuk a véletlen segitségével. Alkalmas valdsziniiségi térben megmutatjuk,
hogy nem nulla a valdsziniisége annak, hogy a kérdéses struktira létezik. Innen kévetkezik
a struktura létezése. Az allitdsokban magukban nincs szerepe a véletlennek, az csupan
a bizonyitds eszkOzéill szolgdl. A moddszer tekinthetd egyfeldl tisztdn létezést bizonyitd
matematikai technikdnak. Erdekessége és igen hasznos vondsa masfeldl, hogy kozel van a
hatékony algoritmusokhoz is: gyakran el6fordul, hogy a tiszta 1étezést biztosité gondolat-
menet kis médositasa hasznos randomizalt algoritmust ad ahhoz, hogy megfeleld tulajdon-
sagu objektumot taldljunk.

Az eléz6 fejezetben megismert RA-algoritmust tekinthetjiik elsé példanak. A véletlenre
tdmaszkodva megmutattuk, hogy n egymast nem metsz6 szakaszhoz (a sikon) létezik olyan
autoparticié, amely mindossze O(nlogn) tartomanybdl all. A kovetkezOkben a véletlen
modszer néhany jellegzetes alkalmazasat mutatjuk be, mindeniitt utalva az algoritmikus
vonatkozaskora is.

3.1. Hipergrafok 2-szinezése

19. Tétel (ERDOs). Legyenek Hy, ... ,Hy, az U halmaz r elemd részhalmazai. Tegyiik
fel, hogy m < 271 Ekkor U elemei megszinezheték 2 szinnel (piros, fehér) gy, hogy
egyetlen H; sem lesz eqyszini.

Bizonyitas. Szinezziik az u € U pontokat % — % valészintiséggel piros, vagy fehér szintire,

egymastol teljesen fiiggetleniil. Jeloljiikk R;-vel azt az eseményt, hogy , H; egyszini”. Ez
akkor kévetkezik be, ha H; minden pontja piros vagy, ha a H; minden pontja fehér. Innen

1 1 1
P(Ri)_?—i_?_ﬁa
m m m
P(van egyszini H;) = P R;) < P(R;) = <1
( gy ) (le i) 3221 (R;) or—1

A szigori egyenlétlenség azért igaz, mert az R; események nem egymast kizarck. Osszes-
ségében azt kaptuk, hogy P(van egyszinii H;) < 1, vagyis van olyan 2-szinezése U-nak,
amelynél nincs egyszinli H;. Létezik tehat a kivant tulajdonsagu szinezés. m

!Erdéssel lényegében egyidében Claude Shannon, az informéaciéelmélet alapité atyja is eljutott ehhez a
gondolathoz: hires-nevezetes csatornakddolasi tételét véletlen kodvalasztassal bizonyitotta. Lésd: Gyorfi
L., Gy6ri S., Vajda I.: Informdcié és kodelmélet, Typotex, 2002, illetve Gyorfi Laszl6 Mindentudas-
eléaddsat a http://mindentudas.hu cimen.
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Szeretnénk itt is hangstlyozni, hogy az allitdsban magdban nyoma sincs a véletlennek.
A bizonyités soran a véletlen mégis kényelmes és hatékony eszkoznek? bizonyult.

Megjegyezziik, hogy ha m nagyon kézel van 2" !-hez, akkor a véletleniil vélasztott
szinezés esetleg csak kis eséllyel lesz j6 szinezés, mert a P(van egyszini H;) valészintiségre
adott korlatunk kozel van 1-hez. Ha viszont az 527 korlat joval kisebb, mint 1, akkor az
elobbi valdszintiség kicsi, és ezért a véletlen szinezés komoly eséllyel j6. Ekkor a véletlen
valasztas értelmes randomizalt algoritmust eredményez.

Szamszeri példa: legyen m = 100000, és r = 20. Annak a valdsziniisége, hogy a
véletlen szinezés rossz lesz:

m__ 100000 _ 219-27 1

P(van egyszint H;) < or—1 219 = 919 4

Ebben az esetben praktikusan is érdemes a pontok véletlen szinezésével probalkozni.

Megjegyezziik még, hogy itt egy nevezetes algoritmikus probléma specialis esetével
taldlkoztunk. Ez a hipergrafok 2-szinezésének feladata:

SZAMITASI FELADAT. Legyenck adottak az U alaphalmaz Hy, ... , Hy, részhalmazai. Dént-
stk el, hogy U elemei megszinezhetdk-e 2 szinnel (piros, fehér) igy, hogy egyetlen H; se
legyen egyszind.

Ismert, hogy a feladat NP-teljes, ezt nem bizonyitjuk.

3.2. Ramsey-szamok

A kombinatorikdban, a logikdban és a szamitasok vildgaban is fontos szerepet jatszik a
kovetkez6 fogalom:

Definicié. Az R(s,t) Ramsey-szam az a legkisebb pozitiv egész m, melyre igaz, hogy ha
K, (teljes graf) éleit megszinezziik piros és fehér szinnel, akkor lesz benne vagy csupa piros
éli K, vagy csupa fehér éli K.

Jol ismert ismert példaul, hogy R(3,3) = 6. Ennek az allitasnak az egyik része az,
hogy ha Kjg éleit piros és fehér szinnel szinezziik, akkor vagy lesz benne fehér Kj, vagy
piros K3. Ezt konnyen belathatjuk: vegylink a méar szinezett Kg-bodl egy v € Ky cstucsot.
A v-bdl indulé éleken az egyik szin legalabb 3-szor fordul el6. Legyen x,y, z harom olyan
cstces a grafban, melyekbél ugyanolyan szinti (mondjuk piros) él vezet v-be. Ha az z,y, z
kozotti élek barmelyike piros, akkor az a v-be mend két piros éllel egyiitt egy piros Kg3-at
alkot. Ha viszont mindharman fehérek, akkor egyiitt egy fehér Ks-at képeznek. Ezzel
belattuk, hogy R(3,3) < 6, a masik irdnyt az olvaséra bizzuk:

Feladat. Szinezziik meg a K5 éleit két szinnel gy, hogy ne legyen benne eqyszini hdromszog.

Az sem teljesen magatdl értet6ds, hogy R(s,t) létezik egyédltalan. Tisztdzza a létezés
kérdését és felso korlatot is nyujt a kovetkezd tétel:

20. Tétel (ERDOS-SZEKERES). Legyenek s,t > 2 egészek. Fkkor

s+t—2
R(S,t)§< c—1 )

2 Azt is mondhatjuk, hogy a valészintiségek nyelvén kényelmes volt megfogalmaznunk egy leszamlilason
alapulé érvelést. Az U lehetséges 2!V! szinezése kozill megbecsiiltiik a rosszak szdmat. Az ilyenek szdma
kevesebb, mint 2lUl. et < 2|U|, tehat nem lehet mind rossz.
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Bizonyitas. Alapja a kovetkezd allitas:

Legyen s,t > 3. Ekkor
R(s,t) < R(s—1,t) 4+ R(s,t — 1).

Ugyanis legyen
n=R(s—1,t)+ R(s,t — 1),

és tekintsiik a K, teljes graf éleinek tetszdlges szinezését piros és fehér szinekkel. Legyen
v a graf egy csucsa és legyen a v-bdl egyetlen piros éllel elérhet csticsok halmaza P, a
fehérrel elérhetoké F'. Ha

‘P‘ 2 R(S - 17t)7

akkor a Ramsey szdmok definiciéja szerint vagy van az P ponthalmazon piros K 1 és
ekkor a {v} U F ponthalmazon piros K, vagy pedig létezik P-n fehér K.
Hasonl6 érveléssel nyerjiik, hogy ha

|F| > R(s,t — 1),

akkor a {v} U P ponthalmazon vagy piros K, vagy pedig fehér K, létezik.
Az pedig nem lehet, hogy az utobbi két egyenlGtlenség koziil egyik sem teljesiil, ugyanis
akkor

n=~R(s—-1,t)+R(s,t—1)=1+|F|+|P|<1+R(s—1,t) -1+ R(s,t —1) -1 <n—1,

ami ellentmondas.

Megjegyezziik, hogy az el6z6 gondolatmenet alapjan a nyilvanvalé R(2,t) = R(s,2) =t
tényekbdl indulva s + t szerinti indukciéval kovetkezik, hogy az R(s,t) szamok valéban
léteznek. Ugyanilyen indukcié adja a tételbeli korlatot. Ha s,t > 3, akkor

s+t—3 s+t—3 s+1—2
< — -1)< = :
R(s,t) < R(s — 1,t) + R(s,t 1)_< s_9 >+< s—1 ) < s—1 )

Az egyenl6tlenségnél az indukciods feltevést hasznaltuk, az egyenléségnél pedig a binomidlis
egyiitthatékra érvényes jél ismert azonossigot.> m

A tétel kovetkezménye, hogy

2t — 2

R@J)S(t 1><<?t2<2”:4ﬁ

Nyitott kérdés, hogy létezik-e € > 0, hogy nagy t-re R(t,t) < (4 — €)!. A maésik irdnnyal,
R(t,t) alsé becslésével foglalkozik Erdds Pal legendas tétele. Az eredmény egyike a
valOsziniiségi modszer els6 megjelenéseinek:
21. Tétel (ErRDOS, 1947). Ha t > 3, akkor

R(t,t) > 22.

Nyitott a kérdés, hogy ¢! < R(t,t) igaz-e valamely ¢ > v/2-re. A jelenlegi becslések
R(t,1)-t tehat v/2' és 4 kézé helyezik.

3A 0 < k < n egészekre teljesiils (:) + (kfl) = (":1) azonossagot szokas Pascal-azonossagnak vagy
rekurziv formuldnak is nevezni.
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Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy N = LQ%J valasztassal a K teljes graf élei szinezheték
két szinnel gy, hogy benne minden K; tarka (nem egyszinii) lesz. Szinezziik a Ky éleit
pirosra vagy fehérre % — % valészintiséggel, egymastdl teljesen fiiggetleniil. Legyen X C

V(Kn) a csucsoknak egy |X| =t elemii részhalmaza. Ekkor

L1 5
RIS (3.1)

Jelolje p annak a valdszintiségét, hogy a szinezéskor keletkezik csupa egyszinii élekkel
rendelkez6 K;. Ekkor az el6z6 formulat is hasznalva

P(az X-en beliili élek egyszintiek) =

p="P(van X CV(Ky), |X| =t, hogy az X-re épiil§ teljes graf egyszinii) <
t t+1
< Z ol-(5) — <N> 91-(5) < % ) 2*% .95+l _ otlogy N | 2*% ) 22

<
-

t
< 2t(log2 Nfé)'

Az utolsé egyenlétlenségnél felhasznaltuk, hogy
95+1
t!

<1

ha t > 3. Végezetiil
2t(10g2 N—%) S 1’

ha logy N — § < 0 teljesiil, vagyis, ha logy N < . Legyen N = L2%J Erre az N-re a
logy N < % egyenl6tlenség biztosan teljesiil, igy a p < 1 is fennall. Létezik tehat ekkor a
Ky éleinek olyan 2-szinezése, ahol minden K; tarka. Ebbél kovetkezik, hogy R(t,t) > N,
amint azt allitottuk. m

Mint ahogyan a hipergraf 2-szinezésénél lattuk, itt is igaz, hogy ha a szamunkra
kedvezotlen esemény valdszintiségére 1-nél sokkal kisebb korlatunk van, akkor véletlent
hasznalé algoritmussal jo eséllyel elkeriilhetjiik ezt az eseményt. A bizonyitdsban 2logy N <
t esetén tudtuk garantdlni a kedvez6 esemény 16tét (a csupa tarka szinezést). Ha itt a jobb
oldal jéval nagyobb, mondjuk ¢t = 4logy N, akkor a véletlen szinezés jo eséllyel ad csupa
tarka szinezést. Ekkor a rossz szinezés p valdszintiségét igy becsiilhetjiik:

41log2 N—8logZ N __ o—4logZ N —4logy, N __ 1
p < 27982 82N =9 s2 ¥ < 9 82 = NI

ez pedig kicsi lesz, ha N nagy. Itt is megfigyelhetjiik tehat, hogy a véletlen mdodszeren
alapulé tiszta egzisztenciabizonyitas nincs messze a véletlent hasznald, gyakorlati értelemben
is eredményes algoritmustol.

3.3. Egy alsé korlat w(G)-re, és a Turan-tétel

A G irdnyitatlan graf legnagyobb teljes részgrafjanak a cstiicsszamat w(G) jeloli. A kovetke-
zOkben a véletlen segitségével bizonyitunk egy alsé korldtot az w(G) értékre. Legyen G
cstcshalmaza V = {1,2,...,n}, a j csucs foka pedig d;.

Allitas. w(G) > Y0 A
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Bizonyitas. (N. Alon és J. Spencer érvelése.)? Legyen m = wy, ws, ..., w, a G cstcsainak
egy véletlen permutacidja egyenletes eloszlas szerint, vagyis barmely m permutacié valdszi-
niisége P(7) = % A 7 segitségével definidljuk a C C V cstcshalmazt: legyen wy € Cr;
i > 1 esetén a w; pontosan akkor keriiljon a Cr halmazba, ha (w;, w;) éle G-nek minden
J < i esetén.

Nyilvanval6é a definiciébdl, hogy a C; csticshalmaz teljes grafot feszit. Hatérozzuk
meg a C; méretének a varhato értékét! Ismét az indikdtormddszer lesz a segitségiinkre.
Legyen az X; valoszintiségi valtozo értéke 1, ha i € Cr, kiillonben pedig legyen az X; értéke
0. Ekkor nyilvanvalé, hogy

‘CW|:X1+X2+"‘+XTL.

Az X; = 1 pontosan akkor kévetkezik be, ha a m permuticiéban i a legelsé azon v € V

cstcsok kozil, amelyekre (i,v) nem éle G-nek. Ilyen tulajdonsigi v csicsbdl n — d; van,
ezek koziil pedig mindegyik egyforma eséllyel elézi meg a tobbit, vagyis P(X; = 1) = n%di.

Innen
n

n n 1
ElCr =) BXi=) P(Xi=1)=) —.
i=1 =1 v

1=

n J—
Van tehat a G-ben legalabb ekkora csticsszamu teljes részgraf. m

Az allitas segitségével egyszerii bizonyitas adodik a klasszikus grafelmélet egyik legendéas
tételére:

22. Tétel (TURAN). Legyen p > 2 egész, és G = (V, E) egy irdnyitatlan grdf, amely nem
tartalmaz p pontid teljes részgrafot. Ekkor

|E| < (1—1> H
- p—1 2

Bizonyitas. El6szor emlékeztetiink a Cauchy—Schwarz-egyenlétlenségre. Ha ay, ..., a, és
b1, ...,b, tetszéleges valés szamok, akkor

(arby + asby + -+ + apby)? < (af + - +a2)(b] + - + b2).

Tegyiik fel, hogy V = {v1,...,v,}, és legyen a v; foka d;. Legyen ezutén a; = v/n — d;

b; = \/nlfdi’ és alkalmazzuk a Cauchy—Schwarz-egyenlotlenséget. Itt a;b; = 1, tehét

n? < (Z(n _ di)> ; - ! < ;(n — d)w(@).

1=1

Jol ismert, hogy >, d; = 2|E|, a tétel feltétele szerint pedig w(G) < p — 1. Ezeket
haszndlva
n® < (n® = 2|B))(p - 1)

adddik, amibdl egyszerii atrendezéssel kapjuk a Turdn-egyenlotlenséget. m

3.4. Nagy vagas iranyitatlan grafokban

Definicié. Legyen G = (V, E) iranyitatlan grif. Az S CV cstcshalmaz a G egy vagésa.
Az S wvdgds k(S) értéke azon G-beli élek szama, amelyeknek egyik végpontja S-ben van, a
masik V' \ S-ben (ezek az un. keresztezd élek).

4M. Aigner, G.M. Ziegler: Bizonyitdsok a kinyvbdl, Typotex, 2009, 32. fejezet.
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A definiciéban az S = ) és S = V is megengedett, ezekben az esetekben k(S) = 0.
Itt most arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen nagy k(S) érhet6 el alkalmasan valasztott
S C V cstcshalmazzal. Ezzel foglalkozik a kévetkezo tétel. Legyen e = |E|.

23. Tétel. Van olyan S C 'V, amelyre k(S) > §

Bizonyitas. Sorsoljunk véletlen S C V-t. Ezt Ugy tessziik, hogy minden v € V pontot
% —% valésziniiséggel valasztunk S-be, illetve V'\ S-be, a t6bbi ponttdl teljesen fiiggetleniil.
Ekkor k(S) egy valoszintiségi véltozé. Elég beldtni, hogy E(k(S)) > 5, mert ebbél
kovetkezik olyan S létezése, amelyre k(S) > §. Legyen f € E, és vezessiink be a kovetkez6

indikatorvaltozot:

Ve — 1, ha f keresztezo él,
= 0, kiilonben.

Ekkor nyilvan

k(S)=>_Y; = E(k(S)) =) E(Yy).

feE fEE
Haszndlva, hogy Y indikatorvaltozo,

kedvez6 esetek 2 1
EY)=PY;=1)=—— = - ==
(¥7) (Y7 ) Osszes eset 4 2’
mert Yy = 1 a 4 lehetséges eset koziil abban a 2 esetben lesz igaz, amikor az f = (u,v) él
egyik végpontja S-be keriil, a méasik pedig nem. A keresett varhaté érték tehat
1 e
E(k(5)) = Z E(Yy) = Z 9= 9o

feE fEE

A bizonyitas természetes randomizalt algoritmust kinal, aminek részeként véletlen S C
V' csticshalmazt sorsolunk. Ezt lefuttatva varhatéan legaldbb 5 keresztezd élet kapunk.
Ha itt az E(k(S)) varhat6 érték mellett valdsziniiségeket is szeretnénk tudni, akkor a
Csebisev-egyenlétlenséget alkalmazhatjuk. Ehhez viszont ismerniink kell a k(S) szorasat,
vagy legalabb tudnunk kell becstilni.

Most abban a szerencsés helyzetben vagyunk, hogy a D(k(S)) széras pontosan kiszamit-
hato.

Feladat. Mutassuk meg, hogy

(A sz6rds definicidjdt kézvetlendil alkalmazhatjuk, észrevéve, hogy ha f # f' két éle G-nek,
akkor E(Yy - Y}) = ',

A széras szamolasahoz esetiinkben hasznalhaté a kovetkezo tétel is (nem bizonyitjuk):

24. Tétel. Legyenck &1, ... ,&; pdronként fiiggetlen valdsziniségi vdltozok, és tegyiik fel,
hogy D(&;) létezik minden i-re. Legyenek cy, ... ,cx € R. Ekkor

D*(c1&1 + ... + ) = D (&) + ... + GD?(&).

Feladat. Mutassuk meg, hogy az Yy indikdtorvdltozok pdronként fiiggetienek.
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A feladat szerint a ¢; = 1 és & = Y} valasztdsokkal alkalmazhaté a tétel:

) =x((1-5) ) =87 v+ §) =(3) =

DY(k(S) =D (L ¥y) = D) =3 1= =
ferE feE feE
Je

= D(K(S)) = -

A szérés birtokaban alkalmazhat6 a Csebisev-egyenl6tlenség. Példaul a A = 2 értékkel:
1
P(lks) -5 = ve) <1

Az eredményt dltaldban (nagy e esetén) gy értelmezhetjiik, hogy k(S) jé eséllyel kozel
lesz a varhaté értékéhez. Ez megfelel a szérassal kapcsolatos intuitiv elvarasunknak: kis
szoréds esetén csak kis valoszinliséggel lehetiink messze a varhaté értéktol.

A k(S) maximuménak meghatérozasa (maximalis értékl vagas keresésének feladata)
NP-nehéz, illetve a feladat eldontési valtozata NP-teljes.

e
2

3.5. A Max 2SAT-feladat

A logika bamulatosan sok ponton taldlkozik a szamitasok vilagéaval, a mesterséges intelligen-
ciatol az adatbazisokon keresztiil egészen az algoritmusokig. Mi itt az utébbi teriiletre
tesziink egy rovid kirdndulast.

Definicié. A ¢ = C1 AN Cy A ... A Cyp, egy 2-CNF formula (konjunktiv normdlformdji
formula), ha C; = l;; V 1y, alaki (kéttagi diszjunkcic), ahol l;; literdl (Boole-vdltozd, vagy
Boole-vdltozé negdltja). A Ci-ket tagoknak nevezzik. A ¢ 2-CNF él16, ha minden C;
tagjaban pontosan két valtozd fordul elé (esetleg negdlva).

Példa. A ¢ = (Tl \Y $3) VAN (I‘Q V Tg) egy él6 2-CNF.

SZAMITASI FELADAT. 2SAT-feladat (2-satisfiability): adott a ¢ 2-CNF formula. Déntsiik
el, hogy van-e a ¢ valtozdinak olyan kiértékelése (igaz és hamis értékekkel), amelyre ¢ igaz
lesz.

Ismert és hasznos tény, hogy a 2SAT-feladat polinom idSben megoldhat6.® Kozeli
rokona, a 3SAT, amelyben a tagok l;, V1;, VI3 alakiak lehetnek (vagyis 3 literal szerepelhet
tagonként), mar NP-teljes. A 2SAT madsik kozeli rokona a kovetkezd, szintén NP-nehéz
feladat:

SZAMITASI FELADAT. (Max 2SAT). Adott a ¢ = Cy A Cy A ... N Cy 2-CNF formula.
Hatdrozzuk meg a vdltozok egy olyan kiértékelését, amelyre az igaz C; tagok szama maximdlis
lesz.

Feladat. Legyen G = (V, E) egy irdnyitatlan grif. A v € V csicsoknak feleltessiik meg
az x, Boole-vdltozokat, és tekintsik azt a ¢ 2-CNF formuldt, amelynek tagjai x, V x, és
Ty V Ty, ahol (u,v) € E (ez dsszesen 2|E| tagot jelent). A wvdltozdok egy adott kiértékelése
esetén legyen S azon w csucsok halmaza, amelyekre x,, igaz. Mutassuk meg, hogy ennél a
kiértékelésnél az igaz tagok szama |E|+ k(S). A maximdlis értéki vagds feladata tehdat a
Max 25AT specidlis esete.

SLasd pl. Algoritmusok, 8.7.1.
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A feladat a két algoritmikus kérdés kozotti szoros kapcsolatra utal. FErre tekintettel
nem meglep6 a kovetkezo tétel:

25. Tétel. Legyen ¢ €l6 2-CNF formula. Ekkor van a ¢ vdltozdinak olyan kiértékelése,
amely a tagok legalabb %—edét igazzd teszi.

Bizonyitas. Legyen ¢ = Cy A ... A Cn. Vegyiink egy véletlen kiértékelést, azaz a
valtozoknak adjunk % — % valOszinliséggel igaz, illetve hamis értéket, egymastél teljesen
fliggetleniil. Legyen

v — 1, ha C; igaz
] 0, kiilénben

Ekkor az igaz tagok varhatd szama:

E (iy) —S By =Y P(Yi=1)
=1 =1

=1

Vizsgaljunk egy C; = [;, V l;, tagot. C; pontosan akkor lesz hamis, ha [;, és [;, is hamis.
Ez %% = % valésziniiséggel kovetkezik be (a valtozok fuggetlensége miatt a valdszintiségek

osszeszorozhatok). Tehat a C; tag 1 — % = 3 val6szinfiséggel lesz igaz. Innen pedig

m

E(iY) :iP(Yi:I):Zz:im.

=1

Ebbol kdvetkezden 1étezik olyan kiértékelés, amelynél a C; tagok legalabb %—e igaz. m

Itt és az el6z6 szakaszban is haszndltuk azt az egyszerli észrevételt, hogy ha a &
valésziniiségi véaltozora E(£) > k teljestil, akkor van olyan w pont az eseménytérben,
amelyre {(w) > k.

3.6. Derandomizalas

Masodik boszorkany: Nem oly szerencsés, mégis boldogabb!
WILLIAM SHAKESPEARE: Macbeth

A szamitasok soran alkalmazott véletlen valasztasokat (véletlen biteket) is tekinthetjik
er6forrdsnak, ugyanigy mint az id6t vagy a tarfelhaszndldst. Igy szemlélve a dolgot,
torekedhetiink arra, hogy csokkentsiik a mdédszereink altal hasznélt véletlen bitek szamat.
Ezt a torekvést szokas derandomizdldsnak nevezni. Célja az, hogy minél kevesebb véletlen
felhasznalasaval oldjunk meg egy adott feladatot. Két fontosabb okot latunk, ami igazol-
hatja ezt a torekvést.

Az egyik inkabb elvi és filozofikus jelentéségli. Erdekes kérdés, hogy valéban szitkség
van-e az algoritmusok vildgaban a véletlenre? Nem igaz-e, hogy minden, amit a véletlennel
hatékonyan meg tudunk oldani, kezelheté nélkiile is, esetleg némi hatékonysigvesztés
aran? Az eddigi algoritmusaink — a hiperfeliileten kiviili pont keresését leszdmitva —
olyan problémara adtak hatékony megoldast, amelyeket a véletlen nélkiil is elég jol lehet
kezelni (pl. gyorsrendezés, konvex burok szamitdsa). Hatdrozott valasz a kérdésre jelenleg
nem ismert. A nincs valasz mindenesetre azt jelentené, hogy minden véletlent alkalmazd
algoritmus derandomizalhaté. Akik ebben az irdnyban gondolkodnak, aktivan keresik a
derandomizélas lehetoségeit.
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A masik ok a véletlen biteket hasznal6é algoritmusok hibazasi lehetésége. Kritikus
alkalmazasoknal (pl. adatbiztonsig, erémiivek irdnyitasa, stb.) ezek a hibalehet6ségek
nem fogadhatdk el, és ezért itt kifejezetten torekednek a véletlen elkeriilésére.”

A derandomizalas témaja kés6bb ismét elOkeriil a jegyzetben a véletlen és a bonyolultsa-
gi osztélyok kapcsolatanak targyaldsakor, mégpedig a BPP-feladatosztdlyndl. Ahogy majd
ott ramutatunk, az algoritmusok elméletének egyik legérdekesebb nyitott kérdése megfo-
galmazhat6 a hatékony derandomizalds lehetGségeit feszegetd problémaként.

A mintatér csokkentése

Térjiink vissza a nagy vigas keresésének feladatdhoz. Legyen G = (V, E), |V| = n, és
|E| = e. Eredetileg minden csiicshoz egy véletlen bitet hasznéltunk fel, és bebizonyitottuk,
hogy § értékill vdgas 1étezik G-ben. Masképpen mondva, olyan eseménytérben dolgoztunk,
ahol 2" db elemi esemény van, ami oOridasinak mondhaté a bemenet hosszahoz képest.
Megmutatjuk, hogy ennél a feladatnél ezt a nagy értéket levihetjiik akar ~ 2n-re (tehat
elég lesz csupan mintegy log, n véletlen bit). Ezt a mintateret csékkenté médszert targyal-
juk az aldbbiakban.

Legyen k a legkisebb egész szam, melyre 2F > n + 1. Kettes alapt logaritmusra térve
ekkor k = [log,(n+1)]. Minden v € V csticshoz egy k-hossz1i, nem 0 bitvektort rendeliink,
kiilonb6zé csicsokhoz kiilonbozd vektort. Ez a k valasztdsa miatt megtehetd. A v csics
vektorat jeloljiikk v-vel. A véletlen S vigas konstrukciéja sordn minden v € V csiicshoz
sorsoltunk egy véletlen bitet. Most is rendelni fogunk az v-hez egy X, bitet, de sokkal
kevesebb sorsolédssal.

Legyenek v = (v1, ... ,v) és ¥ = (r1, ... ,7) k hosszisagu 0,1-vektorok. A o -7
skaldrszorzat értéke

V-7 =wv1r1 + varg + - - - UpTk.

Az X, biteket ezek utan gy kapjuk, hogy valasztunk egyetlen k-hosszu, véletlen 7~ bitvek-
tort, ennek kiszamitjuk a skalarszorzatat v-vel, és vessziik az eredmény modulo 2 maradékat:

X, =7 7(mod 2).

Az X, bit éppen a Zle v;r; Osszeg paritasa lesz. Ezutan az S vagas definicidéja a régi:
legyen v € S, ha X, = 1, és v ¢ S, ha X, = 0. Ahhoz, hogy E(k(S)) > § most is
teljesiiljon, elég beldtni, hogy P(Y; = 1) = % ebben az eseménytérben is teljesiil. Ehhez

viszont elegendd, hogy az X, véletlen bitekre igazak az aldbbiak:

(1) P(X,=1)=P(X,=0) =3,

(2) az X, valdszintiségi valtozék paronként fliggetlenek:
P(X, =€ és X, = 6) = 3, ha v # w csticsok, és ¢€,6 € {0,1}.

Valéban, ha az f = (v, w) élet nézziik, akkor a keresztezés valésziniisége ebben a térben
is % lesz.

Allitas. Az (1) és (2) tulajdonsdgok teljesiilnek az X, valdsziniiségi vdltozékra.
Bizonyitas. (1) Tegyiik fel, hogy v; # 0 (a koordinatdk atszamozdsaval ez feltehetd).

Legyen
r=0—=ry,rey ..., Tk).

5Az Algoritmusok 9.4. szakaszanak elején tovabbi idevigd gondolatokat taldlhat az Olvasé pro és kontra
is.
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A 7 vektorbdl ugy kapjuk 7:7—‘5, hogy 7 els6 bitjét ellentétesre valtoztatjuk. Ekkor

-

v-r=1& v-r=0,

tehat a két esemény ugyanannyi db 7-nél kévetkezik be, azaz valdszintiségiik % — %

(2) Legyenek v # w a G cstcsai, €,6 € {0,1} tetsz6leges bitek. Az

e=Xy, =07 és 6=Xyp=wW-7
tekinthet6 az Fo test feletti linearis egyenletrendszernek, amelyben az 7 vektor rq,...,rg
koordinatai az ismeretlenek. A v,w esetleges atnevezése és a koordinatak cseréje utan
feltehetjiik, hogy v1 = 1, w; = 0 és wy = 1. Ha a fenti egyenletrendszerben tetszoleges
Fo-beli értékeket adunk az rj, ..., r; valtozoknak, akkor kétismeretlenes linearis egyenlet-
rendszert kapunk:
V1T + Vg = 6/, wW1T] + Wore = 5.

Itt r1, 79 a valtozok, €, € Fy, az egyenletrendszer matrixa az elézéek alapjan

(5 %)

A matrix determindnsa 1, tehat a kétvaltozds egyenletrendszer megoldhatd, és egyetlen
megoldéasa van. Ebbél arra jutunk, hogy az eredeti egyenletrendszeriinknek 2~2 megoldésa
van, hiszen az utolsé k — 2 véltoz6 értékeit barhogyan vélaszthatjuk {0,1}-bél, ezek
egyértelmiien egészithetck ki megoldassi. Innen valdszintiségekre térve

) kedvez$ esetek 22 1
P(Xy=e€és Xy =0) = Osszes eset  2F 4

Megjegyzések. 1. Az el6z (1) éllitas egyszeriien adodik (2)-bél (hogyan?).

2. A (2) allités az (1) segitségével valamivel kozvetlenebbiil bizonyithaté: vegyiik azt az
F : F5 — F2 leképezést, amely az 7 vektorhoz az (X, X,,) bitpart rendeli. Mutassuk meg,
hogy az F linedris leképezés, és a képtere a teljes F3!

Térjunk vissza a véletlenill valasztott k& hosszi 7 bitvektor segitségével szamitott X,
értékekhez és S vagashoz: ebben az 0j valészintiségi térben 2F < 2n darab elemi esemény
van. Ennyi S polinom idében, véletlen nélkiil is végignézhetd, és ezek kozott biztosan
lesz olyan, amelyre k(S) > §. A véletlent igy teljesen ki tudjuk kiiszobolni, mikézben az
algoritmusunk tovabbra is hatékony (polinom idej{i) marad. A kis eseménytér valasztasat
az tette lehetévé, hogy nem kellett a véletlen bitek teljes fiiggetlensége az algoritmus
miikddéséhez, elég volt csupan a paronkénti fiiggetlenség.

Megjegyzések. 1. A Max 2SAT-ra adott véletlent hasznalé kozelito algoritmusunk (ami
varhatéan %m igaz tagot ad) lényegében ugyanezzel a mddszerrel derandomizalhaté.
2. A legaldbb § értékli vagas keresésére ismert mas hatékony algoritmus is:

Feladat. Mutassuk meg, hogy a kévetkezd mohd eljdards polinom ideji modszert ad: kezdet-
ben legyen S C V tetszdleges. Ha egy cstcsnak tobb szomszédja van a sajdt partjdn, mint a
mdsikon (tehdt S-belinek S-ben, V' \ S-belinek V' \ S-ben), akkor tegyik dt a mdsik partra.
Ezt addig ismételjik, amig taldlunk ilyen dttehetd csicsot.
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A feltételes varhatd érték mébdszere

Itt egy masik derandomizalé mdédszerrel ismerkediink meg. Elvi alapja a kovetkez6 egyszeri
észrevétel.

Allitas. Legyen Ay, A, ..., A, teljes eseményrendszer, és & diszkrét valdszintiségi vdltozd,
amelynek létezik az E(§) varhatd értéke. Ekkor létezik olyan i, amelyre E(§) < E(£|A;).

Bizonyités. Legyen i olyan index, amelyre E({|A4;) a leheté legnagyobb az E(£|A;)
értékek kozil (j = 1,...,m). Ekkor a teljes varhaté érték tétele alapjan

(€ = S PUBEA,) < 3 PUBEIA) = BlElA) Y P(A;) = BlelA)
7j=1 7j=1

Jj=1

Tegyiik fel, hogy a ¢ egy randomizalt algoritmus altal szamitott mennyiség, ami adott
bemenet esetén az si,...,s, véletlen vilasztdsok fiiggvénye. Olyan w = (z1,...,2y)
mintét (itt z; az s; valasztas egy eredménye) szeretnénk, amelyre &(w) > E(§).

Az eléz6 allitas alapjan a s véletlen védlasztdsnak van olyan x; kimenetele, hogy
E(§) < E(¢|s1 = z1). Itt a teljes eseményrendszert a s; lehetséges kimenetelei adjdk.
A gondolatmenetet ¢ helyett a (£|s; = x1) valtozdéra ismételve kapjuk, hogy alkalmas
zo-vel E({|s1 = 1) < E({|s1 = x1, 52 = x2); altaldban tetszbleges x1,...,x; értékekhez
létezik x;11, hogy

E(§]31 =T1y.--,8 = Jjj) S E({\sl = T1y.-. 73j+1 = l‘j+1).

Ha marmost az algoritmikus feladatunk olyan szerencsés, hogy ilyen z;i1 elemet
az x1,...,7; ismeretében hatékony determinisztikus algoritmussal tudunk kapni, akkor
ugyancsak jo determinisztikus médszert kapunk olyan x1, ..., x, talaldsira, amelyekkel

E) <E(|si=x1)<---<E(|s1=21,...,8, = Tp) =&(x1,...,Tpn).

Ezen a médon teljesen derandomizdltuk a szdmitast, az w = (x1, ..., x,) mintara érvényes
a &(w) > E(§) egyenlStlenség.

Példa. Nézzilk meg ezt a mdodszert a nagy vagast keresé randomizalt mdédszer kapcsan.
Ekkor az s, . .., s, sorsolasok a G graf csucsaihoz kéthetdk; az s; két lehetséges kimenetele
v; € S, illetve v; € S, mégpedig mindkett6 % valdszintiséggel kévetkezik be. A £ szerepét
a vagas k = k(S) értéke jatssza.

Nézzitk meg, mi a helyzet az elsé j + 1 sorsolas utdn: az E(k|s1 = z1,...,8j41 =
zj1) értéke a + g alakba irhatd, ahol a azon S-et keresztezd élek szama, amelyeknek
mindkét végpontja a mar sorsolt csicsok (vagyis vy, va, ..., vj41) kozil vald, b pedig azon

élek szama, amelyeknek legaldbb egy csticsat még nem sorsoltuk. Az ilyen él a tovabbi
sorsolasok eredményeként % valbsziniiséggel keresztezi S-et; tehat az indikdtormddszerrel
szamolva 1atjuk, hogy 1i-el jarul a varhaté értékhez. Az a + g a sorsolasok eredményének

2
ismeretében linearis idoben kiszamolhatd.

Ha az els6 j cstics S-be tartozasar6l mar déntottiink (z1,...,2; mar megvan), akkor
Tjt1avj4 € Sésavjpr € S lehetéségek koziil az legyen, amelyikre E(k|s; = x1,...,5j41 =

xj+1) nem kisebb a maésik lehetség vilasztasaval kapott értéknél. Egészen pontosan,
mivel b mindkét esetben ugyanaz, a két lehetoség koziil azt kell valasztani, amelyik a nem
kevesebb (vj,vj41) € E alaki keresztezd élet adja, ahol i < j. Ezzel egy masik igen
egyszerii mohd algoritmust nyertiink legalabb § értékii vigds szdmitasara.



3. FEJEZET. VELETLEN ES LETEZES 54

Feladat. Mutassuk meg kézvetlendl, valdsziniségi megfontoldsok mélkil, hogy az elébb
vdzolt mohé algoritmus helyes: legaldbb 5 értéki vdgdst eredményez.

Feladat. (a) Mutassuk meg, hogy a K, teljes grdf élei kiszinezheték hdrom szinnel gy,
hogy az egyszind hdromszdgek szima legfeljebb (;})3*2 legyen.

(b) Adjunk n-ben polinom ideji randomizalt algoritmust egy (a)-nak eleget tevd szinezés
megaddsdra.

(¢) Derandomizdljuk a (b) algoritmusdt a feltételes vdrhatd érték mddszerével.

3.7. Mintavétel és igazitas

A mintavétel és igazitas (sample and modify) elve, hogy alakitsunk ki véletlen valasztésokkal
egy strukturat, ami majdnem teljesiti a kivant feltételeket, utdna javitsuk ki az esetlegesen
marad6 (kis) hibdkat. Az elv alkalmazhaté példaul grafokban nem til kis méreti fiiggetlen
cstcshalmaz (benne semelyik két cstics sincs Osszekotve) 1étének az igazolasara. Pontosabban
fogalmazva, érvényes a kovetkezo:

26. Tétel. Legyen G = (V, E) irdnyitatlan graf, |V| =n és |E| = e. Tételezziik fel, hogy
e > 5. Ekkor van G-ben Z—z méreti figgetlen csicshalmaz.

Bizonyitas. Legyen d = % (a G-beli fokok atlaga), és tekintsiik a kovetkezb véletlenen
alapulé kivalasztasi folyamatot:

1. A csdcsokat éleikkel egyiitt toroljik G-bol 1 — é valbszintiséggel, egymastol teljesen
fiiggetlentl (egy cstcs igy é valésziniiséggel marad meg a kialakul6 részgrafban).

2. A megmaradt éleket toroljik egyik végpontjukkal egyiitt (ez a végpont tetszdleges).

Az 1. lépésben tortént a mintavétel, a masodikban az igazitds. A végiil megmaradd
cstcshalmaz nyilvan fiiggetlen, de mekkora méretii? Legyen X az 1. lépés utdn maradd
csucsok, Y pedig az élek szama. Ekkor a 2. 1épés utan maradé ponthalmaz mérete legalabb
X — Y. Irjuk fel ennek varhat6 értékét:

E(X —Y)=E(X) - E®Y),

ahol E(X) = %4 (ez példaul indikatorvaltozokkal lathaté be). Az 1. 1épés utdn a G egy
f éle pontosan akkor marad meg, ha mindkét végpontja megmarad. Ennek valdszintisége
d%' Innen az élek indikatorait hasznélva

7”L2 n2 n

E(Y) = eP(f megmarad az 1. 1épés utdn) = % =T T o
e e

Igy a végiil megmaradé cstcshalmaz méretének vérhato értéke legaldbb

n o n n o n
EX-Y)=-——=—=—.
( ) d 2d 2d 4e

Ekkora fiiggetlen halmaz nyilvan van a grafban. m

Példaul, ha a G gréafra igaz, hogy e = 20n, akkor biztosan lesz benne legalabb % =%

elemi fiiggetlen csicshalmaz.
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3.8. Lovész Laszl6 lokalis lemmaéja (LLL)

Amit a torék meghagyott, elvitte a tatdr, amit a tatdr
ott felejtett, elhordta a német... Nem maradt ott eqyéb
eqy hosszu, kétéli acélpengénél...
MORA FERENC: Hunyadi kardja

A kovetkezé alaphelyzetbdl indulunk ki: legyenek Fj, ..., E, rossz (szimunkra nem
kivinatos) események egy valdszinliségi térbol. Szeretnénk feltételt kapni arra, hogy
pozitiv valdszinliséggel egyik rossz esemény se kévetkezzen be. Olyan egyszeriien ellendriz-
het6 és jol alkalmazhaté feltételt szeretnénk, amelybol kovetkezik, hogy

P(\E)=P(EiN...NE,) > 0.

Mésként mondva: arra kellene kényelmes feltétel, hogy a rossz események (torok, tatar,
német) egytittesen 1-nél kisebb valészintiséget adjanak. Ha az E; események egymastol
teljesen fuggetlenek és P(E;) < 1 igaz minden i-re, akkor természetesen P(E;) > 0 minden
i-re, és

P((\E) =P(E1)-...-P(E,) > 0.

Ha tehat az F; események teljesen fiiggetlenek, akkor a kézenfekvo sziikséges feltétel (hogy
ne legyen E;, amelyre P(E;) = 1) mindjart elegends is.

A fenti észrevétel sokszor nem alkalmazhatd, mert a rossz események nem teljesen
fliggetlenek. Gyakran el6fordul viszont, hogy ugyan az E; események nem teljesen fliggetlenek,
de csak ,kevés” fiiggés van kozottiik. Ezzel a helyzettel foglalkozik a lokalis lemma.

Definicid. Az F' esemény teljesen fiiggetlen a B;, © € I eseményektdl, ha

P(F| ﬂ Bj) =P(F) teljesil minden J C I esetén.
JET

Gyakran elég jo képiink van arrél, hogy az E; esemény mely masik F; eseményektdl
fiigghet. Az ilyen természetii informéci6 leirasara alkalmas a fliggetlenségi graf.

Definicid. Legyenek E1, ... , E, események eqy valdsziniségi térbol. A G grif eqy fiigget-
lenségi grdaf, ha csicshalmaza {1,2, ... ,n} és minden i-re az E; teljesen figgetlen az

{Ej: j#1, (i) ¢ E(G)}

eseményektdl.
27. Tétel. (LLL EGY VALTOZATAT) Legyenek Ei, ..., E, események egy valdsziniiségi

térbdl, legyen G fiiggetlenségi grdf és d > 1. Tegyiik fel tovdbbd, hogy igazak a kévetkezok:
e P(E)<p,i=1,...,n.
o G-ben a csicsok foka < d.
o 4dp < 1.

Ekkor P(E1N...NE,) > 0.

A tételnek tobb valtozata ismert, mi itt a legkényelmesebben elmondhatéval foglalkozunk. Megemlitjitk
példdul azt az alkalmazdsok szempontjabdl gyakran hasznos tényt, hogy a tételben a 4dp < 1
helyettesitheté a kevésbé szigortu edp < 1 feltétellel.
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Bizonyitas. Indukciot alkalmazunk m szerint a kévetkezd két egyenlGtlenség bizonyitasara:

- _ 1
P(EL|Ey--- Ep) < —, (3.2)
2d
P(E_lE_Q ce Em) > 0.
Elég a (3.2) egyenlétlenséget belatni, ugyanis bel6le és az indukcids feltevésbél kapjuk,
hogy

1

Az m = 1,2 esetek egyszertiek, ® meggondolasukat az Olvaséra bizzuk. Ezutan
feltessziik, hogy m > 2. Az E; események esetleges dtszamozdsaval elérhetd 9, hogy
G-ben az 1 csics szomszédai 2,...,h, ahol h > 2. A feltételes valésziniiség definicidjat és
az indukcids feltevést alkalmazva adddik a kovetkezo:

_ - P(E1E>-En) _ R _
5 - P(E1Ey---Ey)  P(En-Enm)  P(E1Ey-- Ep|Ep - Ey)

PENE: - Bn) = 55 5~ P P(By. EplEry - By)

P(Ent1--Em)

A jobb oldali tort szamlalojanak fels6 becslése:

- [ _ _ _ 1
P(E1Esy-- - Ep|Epyq -+ En) <P(E1|Epyr--- Ep) =P(F)) < i

Itt hasznaltuk, hogy E; teljesen fiiggetlen az Ejy1,..., By, eseményektol.
A nevezd alsé becslése:

h
P(Ey- - Ep|Epyr- - Ep) = 1=P(EoU- - -UEW|Epyr -+ Ep) > 1=Y P(Ej|Epyr - Eny).
=2

Alkalmazhaté az indukciés feltevés a {j, h+1,...,m} indexti eseményekre (ezek szama
kisebb, mint m) és az ezen indexek altal feszitett részgrafra: P(E;|Epy1--- Em) < 55, ami
szerint a nevezd legaldbb 1 — % > %, mert h — 1 <d.

Az eddigieket Osszerakva:

_ _ P(EE>---E|Eri1---E, L 1
P(Bi|By -+ By) = o2 EnlBir o Bn) 30
2

P(Ey---Ey|Epyy - Ep)

Az LLL két alkalmazasa
A Beck-tétel

Visszatériink az uniform hipergrafok 2-szinezésének témajahoz. A kévetkezd tétel jelentGsen
tagitja az Erd6s-tétel (19. Tétel) altal mutatott horizontot: itt nincs fels6 korlat a H;
halmazok m szamara.

28. Tétel (BECK). Legyenek Hy, ... ,H,, az U halmaz r elemd részhalmazai. Tegyiik
fel, hogy egy H; csak legfeljebb 23 mdsikat metsz. Ekkor van U-nak olyan 2-szinezése,
amelynél eqyik H; sem egyszini.

8 Az els6 egyenlStlenség az m = 1 esetben P(E;) < Q—Id, ez kovetkezik a tétel els6 és harmadik feltételébdl.
°Ha h = 1, vagyis 1-nek nincsenek szomszédai, akkor F1 teljesen fiiggetlen az Eo, ..., Fy, eseményektdl,
ekkor P(E1|Ez--- En) = P(E1) < & < 2 adja a kivant allitést.

— 4d — 2d
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Bizonyitas. Szinezziik U elemeit % — % valbszintiséggel pirosra, illetve fehérre, egymastdl

teljesen fliggetleniil (ahogyan kordbban az Erdds-tétel bizonyitdsinal tettik). Jelolje E;
azt az eseményt, hogy H; egyszini. Ekkor nyilvan

Az u € U pontok szinének egymastdl teljesen fiiggetlen valasztisa miatt kijelenthetjiik,
hogy E; fiiggetlen az 6sszes E;-t6l, amelyre H;NH; = (). Ennek kovetkeztében a fiiggetlen-
ségi grafban a fokszamokra d < 273 adédik. Mivel

Adp < 4-2773. =1,

or—1
az LLL alkalmazhaté, vagyis P(Ey N...N E,,) > 0. Létezik tehat csupa tarka 2-szinezés.
]

Tekintstik azt a halmazrendszert, amelynek U alaphalmazat a kévetkezo abra 0,...,6
pontjai alkotjédk, a H; halmazok pedig azok a ponthidrmasok, amelyek egy szakaszra, vagy
pedig a az dbran lathaté korvonalra esnek!'®. Osszesen 7 ilyen H; halmaz van.

Feladat. (a) Mutassuk meg, hogy az U birmely 2 szinnel valo szinezésekor lesz egyszini
H;!

(b) Tegyiik fel, hogy az U pontjait a Beck-tételben leirt mddon véletleniil szinezzik. Mutassuk
meg, hogy ekkor az E; események paronként figgetlenek!

A feladat ravilagit arra a tényre, hogy az LLL feltételei koziil a teljes fiiggetlenség (ami a
fiiggetlenségi graf definici6jaban szerepel) nem helyettesitheté paronkénti fiiggetlenséggel.

Ritka k — SAT-formulak kielégithetisége

Legyen ¢ = C1 A ... ANCy, egy él6 k — CNF formula. Ebben tehdt minden C; tag alakja
liy V...V, ahol [;; literdl. Minden C; tagban pontosan k kiilonb6z6 valtozo szerepel
(esetleg negaltan).

A k—CNF formuldk kielégithet6ségének a kérdése k > 3 esetén mar NP-teljes. Ennek
tikrében kiilonosen érdekes a kévetkezo allitas:

1A halmazrendszert Fano-siknak nevezik. A H; halmazok rendelkeznek néhiny olyan tulajdonsigal,
amilyeneket a sik egyeneseinél figyelhetiink meg: példdul barmely két kiilonb6z8 pontot pontosan egy H;
tartalmaz.
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Allitas. Legyerli d=Ci1N...NCp, eqy él6 k—CNF formula. Tegyiik fel, hogy egy vdltozo
legfeljebb T' = i—k darab C; tagban szerepelhet. Ekkor létezik a ¢-t igazzd tevd kiértékelés.

Bizonyitas. Legyenek x1, ... ,x, a ¢ valtozdi. Ezeknek % — % valoszintiséggel adjunk
igaz, illetve hamis értéket, egyméstdl teljesen fliggetlenill. Legyen E; = {C; hamis}.

Alkalmazzuk a lokdlis lemmat. Az F; események valOszinlisége

1

ugyanis a C; tagban el6forduld k valtozd Osszes kiértékelése koziil egy ad hamis értéket.
Csak akkor lehetséges fiiggés az F; és az E; események kozott, ha Cj-ben és Cj-ben van
kozos xp valtozé. Legyen Y; azon C; tagok szama, melyeknek van Cj-vel kozos valtozdja.
Ekkor minden i-re igaz, hogy
K2k
V; KT =~ = 2h2
1= 4k 9

mert a Cj-ben k véltozé van. Tehéit egy E; legfeljebb 2F~2 masik E;-t6l fiigghet. A
Lovasz-lemma alkalmazhatésagi feltétele teljesil:

dpd =427k . 2F"2 — 1,

A lemma alapjan P(N E;) > 0, azaz létezik jé kiértékelés. m

Példa. Legyen k = 16 (16 literal lehet tagonként), ekkor T = % = 1024, azaz egy x;
valtozd maximum 1024-szer fordul el6 ¢-ben. Az ilyen ¢ é16 16 — C N F' formuldnak a tétel

szerint 1étezik kielégitd kiértékelése.

Az LLL algoritmikus valtozata

A lokalis lemma elegéns és egyszerii algoritmikus valtozatat dolgozta ki 2009-ben Robin A.
Moser és Tardos Gabor. Mddszeriik az LLL legtobb ismert alkalmazisanal hasznalhaté.

Legyen P teljesen fliggetlen valésziniiségi valtozok egy véges halmaza, amelyek az )
valOsziniiségi téren értelmezettek. Tegyiik fel, hogy az E; eseményeket ezekbOl a valdszi-
niiségi valtozokbol szarmaztatjuk tgy, hogy minden i-re van egy P; részhalmaza P-nek,
hogy E; bekovetkezése csak a P;-beli valtozok értékeitdl fiigg. Tegyiik fel tovabba, hogy
(i,7) pontosan akkor éle a G fiiggetlenségi grafnak, ha ¢ # j és P, N P; # ), vagyis van
olyan § € P valészintiségi valtozo, amitdl F; és Ej is fligghet. Vegyiik észre, hogy a kapott
G tényleg fliggetlenségi graf lesz az FE; eseményekre nézve. Végiil tegyiik fel, hogy az
FEq, ..., B, eseményekre és GG grafra teljesiilnek a lokalis lemma feltételei. Moser és Tardos
a kovetkez6 egyszert algoritmust javasoljak:

1. Ertékeljiik ki a £ € P valtozékat egy véletlen w € Q helyen, és nézzik ennél
a kiértékelésnél az FE; eseményeket. Ha egyikiik sem kovetkezik be, akkor w egy elemi
eseményt ad a ﬂ?zlEi metszetbdl, és ezzel befejeztiik az eljarast. Ha nem, akkor

2. valasszunk egy tetszoleges E; eseményt, ami bekovetkezett. A Pj-beli £ valészini-
ségi valtozokat értékeljiik ki tjra, a sajat eloszlasuk szerint, egymastol teljesen fiiggetlentil
(a P\ Pj-belieket véltozatlanul hagyjuk). Ha ezt kovetSen egyik E; sem kévetkezik be,
akkor készen vagyunk, ellenkez6 esetben ismételjiik a 2. 1épést.

Moser és Tardos bizonyitottdk (ennek a targyaldsat itt mell6zziik), hogy a 2. 1épést
varhatéan legfeljebb % alkalommal kell elvégezniink (itt n és d az LLL kimondédsdban
szerepld értékek).

Példa. Nézziikk meg mindezt egy konkrét példan keresztiil, a Beck-tétel esetében! Ekkor
az () valésziniliségi tér elemi lehetnek az |U| hosszisdgu piros-fehér-sorozatok. A tér egy
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eleme tehét az U egy 2-szinezése, és 6sszesen 2Vl eleme van. Minden egyes sorozat /szinezés
bekovetkezési valdszinlisége ﬁ A &1,&,...,&u) az U elemeihez rendelt valdészintiségi
valtozok. A & 1 Q — {piros, fehér} az i-edik elem szinét mondja meg a véletlen szinezésnél:
ez piros, ha az i-edik éremfeldobas értéke irds, ellenkezd esetben az i-edik elem szine fehér.
Az E; eseményhez tartozé valtozok P; halmazéba azon £ € P valtozok tartoznak, amelyek
Hj-beli pontot szineznek.

A Moser—Tardos-algoritmus 1. 1épésében egy véletlen w € Q pontot (azaz éremfeldobés-
sorozatot) vélasztunk és ennek megfelel6en szinezzitkk U elemeit. A 2. 1épést addig
kell ismételniink, amig van egyszinii H;. Ekkor egy ilyen H; elemeit tjraszinezziik az
algoritmus szerint: az u € H; elemek esetén tjra elvégezziik az éremfeldobédst — egymastol
teljesen fliggetleniil —, és ezeket az elemeket az Gj dobasoknak megfeleléen szinezziik at.

Feladat. Mik lesznek az ), a P és a P; halmazok a ritka k — SAT-feladat esetében?



4. fejezet

Véletlen és bonyolultsagi osztalyok

Az algoritmikus problémakat a szamitdselmélet a kiszamitdsi (megoldédsi) nehézségiik
szerint osztélyozza. Az igy kapott Gn. bonyolultsagi osztalyok (pl. P, NP, EXPTIME)
gyakorlati szempontbdl is hasznos irdanytiit adnak a felmeriils algoritmikus feladatok ke-
zeléséhez. A kovetkezOkben azzal foglalkozunk, hogy a véletlen miként jelenik meg a
bonyolultsagi osztalyok térképén, milyen érdekes feladatosztalyokat kapunk, ha a véletlent
is bevonjuk a szamitas megengedett eszkozei kozé.

Ahogy a szamitdselméletben szokasos, elsGsorban eldontési feladatokra Gsszpontositunk:
az L algoritmikus feladat kapcsan az x bemenetrol el kell dontentink, hogy a feladatbeli
kérdésre igen, vagy mem lesz a valasz. Példaul ha L a grafok 3-szinezésének a feladata
(szokésos jeloléssel 357 N ), akkor az input G grafokra azt kell eldonteni, hogy G szinezhets-
e 3 szinnel.

A bonyolultsagi osztalyokat sokszor a megold6 algoritmusok 1épésszama segitségével
definidljuk. Ennek a kivitelezéséhez sziikséges, hogy pontosan tudjunk beszélni a bemenet
hosszarél. Hasznos lesz ezért az eldontési feladatokat mint nyelveket megadni.

Tekintsitk az Z = {0,1} dbécét. A lehetséges bemenetek az x € Z* szavak. Az
r=2x1...2, 526 az x; € T jelek (bitek) sorozata. Az z bitjeinek n szdma az x sz6 hossza,
szokésos jeloléssel |x| = n. Az L C Z* halmazokat nyelveknek nevezziikk. Az L nyelv
tekinthet6 igen-nem feladatnak a kovetkezOképpen: az x € I™ bemenetre azt kérdezziik,
hogy = € L teljestil-e. x € L esetén a vélasz ,jigen”, x ¢ L esetén ,nem”. Forditva, az
eldéntend6 szamitasi feladatok az input binaris kddolasa révén felfoghatok nyelvfelismerési
feladatoknak abban az értelemben, hogy az x inputrdl el kell donteni, hogy bele tartozik-e
az igen valaszt add szavak nyelvébe.

Igy szemlélve példaul a 3SZIN-feladat a 3 szinnel szinezhetd grafok lefrasaibél 4llo
nyelv. Egy graf leirdsa lehet pl. az illeszkedési matrixa (mondjuk a métrix sorfolytonos
leirasdnak bindris kédja).

4.1. Néhany nevezetes bonyolultsagi osztaly felidézése

A P bonyolultsagi osztalyt a polinom id6ben felismerheté nyelvek alkotjak: az L nyelv
akkor van P-ben, ha van olyan algoritmus az L felismerésére, amely n hossza = € I*
input szé esetén legfeliebb en® lépésben eldonti, hogy = € L teljesiil-e. Itt ¢,d csak az
L nyelvtél (feladattél) fiiggd pozitiv konstansok. Az algoritmus lépéseinek fogalmét itt
most nem részletezziik. Szemléletesen egy programra gondolhat az Olvasd, és az altala
elvégzett bit-miiveletek szdmara.! A P és a tobbi itt emlitésre keriild bonyolultsagi osztaly
is robusztus abban az értelemben, hogy nagy mértékben fliggetlen a definiciot megalapozd

YAz Algoritmusok 7.1., 7.2., 8.1. és 8.2. szakaszaiban taldlhaté drnyaltabb leirds ezekr8l a kérdésekrél.

60
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gépmodelltol. A P-re szokas igy tekinteni, mint a determinisztikus algoritmussal hatéko-
nyan (polinom id6ben) kezelhetd eldontési feladatok Osszességére.

Az L nyelv definici6 szerint akkor van az NP nyelvosztalyban, ha létezik egy L1 € P
nyelv, melynek bemenete parokbdl all, és 1étezik ¢ > 0 konstans tgy, hogy x € Z* esetén

reLl & JyeZl: |yl <|z|% amellyel (z,y) € L;.

Az el6z6é meghatarozasban szerepld y sz6 az x bemenet L-be tartozisdnak tandja. Ugy
is fogalmazhatunk, hogy az L pontosan akkor lesz NP-beli, ha az L-be tartozasnak van
rovid és hatékonyan ellenorizhet6 tandja.

Példa. Legyen L = 3SZIN a 3-szinezhetd grafok nyelve. Legyen € Z* egy G graf leirsa.
Tegytik fel, hogy G 3-szinezhetd. Ekkor y szerepére alkalmas egy 3-szinezés leirdsa (minden
csicsnak megmondjuk a szinét). Az Lp nyelv ekkor (G,y) parokbdl all, y 3-szinezése G-
nek. Az L = 3SZIN nyelv NP-ben van, mert létezik olyan ¢ (pl. ¢ = 1), hogy az =
leirdst G graf pontosan akkor van L-ben, ha létezik hozza y szinezés |y| < |z|¢, 4gy, hogy
(G,y) € Ly. Itt Ly € P valéban teljesiil, mert egy (G,y) parrdl gyorsan (polinom idében)
el tudjuk donteni, hogy y 3-szinezése-e G-nek.

Az EXPTIME nyelvosztalyba azok az L nyelvek tartoznak, amelyekhez van olyan
algoritmus, amely az n hosszil x inputra az x € L kérdést legfeljebb don* lépésben
megvalaszolja. Itt d és k csak L-t6l fiiggd pozitiv egészek. EXPTIME az exponencidlis
idoben felismerhet6 nyelvek osztélya.

Az PSPACE osztalyba azok az L nyelvek tartoznak, amelyekhez van legfeljebb polino-
midlis szamu tarcellat haszndlé algoritmus. Pontosabban fogalmazva, vannak olyan (csak
L-t6] figgd) ¢, d pozitiv allandok, hogy az algoritmus az n hosszi x inputra az x € L
kérdést legfeljebb cn? tércella hasznalataval megvalaszolja.

Feladat. Mutassuk meg, hogy érvényesek az abrardl leolvashato tartalmazdsi viszonyok:
PCNPCEXPTIME.

4.2. Az RP nyelvosztaly

Az elnevezés a random és a polynomial szavak kezd6betiiibdl szarmazik.

Definicié. Legyen L C I*. Az L € RP pontosan akkor teljesiil, ha létezik L4, € P, és
c >0, hogy

1. L={xzeZ": yel |yl = |zl amelyre (z,y) € L1}.
2. x € L esetén az |x|°-hosszi y € T* szavak legaldbb felére igaz, hogy (z,y) € L.

A definicié elsé pontja azt fogalmazza meg, hogy L € NP. A méasodik pont szerint, ha
x-hez létezik tani, akkor mindjart rengeteg tanu létezik.

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az RP nyelvosztaly nem vdltozik meg, ha a definicicban a
felére helyett d-szeresére szerepel, ahol 0 < d < 1 egy tetszdleges dllandd.

Az aldbbi abra az RP osztaly helyét szemlélteti a bonyolultsagi osztalyok kézott. A
tudomany mai alldsa mellett nem tudjuk, hogy a tartalmazasok valdédiak-e.

Itt az RPC NP tartalmazas a definicié 1. pontja miatt igaz. A PCRP nyilvanval6: ha
L €P, akkor példaul L; = {(z,1) : = € L} és ¢ = 0 megfeleld lesz.
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Az RP-beli nyelvek felismerésére hatékony (polinom idejii) véletlent hasznalé moédszer
adhato. Legyen L € RP, és legyen L; a hozza tartozd parokbdl allo nyelv, Alg pedig
az Li-et felismerd (determinisztikus) polinom idejii algoritmus. Az RP-teszt hatékony,
véletlen valasztast alkalmazdé moddszer annak megvalaszolasara, hogy az = € Z* input
esetén x € L teljesiil-e. A teszt a kovetkezd két 1épésbdl all:

Az RP-teszt

e Vilasszunk egy véletlen y € Z* sz6t, amelyre |y| = |z|°.

o Az Alg algoritmus segitségével nézziikk meg, hogy (x,y) € L teljesiil-e. Ha igen
a valasz, akkor arra kovetkeztetiink, hogy x € L. Ha nem a valasz, akkor azzal a
kovetkeztetéssel zarjuk a tesztet, hogy valdszindleg x & L.

Az RP definiciéjaban szereplé 1. feltétel miatt az igenlé valasz mindig helyes. Ha
van tani z-hez, akkor x bizonyosan az L nyelvbe tartozik. A nemleges valasz lehet
hibds. Megeshet, hogy = € L teljestl ugyan, de rossz y tantjeloltet valasztottunk. A
definicié 2. feltétele szerint azonban ennek a balszerencsének a valdsziniisége legfeljebb
1/2. A hibézas valdszintlisége tetszOlegesen kicsivé tehet a jol ismert médon: t darab
fliggetleniil valasztott y kiprobalasa utan legfeljebb % a téves kovetkeztetés valoszinlisége.
Mivel Ly €P, és y hossza az x hossziban polinomidlis, egy RP-teszt polinom id6ben
megvalésithatd. Tehat a kérdés, hogy x € L igaz-e, varhatéan polinom id6ben megvala-
szolhato.

A Rabin—Miller-primteszt

Itt részben az el6z6ek szemléltetésére vazlatosan megmutatjuk, hogy az Osszetett egészek
nyelve
O={m € Z" : m nem prim} € RP.

Definicié. Legyen m —1 = 2% .n, ahol k,n pozitiv egészek, és n pdratlan. Az a egész szdm
(1 < a < m) azm dsszetettségének Rabin-Miller-tantja, ha az a® — 1, a™ + 1, a®® + 1,
a1, ..., a2t 1 egészek eqyike sem oszthaté m-mel.

Allitas. Ha m primszdm, akkor m-hez nem létezik Rabin—Miller-tani.

Bizonyitas. Tekintsiik az alabbi azonossagot tetszileges a egész szammal, melyre 1 <
a<m:

a™ = 1= (0" = 1)(a"+ 1)@ + 1)@ +1)... a2 " +1) (4.1)
a?n—1
atn—1
a8n—1
a?Fn_1

Ha az m szam prim, akkor a kis Fermat-tétel szerint m osztja az a™ ! — 1 egészet.
Ennélfogva m osztja (4.1) jobb oldalat és m prim volta miatt annak egyik tényez8jét
is. Ezért a nem lehet Rabin—Miller-tanti. m
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A kovetkezo allitas szerint a paratlan 6sszetett szamokhoz sok Rabin—Miller-tant létezik.
A bizonyitést itt nem targyaljuk.?

Allitas. Ha azm > 2 pdratlan egész szdm nem prim, akkor az 1 < a < m egészek legaldbb
fele Rabin-Miller tand.

Az el6z6 két Allitas alapjan kimondhatjuk a kévetkezd tételt:
29. Tétel. Oc RP, vagyis az dsszetett szamok nyelve RP-ben van.

Bizonyitas. Legyen

L= {(m ) | m > 2,1 < a < m egészek, és ha m paratlan, }

’ akkor a egy m-hez tartozé6 Rabin—Miller-tant
tovabba ¢ = 1. Ezekkel a valasztdsokkal L =(-re teljesiilnek az RP-be tartozas 1. és
2. feltételei, utobbi a d = (1/4) tényezével. Legyen ugyanis n az m bitjeinek szama.
Az el6z6 allitasbol kovetkezik, hogy a legfeljebb n bittel leirhaté egészek legaldbb 1/4-e
Rabin-Miller-tantja lesz m Osszetettségének, amennyiben m péaratlan osszetett szam. Ha
m > 2 és m paros, akkor az utols6 bitje mutatja az Osszetettségét. Ha pedig az m prim,
akkor nincs hozza Rabin—Miller-tant.

Meg kell még mutatnunk, hogy L, €P. Mas széval egy adott a-rél hatékonyan kell
ellendrizniink, hogy a Rabin-Miller-tanti-e. Az &tlet az, hogy gyors hatvdnyozdssal® szé-
molhatjuk az a®>" alaki szdmok osztési maradékat modulo m. Megmutathat6, hogy egy
(m, a) par ellenGrzése ezt az utat kovetve O(log® m) bitmiivelettel megvalésithaté. m

A tételbeli L1 nyelvhez tartozé RP-tesztet Rabin—Miller-primtesztnek is nevezik, és az
egyik legnépszeriibb primteszt a gyakorlatban, futési ideje O(log® m). Ha m-et 6sszetettnek
taldlja, akkor ez a valasza biztosan helyes. Hiba a maésik esetben lehetséges, amikor a
teszt eredménye: m valdszindleg prim. A hiba valdsziniisége a teszt fiiggetlen ismétlésével
tetsz6legesen kicsivé tehetd. A gyakorlatban a kriptografusok akkor tekintenek egy nagy
m egészet primnek, ha a teszt tobbszori ismétlése sem bizonyitotta az Osszetettségét.

2002-ben tudomaéanyos szenzacionak szamitott, hogy M. Agrawal, N. Kayal és N. Saxena
determinisztikus polinom idej{i algoritmust* adtak az Osszetett szamok felismerésére. Mas
széval, a tétel allitdsanal erésebb O€P is igaz. Az AKS-teszt — bar polinom idejii — a
gyakorlatban eddig nem tudott versenyezni a jéval gyorsabb randomizalt tesztekkel, mint
amilyen a Rabin—Miller-teszt is.

A Las Vegas nyelvosztaly

Igen érdekesek azok az RP-beli L nyelvek (algoritmikus eldontési feladatok), amelyekre a
komplementer nyelv I* \ L is RP-be tartozik.

Definicié. Az L nyelv a Las Vegas nyelvosztalyba tartozik, ha L € RP és I* \ L € RP.

Az RP-teszt mintdjara bevezetjiik a Las Vegas-tesztet annak eldontésére, hogy adott
L € Las Vegas ésx € [" esetén x € L teljesul -e. A Las Vegas-teszt két RP tesztbdl all,

az egyik az x E L, a masik pedig az x E I* \ L kérdés megvélaszolasdra végzett RP-teszt.
Ha a kettd kozil valamelyik teszt igen valaszt ad, akkor x abba a nyelvbe tartozik, ahol

2Lasd pl. E. Bach, J. Shallit: Algorithmic number theory, Vol. 1, MIT Press, 1996, Theorem 9.4.5.

3Lasd pl. Algoritmusok, 265. old.

4L4sd pl. M. Agrawal, N. Kayal, N. Saxena: PRIMES is in P, Annals of Mathematics, 160(2004),
781-793.
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az igent kaptuk. Tudjuk, hogy az igen valasz az RP-teszt esetében mindig helyes. Ekkor
tehat pontosan tisztaztuk L és x viszonyat. Annak valdszinlisége, hogy egyik tesztnél
sem kapunk igent, legfeljebb %, hiszen annal a tesztnél, amelyiknél az igen varhato, ennek
a valasznak a valdszintisége legaldbb % Ha egyik tesztnél sem kaptunk igent, azt ugy
értelmezhetjiik, hogy nem sikeriilt a kérdést megvalaszolnunk. Ennek a valészintisége a Las
Vegas-teszt fiiggetlen ismétlésével gyorsan lecsokkenthet6. A lényeges kiilonbség a szimpla
RP-teszthez képest, hogy a Las Vegas-tesztnél sosem kapunk helytelen eredményt. Ha
egyik teszt sem adott igenl6 valaszt, akkor gy vehetjiik, hogy tovabb kell prébalkoznunk
az igazsag kideritésével. Az teszt becsiiletes abban az értelemben, hogy sosem ad hamis
valaszt a kérdésre. A Las Vegas-teszt jellemz6it igy osszegezhetjiik: gyors (polinom idejii),
legaldbb % valdszindséggel vilaszol az (v € L?) kérdésre, és a vdlasza mindig helyes.

A kovetkezé @ (eldontendd) feladatrél ismert, hogy @@ €Las Vegas, és nem ismert
ugyanakkor, hogy @) €P igaz lenne. Egyszerli szavakkal: @) felismerésére van hatékony,
becsiiletes randomizalt algoritmus, de nem ismert hatékony determinisztikus algoritmus.

SZAMITASI FELADAT. A @Q bemenete egy (c,a,p) egész szamokbdl dllé hdrmas, ahol p
primszim, 1 < c¢,a < p. Az eldontendd kérdés az, hogy van-e olyan b egész az [1,c]
intervallumban, amelyre b®> — a oszthaté p-vel.

Megjegyezziik, hogy @) lényegében a masodfokil egyenletek megolddsidnak feladata az
F, testben. Az algoritmust itt nem tdrgyaljuk.’

Feladat. Mutassuk meg, hogy Q@ € NP N coNP.6

4.3. A BPP nyelvosztaly

A BPP nyelvosztaly a legtagabb értelmes feladatosztalyt korvonalazza, amelyre létezik
polinom idejl véletlent hasznal6 algoritmus.

Definicié. Az L € T* a BPP-ben van, ha 3L € P és ¢ > 0, hogy

1. ha © € L, akkor az |z|® hosszi y € I* szavak legaldbb kétharmaddra igaz, hogy
(l’, y) € L17

2. ha © ¢ L, akkor az |x|® hosszi y € I* szavak legaldbb kétharmaddra igaz, hogy
(,y) & L1.

Megjegyezziik, hogy a definicibban a % helyett barmilyen d 4llhatna, amelyre % <d< 1.
(Miért?)

Itt a tanu fogalma sokat lazult az NP kapcsan tanult fogalomhoz képest. Az L
nyelvbe nem tartozé x szavakhoz is létezhet tantd, de ezek markéans kisebbséget kell, hogy
alkossanak a tantjeloltek kérében. Az RP-hez képest valtozas van a definicié 1. pontjaban
is. Itt erGteljes tobbség sziikséges.

A BPP név a bounded error, probabilistic és polynomial kifejezések kezddbetiiibol
szarmazik. A definiciébdl kozvetlentl kovetkeznek az alabbi tartalmazasi viszonyok:

PC RPC BPPC EXPTIME.

Talan elég, ha csak a legutolsé tartalmazashoz flizlink egy kis magyarazatot. Legyen

?
L €BPP és x € I*. Az x € L kérdést exponencidlis id6ben megvélaszolhatjuk tgy, hogy

5Lasd pl. Informatikai algoritmusok, szerk.: Ivanyi A., ELTE Eétvos Kiad6, 2005, 2. kotet, 18.3.
SA @Q € coNP belstasihoz hasznos a méasodfoki kongruencisk elmélete. Aki nem tanult ilyet, felteheti,

hogy az 22 —a = 0( mod p) kongruencidnak van egész megolddsa.
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sorra vesszilk az |x|¢ hosszisdgi y € I* szavakat, és mindegyikre megnézziik (polinom
idében), hogy (z,y) € L; teljesiil-e. Az igen vélaszok szaménak nyilvantartdsaval meg
tudjuk vélaszolni az z-re vonatkozo kérdést. A definicié szimmetridjabdl pedig kovetkezik,

hogy

coBPP = BPP.

A korabbi randomizalt osztalyokhoz hasonldan itt is adédik egy természetes algoritmus.
A BPP-teszt véletlent hasznald polinom ideji modszert ad az L € BPP nyelvek felismerésére.
Legyen x € I*. Szeretnénk eldonteni, hogy = € L igaz-e. A kovetkezdt tehetjiik: legyen
k > 2 és valasszunk egyenletesen és egymastol teljesen fiiggetleniil k darab y' € I* sz6t,
amelyek hossza |y’| = |2[¢, i = 1,...,k. BEzutédn nézzilk meg mindegyik y’-re, hogy
(z,y%) € Ly igaz-e. Az eredeti kérdést illetéen tobbségi déntést hozunk: ha az igen fordult
el6 tobbszor, akkor tgy dontiink, hogy wvaldszindleg x € L, ellenkez6 esetben pedig arra
jutunk, hogy wvaldszintleg x & L.

A BPP-tesztnél mindkét véalasz lehet hibds. A k ndvelésével a hiba valdszintlisége
rohamosan cstkkentheto.

Példa. Tegyiik fel, hogy £k = 3 és x € L. A helyes tobbségi dontés g valdszinliségére
szeretnénk alsé korlatot kapni. A vilaszunk helyes lesz, ha a hirom 7’ koziil legaldbb
ketté esetén azt kapjuk, hogy (z,y’) € L;. Tudjuk, hogy ez minden i-re p > % eséllyel
igaz. A valasztasaink fiiggetlenségét is figyelembe véve a p = % esetben

_, (2)3+3 1(2>2_20_2+2
1=1\3 3\3) Ta2r T3 ar

Feladat. Mutassuk meg, hogy q > p igaz lesz akkor is, ha 1 > p > %, tehdt a helyes dontés
valdszindsége ekkor is nd, ha nem egy, hanem hdrom tanijeldltet vilasztunk. *

Nézziik, mi torténi a k novelésével! Legyen tovabbra is € L (ugyanezen meggondolas
a definici6 szimmetridja miatt érvényes lesz az x ¢ L esetben is), és tegyiik fel, hogy a
BPP-teszt soran az y* tandjelolteket valasztottuk. Legyen tovabba

Y, 1, ha (z,y%) € Ly,
‘] 0, kiilénben.

Ekkor a Chernoff-egyenlétlenség (5. tétel) alkalmazhaté a teljesen fiiggetlen Xy, ..., Xk

véltozokra. Ezek p = P(X; = 1) > 2 paraméter{i Bernoulli-valtozék. Legyen e = 22;1

Ekkor (1 —¢€)p = %, és a Chernoff-egyenlStlenség alapjan a hibas dontés valdsziniisége

&2 kp

k _
P(Si<y)=P(Si<(l-aph) <5 =,
ahol ¢ egy pozitiv dllandé. A hibavalészinliség tehédt a k novelésével gyorsan tart 0-hoz.

A tudomény mai allasa szerint nem tudjuk, hogy a BPP osztdly hol helyezkedik el a P
és az EXPTIME ko6zott. Jelenleg egyik véglet sincs kizarva. BPP=P azt jelentené, hogy a
véletlen nem tud dridsit® segiteni: ami véletlen segitségével polinom idében megoldhaté, az
determinisztikus polinom idében is megoldhaté. A masik véglet, a BPP=EXPTIME azt

g =p*+3(1 —p)p* = 3p? — 2p® = p+ (3p* — 2p® — p) miatt elég beldtni, hogy 3p —2p> —1 >0 a (2,1)
intervallumon. Ez viszont 3p — 2p® — 1 = (1 — p)(2p — 1) alapjin vilagos.

8T6bb szép példat is lattunk mér igen gyors véletlent hasznalé algoritmusra olyan feladatok esetén,
amelyek determinisztikusan is elég jol kezelheték. Ilyenek a gyorsrendezés, vagy a konvex burok szamitasa.
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jelentené, hogy a véletlennel hatalmas gyorsitas érhet6 el: a determinisztikusan exponen-
cidlis idoigényt feladatokat lehetne a véletlen segitségével polinom id6ben legytirni.
Korabban az volt a szamitdselmélet kutatdi kozott az uralkodd nézet (taldn sejtésnek
is nevezhetjiik), hogy BPP#P. Ez hatarozottan megvaltozott az elmilt mésfél évtizedben.
Ma mér a szakértSk tébbsége® tigy gondolja, hogy BPP=P. A BPP helyének meghatérozasa
jelenleg igen aktiv és rendkivill szines kutatdsi teriilet. Erdekes kapcsolatokat mutat
példaul a BPP esetleges derandomizalhatésaga a kriptografiabol ismert, és ott sokra
értékelt egyiranyu fiiggvényekkel.'9 A téméatél biicstizéban egy ilyen tételt emlitiink:

30. Tétel. (M. Brum, S. MiIcAL1, A. YAO) Ha létezik egyiranyi permutdcio, akkor
BPP C M=o TIME (2”5) .

Ha tehét létezik alkalmas egyiranyu fiiggvény, akkor BPP szubexponencialis idében
derandomizélhato.

4.4. Interaktiv bizonyitasok

A t6bb résztvevo altal végzett egyiittes szamitas, az interakcio kézponti motivum tébb
helyen is az informatikdban. Az algoritmusok vildga sem szamit kivételnek. Az interaktiv
bizonyitasok fogalma a 80-as évek kozepén alakult ki, és rendkiviil gyiimolcs6zének bizo-
nyult egy sor részteriileten, koztiik egészen varatlanokon is, mint amilyen példdul a haté-
kony kozelité mddszerek elmélete. Az interaktiv bizonyitds szamitdstudoményi fogalma
lényegében egyidében, két egymastol fiiggetlen kutatds eredményeként sziiletett meg. Az
egyik kriptografiai hatterti: Goldwasser, Micali és Rackoff'! a biztonsagos informaciokozlés
egy problémajat vizsgdlva eljutottak a nulla ismeretii bizonyitas fogalmaig (amivel itt
késébb mi is foglalkozunk). A masik megkozelités Babai Laszl6t61'2
csoportokkal kapcsolatos algoritmikus kérdések tanulmanyozésara dolgozta ki az Arthur—
Merlin-jatékokat.!'® A két munkabdl kibontakozott elmélet ma is egyike a legfontosabb
szamitaselméleti teriileteknek, sok szép eredménnyel és izgalmas kutatasi problémakkal.
Kiemelkedd eredményiikért Babai, Goldwasser, Micali és Rackoff elnyerték a szamitésel-
mélet legmagasabb szakmai kitiintetését, a Godel-dijat.

szarmagzik, aki matrix-

Arthur—Merlin-protokollok

Két szereplénk van, Arthur kiraly és Merlin, a varazsld, akik egymdéssal kommunikéalnak.
Arthur tiirelmetlen uralkodd, csak polinom idejii miikédésre képes: egy x bemenettel
maximum |z|¢ ideig tud foglalkozni. FEzzel szemben Merlinnek vardzsereje van: nincs
korldtja a szamitdsi képességeinek.'* Barmely L nyelv és x € I* sz6 esetén egyetlen
lépésben el tudja donteni, hogy = € L igaz-e. A két fél egyiittmiikodésének, interakcidéjanak
célja a kovetkezd: adott egy L nyelv és egy x € I* szd; Arthur szeretne meggy6zodni
(bizonyosségot szerezni) arrél, hogy x € L, amennyiben ez igaz. Ennek érdekében szamita-
sokat végezhet, és kérdéseket tehet fel Merlinnek. A kérdésekre kapott valaszok és sajat

9Lssd pl. S. Arora, B. Barak: Computational Complexity, Cambridge University Press, 2009, 20. fejezet.

Az f: I* — I* fiiggvény egyirdnyi, ha z-bSl f(z) hatékonyan szamithaté, viszont az inverz feladatra
nincs hatékony (randomizdlt) algoritmus: adott y sz6hoz nehéz taldlni olyan z-et, amelyre f(x) = y.

1S, Goldwasser, S. Micali, C. Rackoff: The Knowledge Complexity of Interactive Proofs, Proceedings of
17th ACM Symposium on the Theory of Computation, Providence, RI, 1985.

12Babai Liszl6 a BME informatikusképzésének egyik alapité professzora is: & tanitotta itt elészor az
Algoritmusok elméletét.

13Babai, L.: Trading Group Theory for Randomness, Proceedings of 17th ACM Symposium, on the Theory
of Computation, Providence, RI, 1985.

1Valéjéban elegendd lenne azt feltenni, hogy Merlin hatékonyan meg tudja oldani a PSPACE-beli
feladatokat.
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szamitasai alapjan dont arrdl, hogy az x € L Allitast igaznak tartja-e. Az igen dontést
elfogadasnak, a nem dontést elutasitdsnak nevezziik. Feltessziik itt, hogy a helyes bizonyi-
tast elfogadja. Az egész informécidcserére és a szamitasokra egyiittesen csak legfeljebb
|z|¢ id6 van, ahol ¢ > 0 csak L-t6l fiiggd 4llandé. A protokollal'® szemben két alapvetd
kovetelménylink van:

e TELJESSEG: Ha x € L, akkor err6l Merlin meg tudja gy&zni Arthurt, vagyis végiil
Arthur elfogadja z-et.

e HELYESSEG: Ha x ¢ L, akkor Merlin nem tudja meggy6zni Arthurt arrél, hogy
x € L (még akkor sem, ha csal). Ekkor Arthur elutasitja z-et.

Milyen L nyelvekhez van ilyen Arthur—Merlin-protokoll? Erre valaszol az aldbbi tétel
és az utdna kovetkezo feladat.

31. Tétel. Legyen L € NP. FEkkor létezik L-hez Arthur—Merlin-protokoll.

Bizonyitas. L €NP, tehat 1étezik ¢ > 0 és L1 € P 1ugy, hogy x € L pontosan akkor igaz,
ha létezik hozza y € Z*, melyre |y| < |z|%, és (z,y) € L.

Ezek utdan x € L esetén a protokoll a kévetkezo lehet:
1. Arthur elkiildi az = sz6t Merlinnek.

2. Vélaszul Merlin kiild egy y € Z* sz6t, ahol |y| < |z|¢ és (z,y) € L1 (haz € L).

?
3. Arthur ellendrzi, hogy (z,y) € Li. Ha igen, akkor elfogad (elfogadja, hogy = € L),
ha nem, akkor elutasit.

Igazoljuk, hogy a fenti protokoll helyes Arthur—Merlin-protokoll:

?
e Arthur szamitasi képességeinek megfelel, mert (z,y) € Ly polinom idében ellendriz-
hetd, hiszen Ly € P, és |y| < |z|°. A kiildott és fogadott tzenetek Osszhossza is
polinomialis.

e Ha z € L, akkor létezik rovid y, mellyel (z,y) € L; teljesiil. Ilyet Merlin képes
talalni, és ezzel el tudja érni, hogy Arthur elfogadja az = € L tényt.

e Ha viszont x ¢ L, akkor Merlin nem tud jé y-t kiildeni, mivel nem létezik jé y. Igy
nem tudja becsapni Arthurt (meggyézni arrél, hogy = € L), mert Arthur polinom
id6ben rajon, hogy (z,y) ¢ L1, barmi legyen is az esetleg elkiildott y.

Feladat. Mutassuk meg, hogy a tétel megforditisa is igaz: Ha L-hez van Arthur—Merlin-
protokoll, akkor L € NP. (Gondoljuk meg, hogy x € L-hez mi lehet megfeleld y tani.)

15 A protokoll fogalmat a szemléletesség megtartdsa miatt nem adjuk meg formélisan. Az érdeklsds
olvasé itt taldl pontos definiciét: S. Arora, B. Barak: Computational complexity, Cambridge University
Press, 2009, 8. fejezet.
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Randomizalt interaktiv bizonyitasok

Az elébbiekben sikeriilt az NP nyelvosztalyt jellemeznink az interakci6 segitségével. Fel-
meril a kérdés, hogy kaphatunk-e itt tobbet, ha a véletlennek is szerepet juttatunk.
Létezhet-e NP-n kiviili nyelvekhez is az el6bbihez hasonlé értelmi interaktiv bizonyitas?
Mint 14tni fogjuk, a valasz igen.'® Tartsuk meg a két szereplénket: Arthur kiralyt, aki
kérdez, és Merlin varazslot, aki valaszol. A probléma, amirél kommunikalnak, ugyancsak
a régi: adott egy L C T* nyelv és egy x € T* sz6. Merlin szeretné Arthurral elfogadtatni,
hogy « € L. Merlin itt is varazserovel rendelkezik, amennyiben barmely algoritmikus
kérdést képes egy lépésben megoldani. Arthur tovabbra is polinom ideig miikodik, de
hasznélhat véletlen valasztasokat is a szamitdsai sordn. A két fél parbeszédét leird proto-
kollal szembeni kovetelményben is van valtozas: megjelenik benne a véletlen.

e TELIESSEG:!” Ha 2 € L, akkor P(Arthur elfogadja, hogy = € L)) = 1.

)
e HEeLYESSEG: Ha z ¢ L, akkor P(Arthur elfogadja, hogy « € L)) < 3.
Most is az érdekel benniinket, hogy mely nyelvekhez 1étezik Arthur—Merlin-protokoll.

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a helyesség definicidjdban % helyébe 0-t irunk, akkor

ismét az NP nyelvosztalyt kapjuk. Csak ezekhez létezik AM-protokoll.
Legyen
IP = {L CZ* : L-hez van Arthur-Merlin-protokoll}.
A kovetkezdkben egy olyan nyelvhez adunk Arthur—Merlin-protokollt, amelyrél nem ismert,
hogy NP-beli lenne.
GNI — a nem izomorf grafok nyelve

Definicid. Legyenek G és Go iranyitatlan grifok. A Gi izomorf Ga-vel, ha van olyan,
kélcsonosen egyértelmd f - V(G1) — V(Ga2) leképezés, amelyre

(z,y) € E(G1) & (f(z), f(y) € E(G2).
Gy és Gy izomorfidjat G1 = Go jeldli.

Példaul az aldbbi abran lathat6 6tszog és csillag izomorf grafok, amint azt az f(z) = z
leképezés mutatja.

Tekintsiik az izomorf graf-parokbdl allé nyelvet és a komplementerét:

GI = {(Gl,Gg) : Gl = GQ},
GNI = {(Gl,Gg) . G1 7ﬁé GQ}

1$Hozz4 kell tenniink, hogy a tudomény mai 4lldsa szerint. Jelenleg nem tudjuk bizonyitani, hogy az
adédé nyelvosztaly tényleg bévebb NP-nél, de széles kérben elfogadott sejtés szerint ez igaz.

17A szokésos definici6 itt csupan azt koveteli meg, hogy az elfogadas valdszintisége legalabb % legyen.
Igazolhatd, hogy ez a kovetelmény ekvivalens az altalunk megadottal, l4sd M. Furer, O. Goldreich, Y.
Mansour, M. Sipser, S. Zachos: On completeness and soundness of interactive proof systems, Advances in
Computing Research, 5(1989), 429-442.
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Nyilvanvaléan igaz, hogy GI € NP. A (G1,G2) € GI tantja egy alkalmas f leképezés
lehet. A G gyakorlati szempontbdl is fontos feladat. Elméleti szempontbdl is kiilonleges:
olyan régéta ismert NP-beli nyelv, amelyrél nem tudjuk, hogy NP-teljes-e, és azt sem,
hogy P-ben van-e. A GNI nyelvr6l nem ismeretes, hogy NP-beli lenne. Igaz viszont a
kovetkezo:

32. Tétel. GNI € IP.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a kévetkez6 protokollt:

1. Az Arthurnal levé input legyen a (G, G2) grafpar, és az egyszeriiség kedvéért tegyiik
fel, hogy
V(G1) =V(Ge) ={1,2,... ,n}=V.
Arthur valaszt egy véletlen!® i € {1,2} értéket (% — % valosziniiséggel), és egy f :
V = V véletlen permutéciét (barmelyik f valésziniisége %) Ezt kovetéen képezi a

H = f(G;) grafot, ezt elkiildi Merlinnek, és megkérdezi t6le, hogy mi volt az i.
2. Merlin vélasza egy j € {1,2}.

3. Ha i = j, akkor Arthur elfogadja, hogy G1 nem izomorf Gs-vel, kiillénben pedig
elutasit.

A protokollt elemezve lathat6, hogy ha G1 2 G2 (azaz (G1,G2) € GNI), akkor a H a
G és Gy kozil pontosan az egyikkel izomorf. Erre Merlin rajon, és meg tudja mondani a
helyes i értéket. Ha viszont Gy = Go (azaz (Gy,G2) ¢ GNI), akkor H ugyanazzal az §
valésziniiséggel szarmazhat G1-b6l és Go-bol:

1
P(i = 1| Arthur a H grafot kiildi) = P(i = 2| Arthur a H gréafot kiildi) = 7
Ez abbdl adodik, hogy

{ (1,f) : Arthur a H grafot kiildi}| = |{ (2, f') : Arthur a H grafot kiildi}|.

sorsolas sorsolas
eredménye eredménye

A két halmaz azért lesz egyenl6 méretii, mert ha o : V. — V izomorfizmust ad G; és
Go kozott, akkor a (2, f') par pont akkor eredményezi H-t, ha (1, f'o) valasztdsakor H-t
kapunk. Maéasként mondva, o kdlcséndsen egyértelmii megfeleltetést létesit a két halmaz
kozott.

Merlin tehat G1 = G5 esetén nem tud jobbat tenni, mint tippeli i-t. A helyes védlaszra,
és ezzel Arthur megtévesztésére ezért % az esélye. Tekintetbe véve még azt is, hogy az
tizenetek Gsszmérete és Arthur szdmitdsainak az ideje is polinomidlis |z|-ben, a protokoll

helyességét és a tételt igazoltuk. m

Megjegyezziik, hogy a protokoll fiiggetlen ismétlésével a helytelen elfogadas valészini-
sége rohamosan cstkkentheto.
Bizonyitas nélkil emlitjiik a kovetkezd fontos eredményt.

33. Tétel. IP=PSPACE.
Helyette a kovetkezd, valamivel egyszertibb tételt targyaljuk:

34. Tétel. IPDCoNP.

18 A véletlen valasztdsait Arthur rejtve, Merlin szdméra nem ldthaté médon teszi.
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Bizonyitas. Legyen
#3SAT = {(¢,k),a ¢ egy 3CNF, aminek éppen k kielégit kiértékelése van}.

A #3SAT nyelv nyilvan coN P-nehéz, hiszen a k = 0 esetén éppen a kielégithetetlen
3CNF formulédk nyelvét (lényegében az NP-teljes 3SAT komplementerét) kapjuk, ami
teljes colN P-re nézve.

Egy n valtozdés ¢ Boole-formula tekintheté a {0,1}" halmazon értelmezett 0,1-értéki
fliggvénynek. A protokollhoz, amit meg szeretnénk adni, célszerli lesz ezt a fiiggvényt
kiterjeszteni F"-bol F-be vezet§ fiiggvénnyé, ahol az F egy alkalmas test (és igy nyilvan
van benne 0 és 1). Ezt a kiterjesztést szokds aritmetizaldsnak nevezni. A ¢ formula F™-
re valé ¢* kiterjesztését rekurzidval adjuk meg. Az x; Boole-viltozonak az F feletti X;
valtozo felel meg, vagyis =7 = X;. Az T; negélt valtozo esetén (7;)* = 1 — X;. Ha ¢ és
1 Boole-formuldk, akkor (¢ A 1)* = ¢* - * és (¢ V U)* = ¢* + ¢* — ¢* - *. Ezekkel a
szabélyokkal tetszéleges ¢ 3C'N F-re definidltuk az F feletti ¢* polinomot, ami a {0,1}"
halmazon megegyezik a ¢ fiiggvénnyel.

Tegyiik fel, hogy a ¢ 3CNF formula valtozéi x1,...,x,, és a formula m tagbdl all.
Ekkor a ¢ € F[X1,...,X,] polinom foka legfeljebb 3m lesz. A ¢ ismeretében hatékonyan
nyerhetiink egy a ¢* polinomot megadé algebrai kifejezést. A kapott algebrai kifejezés
hatékony abban az értelemben is, hogy a ¢ méretében (lényegében n-ben és m-ben)
polinomialis szamu F-beli miivelettel kiértékelhets tetszoleges (o, ..., ) € F™ helyen.

Példa. Legyen ¢ a kovetkez6 2CNF: ¢ = (x1 V T2) A (T1 V x3). Ekkor

Pr=(X1+(1-X2) - X1-(1-Xp)) - 1 -X1+X3—(1-X1)-X3).

Legyen f(Xi,...,Xn) € F[Xy,..., Xy] egy polinom, és 0 < i < n. Az f(; polinom
legyen a koévetkezo:

1 1 1
fo (X1, X)) = Y > > f(X1, X, Xp).

Xi+1:0 Xi+2:0 Xn:()

Az xq,...,x, valtozdkat tartalmazé ¢ kielégito kiértékeléseinek szama definicié szerint
éppen (¢*) (). Ervényesek tovabbd a kovetkezok:
foy (X1, X)) = f( X1, ., Xn), (4.2)
fo—y (X1, s Xi1) = foy(Xa, 00, Xio1,0) + fry (X, .00, X, 1), (4.3)
Tekintsiik a kovetkezé H halmazt:

H={(f,s)| f €F[X1,...,Xpn] s€F, é fo) = s}

A tétel bizonyitdsahoz elegend$ Arthur—Merlin-protokollt adnunk az olyan H-beli (f, s)
parokra, amelyekre a k := max{ fokf,n, 7} valasztassal F = F,, ahol a p egy primszam, és
ok < p < 2L A ¢ j6 kiértékeléseinek szdma megkaphato a (#*)(0) modulo p értékébdl,
ugyanis az ilyen kiértékelések szdma legfeljebb 27 < 2% < p.

A protokoll {8 1épései a kovetkezdk:

1. Arthur elkéri Merlintdl az f(;)(X1) polinomot.

2. Merlin valasza a g(X1) = go + 1. X1 + - + gp XT € F[X1] polinom.
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3. Arthur ellenérzi, hogy ¢(0) + g(1) = s teljesiil-e. Ha nem, akkor elutasit.

A kévetkezd lépéseivel Arthur azt probdlja kizdrni, hogy Merlin hamisat lépett, azaz

Joy(X1) # g(X1).

4. Arthur vélaszt egy véletlen r € F elemet, és kiszamitja az s’ = g(r) értéket. (Merlin
korrekt vélasza esetén s’ = f(1)(r).)

5. Ha n > 1, akkor Arthur elinditja ugyanezt a protokollt az (f’,s’) parra, ahol f' =
f(r, X, ..., X,). Han =1, akkor kozvetlentl ellenérzi, hogy f(’o) = ¢ igaz-e.

6. Arthur végiil elfogad, ha eddig sehol sem kellett elutasitania.

A protokoll nyilvan hatékony: k-ban polinom idében végrehajthato. A teljessége is
kozvetleniil latszik. Ha (f, s) € H, akkor Merlin a korrekt valaszokkal elérheti, hogy Arthur
elfogad. Marad a helyesség kérdése: korlatot kell adnunk a téves elfogadas valdszintiségére.
Tegyiik fel tehat, hogy (f,s) ¢ H, azaz s # f). Jelélje L(f,s) azt az eseményt, hogy
(f,s) € H, de Arthur mégis elfogad, azaz Merlinnnek itt sikeriil becsapnia.!® Ervényes a
kovetkezo tartalmazas:

L(f,s) S SUL(f', ),

ahol
S ={g(r) = fuy(r), de g(X1) # f1)(X1)},

ugyanis L(f, s) bekovetkezéséhez Merlinnek vagy be kell csapnia Arthurt az (f/, s’) parral,
vagy pedig akkora szerencséjének kell lennie, hogy Arthur pont a g(X1) és f1)(X1) egyen-
18séghalmazabdl vélasztotta az r elemet (ez utébbi esetben viszont a varazslé kénnyen be
is tudja csapni a kirdlyt, innen mér elég mindig az igazat mondania). Valdésziniiségekre
térve adodik, hogy

P(L(f,s)) < P(S) + P(L(f,5).

amibdl

P(L(/.5) < o +PL(5)). (1.4)

Itt a P(S) becslésére a Schwartz—Zippel-tételt haszndltuk a 7' = [, halmazra és az
fy(X1) — g(X1) polinomra. Utdébbi a feltevésiink szerint nem azonosan nulla, a foka
legfeljebb k, és |T| = p > 2F.
A 4.4 egyenl6tlenséget ezek utdn alkalmazhatjuk az (f’,s’) parra, stb. Végil azt
kapjuk, hogy
kn _ k?

P(L(f.5)) < 3¢ <5

<

)

N | =

ami bizonyitja a protokoll helyességét. m

A bizonyitasban haszndltuk, hogy az f barmely F) beli kiértékelése k-ban polinom
idoben kiszamithaté. Ez teljesiil, ha f egy ¢* alaki polinom.

A tétel szerint olyan feladatokhoz is kaphatunk (statisztikus értelemben vett) tantt,
amelyek nincsenek NP-ben. A tételt, illetve a bizonyitasat ugy is értelmezhetjiik, hogy
viszonylag szerény szamitéasi erével (Arthur) ellenérizni tudjuk egy sokkal nagyobb szamitési
erejli eszkoz (Merlin) miikodésének helyességét. A véletlen fontos szerepet jatszik a bizo-
nyitdsban. Erdekes lehet ennek a gondolatkornek az alkalmazdsa a programtesztelésben,
ahol Merlin egy nagy teljesitmény(i, bonyolult program, amit tesztelni kivinunk, Arthur
pedig a (szerényebb eréforrasokkal rendelkezd) tesztel$ kornyezet.

197, itt a l6vd tesz elsé betiije.
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Nulla ismeretii bizonyitasok

Hozzon ajdndékot is, mégpedig tgy, hogy mégse hozzon,
amikor pedig belép, készonjon is, ne is!

Matyas kiraly és a székely ember lanya

ILLYES GYULA: Hetvenhét magyar népmese

Személyazonositas soran bizonyos informéaciékat adunk at a benniinket azonositénak,
amelyekkel bizonyitjuk kilétiinket. Ha ezeket az informacidkat elektronikus formaban
kozoljiik, akkor azokat kdnnyd mésolni és megtartani. Komolyan felmeriil ezért a veszély,
hogy valaki megszerzi az azonossagunkat abban az értelemben, hogy sikeresen azonosit-
hatja magat helyettiink, a neviinkben. Ennek a problémanak a kezelésére sziiletett a
nulla ismeret{i bizonyitas fogalma. Ugy szeretnénk bizonyitani a személyazonosségunkat,
hogy ekézben semmi olyan informéaciét ne adjunk at, ami birtokaban kés6bb mas tudja a
neviinkben azonositani magat. Els6 hallasra képtelenségnek tiinik a gondolat, de mégsem
az.

A nulla ismeretd bizonyitds (zero knowledge proof) Arthur—Merlin-protokoll egy L
nyelvhez, amely soran = € L esetén Merlin ennél a ténynél semmivel sem fed fel t6bb
informdaciét Arthurnak. Merlin tehat Arthurnak bizonyitja az x € L tényt az AM-
protokollok szabalyai szerint, de ennél semmivel tobb érdemi informéaciét nem koézol vele.
Ezt dgy kell érteni, hogy Arthurnal a parbeszéd utdn csupan ismert eloszlasi véletlen
sorozatok maradnak. Vagyis olyasmi, amit maga is el6allithatott volna, Merlinnel vald
kommunikécié nélkiil.2°

A kovetkezSkben egy nulla ismeretii bizonyitast vazolunk az L = 3SZIN nyelvhez.

Adott G graf esetén Merlin képes nulla ismerettel igazolni, hogy G 3-szinezhetd (ha
ez utébbi allitas igaz). A protokollhoz sziikség van egyiranyu fiiggvényre. Az egyirdnyi
fiiggvény olyan f : 7* — T* figgvény, amelyre © € Z* esetén f(x) hatékonyan (polinom
idében) szamithato, és nincs hatékony algoritmus (randomizalt sem), amely adott y € Z*
esetén ad z-et, melyre f(x) = y). Nem tudjuk biztosan, hogy létezik-e ilyen fuggvény, de
inkdbb azok a szakérték vannak tobbségben, akik szerint 1étezik ilyen. Példaul ilyennek
véljik a jol ismert RSA-kodolést.

Tételezzik fel, hogy adott a G graf Arthurndl és Merlinnél is, és Merlin bizonyitani
szeretné Arthurnak, hogy G 3-szinezhets. Merlin 1épése a kovetkez6: minden v € V(QG)
csucshoz vélaszt egy E,,, D, kddolé-dekddold part. Ez lehet példdul egy RSA-kodolo, illetve
dekddol6 fiiggvény. Barmely x bemenetre E, (z) hatékonyan szamithat6, &m pusztan E,(x)
ismeretében a D, nélkill x nem szdmithaté hatékonyan. Legyen a harom szin halmaza

S = {piros,fehér,zold }.

Merlin el6szor képezi S egy véletlen x keverését (permutacidjat): mindegyik sorrend esélye
31 = #. Merlin ezutén kivélasztja a G egy 3-szinezését. A v € V(G) cstics szinét sz(v)
jeloli, sz(v) € S. Végil Merlin minden v € V(G)-re kiszdmolja az y, = E,(x(sz(v)))
lizeneteket, és ezeket elkiildi Arthurnak. Egyszer(i szavakkal: a v csiics szinére alkalmazza
a x kever6fliggvényt, és az eredményt még el is kédolja egy kriptografiai értelemben
biztonsagos kédoléval.

Ekkor Arthur valaszt egy véletlen (u,w) € E(G) élet (egyenletes eloszlds szerint),
és az u,w part elkiilldi Merlinnek. Valaszul a varazslo elkiildi a D,-t és D,, dekdédold
kulcsokat Arthurnak. Arthur képezi a Dy (yy) és Dy (yw) értékeket. Ha ezek S-beliek
(szinek kddjai) és kiillonbozdek, akkor tovabblépiink, ha nem, akkor Arthur elutasitdssal
befejezi a parbeszédet.

20A pontos, formalis definici6tél itt is eltekintiink. Lésd pl. S. Arora, B. Barak: Computational
Complexity, Cambridge University Press, 2009, 9.4, és Buttyan L., Vajda 1.: Kriptogrdifia és alkalmazdsai,
Typotex, 2004, 9. fejezet.
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Ha tovabblépiink, akkor az elejérél kezdédik a protokoll, Merlin 1ij kddolé/dekddoldkat,
keverSfiiggvényt valaszt, stb. Osszesen legfeljebb | E|-szer iteralunk, és Arthur az el6z6ekt6l
teljesen fiiggetlentil valaszt élet. Arthur végiil elfogad, ha egyetlen egy iteracios 1épés soran
sem volt elutasitas.

Vizsgaljuk meg most a protokoll teljességét, hatékonysigat és helyességét. Ha G 3-
szinezhetd, akkor van j6 sz 3-szinezése. Ha Merlin ilyet hasznélt, akkor nyilvan x(sz(u))
és x(sz(w)) két kulonb6zé S-beli szin lesz. Ebben az esetben Arthur sosem fog elutasitani,
vagyis |E| iterdciés menet utén elfogad. A protokoll tehét teljes. Hatékony is, hiszen a
dialégus és a szamitas Osszideje polinomidlis a G lefrasanak hosszaban.

Ami a helyességet illeti, nézziik meg, mi a helyzet, ha G nem szinezheté 3 szinnel!
Ekkor nem létezik G-hez jé sz. Azaz minden sz-re igaz ekkor, hogy van olyan (u,w) éle
G-nek, amire sz nem jé: esetleg sz(u) vagy sz(w) nem S-beli, vagy ha igen, akkor nem
kiilonboznek egymastél. Ilyen (u, w) élet egy iteraciéban legaldbb %‘ valosziniiséggel talal
Arthur. Annak a valészintisége, hogy a protokoll sordn nem taldl hibat és ezért tévesen
elfogad, legfeljebb (1 — ﬁ)‘El
dolgunk.

Miért lesz a protokoll nulla ismereti? A dekddolé kulcsok nélkiil az y, tizeneteket
Arthur nem tudja értelmezni, azok nem adnak érdemi informaciét G szinezésérél. A D,
és D,, kulcsokkal meg tudja fejteni az y, és vy, lizeneteket, de amit kap, egy véletlen, a
korabbiaktol teljesen fiiggetlen s # s’ € S elempar. Ilyet maga is tud generélni, a varazslo
segitsége nélkiil.

Altaldnosabban szélva érvényes a kovetkezdé (nem bizonyitjuk):

= % Belattuk?! ezzel, hogy helyes AM-protokollal van

35. Tétel (GOLDREICH, MICALI, WIGDERSON). Egyirdnyi figgvény létezése esetén min-
den L € NP feladathoz van nulla ismereti bizonyitds.

Kézenfekvéen adddik a kérdés: mit mondhatunk akkor, ha esetleg nem létezik egyiranyu
fiiggvény? A kovetkezd tétel szerint az interakcid szerepének novelése kikiiszoboli ezt a
gondot. Ezt is bizonyitas nélkiil kozoljik.

36. Tétel (BEN-OR, GOLDWASSER, KILIAN, WIGDERSON). Minden L € NP nyelvhez
van nulla ismeretd bizonyitds két — eqgymdstol elkiilonitett — Merlinnel.

A tétel azt sugallja, hogy két azonositokartya alkalmazasdval lehetséges nulla ismeretii
személyazonositas.

21 Az is kivédhetd, hogy egy rossz szandéki varazslé D, D,, helyett olyan hamis kulcsot ad Arthurnak,
ami Merlint segiti csalni.



5. fejezet

Grafok és a véletlen

5.1. Véges Markov-lancok

A Markov-lancok bizonyos véletlen folyamatok leirasara szolgald egyszerii, de igen erdteljes
és fontos eszkozok. Egyszertiségiik miatt jol attekinthetok és elemezhetok, ugyanakkor
meglep6en sok jelenség modellezésére haszndlhatok. Nagyon népszeriiek tobb teriileten
is, egyebek kozott a gépi tanulasban, az algoritmusok elemzésében, valamint egyszeriibb
fizikai és bioldgiai folyamatok modellezésében.

Definicié. A nemnegativ valés szdmokkal silyozott éli G = (V, E,p) iranyitott grdfot
Markov-lancnak nevezzik, ha minden i € V' csicsra teljesiil, hogy

Z pijzl-

(i.j)eE
Az dsszegezés tehdt az i-bdl kimend élekre torténik.

Itt p;; az (4,7) irdnyitott él silyat jeloli. A graf csicsait egy folyamat allapotainak
tekintjik. A folyamatot gyakran bolyongdsnak nevezziik, amelynek az alloméasai a csicsok.
A folyamat 4llapotrél dllapotra lépked. Ha éppen az ¢ € V' csticsban van, akkor a p;; lesz
annak a valésziniisége, hogy a kévetkezd 1épésben a j € V' cstcesba 1ép (itt (i,75) € F).

A folyamat fontos sajatossiaga, hogy a kovetkezO 1épés valdszinilisége csak attol a
csucstdl fiigg, ahol éppen vagyunk, és fliggetlen az esetleg eddig megtett 1épésektol.

Példa. Tekintsiik az dbran lathaté 3 csoméponttt Markov-lancot:

A graf minden élére felirtuk a silyat. Példdul a (3,1) él silya ;.

Tegyiik fel, hogy V = {1,2,...,n}, és terjessziik ki a p stlyozast a G éleir6l az Osszes
lehetséges (4, j) parra a kézenfekvé médon: legyen p;; =0, ha (i,j) € E. A G = (V,E,p)

74



5. FEJEZET. GRAFOK ES A VELETLEN 75

Markov-lanc matrixa a kovetkezd n x n-es matrix:

P = (pij)i'j=1-

c s 2

elemek Gsszege 1.

Legyen p = (p1, ... ,pn) egy valdszintiségeloszlas a G cstcsain, és tegytik fel, hogy
a folyamat (bolyongés) éppen p; valdszinliséggel tartézkodik az i &llapotban. Ekkor, a
lanc szabalyai szerint egyet 1épve a pP sorvektor adja meg a kovetkezd allapot eloszlasat.
Altaldnosabban ¢ 1épés utdn (t=1,2,...) az aktudlis allapot eloszldsa pP? lesz.

Az el6z6 példa Markov-lancahoz tartozé P métrix és annak négyzete P? a kovetkezd:

11y 11
2 2 12 4 6
_| 2 1 2_| 5 5 1
P_303’P_ 12 12 6
111 5 1 1
4 4 2 12 4 3

Ha mondjuk p = (1,0,0), vagyis az 1 csticsbdl indul a bolyongas, akkor pP? = (%, i, %),

ami szerint az 1 cstucsbdl indulva % a valoszinlisége, hogy két 1épés utan éppen a 3 csiicsba
jutunk.

Definicié. A G Markov-ldnc irreducibilis, ha a G grdf (amelyben csak a pozitiv sulyi
éleket hagyjuk meg) erésen osszefiiggd, vagyis barmely csicsbol barmely masikba el lehet
jutng iranyitott uton.

Definicié. A G Markov-linc j csicsa (dllapota) periodikus, mégpedig A > 1 egész perio-
dussal, ha annak valdszinisége, hogy j-bol s lépésben j-be jutunk, mindig 0, kivéve, ha A

(=0
N\~
O

Az abran 1év6 korok csucshalmazokat jeldlnek, amelyeken beliil tegyiik fel, hogy nincs
él, tovabba élek csak a nyilak iranyaban futnak. Ebben egy periodikus csiicshoz tartozé
A periédus csak a 3 tobbszorose lehet.

Definicié. A G Markov-ldnc aperiodikus, ha nincs periodikus csicsa.

Definicié. Legyen m = (w1, ... ,my,) egy valdszindiségeloszlds. A m staciondrius eloszldsa
G-nek, ha 7P = 7.

Ha egy 7 stacionarius eloszlas adja meg annak a valdszintiségeit, hogy milyen allapotban
van a folyamat (annak a valdszintisége, hogy az i csticsban vagyunk, éppen ;), akkor
ugyanez a m marad az allapotok aktudlis eloszlasa, ha 1épilink egyet a G Markov-lanc
szabdlya szerint. A példaban mar vizsgalt

1 1
2 3 0
| 2 1
P_303
1011
4 4 2
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matrixii Markov-lancnak a

- (1 3 1
7T—(2’ 0 5)

—_

vektor stacionarius eloszlasa.
Sziikségiink lesz egy tovabbi jelolésre. Legyen
t
Pt - ( Z(]))Z]:]J <t = 172, .. .),
azaz a pl@ a P métrix t-edik hatvanyanak (i, j) helyzetii eleme. A kovetkezd tétel alapvetd
fontossagu a Markov-lancok elméletében.

37. Tétel. (ALAPTETEL) Legyen G = (V, E,p) egy véges, irreducibilis és aperiodikus
Markov-ldnc.

1. A G Markov-ldncnak pontosan egy m = (w1, ...,my,) staciondrius eloszldsa van. A m;j
értékek mind pozitivak.

2. Minden 1 < i,5 < n pdr esetén létezik a lims_, oo pl(-;) hatdrérték, és fiiggetlen i-tol.

Z(-;») egyenldségek (7 =1,...,n).
4. hi = 7% az 1-bél indulva i-be vald elsd visszatérés lépésszdmdanak a vdrhato értéke.

3. Ervényesek a mj = limy oo p

Megjegyzés. A tétel els6é és negyedik allitdsa igaz marad akkor is, ha pusztan csak
irreducibilis a G lanc. Az utébbit nem bizonyitjuk, az elébbit viszont kiilon feladatként is
megfogalmazzuk:

Feladat. Legyen G = (V, E,p) véges, irreducibilis Markov-linc, a mdtriza P. Legyen I
az n-szer n-es egységmdatriz (n = |V|). Igazak a kovetkezdk:

(a) A Q= 3(I +P) mdtriz egy irreducibilis és aperiodikus Markov-linc mdtriza.

(b) A Q és P matrizi Markov-lancoknak ugyanazok a staciondrius eloszldsai.

(c) A G-nek pontosan egy staciondrius eloszldsa van.

Feladat. Mutassuk meg, hogy a 37. tétel 2. és 3. dllitdsa nem marad érvényben, ha csak
annyit tesziink fel, hogy a G Markov-lanc irreducibilis.

A 37. tételt nem bizonyitjuk.! ? Irreducibilis és aperiodikus G Markov-lanc esetén
tekintsiik a IT a lim;_,oo P! matrixot. A tétel szerint

T T2 ... Tp

m My ... Tp

Legyen p egy tetszéleges valosziniiségeloszlds G csicsain. Ha ¢ — oo, akkor a tétel
alapjan pP! — pll = 7, tehat az aktudlis dllapot eloszldsa tart a 7 eloszldshoz, barmi
volt is a kiindulé allapot eloszldsa. Ebben az értelemben a lanc hosszi id6 alatt 1ényegében
elfelejti a kezdé eloszlast, és sok 1épés utan kozelitoleg m; valdsziniiséggel lesz az ¢ allapotban.

Az eddig szemlélt példankban w3 = é, vagyis sok-sok 1épés utédn a lanc % valoszintiséggel
lesz a 3-as allapotban. A tétel utols6 allitdsa szerint a 3-as dllapotbdl indulva varhatéan
5 1épés mulva fog a folyamat el6szor visszatérni ugyanebbe az allapotba.

'Az 1-3. tulajdonsdgokra bizonyitas taldlhaté a kovetkezd munkéban: Gyorfi L., Gy6ri S., Pintér M.:
Téomegkiszolgdlds informatikai rendszerekben, Miiegyetemi Kiadé, 2005.

2 Az Alaptétel bizonyos részei altalanosithatok nemnegativ elemfi matrixokra. A linearis algebranak ezt
a fejezetét szokas Frobenius—Perron-elméletnek is nevezni. Példaul az irreducibilitas és az aperiodicitds
fogalma értelmezhetd altaldnos (nem feltétleniil sorsztochasztikus) nemnegativ elemii matrixokra is. Az
irreducibilis és aperiodikus matrixokat a linedris algebrai irodalomban primitiv métrixoknak nevezik.
Lasd pl. V. V, Praszolov: Linedris algebra, Typotex, 2005, 37. fejezet; Rézsa P.: Linedris algebra és
alkalmazdsai, Tankonyvkiadd, 1991, 9. fejezet.
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Véletlen séta iranyitatlan grafokon

Legyen G = (V, E) 0sszefliggd, iranyitatlan graf, melyben nincs hurokél. A graf élei
mentén véletlen sétat tehetiink igy, hogy minden ¢ € V csticsndl egyenletes eloszlas szerint
valasztunk az i-hez csatlakozd élek kozil, és az igy kivalasztott (i,7) él j végpontjiba
léplink. A folyamat egy Markov-lancnak tekinthet6 a kdvetkezdé modon: készitsiik el G-
bél a G' = (V', E',p) Markov-lancot, ahol V' = V| és minden (i,j) € E élhez E’-ben
két iranyitott él tartozzon, az egyik i-bél j-be, a masik j-bdl i-be mutasson. Ha G-ben
az 1 csucs foka d;, akkor legyen p;; = d%— a G'-beli (i,7) élek stlya. Ezzel nyilvianvaléan
Markov-lancot kapunk, hiszen az egy csticsbdl kiindul6 élek sszstlya 1. A G’ irreducibilis
lesz, mert a G oOsszefliggésége miatt G’ erdsen Osszefliggd.

Mi mondhat6 a G’ periodicitasar6l? Barmely 4 cstics és (i,5) € E' esetén az i — j — @
pozitiv valdsziniiségii 2 hosszu séta, tehat a A periddus (ha létezik egydltalan) csak 2 lehet.
Ha a G péaros, akkor A = 2 valéban peridédusa lesz G'-nek. Ha viszont G nem paros graf,
akkor G’ barmely csticsan 4t vezet paratlan hosszi séta is, tehat a G’ lanc aperiodikus.

A G’ lanc a G Osszefliggdsége miatt irreducibilis, igy a a 37. tételhez flizott megjegyzés
szerint pontosan egy m = (71, ... ,m,) staciondrius eloszlasa van.

Allitas. A G’ staciondrius eloszldsa

d;

T 2‘E|7 <y 1

Bizonyitas. A staciondrius eloszlds egyértelmiisége miatt elég belatni, hogy az allitasban
leirt m vektorra mP = 7 teljesiil. Valéban,

di 1 1 d;
(mP); = Z TjPji = Z ﬁd*: Z mz 2’23‘ = ;.
3:(J)EE J:()EE T jUaeE

[
Az el6bb idézett megjegyzés szerint

1 2|E|

h“ = — =
0 T dz

lesz az i-bdl i-be vald els6 visszatérésig a 1épésszam varhato értéke.

A kovetkezOkben arra keressiik a valaszt, hogy héany lépésben jut el a véletlen séta
i-bdl j-be, ahol 7,5 € V tetszbleges csicsok. Evégbdl vezessiik be a ;; valészinliségi
valtozokat: &;; értéke legyen [, ha az i-bdl indulé bolyongds [ 1épés utan jut eldszor j-be.
A §&;; diszkrét valdszinliségi valtozd, melynek lehetséges értékei: 1,2,... . Legyen tovabba
hij = E(&j). A célunk értelmes felsé korlatot taldlni a h;; mennyiségekre. Ennek els6
lépéseként bizonyitjuk a kovetkezd allitast:

Allitas. Ha (i,j) € E, akkor hj; < 2|E|.
Bizonyitas. Legyenek az 7 € V cstics szomszédai ji, jo, ..., J4;:
A

J2

Ja
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Legyen Ay az az esemény, hogy i-bdl el6szor a jp csiicsba lépiink. Alkalmazzuk a teljes

varhato érték tételét az Aq, Ao, ..., Ay, eseményekre és a £ = §;; valoszintiségi valtozéra:
1 1
his = B(§) = - - (B({JA) + - + E({44)) = ((1 + hji) + (Ut Rgpi) + -+ (14 hy@z‘)) :

Innen a h;; értékét az Alaptétel 4. allitasabdl behelyettesitve, majd d;-vel szorozva kapjuk,
hogy

Q‘E‘ =d; + Z hji.
j:(j,i)GE

A jobb oldali tagok nemnegativ valés szamok, igy tetszéleges (i, j) € E esetén hj; < 2|E|.
u

Az el6z6 fontos specialis eset utdn nézziink, mi mondhatd tetszéleges 7, j € V pérra:

38. Tétel. Legyen G = (V, E) dsszefiiggd, irdnyitatlan grdf, amelyre |V| > 1. Legyen
tovabbd i,j € V tetszdleges csucspdr. Ekkor a G-n vald véletlen sétandl a j-bol az elsd i-be
érkezés lépésszamdnak hj; vdrhato értékére fenndll a hj; < |V|-2|E| egyenlétlenséy.

Bizonyitas. Az allitds nyilvan igaz, ha ¢ = j. Tegyiik fel ezutan, hogy i # j. A G
Osszefliggd, van tehat egyszeri Ut j-bdl i-be. Ennek csiicsai legyenek j = jo, j1,-..,Jk = 1,
és itt (ji,Ji+1) € E (1=0,...,k—1). Nyilvan feltehet6, hogy k < |V|.
A &j; valészintliségi valtozoé — a j bél induld séta elsé i-be érésének lépésszdma — nem
nagyobb mint mint
Eiogi &g+ + e
hiszen utébbi az olyan j-bol indulé G-beli véletlen séta lépésszama, amely eléri a

j17j27" . 7jk =1

cstcsokat, mégpedig ebben a sorrendben, tehat végiil az ¢ = j; csiicsot is. Innen a varhaté
értékekre azt kapjuk, hogy

hji < Pjogi + Rjuje o A Ry
A jobb oldal tagjaira alkalmazhat6 az elézé allitas korlatja:

hji < k- 2|B| < 2|V]|-|E].

Ha a tételbeli G graf esetében |V| = n, akkor |E| < %2, és igy a tétel szerint hj; < n.

A Markov-egyenl6tlenséget alkalmazva latjuk, hogy legfeljebb 2n3 lépésben legaldbb %
valoszintiséggel eljutunk j-bdl i-be:
1
P (i > 2B(&50)) = P(& > 2n%) < 5. (5.1)

A h;; mennyiségeket egyszertibb G grafokra pontosan is ki tudjuk szdmolni. Legyen
példaul U,, az n hosszt at. Ennek csicsai 1, ..., n, az élei pedig (i,i+1), (1 =1,...n—1).

Allitas. Az U, grifban 1 <i < j <mn esetén hyj = (j —1)% — (i — 1)2.
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Bizonyitas. A 37. tételhez flizott megjegyzés alapjan h11 = hyy = 2(n—1), és hy = n—1,
ha 1 < i < n. Az U; uton a j-bel valé elsé visszatérés varhaté ideje ennek alapjan
2(j —1). Ez nyilvanvaléan eggyel tobb, mint az U; tton a j — 1-bél j-be érés varhaté ideje:
hj—1;+1 = 2j — 2, ahonnan h;_;; = 2j — 3. Vegyiik észre, hogy h;_1; ugyanaz lesz
Up-ben, mint Uj-ben, ha n > j, mert j — 1-bdl az elsé j-be érkezést illetéen a magasabb
sorszamu cstcsok nem jatszanak szerepet.

Ha 1l <i < j—1 < n,akkor az i-bdl j-be érkezéshez el6szor el kell jutni j — 1-be, majd
onnan j-be. Innen a kovetkezd Osszefiiggés adddik:

hij = hij—1+2j =3,

amibol
hij=2i— 1)+ @Q2i+1)+-+(2j-3)=G—-1*—(—1)>%

Feladat. Legyen C, az n hosszi kor, amit U,-bél kapunk az (n,1) él hozzdaddsdval.
Mutassuk, meg, hogy hiya = n —1 és his = 2(n — 2), ha n > 4. (Az utébbihoz lassuk
be, hogy h11 =1+ $(2+ hag) + (24 hn—21).)

Feladat. Mutassuk, meg, hogy ha G a K, teljes grdf, akkor h;j =n —1, ha i # j.

Elérhetoség iranyitatlan grafokban

Itt most taldn egy kissé szokatlan szemszogbdl néziink egy jol ismert, és az idoigényét
tekintve nagyszeriien kezelhet6 feladatra.

SZAMITASI FELADAT. Adott eqy G = (V, E) irdnyitatlan grdf, és az s,t € V csicsai.
Allapitsuk meg, hogy van-e it G-ben s-bdl t-be.

J6l ismert, hogy éllistaval megadott G esetében a feladat megoldhatd linearis id6ben,
vagyis O(|V| + |E|) uniform koltséggel, mégpedig a szélességi vagy a mélységi bejaras
alkalmazédsaval. A G-ben pontosan akkor van Ut az s-bél t-be, ha az s gyokerii szélességi,
vagy mélységi fanak a t csicsa. Ezek a bejarasok a gyakorlatban is igen gyorsak.

De mit mondhatunk, ha az i¢dé helyett a tdr hasznalataban mérjik a hatékonysagot?
Megoldhaté-e a feladat (n-ben polinomidlis id6ben) gy, hogy legfeljebb O(logn) bit
nagysagu tarat hasznalunk fel a G csak olvashaté éllistdjan kiviil, ahol n = |V|?

A vélasz igen:? inditsunk véletlen sétat a G csticsain a G’ Markov-lanc szabalyai szerint,
és tegyiink meg legfeljebb 2n? 1épést. Ha elérjiik t-t, akkor a valasz igen, kiilonben pedig
nem. Az igenl6 valasz mindig helyes, a nemleges lehet hibds, am a hiba valésziniisége
(5.1) miatt legfeljebb % lehet. A bolyongéas lebonyolitdsahoz csupan O(logn) bites irhaté-
olvashato tar elegendd: kell egy szamldld a 1épésszam nyilvantartasahoz, valamint egy kis
tar az aktudlis u € V cstcs nyilvantartasahoz, ahol éppen vagyunk, illetve az u-bdl vald
véletlen tovabblépés megoldasihoz.

A 2005-6s esztendé egyik tudomanyos szenzécidja volt, hogy Omer Reingold* O(logn)
tarfelhasznédlasu determinisztikus algoritmust adott a feladat megoldasara. Nevezetes
nyitott kérdés, hogy létezik-e a feladatra O(log n) térat hasznél6 determinisztikus algoritmus
abban az esetben, ha G irdnyitott grdif.

3Lésd: R. Aleliunas, R.M. Karp, R. Lipton, L. Lovész, C. Rackoff: Random walks, universal traversal
sequences and the complexity of maze problems, Proc. IEEE FOCS’79; 1979, 29-31, illetve S. Arora, B.
Barak: Computational complexity, 7.19. tétel.

4Lasd pl. a 21.21. tételt Arora és Barak idézett miivében.
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A PageRank algoritmus

A Google cég viharsebes megerésodésének, a versenytarsak koziili kiemelkedésének egyik
okaként az internetes keresdjében alkalmazott igen j6 rangsorold algoritmusit szokés
emliteni.® A keres6rendszer egy adott k kérdésre netlapok egy Hj halmazit adja meg,
amelyek a k kérdéssel kapcsolatosan érdemi informéaciot tartalmaznak. Gyakori eset,
hogy a Hj halmaz nagy, tul sok eleme van ahhoz, hogy egy felhasznalé mindegyikkel
foglalkozzon. Ez a gond vezet el a rangsorolds igényéhez: a Hj elemeit j6 lenne valamilyen
automatikus eljarassal fontossagi sorrendbe rendezni, és aztan ebben a sorrendben tarni
a lapokat a felhasznald elé. Erre szolgalé mddszert javasolt Sergei Brin és Larry Page
1998-ban. A fontossig definidlasira egy H O Hj netlaphalmaz elemei kozotti mutatdkat
hasznélja.

Legyen |H| = n. Az n érték lehet igen nagy, akar tobb millidrd is. Definidljuk az n-
szer n-es A = (a;;) matrixot a kovetkezéképpen: a matrix sorait és oszlopait H elemeivel
indexeljiik. Tegyiik fel, hogy az ¢ € H laprdl d; lapra van mutaté a H halmazbdl, és az
egyszertiség kedvéért azt is, hogy d; > 1 igaz minden i-re. Ezek utan legyen a;; = d%_, ha az
i laprél van mutaté j-re, kiilonben pedig legyen a;; = 0. Az A métrix sorsztochasztikus,
tehat egy H cstcshalmazi Markov-lanc méatrixdnak tekinthet.%

Feladat. Legyen j = (l 1

~,...,) az az n komponensi sorvektor, amelynek minden eleme
%. Tegyiik fel, hogy p = lim;_,o jA! létezik. Mutassuk meg, hogy ekkor p stacionarius

eloszlasa A-nak: pA = p.

Els6 kisérletként definidljuk a lapok fontossagat a feladatbeli p vektor segitségével: az
1 lap fontossaga legyen p;, a p vektor i-edik komponense. Intuitiv indoklasként képzeljiik
el a sztochasztikus szorfolét, akit az A matrix leir. Egyenletes eloszlas szerint valaszt
kiindulépontot az n lap kozil; majd arrdél a j laprol, ahol éppen tartézkodik, egyenletes
eloszlds szerint valasztva ugrik az egy mutaté mentén elérhetd d; lap valamelyikére. Kozeli-
téleg p; valdszinliséggel lesz sok 1épés utan az ¢ lapon. Ez a szemlélet a fontossag egy
rekurziv definicidjat sugallja: az a lap lesz fontos, amelyre sok fontos lap mutat.

Az elképzelés hatulitdje, hogy a limesz nem feltétleniil 1étezik, amint azt a kévetkezd
egyszeri, zsakutca jellegli példa mutatja. Legyen az A matrix

010
A=]110 0
1 00

Ekkor (1,1,1)A = (2,1,0), (2,1,0)A = (1,2,0), (1,2,0)A = (2,1,0), amibél vildgos, hogy
az (1,1,1)A! sorozat nem konvergens. Az A maétrixra, illetve a neki megfeleld Markov-
lancra nem teljesiilnek a 37. tétel feltételei.

Végezziink el egy egészen kis korrekciot: A helyett tekintsiik a kévetkezo B matrixot:
B:=0,8-A+4+0,2-N,

ahol az n-szer n-es N matrix minden eleme % Kozvetleniil latszik, hogy B is sorsztochaszti-
kus, tehat Markov-ldnc matrixa. A B métrix minden eleme pozitiv (a grafjaban él vezet
barmely i csticsbol barmely j-be), ezért az utébbi Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus

Erdekes adalék ehhez, hogy a Stanford University, a PageRank algoritmus szabadalmanak tulajdonosa,
2005-ben 336 millié dollarért adta el a moédszer hasznalatanak jogaért kapott Google-részvényeit. Ez dramai
moédon hangsilyozza azt is, hogy egy jé szamitasi eljaras komoly gyakorlati értéket jelenthet.

6 Az igy kapott Markov-lanc felfoghat6 az eléz6 két szakaszban vizsgalt (irdnyitatlan grafon val6) véletlen
séta irdnyitott megfelelGjének.
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is. A 37. tétel alapjan létezik a csupa pozitiv komponensii 7 = (7, ..., 7,) staciondrius
eloszlasa, és
7 = lim jB.
t—o00

A H-beli lapok fontossdga ezek utan definidlhat6 a m vektor segitségével: az i lap fontossdga
legyen ;. A 7 vektort elég kozelitleg ismerni, hiszen csak a komponensei kbzotti nagysag
szerinti sorrend érdekel benniinket, nem maguk a komponensek. A jB? vektorok hatékonyan
szdmithaték iterdcioval a jB! = (jB'~!)B azonossag alapjan, és a konvergencia sebessége
miatt elég csak néhany iterdciés 1épést tenni.

Szemléletesebben szolva a modositott algoritmus és B a szeszélyes sztochasztikus szor-
folének felel meg, aki minden csticsnal 0,8 valészintiséggel pontosan gy viselkedik, mint
a sztochasztikus szorfols. A fennmaradé 0,2 a valdsziniisége, hogy rajon a szeszély, ekkor
egyenletesen valaszt egyet az Gsszes H-beli lap koziil.

Alabb kozvetlen, a 37. tételt nem hasznélé bizonyitdst adunk a jB? sorozat konvergen-
cidgjara. A gondolatmenet mutatja azt is, hogy a konvergencia valéban igen gyors.

39. Tétel. Legyen 0 < ¢ < 1 egy valds szdm. Ekkor tetszdleges m kezddeloszlds esetén a
7((1—¢)A + cN)'

sorozat konvergdl eqy csupa pozitiv elemi p staciondrius eloszldshoz, ahogy t tart a végte-
lenhez. A p fiiggetlen a m kezddeloszldstol.

Bizonyitas. 7 A hatvanyozéasnil a zardjeleket felbontva
(1= A+ cN) = dX Xy 1+ XoXy

adédik, ahol az 6sszegezés az sszes (szdmszertien 2) olyan t hosszisagi X, - - - X szorzatra
értendd, amelynek minden tényezéje A vagy N. A d egyiitthaté pedig c*(1 — ¢)!*, ha
éppen k darab N van a sorozatban. Ugy is szemlélhetjiik ezt, hogy egy (¢,1 — ¢)-érmét
dobunk fel teljesen fiiggetleniil t-szer egymas utan; ha az i-edik dobés eredménye fej, akkor
X; = N, kilénben pedig X; = A. Az X;---X; egylitthatoja éppen az eldforduldsinak a
valdszinisége lesz.

Mivel A egy sorsztochasztikus métrix, AN = NIN = N teljesiil. Ha tehat az X, --- X3
szorzatndl j + 1 a legkisebb index, melyre X;;; = N, akkor X;---X; = NA’. Ezt

figyelembe véve
t—1

(1—c)A+cN) = (1-¢) A"+ d;NAJ
§=0
alakba irhat6 alkalmas valés d; egyiitthatokkal. Mi lesz d; értéke? Az éremfeldobds
szemlélet szerint ez annak a valdszintisége, hogy éppen a j + 1-edik alkalommal dobunk

"Ezzel a gondolatmenettel Benczir Andris ismertetett meg. Egy mésik — Kés Gézatdl szarmazd —
bizonyitas valamivel tébb matematikai eszk6zt hasznal, mégis igen szemléletes tizenetet hordoz. A lényege

a kovetkezd: tekintsiik R™-ben azon x = (z1,...,%,) pontok 7" halmazat, amelyekre z1 + -+ + z, = 1.
Vildgos, hogy ha X sorsztochasztikus matrix, akkor TX C T, és xN = j minden x € T vektorra. A T
metrikus tér az || - ||1 tdvolsdggal. Megmutatjuk, hogy ennek a térnek

B=(1-c)A+cN
kontrakciéja. Legyen ugyanis x,y € T. Ekkor
I (1 = c)A+cN) =y (1 —c)A+cN) |1 =

=l =) x=y)A+cxN-yN)|li = (1 - o[[(x = y)AlL < (1 =[x —ylh-

A B valéban kontrakci6. A Banach-fixponttétel szerint pontosan egy fixpontja van, és minden rogzitett
x € T esetén az xB® sorozat a fixponthoz tart, mégpedig exponencislis sebességgel.
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el6szor fejet. Ez a valészinliség pedig nyilvanvaléan d; = ¢(1 — ¢)? (geometriai eloszlas).
Hasznalva tovabba, hogy 7N = j,

-1
7((1 —c)A +cN) =7(1 —¢)' Al + Z c(1 —c)ljAI.
=0

Itt a jobb oldal elsé tagja a nullvektorhoz tart, ha t — oo mert mA! egy eloszlasvektor, és
ezért minden komponense legfeljebb 1. A 7 ((1 — ¢)A 4 ¢N)* tehat tart a

c(1 = ¢)7jA7

~r

0

J

sordsszeghez. Ez egyfeldl 1étezik, hiszen komponensenként majordlhaté a >522 c(1 — ¢)!
konvergens szdmsorral. Masrészt az Osszegvektor minden komponense legalabb = a nulla
indexti tag miatt. Ezzel igazoltuk, hogy a hatarérték létezik, a kezd&eloszlastdl fiiggetlen,
és pozitiv. m

A bizonyitasbdl kideriil még, hogy a konvergencia gyors; legalabb olyan, mint az 1 — ¢
hanyadosi geometriai soré. Ennek megfelel§en nagyobb ¢ értékre gyorsabb konvergencia
varhato.

A médositott algoritmus altal kialakitott rangsorrend, illetve p staciondarius eloszlas
ugy is értelmezhetd a

— T _ t_ — cViAd
p—tllglow((l c)A +cN) —jz%c(l c)jA

Osszefliiggés alapjan, hogy az egyenletes eloszlasbol indulva ¢ paraméterii geometriai eloszlasi
lépést tesziink az A ldnc szabalyai szerint (vagyis c¢(1 — ¢)/ annak a valészinfisége, hogy
J-t 1épiink igy), és nézziik a helytlink igy kialakul6 eloszlasat.

A Google jelenleg hasznalatos rangsorolé algoritmusat a cég titokban tartja. A PageRank
csupan egyike a sok eljarasnak, amelyet a fontossagi sorrend kialakitdsahoz alkalmaznak.®
Ezek alapjan lehetdség van személyre szabott sorrend kialakitasara is; ennek a modszerei
figyelembe veszik a felhasznald eddigi kereséseit és a helyet is, ahonnan kérdez.

A Metropolis-algoritmus

For me, great algorithms are the poetry of computation. Just like verse, they can be terse,
allusive, dense, and even mysterious.

FraNcIs SULLIVAN: The Joy of algorithms; Computing in Science and Engineering,
January/February 2000.

Az idézett folydiratszamban érdekes listat tettek kozzé a XX. szazad legjobb tiz algo-
ritmusarol. Azokrél, amelyek a szerzék véleménye szerint a legnagyobb hatassal voltak a
tudoméanyos-technikai fejlédésre. Az elékel6 gylijteményben helyet kapott a gyorsrendezés,
a linearis programozasi feladatok megoldasara szolgald szimplex mddszer, a gyors Fourier-
transzformacid, és az itt bemutatasra keriilé Metropolis-algoritmus. Az utébbi médszernek
fontos magyar vonatkozéasa is van: szerzdi kozott van a magyar szarmazasu fizikus Teller
Ede és a felesége, Teller-Harkanyi Auguszta.”

Egy sor érdekes alkalmazasnal hasznos, ha egy elére megadott (és messze nem uniform)
eloszlds szerint tudunk véletlen elemet kapni. Tegyiik fel példdul, hogy a G = (V, E) graf

8Lésd pl. http://www.google.com/intl/en/corporate/tech.html
9L4sd N. Metropolis, A.W. Rosenbluth, M.N. Rosenbluth, A.H. Teller, and E. Teller: Equation of state
calculation by fast computing machines, Journal of Chemical Physics, 21(6)(1953), 1087-1092.
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csticsain értelmezett, pozitiv értéki f : V — R, fiiggvény maximumhelyét keressiik. Itt
is feltessziik, hogy V' = {1,...,n}. Ha a graf csticsain egy olyan 7 valésziniiségeloszldsunk
van, amely erdsen koncentraldédik a maximumhelyekre, akkor a 7 szerint valasztott véletlen
csucsok j6 eséllyel maximumbhelyek lesznek. Adott f esetében ilyen eloszlast kaphatunk, ha
a csticsok valoszinfistigét g(v) = ef (v)/T_yel ardnyosnak vélasztjuk, ahol T' egy kis pozitiv
szam.

A kérdés ezek utdn, hogy miként tudunk a © = (7y,...,m,) eloszlds szerinti véletlen
elemet valasztani, ahol

9(i)

gD Tt gn)

Erre ad meglep6en elegans kozelité modszert a Metropolis-algoritmus. Az egyszerliség
kedvéért tegyiik fel, hogy G iranyitatlan, hurokélek nélkiili, osszefiiggé graf, amelyben
minden csucs foka d. Az algoritmus egy véletlen séta a kovetkezé szabalyok szerint.
Tegyiik fel, hogy az i € V csticsban vagyunk éppen. FEkkor valasszunk véletleniil —
egyenletes eloszlas szerint — az i szomszédai koziil egy j cstcsot. Ha g(j) > ¢(i), akkor

i-bél j-be lépiink. Ha g(j) < g(i), akkor % val6szintiséggel 1épiink 4t i-bél j-be, és

1- ( ) valészinliséggel maradunk i-ben. Szokés szerint az Osszes véletlen valasztast teljesen
fuggetlennek tételezziik fel.

Mutassuk meg el0szor, hogy az igy kapott véletlen séta Markov-lancot ad. Elég belatni,
hogy minden 4,j € V pdrra létezik a csak i-tol és j-tdl fiiggd p;; dtmenetvaldsziniliség, és
>; Pij = 1 igaz minden i-re. Valéban, ha i # j és (i,7) ¢ E, akkor p;; = 0. Ha (i,j) €
és g(j) > g(i), akkor pij = 1. Ha (i,§) € E és g(j) < g(i), akkor p;; = 5@% Ami a
hurkokat illeti,

=

—"

1 9U
ma 2 (-5,
jeH g
ahol a H halmaznak azok a j csicsok az elemei, amelyekre (7, j) € E, tovabbd g(j) < g(7).
Legyen H* azon j csticsok halmaza, amelyekre (i,7) € E és j ¢ H (pont ezekre az j
indexekre lesz p;; = d) Végezetiil

ZPU—ZPZJJFZPUvau—Z Zd % ;ZH( ]):

jeH* JjeH ]EH* JjeH

JEH* ]GH
mivel a két Gsszegben Osszesen d tag van.
Mik lesznek a az igy kapott Markov-lanc G’ grafjanak az élei? Ezek az i — j és j — i
élek, ahol (i,7) € G, tovabba hurokélek azoknal az i csticsokndl, ahol H nem tires.

40. Tétel. Legyen G = (V, E) iranyitatlan, hurokélek nélkili, osszefiiggd grdaf, amelyben
minden csiucs foka d. Legyen tovdbbd g : V — R4 a G csicsain értelmezett, pozitiv
értékil, nem konstans fiigguény. Ekkor az elézéekben definidlt Markov-ldnc irreduciblis és
aperiodikus. Az egyetlen staciondrius eloszlisa m = (1, ...,my,), ahol

= .
"og() 4+ g(n)

Bizonyitas. A lanc irreducibilis, mert G osszefliggd. A G’ gréfban biztosan lesz hurokél,
mert g nem konstans, és igy az irreducibilitasat is figyelembe véve latjuk, hogy aperiodikus.
A 37. tétel szerint egyetlen staciondrius eloszlasa létezik. Elég tehdt megmutatni, hogy
a megadott 7 eloszlas stacionarius. Ehhez pedig nyilvan elegend6 belatni, hogy ha g =
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(9(1),...,9(n)), és P a lanc matrixa, akkor gP = g teljesiil. Ezt egyfel6l megtehetjik
kozvetlen szamolassal. Masfel6l viszont kényelmesebben célt ériink, ha észrevessziik, hogy
minden i, j cstcsparra teljesiil az alabbi, egyszertien ellenérizhets egyenléség: 10

9(J)pji = 9(i)pij-

Jelolje marmost (gP); a gP vektor i-edik komponensét. Ekkor

n

©€P) =3 gl =3 gli)py = 9(0) > piy = (0.
j=1 j=1

j=1
A 7 eloszlas valdban staciondrius eloszlasa a lancnak. m

A 37. tétel kovetkezményeként a Metropolis-algoritmus Markov-lanca bdrmilyen kezd6
eloszlasbdl indulva konvergdl a w eloszlashoz.

Az algoritmusnak seregnyi érdekes alkalmazasa van;!! egyaltalan nem véletleniil szerepel
az elmult szédzad legjobbjai kézott. Nem szabad azonban ezt a mddszert sem mindent
megoldd csodaszernek tekinteni. A staciondrius eloszldshoz valé konvergencia sebessége
gyakran igen lasst, és altaldban nehezen elemezhetd.

Példa. Azt szeretnénk itt szemléltetni, hogy a mddszer igen lassu is lehet. Tegyiik fel,
hogy a B,, Boole-kockan értelmezett f fliggvény maximumat szeretnénk megtalalni. A B,
pontjai az n-hosszu 0, 1-vektorok. Tegyiik fel, hogy f értéke mindeniitt 1, kivéve egyetlen
v vektort, ahol az értéke egy nagy pozitiv szdm. A v megkeresésére alkalmazhatjuk a
Metropolis-algoritmust. Kiindulé Markov-lancként vehetjiik a gyakran alkalmazott Ham-
ming-grafon vald véletlen sétat. A Hamming-graf csicshalmaza B, és két vektor kozott
pontosan akkor van él, ha egyetlen koordinatdban kiilonboznek egymastol. A Hamming-
graf Osszefiiggl, reguldris, a cstcsainak szdma 2", a csicsainak foka n. Legyen G a
Hamming-graf véletlen sétajanak Markov-lanca. FErre alkalmazhaté a 37. tétel utdni
megjegyzés, ami alapjan hy, = 2™.

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha w a G-ben a v-tdl 1 tdvolsdigra levd csics, akkor hyy =
2" — 1.

A feladat azt mondja, hogy varhatéan n-ben exponencialisan'? sokat 1ép a G lanc, mire
w-bol v-be érkezik. Masfel6l vegyiik észre, hogy a G-re épitett Metropolis-algoritmus a
v csiicsot kivéve minden csticsbdl pontosan a G szabdlya szerint 1ép, ezért a Metropolis-
algoritmus varhatéan igen sokat 1ép, mire eltalal v-be. Ha tehat f nem nyujt fogddzot
arrol, hogy merre vannak a maximumhelyei, akkor a Metropolis-algoritmus sem fog haté-
konyan miikédni.

Algoritmus elemzése véletlen sétaval

Térjiink vissza egy kis id6re a jol ismert 2S5 AT-feladathoz. Ennek bemenete egy ¢ =
Ci ACa A ... AN Cp alaki formula, amelynek a C; tagjai C; = l;, V I;, alakiak, ahol [;;
literal (Boole-véltozé, vagy Boole-valtozd negdltja).

YAz =jésazi# jdeg(i) = g(4) esetek nyilvanvaléak. Utdna szimmetria miatt elég csak a g(5) > g(i)
esetet nézni.

1P Diaconis dolgozata (The Markov chain Monte Carlo revolution, Bulletin of the American Math.
Society, 46(2009), 179-205.) a Markov-lancok és a Metropolis-algoritmus t6bb érdekes alkalmazasi korét
érinti. Ismerteti példdul a rendkivil erdteljes és latvanyos megoldéast betiihelyettesitéses (titkos) kédok
megfejtésére. A 2.2. szakaszban leirja az dltaldnos Metropolis-algoritmust, amelyben a reguldris grafon
val6 véletlen séta helyett joval dltalanosabb Markov-lancokra épiil a médszer.

12Ez a 1épésszam a B,, méretében viszont polinomislis; a mostani fejtegetésiink abban az esetben érdekes,
ha az eredeti feladatunk inputhossza n-ben polinomkorlatos.
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Ha adott egy ilyen ¢ formula, akkor determinisztikus polinom idében meg tudjuk
taldlni a benne szerepld z1,...,x, valtozok egy kielégito kiértékelését, amennyiben ilyen
egyaltalan létezik. Ilyen kielégitd kiértékelés keresésére szolgal a kovetkezd egyszeri,
véletlent hasznalé maédszer is:

1. Valasszuk az 1, ..., x, valtozdknak egy tetszbleges K kiértékelését, és nézziik ennél
a ¢ értékét. Ha ez igaz, akkor készen vagyunk, és befejeztiik a munkat. Ha nem, akkor

2. Vialasszunk a ¢-bol egy tetszéleges Cs tagot, aminek az értéke hamis. Ezutan
valasszunk % — % valbszintiséggel, a kordbbi vilasztasoktdl teljesen fliggetleniil egy véletlen
[ literalt Cs-bSl. Az ebben szerepld xz; valtozo értékét valtoztassuk meg (ha | = x; akkor
legyen z; = igaz, ha pedig | = T;, akkor legyen x; = hamis).

3. Szamitsuk ki ¢ igazsagértékét az igy megvaltoztatott kiértékelésnél. Ha ez igaz,

akkor készen vagyunk. Ellenkez6 esetben menjink vissza a 2. 1épéshez.

A moédszer esetleg kiegészithet$ azzal, hogy valamilyen k 1épésszam elérésével fejezziik
be a munkat akkor is, ha addig nem kaptunk jé kiértékelést, mégpedig azzal a kovetkez-
tetéssel, hogy a ¢ formulanak valdszintileg nincs kielégité kiértékelése.

Tegylik fel, hogy létezik kielégito kiértékelése ¢-nek. Mit mondhatunk ekkor az algorit-
mus miik6désérél? Mennyi id6 alatt, hany iteraciés 1épésben talalunk jo kiértékelést? Erre
ad valaszt a kovetkezd tétel:

41. Tétel. Ha a ¢ formuldnak van kielégitd kiértékelése, akkor az el6zd algoritmus vdrha-
téan legfeljebb n? iterdcids lépésben taldl ilyen kiértékelést.

A tétel bizonyitasdhoz csatolt véletlen sétdkat fogunk hasznalni.

Bizonyitas. Legyen K* a ¢ formula egy rogzitett kielégito kiértékelése. Egy tetszOleges
masik K kiértékelés kdzelsége legyen i, ha K és K* éppen i valtozo értékében egyezik meg.
A kozelség egy 0 és n kozotti érték. A kozelség segitségével algoritmusunkat tekinthetjiik
véletlen bolyongédsnak a [0,n] egészein. Az i dllapot annak felel meg, hogy az éppen
szemlélt kiértékelés kozelsége i. Hogyan lépiink ebben a folyamatban? Ha n-ben vagyunk,
akkor nem lépiink tovabb, hiszen a K* j6 kiértékelés. Ha O-ban vagyunk, (és lépiink
egyaltalan), akkor biztosan 1-re léptink, mert ekkor a valtoztatds kozelebb visz K*-hoz.
Ha i-ben vagyunk, ahol 0 < ¢ < n, és léplink egyaltalan, akkor p > % valészintiséggel
1+ 1-re léplink, és ¢ = 1 — p valdszinliséggel ¢ — 1 lesz az 4j allapot. Ez azért igaz, mert a
Cs két véaltozoja kozil legalabb az egyik (de esetleg mindkettd) értéke kiilonbozik a K*-
beli értéktdl, igy ilyet legaldbb % eséllyel taldlunk. A valdszinliségek itt nyilvanvaléan nem
csak az aktualis allapottdl fiiggenek, tehat ez a rendszer nem Markov-lanc.

Hogyan tudunk felsé korlatot adni az n-be érés varhato idejére? Az otlet az, hogy
definidlunk a [0, n] egészein egy masik G bolyongést, ami egyrészt jol elemezheté Markov-
lanc, masfeldl az aktualis helyzete soha sincs jobbra az algoritmus bolyongasanak aktudlis
allapotatol (kozelségétol). Ebbél mar kovetkezik, hogy a G ldncra vonatkozd hg, érték
fels6 korlat lesz az algoritmus varhaté iteraciészamara. A G bolyongést a kovetkezdképpen
definidljuk: a G induljon ugyanabbédl az ¢ < n pontbdl, ahonnan az algoritmus. Tegyiik fel,
hogy a t-edik 1épésben az algoritmus a Cy tagot valasztotta, és a G bolyongasa 0 < j <mn
helyzetben van. Két eset lehetséges:

(a) A Cs kiértékelése mindkét valtozoban eltér a K*-t6l. Ekkor az algoritmus biztosan
jobbra 1ép. A G-t illetéen ekkor sorsolunk: a G az Osszes korabbi sorsolastél teljesen
fliggetleniil % — %, valbszintiséggel 1ép jobbra, illetve balra.

(b) A Cs kiértékelése egy valtozéban tér el K*-tél. Ekkor G lépjen ugyanigy, mint az
algoritmus.

A két szélsé pontbdl G mindig lépjen visszafelé. Kénnyti indukciéval adédik, hogy az
elsé n-be érkezés el6tt G sosem tartézkodhat jobbra a masik bolyongétél. A G bolyongés
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pedig nem més, mint a véletlen séta az Uy 41 dton (itt nullaval kezdjiik a csticsok szdmozasat).
Ehhez elég azt észrevenni, hogy a (b) esetben az algoritmus és G is % valészintiséggel 1ép
jobbra, illetve balra, minden mas lépéstdl teljesen fliggetleniill — az [ literal valasztdsa
miatt. Ez biztositja, hogy a G dtmenet-valdsziniiségei tényleg az U, 41 tton val6 véletlen
séta Atmenet-valésziniiségei. Az tton valé véletlen sétarél tanultak alapjan hg, = n?. A

tételt ezzel bizonyitottuk. m

Ha a k megéllasi id6t 2n2-nek valasztjuk, akkor a tétel és a Markov-egyenlStlenség
alapjan legfeljebb % a téves valasz valészinlisége.

Az itt latott gondolat, az eredetihez csatolt masik folyamat alkalmazéisa igen fontos
eszkoz a véletlen folyamatok elméletében.

5.2. Komplex halézatok

A nehezebb feladatot: eqy szégecseld munkdst a Ford-midvek mihelyébdl, ezek utin magam
vallaltam, és mégy lancszemmel szerencsésen meg is oldottam. A munkds ismeri mihely-
féndkét, mihelyféndke magdt Fordot, Ford joban van a Hearst-lapok vezérigazgatdjdval,
a Hearst-lapok vezérigazgatdjdval tavaly alaposan dsszeismerkedett Pdsztor Arpdd dr, aki
nekem nemcsak ismerosom, de tudtommal kitind bardtom — csak egy szavamba keril, hogy
stirgonyozzom a vezérigazgatonak, hogy széljon Fordnak, hogy Ford széljon a mihelyfondk-
nek, hogy az a szogecseld munkds strgdsen szdgecseljen nekem dssze eqy autdt, éppen
sziikségem lemne rd.

KARINTHY FRIGYES: Lancszemek

A nagy méretii, bonyolult szerkezetii halézatok vizsgalata jelentds szerepet jatszik tobb
fontos alkalmazasi teriileten. Ilyen halézatnak tekinthetd példdul a tarsadalom (a csicsok
az emberek, az élek az ismeretségek), a web (cstcsok a weblapok, a koztiik men6é mutatok
adjak az éleket), a szakérté kozosségek (itt akkor van él két csics kozott, ha a csicsokat
jelentd személyek dolgoztak egyiitt kozos munkén), vagy egy sejt mint kémiai halézat
(a csicsok a kémiai Gsszetevok, két csics kozott él van, ha kozvetlen kapcesolat all fenn
kozottiik), és még igen sok més példa emlitheté. Tobb tudoményteriileten is megsziiletett a
felismerés, hogy pusztan e haldzatok strukturaja, grafszerkezete egy sor értékes informaciot
ad a széban forgé jelenségkorrdl. A megnovekedett érdeklédést tdmogatja a szamitastech-
nika és szamitastudomany erételjes fejlédése. A nagy erejli szamitogépek, a megnévekedett
adattarolasi kapacitdsok, és a gyors (gyakran kiilsé téras adatszerkezetekkel dolgozo,
adatbanydszati filozéfiat kovets'?) algoritmusok kivald lehetdségeket nytjtanak az ilyen
halézatok elemzésére, empirikus tanulméanyozasara. Az utébbi par évtizedben kialakult a
hdlozatok tudomdnya, amely tobb hasznos fogalmat vezetett be. A teriilet egyik legjelesebb
kutatéja Barabasi Albert-Laszl6 erdélyi szarmazést fizikus.'4

A halozatok felépiilésben, szerkezetében gyakran szerepet jatszanak bizonyos determi-
nisztikus mechanizmusok és véletlenszerti (vagy legaldbbis ilyennek gondolt) jelenségek.
Megértésiiket segitik a grafmodellek. Ezekbdl itt roviden ismertetiink harmat.

Erdés—Rényi-grafok

Az Erd6és—Rényi-modell egy véletlen grafok elfallitasara szolgdlé modell, amely igen hasz-
nosnak bizonyult egyebek k6zott a grafokkal kapcsolatos kombinatorikai és algoritmikus

13 Ami némi egyszeriisitéssel azt mondja, hogy csak a legfeljebb linearis idejii szdmitasok azok, amelyek
igazan nagy adathalmazokon elvégezhetdk.

MBarabési Albert-Lészlé konyve (Behdlézva: A hdlézatok 4j tudomdnya, Magyar Konyv-
klub, 2003) olvasméanyos bevezetét nyujt a hélézatok vildgaba. Erdemes tovabba
megnézni, illetve elolvasni Barabasi ilyen targya el6addsit a Mindentudas Egyetemén:
http://www.mindentudas.hu/barabasialbertlaszlo/index.html
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kérdések tanulmanyozasiban.

Definicié. Legyen n pozitiv egész, 0 < p < 1. Az ER(n,p) Erdés—Rényi-grif egy irdnyitat-
lan grdf, amelynek csicspontjai 1,2,...,n. Az (i,j) par (i # j) esetében sorsolunk: p
valdszindiséggel lesz (i,7) éle a grifnak. Ezek a sorsoldsok egymdstdl teljesen figgetlenek.

Az ER(n,p) tulajdonképpen egy valésziniiségi tér, az olyan iranyitatlan grafok halma-
zan, amelyek csicsai 1,...,n. Ebben a térben tehat az elemi események grafok; az m éli
G graf valészinlisége

P -p) ),

Feladat. Mennyi lesz az ER(n,p) grifban a haromszigek (Ks részgrifok) szamdnak vdr-
hato értéke?

Az Erdés—Rényi-grafokkal tulajdonképpen mar taldlkoztunk: az R(t,t) Ramsey-szam
alsé becslése soran (3. fejezet, 21. tétel) valéjaban az ER(N, %) véletlen grafot vizsgaltuk
(a piros élek altal alkotott graf), és arra kerestiink feltételt, hogy pozitiv val6sziniiséggel
ne legyen sem benne, sem a komplementerében K; teljes részgraf. A Karger—Klein—
Tarjan-algoritmus kapcsan vizsgalt mintavételezési konstrukciéval nyert G(p) grafként is
felfoghaték az Erdé—Rényi-grafok: ER(n,p) tekinthetd a K, teljes grafbdl élek torlésével
kapott K, (p) grafnak is.

Legyen ¢;; az (i,7) él indikatorvaltozdja, azaz legyen ¢;; = 1, ha (i,j) € ER(n,p), és
l;; = 0 egyébként. Az {;; valoszinliségi viltozok teljesen fiiggetlen p paramétertt Bernoulli-
n

valtozok (1 <i < j <n). Az élek szdma m = Y, ; £;;, ennek varhaté értéke E(m) = (3)p.
Alkalmazhaté a Chernoff-egyenldtlenség: tetszéleges 1 > € > 0 esetén a

(GG

valbsziniliség exponencidlis sebességgel tart nulldhoz, ha n — co. Az élek szdma tehat igen
er0sen koncentralédik a varhaté érték koril.

Jelolje D az ER(n,p) grafban egy csics (mondjuk az 1) fokdt. A D egy valészintiségi
valtozo, amelynek konnyi megadni az eloszlasat:

n—1

P(D:k):( N )pk(l—p)n_l_k, k=0,1,...,n—1.

Ebbél, vagy akar az indikdtormddszerrel latjuk, hogy E(D) = (n — 1)p. Ezuttal is
teljesen fiiggetlen Bernoulli-6sszegrél van szo, igy alkalmazhaté a Chernoff-egyenlotlenség.
Barmely 1 > € > 0 esetén

52<n,1)p

P(ID—(n—1)p| >e(n—1)p) <23

Itt is erds koncentracio mutatkozik a varhato érték koril.

Erdés Pal és Rényi Alfréd E'R(n,p)-vel kapcsolatos hires dolgozatainak talan a legfon-
tosabb eredménye a kiiszobfiiggvények fogalma, és annak bizonyitasa, hogy egy sor érdekes
tulajdonsdgnak van kiiszobfiiggvénye. Legyen A egy graftulajdonsig (pl. A lehet az, hogy
a grafban van hdromszag).
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Definicié. A k(n) : ZT — Rt figguény az A tulajdonsdg kiszébfiigguénye, ha barmely
olyan p(n) valésziniségek esetén, amelyekre lim,_,oo p(n)/k(n) = 0, teljesil, hogy

nlgrrgo P(ER(n,p(n))-ben igaz A) = 0;
tovdbbd, ha barmely olyan q(n) valdsziniiségek esetén, amelyekre lim, o q(n)/k(n) = oo,

teljestil, hogy
lim P(ER(n,q(n))-ben igaz A) = 1.

n—oo

A k(n) kiiszobfiiggvény létezése azt jelenti, hogy van egy viszonylag éles hatar, ami
alatti élslirtiségnél az F R-grafban szinte biztosan biztosan nem teljesiil A, a hatér feletti
élslirtiség mellett pedig szinte biztosan igaz lesz A.

Példa. Megmutatjuk, hogy k(n) = # kiiszobfiiggvénye annak az A tulajdonsidgnak, hogy
a grafnak van éle. Tegyiik fel el6szor, hogy a p(n) valésziniliségekre lim, o p(n)/k(n) =
lim, 00 p(n)n? = 0. Az ER(n,p(n)) grafban az élszdm varhaté értéke

E(m) = <Z>p(n) < n?p(n) — 0,

ha n — oo, ahonnan P(m > 0) — 0.
Legyenek masfeldl a g(n) valészintiségek olyanok, hogy ¢(n)/k(n) = q(n)n? — oo, ha
n — co. Megjegyezziik, hogy ekkor nyilvan ¢(n)(3) — oo is igaz. Marmost

Pl —0) = (1 g = (0 =g )" < (1))

ha n — oo. Tehat P(m > 0) — 1. Az egyenl6tlenségnél a tetszéleges valds z-re érvényes
(1 —x) < e 7 becslést alkalmaztuk.

Bizonyitas nélkiil megemlitiink néhany érdekes graftulajdonsigot, a kiiszobfiiggvényével
egyutt:

e Van a grdifban legaldbb mdasodfoki csics: k(n) = =75

o A grifban megjelenik barmely rogzitett d ponti részfa (pl. d ponti csillag): k(n) =
1

.
nd—1

e Van a grdfban d ponti kir: k(n) = 1.

o A grdf sszefiiggd: k(n) = 1287

n

Erdemes olykor a k(n) kiiszobot idének tekinteni, ahogy az azonosan nulla fliggvény
fell az azonosan 1 fiiggvény felé névekszik, és ennek megfeleléen az Erdos—Rényi-grafok
valtozasat folyamatként vizsgdlni, amint p megy 0-t6l 1-ig. Az ER(n,p) grafok tulajdon-
sagai ekkor (fordulatos!®) fejlédési torténetként jelennek meg: n—lz—nél az elso él, majd #
idoben két csatlakozd él, stb.

Az Erd6és—Rényi-grafoknak p(n) > 10% esetén O(logn) az atmérGje, vagyis barmely
két cstics kozott van révid at. Ez az un. kis vildg-jelenség, amit tobb érdekes haldézatban
megfigyeltek, és amit Karinthy Frigyes mar 1929-ben leirt az emberi ismeretségi kapcsolatok
grafjarol.

Az ER(n+1, 2) grédfokban tetszdleges cstics fokszdmanak az eloszldsa (n, 2) paraméterti
binomialis eloszlas, ami a 4. tétel szerint nagy n-re jol kozelitheté6 \ paraméterti Poisson-
eloszlassal. Az utébbirdl pedig latszik, hogy a P(n = k) valésziniiségek exponencidlisan
csokkennek a k novekedtével. A fokszdmok eloszldsa tehat erésen koncentralodik a varhato
érték koril.

5Kiilonos, elsé latasra varatlan fordulat példaul, hogy egy nagy fa elébb jelenik meg, mint barmilyen
kicsi kor.
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A Watts—Strogatz-modell

Egy sor érdekes haldzatban megfigyelhetd a csomdsodds jelensége: egy csiics szomszédai
kozott tobb kapcesolat van, mint méas hasonlé méretii csticshalmazokon belill. Gondoljuk
példaul arra a gréafra, amelynek emberek a csticspontjai, és két cstics akkor van Gsszekotve,
ha az illetok ismerik egymést. Egy ember ismerosei koziil sokan jo eséllyel szintén ismerdsei
lesznek egymasnak. Az ER(n,p) grafoknal nem tapasztalunk ilyesmit; barmely cstcshal-
mazon beliil koriilbeliil a lehetséges élek p-szerese lesz tényleg él. Mint latni fogjuk, a
Watts—Strogatz-modellnek alaptulajdonsiga a csomésodas.

A WS(n,k,p) Watts—Strogatz-graf csicsai 1,2,...,n (itt n > k pozitiv egészek, 0 <
p < 1 egy valdszintiség). A graf élei kezdetben (1,2),(2,3),...,(n—1,n),(n,1), vagyis egy
koriink van. A kovetkez6 lépésben kossiik Ossze éllel a kor mentén egymadstél legfeljebb
k tavolsagra levé csucsokat. Egy csics foka ekkor 2k lesz, és az élek szama kn. A
kovetkez6é menetben az eddig kapott 6sszes él esetén sorsolunk. Az élet 1—p valdszintiséggel
meghagyjuk, p valészintiséggel teljesen tijat sorsolunk helyette: egyenletesen vélasztunk az
osszes (i,7) par koziil. Végil toroljik az esetleges hurokéleket és tobbszoros éleket. Az
Osszes véletlen vilasztasunk teljesen fliggetlen a tobbitdl.

A megmaradé régi élek csomdsoddst biztositanak, az 1j élek pedig kis vildgot: viszonylag
rovid utakat barmely két cstcs kozott. A WS-grafok kis p esetén a determinisztikus
lépésekkel megadott szabdlyos grafra hasonlitanak; a p névekedésével egyre inkabb olyanok-
ka valnak, mint az Erdés—Rényi-grafok.

Albert—Barabasi-grafok

Mert akinek van, annak adatik, és bévelkedik...
MATE EVANGELIUMA, 13,10-17

Vannak olyan nagy hélézatok, amelyekben a csiicsok fokszaménak az eloszldsa nem
annyira koncentralédik a varhaté érték koriil, mint az ER vagy a W.S grafoké. Tobb
érdekes graf esetén sikeriilt kimérni, hogy a fokszamok eloszlasa sokkal lassabban cseng le,
pontosabban hatvdnyeloszlast kovet. Mas széval, ha P(k) jeloli annak a val6sziniiségét,
hogy egy cstcs foka k akkor a P(k) sorozat k = 0,1,...,n — 1 nagyjabol ardnyos a k=7
sorozattal, ahol v > 0 konstans. A nevezetes példaknal v leggyakrabban 2 és 3 kozé esik.
Példaul, ha

e a graf csicsai: amerikai filmszinészek, él akkor van kozottiik, ha jatszottak kozos
filmben. Ekkor v~ 2,3+£0,1.

e A graf cstcsai matematikusok, él akkor van kozottiik, ha irtak kézos tudoményos
dolgozatot. Itt v =2, 1.

o A graf cstcsai telefonszamok. El akkor fut kozottiik, ha egy adott nap volt kozottitk
beszélgetés. Itt is v = 2, 1.

e A csiicsok az internettartomanyok (domain a szokésos elnevezés). Két cstcs kozott
akkor van él, ha van egyikrol mutaté a masikra. Ekkor v ~ 2,15 — 2, 20.

Hogyan modellezhetok az ilyen grafok? Milyen egyszert konstrukcios szabalyok adnak
hatvanyeloszlast a fokszamokra? Az els6 és maig legfontosabb ilyen tulajdonsagu grafmo-
dellt Albert Réka és Barabési Albert-Lészl6 javasolta. Legyenek m és t pozitiv egészek. Az
AB(m,t) Albert-Barabdsi-grafnak t csiucsa és mt éle van. Tulajdonképpen természetes és
egyszerii rekurziv folyamat eredményeként jon létre az AB(m, 1), AB(m,2),..., AB(m,t)
grafsorozat.
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1. Egyetlen vy cstcs és m hurokél alkotja az AB(m, 1) grafot.

2. Tegytk fel, hogy AB(m,t — 1) mar elkészilt, ¢ — 1 csticsa és m(t — 1) éle van.
AB(m,t) innen egy 0j v; cstucs hozzdadasaval keletkezik A v, cstcshoz illeszkedéen
m élet konstrudlunk a véletlen segitségével. A v;-b6l indulé l-edik élet (I =1, ... ,m)
a graf véletleniil vélasztott v; ponthoz kétjikk (a véletlen vélasztasok itt is teljesen
fiiggetlenek egymastol). A vj-hez kotés valdsziniisége dj-vel aranyos. Pontosabban
fogalmazva, ha a kotés el6tt a csicsok fokai rendre dy, da, . .. , ds, akkor a v; csicshoz
kotés valdszintisége

d;
dy+dy+---+di

Az Albert—Barabési-grafok épiilésekor érvényesiil a preferencidlis kotddés elve. Egy
1j csuces nagyobb eséllyel kotédik kapesolatokban mar eddig is gazdagabb csticshoz. Az
ismeretségi grafok esetén is j6l megfigyelhetd ez a jelenség.' Ezaltal a hélézatban lesz
néhany az atlagosnal sokkal magasabb foki csics is. Megmutathatd, hogy a nem til nagy
k értékekre a fokszamok P(k) eloszlasa az A B-grafokban hatvanyeloszlast kovet, mégpedig
v = 3 kitevével.

Algoritmikus kis vilag

Az emberi kapcsolatok grafjanak vizsgdlataban meghatarozé szerepet jatszottak Stanley
Milgram 60-as években végzett kisérletei. Ezek egyikében egy talalomra valasztott nebras-
kai személy (az s forrds) megkapta egy massachusetts-i személy (a t célszemély) cimét
és még néhany alapvetd informaciot (pl. t foglalkozasat). Az s feladata az volt, hogy
prébaljon egy tizenetet eljuttani t-hez meghatarozott szabaly szerint: az tlizenetet kiildje
el egy olyan s1 személynek, aki egyfelél kozeli ismerdse (keresztneviikon szolitjak egymaést),
masfeldl s vélekedése szerint esetleg kozelebb van t-hez, abban az értelemben, hogy ugyane-
zen szabaly szerint révidebb tton tudja eljuttatni az iizenetet t-hez. Tulajdonképpen azt
kérték tole, hogy tovabbitsa a kiilldeményt ahhoz a szomszédjahoz az emberi kapcsolatok
grafjaban, aki szerinte a szomszédai kozil a legkdzelebb van t-hez ebben a grafban. Az
s1 személy ugyanezeket az instrukcidkat kapta, és a tobbiek is, akikhez a folyamat soran
eljutott az tizenet. Sok ilyen kisérletet végeztek el. Gyakran megesett, hogy az iizenet
egyaltalan nem érkezett meg a végso cimzett t-hez. Nagyjabol az lizenetek harmada ért
célba, ezek viszont meglepden rovid tton. Sok kisérletre vetitve a grafban megtett 1épések
szamanak atlaga hat alatt maradt! Ez ékesen mutatja a kis vilag-jelenséget a kapcsolatok
grafjdban.

Jon Kleinberg amerikai szamitastudods egy tovabbi fontos lizenetet olvasott ki a kisérlet
eredményébdl: ez nem pusztan rovid utak létezését mutatta ki, hanem egy igen erdteljes,
egyszerl és hatékony elosztott mikodésd algoritmus 1étét is, amivel az iizenet révid dton
eljuttathaté a cimzetthez. Itt az elosztott miikodés lényeges tobblet. Tudjuk, hogy a
rovid utak jol feltérképezhetok a szélességi keresés segitségével. Ez azonban sokkal t6bb
informéciét hasznal fel a grafrél, mint ami a Milgram-kisérletek résztveviinek megengedett
volt. Kleinberg a kisérlet eredményeit elemezve arra jutott, hogy a révid utak mellett
a kapcsolatok grafja még tovabbi, a decentralizalt lizenetkiildés szempontjabdl hasznos
informéacidkat is tartalmaz. Kleinberg ezutan kidolgozott egy modellcsalddot, ahol kimu-
tathaté az algoritmikus kis vildg-jelenség: egyszerli és hatékony elosztott algoritmussal
lehet rovid utat talalni két csics kozott. Ezek kozil a legegyszeriibbel ismerkediink meg
itt.17

16 Az iwiw-kapcsolatok grafjaban 2006-os adatok szerint az &tlagos fok valamivel 100 alatt volt,
ugyanakkor eléfordult tobb tizezres foku cstucs is.

1A témérdl sok érdekeset olvashatunk D. Easley és J. Kleinberg munkéja (Networks, Crowds, and
Markets: Reasoning About a Highly Connected World, Cambridge University Press, 2010) 20. fejezetében.
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A Kl, Kleinberg-graf épitésekor a C, korbol indulunk ki, ahol n > 2 egész. Ennek
cstcsai 1,...,n az élei (i,i+1), ha 1 <i < n, tovdbba (1,n). Ezek az élek adjak a csicsok
helyi ismeréseit. Minden csicsnak valasztunk pontosan egy tdvoli ismerdst. Jelentse
d(u,v) az u és v csticsoknak a C), korén mért tavolsagat. Ez egy 0 és § kozotti egész. Az
u csucs tavoli ismerdsét a tobbi csticsétél teljesen fiiggetleniil véletlentil valasztjuk. Annak
a valészintisége, hogy v-t valasztjuk, legyen ardnyos ﬁﬂ))—vel. Vegyiik észre, hogy az igy
kapott él iranyitott. Tipikusan az u tavoli ismerdsének a tavoli ismerdse valaki mas lesz,
nem u. A v valasztasanak valdszinlisége

d(u,v)™!
d(u,v1) ™t + -+ d(u,vp—1) !

lesz, ahol v1,...,v,_1 a graf u-tél kiillonbo6z6 csicsai.

A kés6bbi gondolatmenetiinkhéz érdemes lesz fels§ becslést adni a nevezében szerepld
Osszegre:

1 1 1 n
w§¢ud(u,w)_2<1+2+ +LZJ> 2HL2J_2(1+logL2J>_

< 2(1—|—logg> <2<1—|—log2 Z) = 2logy n.

Az els6 egyenlGtlenségnél azt hasznaltuk, hogy u-t6l adott d tavolsagra legfeljebb két csics
van; a kovetkezonél a harmonikus szam ismert fels6 korlatja van, végiil pedig attértiink 2-es
alapi logaritmusra. A becslésbdl azt nyerjiik, hogy ha u # v, akkor annak a valdszinlisége,
hogy v lesz az u tévoli ismerdse, legalabb

1
2d(u,v)logyn

Megmutatjuk, hogy a Kl, grafban érvényes az algoritmikus kis vildg. Masként fo-
galmazva: nem csak annyi igaz, hogy két cstcs kozott varhatéan van révid at, hanem
ilyen utat hatékony, pusztan lokalis valasztasokon alapulé algoritmussal kaphatunk is. Az
eljaras bemenete az s,t € V(Kl,) cstcspar. A cél eljutni s-bdl ¢-be.

A rovidldté algoritmus elsé 1épésében az s-tél ahhoz az u ismer6séhez 1épilink, amelyre
d(u,t) a legkisebb. Ha u # t, akkor innen ugyanezen szabdly szerint léptink tovabb.
Altaldban, az Ut sordn minden tovabbi érintett csiicsnédl ugyanezzel a mohé vélasztassal
éliink.

A résztvevd csicsoknak csak a sajat szomszédsiagukat kell ismerni, illetve tetszoleges t
cstcsra meg kell tudni dllapitaniuk annak a C), koron értelmezett tavolsagat az ismerdseiktol.
Ennél tobb informéaciéra nincs sziikségiik a grafrol.

42. Tétel. Legyenek s,t a Kl, grif véletlenil vdlasztott csicsai. A révidldto algoritmus
vdrhatéan legfeljebb 3(logy n)? lépésben eljut s-bél t-be.

Itt egy lépés egy élen vald dthaladast jelent.

Bizonyitas. A t megkozelitését fazisokra osztjuk. Azt mondjuk, hogy a j-edik fazisban
vagyunk, ha az utunk sordn éppen meglatogatott u cstcsra 2/ < d(u,t) < 2/t! igaz.
Jelolje X; a j-edik fazisbol indulé 1épések szadmat. X; nyilvdn egy valészinliségi valtozo,
és az algoritmus X teljes 1épésszamara igaz a kovetkezo:

X§1+X1+X2+"’+X[log2nj-
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Az EX felsé becsléséhez elég tehat felsé becslést adni az EX; varhaté értékekre.

Evégbdl tegyiik fel, hogy éppen az u csicsnél tartunk a j-edik fazisban, és d(u,t) = d.
Biztosan kilépiink ebbdl a fazisbdl, ha az u tavoli ismer6se legfeljebb g lépésnyire van t-
t6l. Mekkora az esély erre? Legyen I a t-t0l legfeljebb % tavolsagra levd csiicsok halmaza.
Legalébb d cstics van I-ben, és ezek koziil az u-hoz legtavolabbinak az u-tél valé tavolsdga
legfeljebb d + % = %d. Annak a valdszintisége, hogy a w € I lesz az u tavoli ismerése, az
eddigiek alapjan legaldbb

1 1 1 1

2d(u, w)logyn — 3d/2 2logyn  3dlogyn’

Mivel az I-ben legaldbb d cstcs van, annak a valdszintisége, hogy u tavoli ismerése I-beli,

legaldbb
1 1

" 3dlogyn - 3logon’

Az algoritmus minden lépéssel kozelebb jut t-hez, ezért feltehetjik, hogy az w tavoli
ismerGsét éppen akkor sorsoljuk, amikor u-bol 1épni késziiliink.
Annak az esélye, hogy legalabb i 1épést tesziink a j-edik fazisban, legfeljebb

1 1—1
(1= 3gm)
3logyn

1
3logyn

amibdl

00 00 i—1
i=1 1=1

Végezetiil innen
EX <14+ EX; +EXo+ - + EX|j55, 5 < logyn - 3logyn = 3(logy n)*.

Itt az el6z6 becslést hasznéltuk, amikor j > 2, mésrészt pedig vilagos, hogy 14+ X; <3 <
3logy n, hiszen legfeljebb 3 tavolsagbdl a kozeli ismerdsok mentén is elég 3 1épés, és n > 1.
A bizonyitas ezzel teljes. m



