ANALIZIS 2. 2. ZH MEGOLDAS 2017. aprilis 13.
Mérnok-informatikus szak  BME, Mat. Int., Analizis Tsz. Munkaidé: 90 perc

1. feladat (104+-10=20 pont)

= (-3 = (=2)"
Z(n') (8) Z(n')

n=2 n=3

3

a) Abszolut konvergens-e a fenti numerikus sor?
b) Mennyi a sor Osszege?
Megoldas.

a) Héanyadoskritérium a tagok abszolutértékeére:

" 3)nrt ! 3 nooo

() [ _ (=3) n - ¥ 0<1 = abszolit konvergens.
|| (n+ 1) | (=3)" n—+1
anial _ (2] | nl 2 o ,

(8) ol e || = ned — 0<1 = abszolit konvergens.

b) Tudjuk, hogy e* = >>° £

neo 7+ Eszerint:

. n! — n! 0! 1!
— (2" (2" (-2° (=2 (=2
(B) z:=-2, ZS i :ZO R TR T =e?-1

Pontozas: Mindkét rész 10 pont. a) az abszolut konvergencia fogalméanak ismere-
te (3p), a hanyadoskritérium ismerete (3p) és helyes alkalmazésa (4p). b) e* soré-
nak ismerete (4p), az Osszegzés kezdetének figyelembevétele (3p) és a helyes végered-
mény (3p).

2. feladat (20 pont)

o o

n= n=1

Hatarozza meg a fenti hatvanysor konvergenciatartoméanyat és osszegfiiggvényét!

o (="t o,
n=1 n r )

1. Megoldas. Felhasznalva, hogy —1 < = < 1 esetén In(1 + ) = >
y = —x helyettesitéssel kapjuk, hogy

Zy —In(1 —vy), —-1<y<1.

() —1<3x4+1<1= -2/3<z<0.

Z M = —In(—3x).

n=1
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() —-1<br—-1<1= 0<xz<2/5.

o0 n

Z@ = —In(2 - 52).

n=1

2. Megoldas. ElGszor egyszert atalakitassal megkeressiik a hatvanysor egyiitthatoit
(3p), majd akér a gyok- akar a hanyadoskritériumboél megkapjuk a konvergenciasugarat
(3p). A végpontok vizsgalataval megkapjuk a konvergenciatartomanyt (4p) (végpon-
tonként 2p). (Osszesen 10 pont.)

Ezutan felismerjiik, hogy a sor tagonkénti derivalasaval mértani sort kapunk (3p),
aminek Osszegét kiszamoljuk (3p). Az osszeg integralasaval kapjuk meg a kérdésben
szerepld fiiggvénysor Osszegfiiggvényét (4p).

Az («) varians esetében részletezziik az osszeg kiszamolasat. Legyen f(z) = 07, w !
Ekkor
df(z) < . 3 1
AR N TG Y I ) Lo R S ———
dx ; (8z+1) 1—Bz+1) a2’

(Felcseréltiik az Osszegzést a derivalassal, elvégeztitk a derivalast tagonként, majd a
kapott mértani sort sszegeztiik.)
Minden a € Dy = [%2, O) esetén igaz, hogy:

fla) = @+ [ rw

Esetiinkben az a = %1 valasztas a célszertd, hiszen behelyettesitéssel lathatd, hogy
f(5) =0, 1gy

T -1
f(:c)zO—i—/ Tdt:—ln|x|—|—ln

3

-1 -2
?‘ = —In(—3z), ha x € Dy = {—,O).

3. feladat (10 pont)
(@) fla)=e"""% zg=2  (B) fl&)=e"""0 =3,

Hatarozza meg az f fliggvény x( koriili Taylor-sorat és annak konvergenciatartomanyéat!

Megoldas.
e
€= Z n!’
n=0
KT=(—00, ).
0o 2
(a) e 4H0 = (@242 Z %@ —2)*".
n=0
0 -3
(8) er2H62+6 _ ((243)2—=3 _ Z en—'(x + 3)2”.
n=0 )

Pontozas: Az exponencialis fiiggvény soranak ismerete (2p), a kitevs atalakitasa (2p),
a konstans szorzo kiemelése (2p), a helyes végeredmény (2p), konvergenciatartomany

(2p).
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4. feladat (10 pont)

() f(z)=e*sh(52)  (B) f[(x)= e ch(52)

Adja meg az f fiiggvény origd koriili Taylor-sorat és annak konvergenciatartomanyét!

Megoldas.
o zn
=D
n=0

KT=(—00, 00).

oo e_sm) = ((_1/2) (=) + (1/2)3k) *

(@) e *sh(5z) =e > ( 5 = o

k=0

5% 4 g—5a o ((1/2) (=2)" + (1/2)8") «*
+ ) _ Z ( )

(B) e* ch(5x) =™ ( 5 1

k=0

Pontozas: A hiperbolikus fliggvény felirasa exponencialis fiiggvényekkel (4p), exponen-
cialis fiiggvény soranak ismerete (2p), helyes végeredmény (2p), konvergenciatartomany

(2p).
5. feladat (10+5=15 pont)

(@) flz)=V1-22% (B) flx)=V1-3a"
a) Adja meg az f fiiggvény origo koriili Taylor-sorat, és annak konvergenciasugaréat!
b) Adja meg az (o) f©(0); (8) f©(0) derivalt értékét elemi mtveletekkel!
Megoldas.

[e.e]

(L42)=>" (Z) e < L

k=0

a) () V1—2x3=(1+(—22%)Y3 = i <1£3) (=2)kz%k R =273

(8) VI—322=(1+ (-322)* = Z <1/3) (—3)ka?*, R=3V2

k=0 k
b)
@ 100 = (1) (2o = WECEIEN. (g,
(B) f(G)(O) — (1§3) ,(_3)3 6! (1/3)(;223)5_5/3) (—27) - 6!
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Pontozas: Binomialis sorfejtés (5p), konvergenciasugar (5p), derivalt (5p).

6. feladat (6+14+5=25 pont)

0, haz=y=0
« x,y) = 3 g2
() f(x.) —:Jc2 n y2’ egyébként.
x Yy
0, haz=y=
z,y) = 2 3
(B fl@) _x2 j: yQ, egyébként.
2 +y

a) Hol folytonos az f fiiggvény?

b) Adja meg f parcialis derivéltjait, ahol léteznek! (Az origoban a definicioval szamol-
jon!)

c¢) Hol derivalhato totalisan f7 (Valaszat indokolja meg!)
Megoldas.

a) Origon kiviil folytonos, mert folytonos fiiggvények hanyadosa, és a nevezd nem nulla.
Origoban

(@)

Y = mx.
' 28— 22 m2
ilg})f(x,mx) N alﬁlg(lJ 22 +m2z2 14+ m?
nem folytonos az origdban.
(B)
Y = mx.
lim f( )= >+ mi? 1
zgr(l) T, m _zlg(l)ﬁ—i—m%?_l—l—mw
nem folytonos az origdban.
b) («) Origon kiviil
72 23— )
falf(l'7y):3 2 2_ ( 2 2)2
ety (22 +y?)
3,2
/(a, o ¥ @Yy
fy( y) IQ 4 yg (LL’Q + y2)2
Orig6ban
_ 37,2
7(0,0) = timg L& = SO0y 2/m
r—0 xr — 0 z—0 €x
0,y) — f(0,0 —y? Jy?
y—0 Y — 0 x—0 Yy
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(8) Origon kiviil

T (y* +2?)
f(ﬂf y) 2 2 2_2 2 212
ety (22 4+ y?)
2 3, .2
y (y° +2°)y
folz,y) =3 —2 5

x? 412 (24 y?)

Origoban

/ BT f(fL',O)—f(0,0) _ .I’Q/ZEQ

£0.0) =l == = =#
' (0.0)  tim T = FO.0) Lty
OO =T me ST,

=1.

¢) Az origon kiviil a parcialis derivaltak folytonosak, ezért ott az f totalisan differencial-
hato. Mivel az f az origoban nem folytonos, ezért ott nem totalisan differencialhato.
Masik lehetséges indoklés: az origéban nem létezik az egyik parcidlis derivalt.

Pontozas: Folytonossag az origon kiviil (2p), nem folytonos az origobban (4p). Az
origon kiviil f; (3p), f, (3p), az origoban f;(0,0) (4p), f,(0,0) (4p). Totalis derival-
hatosag az origon kiviil (3p), az origoban nem differencialhato totélisan (2p).

IMSC feladat (12 IMSC pont)

Adja meg az f fliggvény zy = 2 korili Taylor-sorat, valamint hatarozza meg a sor
konvergenciatartoméanyat!

Megoldas.
A tortet parcialis tortek Osszegére bontjuk:
1 _ 12, 12
22—1 z-1 z+1

(3p)

Ezutan mindkét parcialis tortet £ — 2 hanyadost geometriai sor 0sszegévé alakitjuk:

1 1 1 1 1

— _— — . — _11’L _2n h 1< <3 3

2 z—1 2 1_(_(:5_2)) QnZo( )" (@ )", a x ) (3p)
—1 1 -1 s n
9 = T -2 —2)" ha —-1<z<5 3
2 x+1 6 11— —(w32) z; (x a x ) (3p)

A két sort Osszeadva, illetve a konvergenciatartoméanyok metszetét véve kapjuk a vég-
eredményt:

n=Y (_21)n (1 _ 3n1+1) (x—2)", hal<z<3  (3p)

n=0



