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1. Numerikus sorok konvergenciaja

o0

A Y ap végtelen Osszeghez hozzdrendeliink egy (s, ) szdmsorozatot a kovetkezd
k=1

maédon

o

Zakz aq +a2—|—a3—|—---—|—an+---
~—
k=1 51
—
§2
—_——
$3

v
Sn

n
Sp 1= E ar : n-edik részletosszeg
k=1

E szamsorozat hatarértékének segitségével definialjuk a sor Osszegét az aldbbiaknak
megfelelGen.

[ee]
@ A E a, numerikus sor konvergens és osszege s , ha létezik a
k=1

n
sz o0 = i (Z) —s€R

(véges) hatérérték.

A részletsszegek (s,) sorozatdnak viselkedése szerint az alabbi esetek lehetségesek:

s eR, az 0sszeg konvergens

oo n
. . +00,
E ap = lim E ap = lim s, = . .
P n—yo0 £ n—0oo —00, az Osszeg divergens.

3,

21:1+1+1+1+--- esetén sp=1 ., 1l=n
k=1

= lim s, =00 (Divergens a sor.)
n—oo

o
(1)t =1-1+1—-14---4(=1)¥ +--- divergens, mert
k=1
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82k+1=1—>1
S, =0—0

} = (s,) -nek 2 torléddsi pontja van, a sor divergens.

z“: 1\* L (1 2+ 1 "+ 1 ()'-1 1 4 .
— = — — — - = 1M — = — —_— =

2 2 " \2 2 nso2 1-1 2 177
k=1 2 2

tehat a sor konvergens.

L ey

k+1)

n 1 no/ -1 1
l - — 1. _— — =
nli?o,;lk(kﬂ) nLTo,;(kH“Lk)

= 1 o) (D (D s (2R ) =
" amo \\ 2 3 2 173 n+l n)) "~

o
1
Z P (harmonikus sor) divergens
k=1
Ugyanis
=1+ 1 + 1+1 + 1+1+1+1 + -+ + ! + ! +
¢ = 2 374 56 78 2k-1 2k-1 41
1 1 1 1 1
>14 -9 -4yl .=
ST T T T TRy T
2.1
fimse =00 = | p=o0

Ugyanis s, > Sqr, ha n > 2F miatt lim s, = oo.
n—oo
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@ Geometriai sor

S halg <1

o0 B 1 q
qulz 0, hag>1
k=

1
divergens, ha ¢ < —1

n

Sn:qu_1=1+q+q2+...+qn—l

k=1
Ha ¢g=1:
S, =n, ezért lim s, =o0.
n—oo
Ha ¢ #1:
" —1
Sp = .
g—1
Mivel ¢" — 0, ha [q] < 1, ezért
-1 1
lim s, = ——=——ha |¢| <1
n—00 qg—1 1—¢q
Mivel ¢" -+ o0, ha ¢>1 =— s, —>o00,ha ¢g>1.
Ha ¢g=—-1:

q" -nek két torlédasi pontja van, mégpedig t; =1, to = —1.
—> s, -nek is 2 torlédasi pontja van: 0 és 1, tehat divergens.
Ha ¢ < —1:
q" -nek két torlédasi pontja van, mégpedig t; = —o0, o = 0.
= sp-nek is 2 torlddasi pontja van: —oo és oo, tehat divergens.

& 3
Y=+ttt = % ha Jg/<1.
k=3 1-¢

A részletosszegek a tételben szerepld részletosszegek ¢° -szeresei, igy a hatdrérték (a sor
osszege) is ¢° -nel szorzodik.

o o0 a
Zaqk :z:aqk_1 = 1—,ha lq] <1
k=0 k=1 — 4

Most a részletosszegek a tételben szerepld részletosszegek a-szorosai, igy a hatarérték
is a-szoros lesz.

@ Ha a sorban véges sok tagot elhagyunk vagy megvaltoztatunk, akkor a konvergencia
ténye nem valtozik, konvergens sorb6l konvergens sort, divergens sorbol divergens sort
kapunk. A sordsszeg értéke természetesen megvaltozik.
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o

o
@ Z (c-ag) és Z ar (c#0) egyszerre konvergens illetve divergens.
k=

1 1
Z (c-ag) egyidejiileg konvergens illetve divergens.)

n
(Ugyanis s,, = E ap és sk =
k=1 k=1

o 2k 4 3k
=7

Z 4k+2 -
k=1
ook sk 1 1\ 3 /3)\F
=3 (g0 + ) = ( (3) *E'(ﬂ)

o0
Milyen z-re konvergens a Z (log, 2)* sor?
k=0
-1 <logy,z < 1,

27'< 1 <2, azazxz € (27,2).

g=log,z, |log,z| <1l <

A konvergencia sziikséges és elégséges feltétele (Cauchy kritérium):

@ Z ay akkor és csak akkor konvergens, ha V ¢ > 0-hoz 3 M (e):
k=1
|ani1 + Gnyo + -+ anix| <&, han>M() és k€ NT

Trividlisan igaz, hiszen a szdmsorozatok konvergencidjara tanult sziikséges és
elégséges tétel alkalmazhaté. (s,) akkor és csak akkor konvergens, ha Ve > 0 -hoz

AM(e), hogy n,m > M(e) esetén |s,, — s,| < e.

Legyen m >n és m =n+ k , ekkor
‘Sm_8n| = |a'n+1+an+2+"'+a'n+k| <g,
]

ha n > M(e) és k € Nt tetszGleges.

v1l.3
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o
1 1 1 1

. —1)"! Z=1—--4-—>4... konvergens

;( [ 273 1 vere

Ugyanis
1 1 1 —1)k+t

|8n+k_5n‘:|an+1+an+2+"'+an+k|: - _+( ) -
n+l n+2 n+3 n+k

( 1 1 n 1 1 N
n+1 n4+2 n+3 n+4

N J/ N J/

~ N

N J/ N
~ N

1 1 n 1 1 .
n+1 n4+2 n+3 n+4

. 1 1)
n+k—1 n+k/)

N J/
-~

>0 >0 >0
1 1 1 1
— _ _ I ha k pé
n+1 <n+2 n+3) (n+k> & 1 paros
. -~ - N, s’
>0 >0

. 11 N
n+k—2 n+k-1 n+k

N J/

-~

>0 >0 >0
1 1 1 1 1
- - . - - ha k paratl
n+1 <n+2 n+3) (n—}-k—l n—i—k)’ a & baratian
\ >0 >0
Vagyis
| | < ! < h >1 1 = N()> L 1
- ——<e¢, ha - — £ - —
Sk TS 1 SO " ~ e

Késobbiekben konnyen ellenorizhetjiik, hogy ez egy tugynevezett Leibniz sor.

1.1.

A konvergencia sziikséges feltétele

k=1

@ (Z ay, konvergens) = (klggo ay = 0)

A Cauchy kritériumbol:

© Konya I. — Fritz Jné — Gyoéri S. 5

v1l.3



Spni1 — Sp| = |lapy1| <e, han>N(E) = a,—0

Vagy
Sp =S, 1+a, = G,=S,—S,1—>5—s=0
|
=1
(M) A feltétel nem elégséges. Példaula Y | + sor a feltételt teljesfti, mégis divergens.
k=1

2. Valtakozé elGjelii (alternald) sorok

o0

01—02+03—---+(—1)”+1cn+---22(—1)"“% , Cn >0

n=1

Leibniz kritérium:

@ Ha az alterndlé sor tagjainak abszolit értékeibll képzett sorozat (fent (c,))
monoton fogydan tart 0-hoz (¢, N\, 0), akkor a sor konvergens.

Az ilyen alterndlé sor neve: Leibniz sor.

Belatjuk, hogy sq 7 és feliilrol korlatos:

Sok+2 = Sok + (Cokt1 — Copt2) > Sop = Sop

>0

Mésrészt

0<s =c1—(ca—c3)—(ca—c5)—---— (c <c
< S2k+2 1— (e 3) — (ca 5) (Copr2) < 1

az el6zébdl lathato 20 20 >0

Tehat so;, monoton novo és feliilrdl korlatos =  sof konvergens, legyen s = klim Sok -
— 00

Megmutatjuk, hogy sor11 — s szintén, és igy a sor konvergens.

Soky1 = Sop + Copp1 > S +0 =35
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@ Az is megmutathatd, hogy az soryq részsorozat monoton csokkenden tart s-hez.

Hibabecslés Leibniz tipusa soroknal

Leibniz tipusu soroknal a paros indexii részletosszegek s-nél kisebbek vagy egyenldk:
So < S.
A paratlan indexi{i elemek monoton csokkenve tartanak s-hez, ezért
§ < Sogy1-
Mivel
§— Sop < Sopp1 — Sok = Cokt1 €8 Sopy1 — S < Sopy1 — Sopy2 = Cokt2,
ezért
=|s—sn| < cpy1, VYneN.

2.1. Feladatok a valtakozo elGjelii sorokhoz

Vizsgélja meg konvergencia szempontjabol az alabbi sorokat!

> cos km
1.
; lgk

4 i (n—i—l)n

5 1+1 1+1 1+1 1+1
. 2 20 22 3 28 nl 27
6. 1 ! 1 + ! ! +
' 2 (2n—1)3  (2n)?
1 1 1 1 1
O SR
2+3 22+ +2 -1 2"+
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3. Sorok abszolut és feltételes konvergenciaja

o o
@ E ay sor abszolut konvergens, ha E lag| konvergens.

o0

1\
PL. Z (—5) abszolut konvergens.
k=1

(Konvergens geometriai sorokrdl van sz6, ahol a kviciens —3 illetve 3" )

(~1)s+
Z p nem abszolut konvergens, de konvergens.
1

o0
k=

@ Feltételesen konvergens sor:
a konvergens, de nem abszolit konvergens sor

o (_1)k+1
Ilyen pl. a ZT SOr.
k=1

o0

1
= Y — sor divergens.
k=1 k

(-1

Ugyanis beldttuk, hogy ez a sor konvergens, de a > f

k=1

@ (Z |ag| konvergens) = (Z g konvergens)

Tehdt az abszolut konvergenciabdl kovetkezik a konvergencia.

o
Ha Y |ax| konvergens, akkor teljesiil rd a Cauchy kritérium, tovdbbé

|1+ -+ Gnsn| < fanga| -+ |angl
miatt

a1+ o+ Gngw| < |lansi]| + -+ |anikl| <&, ha n> M(e), ke N*

-~

o
Cauchy kritérium > |a|-ra

[ee]
Igy Zak -ra is teljesiil a sziikséges és elégséges tétel (Cauchy kritérium), tehét
n

konvergens.
Ez a tétel azt mutatja, hogy az abszolit konvergencia vizsgalata igen hasznos lehet.

oo
A Y ag| sor elemei nem negativak, s6t pozitivnak tekintheték, mivel a nulla elemeket
nyilvan nem kell figyelembe venniink.
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4. Pozitiv tagua sorok

(i) Egy pozitiv tagi sor részletdsszegei monoton névekeddek.

(ii) Egy pozitiv tagi sor akkor és csak akkor konvergens, ha
részletosszegeinek sorozata korlatos.

®
®

(i) Ha a, >0, Vn € N, akkor s,41 = s, + apy1 > S Vn-re.

®

(ii) a) Ha a sor konvergens, akkor (s,) konvergens = (s,) korlatos

b) Ha (s,) korldtos, akkor (s,) A~ miatt (s,) konvergens.
n

@ Pozitiv tagu sor vagy konvergens, vagy oo-nel egyenlé. Ez nem igaz altalanossagban
egy valtakozoé elgjelii sorra, ahol a részletosszegek sorozatanak lehet tobb torlodasi pontja

(ol §°: (—1)*).

@ a > () ar > apyq feltételek mellett

a E ay sor akkor és csak akkor konvergens, ha E ay - 2! is konvergens

(-B)

A bizonyitas lényege, hogy az elsé sor részletosszegei a masodik sor megfelel6 részlet-
osszegeivel alulrdl és feliilr6l is becsiilhetéek. A becslés igazolasahoz fontos feltenni,
hogy az (ay) sorozat monoton csokken.

(A részletes bizonyitds megtekinthetd Walter Rudin: A matematikai analizis alapjai
cimii konyvében.)

Példak a tétel alkalmazasara:

o

1
Z — konvergens, ha o > 1. Egyébként divergens.
/n/at

n=1

1
Haa <0 : anz—a%)()

A konvergencia sziikséges feltétele nem teljesiil = divergens a sor.

1
Haa>0: a,=— ", igy alkalmazhaté az el6z0 tétel:
n
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o o0
1 1
Vagyis g o és E @) - 2! egyidejiileg konvergens, illetve divergens.

00 1 o _ 00 1 1 B 00 1 lafl_ 00 1 (afl)l_ 00 1 a—1 l_ 00 l
Sap? =Yt (s) X)) -2(G) ) -X

Geometriai sort kaptunk, mely csak akkor konvergens, ha

1 a—1
== < 1.
i=(3)

Tehat a konvergencia csak akkor teljesiil, ha o — 1 > 0, vagyis o > 1.
Vigyazat! A tételben szereplo két sor Gsszege nem azonos, tehdt nem tudtuk megallapitani
o
1
a E —  sor Osszegét, csak a konvergencia tényét tudtuk megallapitani o > 1-re.
n
1

Ilyenkor a megfelel6 s, részletosszeggel tudjuk kozeliteni a sor osszegét az esetleg eloirt
pontossiggal (ldsd hibabecslések).

= 1
Z ————  divergens

-1
= n-logyn

o0 1 o0

. 1 i
Ugyanis: Z m 9l = Z 7 divergens.

=l =l

= 1
n_zm W p > 1 konvergens, egyébként divergens

p > 0 esetén alkalmazhato az el6zo tétel:

o0

1 R )
ZW'Q_ZE 0<p<1l:div; 1<p: konv.

=l =l

(p <0 esete HF.  Pl. minorédns kritériummal — ldsd késébb — megmutathatd.)

o0

Z ! divergens

=n- log, n - log, log, n
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A tétel alkalmazhatd.

o

1 e 1
9l — Z die di
lzl: 2t - (logy 2') - (log, log, 2Y) P l-log,l ¢z pedig CIVergens

5. Pozitiv tagu sorok konvergenciajaval kapcsolatos
elégséges kritériumok

majorans kritérium (csak konvergencia eldontésére)

minordns kritérium (csak divergencia eldontésére)
e hinyados kritérium

o gyokkritérium

e integrdl kritérium

Ezeket a kritériumokat kizdrélag pozitiv tagui sorokra alkalmazhatjuk. fgy a szébanforgd
kritériumok hasznosak lehetnek az abszolit konvergencia eldontésére (amibél kovetkezik
az eredeti — nem feltétleniil pozitiv tagi — sor konvergencidja is.)

5.1. Majorans kritérium

o0 oo
@ Ha 0<a, <e¢, Vnre és ch konvergens — Zan konvergens

n=1 n=1

A megfelel6 részletosszegek sorozatara a feltétel miatt fenndll, hogy
Sp < 80,

o0
Tovabbd ) c, konvergencidja miatt st < K = s% korldtos és pozitiv tagi a sor
n=1

o0
— Zan konv.
1
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5.2. Minorans kritérium

@ Ha0<d,<a, Vnre ¢és Z d, divergens — Zan divergens

n=1 n=1

d r”
$8 >384 500 = % =00 (spec. rendérelv) -

@ Mindkét esetben elegendd, ha a feltétel V n helyett n > Ny-ra teljestil.

o0
(> anés > a,egyidejileg konvergens ill. divergens, hiszen az els6 szumma részletosszegei
n=1 n=DNp

No—1

c= Y. a, konstanssal nagyobbak, mint a méasodik szumma részletdsszegei.)
n=1

Feladatok

Vizsgalja meg konvergencia szempontjabdl az aldbbi sorokat!

w
3
+P—‘
DO
0
(]
(@)
3k
+
o | T
S| W
+| 3

1
1 2 (1+n)?
3. _ 10.
log, > (i)
A i 1 1 i7n5—2n3+1
- 4~ nlogy n? C 4= nS+3n2—/n
o0 o0
o ™° —2n + 1
5. o 12.
21:2”“—3 zlzn7+n2—n+3
o0 o0
on ™ +nd+1
6 ZQQn_g) 13.Zn8—n2+3
1 1
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5.3. Hanyados kritérium

@ 1. (ap >0,V n)A (%H <g<l1,V n) = Zan konvergens.

Qa
n n=1

Qn

o0
2. (ap, >0, Vn)A (anﬂ >qg>1,V n) = Zan divergens.

n=1

1. Mivel Q41 S qan S q2 Qp—1 S q3 () S e S qn ai, v n, ezért

o0 o
Z a, -nek Zq”_l a; konvergens majordnsa (geometriai sor, 0 < ¢<1) =
1 1
o0
Z a, konvergens.
1

2. Mivel api1>qan > ¢2an_1>--->q"%a;, Vn, ezrt

o0 o0

E ap -nek E ¢" 'a, divergens minordnsa (geometriai sor, ¢ > 1) =
1 1

o0

E a, divergens.

1 [ ]

o o
@ Z an és Z an egyidejileg konvergens ill. divergens, ezért elég, ha a T feltételei
1 No

V n > Ny-ra teljesiilnek.

(Természetesen, ha konvergensek, akkor az els§ sor dsszege a1 + ag + -+ + an,—1 -gyel
tobb, mint a masodik sor dsszege.)

CLn—|—1

@ Ty (1)-nél nem elég megmutatni, hogy

x 1
> =  divergens, pedig
1 n

<1, gq-tis kell talalni.

n

1 1 . Opnt1  m+
an=—, G = —— miatt = = <1
T "M T a4 n 1 n+1
n
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x 1 i
> —  konvergens. Es most is
1

n?
1
AR 2
Ap+1 (77, + 1)2 n? n
= = = <1. D O0<g<1
n 1 (n+1)? n+1 (De 3 e )
n2

T, (2)-nél viszont ¢ megtaldldsa nem fontos. A tétel igy is kimondhaté.

(an, >0) A (an+1 >1, VnzNo) = Zan div.
1

Qn

Ekkor ugyanis:

0 < a, < Gpy1, tehdt a, ~ (és a, > 0) = a, 4 0 (nem teljesiil a sziikséges
oo

feltétel) — Zan divergens
1

A hanyados kritérium egy kényelmesebben hasznalhaté formaban is kimondhato:

@ L. (a, >0,V n)A (El lim 2L = ¢ < 1) == Zan konv.

n—oo (.
n n=1

2. (an >0,V n) A (3 lim 2L = ¢ > 1) = ) _a,div.
n=1

n—o0 (U,

1 —
1. Legyen ¢ = ¢

— igy ¢ =c+ ¢ < 1. A hatdrérték tulajdonsidga miatt

Intl — 4 <1, V> N().

Qp,

o o
Ezért Ty (1)-bél ad6dik, hogy > a, ésigy vele egyiitt > a, is konvergens.
n=~N(e) n=1

-1
2. Legyen sch, igy g=c—e>1. Ekkor 3 N(¢), hogy

dotl S g>1, Yn>NE).

Qn
fgy T* (2)-bél adédik az allités.
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- . . a . ‘ .
T (2) allitdsa ¢ = co esetén is igaz. Ugyanis, ha lim ——+ = oo, akkor is talalhaté

n—oo (O,

megfelelé ¢. (Pl. ¢ =2 is valaszthatd.)

a/ . s 7 /
@ Ha lim 2 = 1, akkor nem tudtunk meg semmit a konvergenciarél. Lehet a
n—oo a/n

sor konvergens és divergens is.
o0 o0

CLn—|—1 -1

. . 1 . ) :
PL. Z - divergens, és a Z e konvergens sorok esetén egyarant  lim
1

n—oo (A,

0L) A fenti tétel tovabb finomithatd. Bebizonyithatck az alabbi allitasok is:

Up+1
Qn,

Haa, >0Vn, é lim <l = Zan konvergens.
1

+1

(o]
, . a .
Haa, >0Vn, é lim 4= >1 = E a, divergens.

Qn

T an+1 e s s .
(lim > 1 a konvergenciarél nem mond semmit.)
a'n

5.3.1. Feladatok

Vizsgélja meg az alabbi sorokat konvergencia szempontjabdl!

12% 4_21:_

1

S

5 > A 5. - n+2
' Z3ﬂ+2 (n+2)! Z (n+1)n+3

1

© Konya I. — Fritz Jné — Gyoéri S. 15 v1.3



5.4. Gyokkritérium

@ Ha Vn> N-re a, >0 és

o
1. Va,<q¢g<1 = Zan konv.
N

o
2. Ya,>1 = Zan div.
N

o0 o
1.0 < a, < qg" és Zq" konvergens — Zan konvergens a majorans
N N

kritérium miatt.

o0
20,21 = a,A0 = Zandiv.
N

@ a, > 1 elég, ha végtelen sok n-re igaz. Nem kell, hogy V n > N-re teljesiiljon.

Ekkor mar 3 a,, /4 0 részsorozat.

Ez a tétel is kimondhaté limeszes alakban:

@ Ha lim &/a, =c és

n—oo

o0
c<1 = Z a, konvergens.

o0
c>1lvagyc=00 — Z a, divergens.

Hasonl6 a hanyados kritériumnl latotthoz.

@ c =1, tehat lim ¢/a, = 1 esetén nem hasznalhaté a gyokkritérium. Az aldbbi

n—00

két példa igazolja allitasunk helyességét.

> 1
> — divergens és
n

1 1
lim ¢/a, = lim {/— = lim
n—00 " n—00 n n—00 {’/ﬁ

> 1
> — konvergens és
n2

=1
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. N O S,
lim a, = lim —Z—Tllgrolo (n)

n—00 n—00 n

Bebizonyithat6 az alabbi allitas is:

o0
Haa, >0, n>N és lim¢a, <1 = Zankonv.
o0

Haa, >0, n>N és lim¢a, >1 = Zandiv.

09 A mésodik 4llitas konnyen bizonyithat6, hiszen Tim /@, > 1-b8l kivetkezik a

divergencia, mivel végtelen sok n-re:

Ja, >1 = a,>1; tehdt 3 a,, /4 0 részsorozat.

5.4.1. Feladatok

Vizsgélja meg az alabbi sorokat konvergencia szempontjabdl!

x© 3n . /3n+1\V
1. ; o 5. 21: (3n+3)

ad n2 3" o0 on
> 21: 7l 6 ; dn+1

e nd o0 gn+l
3 Z on+3 v Z 42n+1 (3p 4 1)
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5.5. Integralkritérium

@ Legyen f pozitiv értékii monoton csékkend fiiggvény [1,00)-en és f(k) = ap > 0

o o0
1. Ha [ f(z)dz konvergens = ) a; konvergens
1 k=1

o [e o]
2. Ha [ f(z)dz divergens = )" a; divergens
1 k=1

@ <= 4llitds is igaz, tehdt a sor és az improprius integral egyidejiileg konvergens,

illetve divergens.

1. Mivel

ag +azg+---+a, < /f(x)dx
N

monoton novo fliggvénye n-nek

IN

n

< lim ff(x)dav:/f(x)deR,

n o oo
ar >0 és > ap korldtos = > a; konvergens = > a; konvergens
2 2 1

2. /f($)d$Sal+a2+"'+an_1:é’n_1
1

n

Mivel lim [ f(z)dr =00 = lim s, 1 = 00, tehdt a sor divergens.
n—00 n—00

1 [ ]

© Konya I. — Fritz Jné — Gyoéri S. 18 v1.3



5.6.
1.

6.

Hibabecslés pozitiv tagu sorosszegek kozelitése esetén

Ha a sor konvergencidja integralkritériummal dllapithaté meg, akkor az s sorosszeg
s, részletosszeggel vald kozelitésének hibajat is egy integrallal becsiilhetjiik.

@ Ha az integralkritérium 1. allitasanak feltételei teljesiilnek, akkor az
s ~ s, kozelitésnél elkovetett hiba

H:rn:an+1+an+2"': Z akg/f(ac)dx

k=n-+1

Mivel

an+1+a’n+2"'+amg/f(x)dxa

n

ezért
H=r,=lim ) a < lim f(:v)dxz/f(x)dx.

. Ha a sor konvergenciajara hanyados vagy gyokkritériummal kovetkeztettiink, akkor
a sorhoz taldlhat6 konvergens majordlé geometriai sor. A majoralé sor r;; maradék-
osszegével becsiilhetjiik az eredeti sor r,, maradékosszegét.

(L. eléadés és gyakorlat!)

Miiveletek konvergens sorokkal

Ha Z ar =S, ¢és Z by = Sb, Sa, Sy €R
k=1 k=1
= > (ag+bg)=Sa+Spy é > (crag)=c-S,.
k=1 k=1

bo_ =
Sy = nll)moo s, = nh_)moo kz_:l by,
© Konya I. — Fritz Jné — Gyoéri S. 19 v1.3



n

Sa+b = hm S?LH) = hm Z (ak—i—bk) = hm (Z Qp + Z bk> =
n—00 n—=o0 \g=1 k=1

lim arp | + lim < b) =S,+ S

Maisrészt
n

Sea = lim s6%= lim > (cap)=c¢ lim ) ar=c¢S,

n— 00 T — 00 k=1 n—r 00 k=1

6.1. Végtelen sorok természetes szorzata

a + a + a3 + @ + -0+ a +
b1 b1a1 + b1a2 + b1a3 + bla4 + -+ blak +
+
bz bgal + bQCLQ + b2a3 + b2a4 + -+ bgak +
+
b3 b3(1,1 + bga,g + b30,3 + b3a4 + -+ b3ak +
+
b4 b4(1,1 + b4a2 + b40,3 + b4(1,4 + -+ b4ak +
+
+
bk bkal + bkag + bkag + bka4 + -+ bkak +
+

A természetes szorzat elemei:
ty =biay, ty =byay + baay + biay, t3 = bza; + bzay + bsaz + boaz + bras, . ..

A természetes szorzat:
n

f:tk: ahol zn:tkzzn:akzbk
k=1 k=1

k=1 k=1

@ Ha iasza és ibkz&,, akkor a zoo:ak és ibk sorok
k=1 k=1

= k=1 k=1
természetes szorzata konvergens, és

St - (i) (i bk) ~ 5.5
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(Bizonyitas az el6z6ek alapjan nyilvanvalé.)

6.2. Végetelen sorok Cauchy-szorzata

a + a + a3 + a + -+ + @ +F
b1 b1a1 b1a2 b1a3 b1a4 blak
4 / / /
by | baay boasy beas boay boay,
+
b3 b30,1/ bgag/b;),ag b3CL4 bgak
+
b4 b4(1,1/ b4(1,2 b4a3 b4(1,4 b4ak
+
+
bk bkal bkag bkag bka4 bkak
+

A Cauchy-szorzat elemei:
¢ = biay,
¢y = biag + baay,
C3 = b1a3 -+ b2a2 + bga,l,
cn =bia, + baap_1 + b3ay_o + -+ bra; (indexek Gsszege n+1).

A Cauchy-szorzat:
o

n
E ¢, , ahol ¢, = E br Qp—gi1 -
n=1 k=1

@ Ha iak és ibk abszolit konvergens sorok és zoo:ak =S, ibk =5,

k=1 k=1 k=1 k=1

o0 o0
akkor a E ay €s E by ~ Cauchy-szorzata is abszolit konvergens, és
k=1 k=1

i Cp = Sa Sb, ahol Cp = i bk Ap—k+1 -
k=1

n=1

(—B)
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o

‘ Zxk:1+x+x2+---+xk+---

I
—_
=
o
El
N
—_

1
k=0
= 1
Z(—l)kxk:1—x+x2+---+(—1)kxk+---= , ha |z| < 1.
= 1+
Irjuk fel a fenti két sor Cauchy-szorzatét!
1 + =z + £ 4+ & + + ¢ 4+
1 3 z*
L / / / -
- -z -zt —ght
+
72 72 / / 5 k2
+ /
3 | g8 gt b 6 _ k3
+
+
(1)t
+
Cauchy-szorzat:
1 1 1

14042240424 +0+2%4- - - = 142+t 42+ - a2+ .. = = : :
1—22 1—-z1+=x
ha |z| < 1.

H4ézi feladat:

k o0

Hatarozzuk meg a E % =e* és E gli— =€’ sorok Cauchy-szorzatat!
k=0 k=
00 k
: , x+ ) :
(Megjegyzés: €% -e¥ =1V = E (Ty eredményt kell kapni.)
k=0 )

6.3. Zardjelek elhelyezése illetve elhagyasa végtelen sor esetén

CL1+CLQ+U,3+CL4+G5+CL6+"‘
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A fenti sor részletosszegei:
§1 = a1, S9 = CL1+&2, S3 = a1+a2+a3, S4 = CL1+CL2+CL3+CL4, Sy = a1+a2+a3+a4+a5, .
stb. Az

a1+a2+(a3+a4+a5)+a6+
~——

*

ag
bezérdjelezett 14j sor részletosszegei

s =ai, 85 =a1+ag, s5=a+ay+az+as+as, s} = a+az+as+as+as+ae, ...

Zarojelek elhelyezése esetén a részletosszegek sorozata sziikiil. Ha a sor konvergens volt,
akkor zaréjelek behelyezése esetén is konvergens marad. El6fordulhat, hogy divergens
sorbdl — zardjelek elhelyezése utan — konvergens sor lesz.

PL. 1-1)+(1-1)4+(1-1)+(1—"---.
Véges sok zardjel elhelyezése nem befolyasolja a konvergencidt!

Zarogjelek elhagyasa utan a részletosszegek sorozata béviil. Ha a sor divergens volt,
akkor zardjelek elhagyasa esetén is divergens marad. FEléfordulhat, hogy konvergens
sorbdl — zardjelek elhagyasa utan — divergens sor lesz. Véges sok zargjel elhagyasa nem
befolyasolja a konvergenciat!

6.4. Végtelen sor elemeinek felcserélése (atrendezése)

a1+a2+a3+a4+a5+---+ak+---

a1+a3—|—a2—|—a100+a5+a6+---+agg+a4+a101+---

Véges sok elem felcserélése nem valtoztatja meg a konvergencia vagy divergencia
tényét, nem valtozik meg a sorosszeg sem. Végtelen sok elemcsere megvéltoztathatja a
sorosszeget, feltételesen konvergens sor dtrendezhet6 akdr divergenssé is.

o0 o0 o0

@ Ha Zak konvergens és Z |ag| divergens, akkor Zak atrendezheto gy, hogy
k=1 k=1 k=1

divergens legyen, és atrendezhetd tugy is, hogy egy elére tetszélegesen megadott szdm

legyen az Gsszege. (Nem bizonyitjuk.)

o
@ Ha Z ay abszolut konvergens, akkor tetszoleges atrendezése is abszolit konvergens,

k=1
az atrendezés nem viéltoztatja meg a sordsszeget. (Nem bizonyitjuk.)
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7. Feladatok sorokhoz

k+1 | 92k+1
3 + 2 _ 9

n

IR
T

c) ntl =7

= 1 2" -n
VX v b 2 G
> (nL_H)nTL3+1 00 n+1\"
b)zlz nd+1 m)il: 2n+3>
00 1 -
O DR 3" 4 47
21: n?+5 n) ;5”4—6”
[e.e] 5n
d) > +1
2(27;-1—3)' 0) Z(_ )n27;+1
o nn—1 1
) ). .
N 3n+1 p) Z(_l)nn215
f) -
z1:714”+1 2 Z(—l)n n
=1 - n3 +5
8) ;n—{—?” oo 1
by 32t LD Sy v
1 2" 4+ n 0o \/3 n
= 72 5) Z( —%)
i) Z—n 1
1 o
10"
| )Y
j) ;(lnn)" e
n2+n
o0 n3 e’} \/g
k) Z73n+2 u) 2(1_7)
1 1
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Vet 02 ()
UM ) fj(nfl)2i
93

n
(2n+ 1)
n? "
2n? +1

(2n)! — n!

27’l
2n 4+ 107

~—~

2n)!
4. Mekkora hibat kovetiink el, ha a sorosszeget 10. részletosszegével kozelitjik?

00
(8%810; H:Tm:Zak; ‘H‘S(?)

) in‘j\/i
b5
© il": (37;4;11)”
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o 3TL
= (1) (n—1)
2

n2+n
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8. Szamsorozatok nagysagrendje

@ a, = O(b,) (,nagy ordé b,”), ha 3 ¢; :
la,| < c1|by|, n > N (legfeljebb véges sok kivétellel)

D)[an = Qby) (,omega b,"), ha b, = O(ay).
Vagyis |b,| < ¢ila,| n>N (3 e).

Ekkor: co|b,| = —|bn| < |an|, vagyis most |a,| alulrél becsiilhetd |b,| segitségével.
C1

D) |an =O(b,) (ytetab,”), ha an = O(by) bs an = Q(by).
Az el6z6bol kovetkezik:

(T) an = O(by) <= calba| < |an| < ca|by]

an:2n2—n+3

1. a, = O(n?), mert 2n®> —n + 3 < 2-n? han > 3. Persze a, = O(n?) is igaz, s6t
dltaldnossagban: a, = O(n*t®), «a > 0.

2. a, = Q(n?), mert 1-n?=2n% —n? <2n? —n+ 3. S6t a, = Qn*>"%), a>0.
3. Tehat a, = ©(n?).

8.1. Miveletek ©-val

@ Gy bny Cpy dyy > 0

a, = O(c,) 4 .
= 2. *_-0O <_”>
b, = O(d,) by, d,,

Kiilonbségre nem igaz!
Megj.: Akkor van értelme hasznélni ezt, ha ¢, és d, sokkal ,egyszeriibb” sorozatok.

0 < agey < ay < age,, mert a, = O(cy,)

0 < Bidy < by < Bodn, mert b, = O(d,)
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1. Azonos értelmii egyenlitlenségek Osszeszorozhatok:

(a’lﬁl)cndn S anbn S (Ov’Z/BQ)Cndn - anbn - G(Cndn)

0 <aie, < ap < agey

(Cn + dn) S a1 Cp + /Bldn S an + bn S QoCp + 62dn S /B(Cn + d )

a =min{oy, f1}, B = max{as, 2}

n? +4n
an=V2n2+3n+1—vVn2—n+1= =
" Ven? +3n+1++vn2 —n+1

om?*) o) o) n?
=8 16  Bmin  0m _° ( )

- =0(n) = a, >

10—-3
a, = V2 —=2n+10 — /2 -2n+3 =

\/7n2—2n+10+\/7n2—2n+3:
o eqq 1
_®(n+n)_®<n> = a,—0

8.2. a, ~ by,

a, aszimptotikusan egyenl6 b, -nel, jelben a, ~ b, , ha

Jm =1

sin %
mert lim =1
n—o0 ﬁ

@ @
3
A

oL

n’
2) 7n  Stirling formula (—-B)
e
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(D) [an, by Cny dy > 0

(1. a,+b, ~c,+d,
2. apb, ~ cpd,
Qp ~ Cp
} = <3 1 1
by, ~ dy, e
4
\ an,  Cp
Megint nincs kiilonbség!
Qn Qn,
Uy ~Cp: ——1 = 0<l—e<—<14¢, n>NMN
Cp, Cn
bn br,
bpy~d,: ——1 = 0<l—e<—<14¢, n>N,
dn, dn

Legyen n > max{N;, No} = N

1— 1— b, (1 L+ (1+e)d,
1.1—5:( g)en + ( s)dn<an+ <(~|—5)c +(1+¢)

=1l+eg,
han >N
2. =B
1
—_ - 1
w O e
4. Az el6z6 kettobol kovetkezik: a, ~ ¢, =— — ~ —; masrészt b, ~ d,
Gy,  Cp
b, d,
a/TL Cn

@

a, =vV2n2+n+1—v2n2-3n—-7=
2n2+n+1—(2n>-3n—1)
(\/2n2+n+1) + A+ 122 —3n— T+ (V2n? —3n—7)’

~J

4n 4n 4 S0
= = a/n
" (920d) 4 (VEad) + (vEat)T VAand T 3VAVR

Q
2

arctg \/n o
4

=konst-/n — oo
\/2n2—|—n+1—\/2n2—3n—7 Vi
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we (G

on\ " 4n
? V 27T . 2n

@ Az el6z6 példa felhasznéalasaval:

()=~ (20(8))

@anwbn #=  (ap)" ~ (by)" Pl. 1—i—l ~ /2 ,de (1—{—1)” & 2

Persze a, ~ b, esetén a® ~ b* k € N* mér igaz (k # f(n)). (k valds is lehet)
k
an an
— =1 = — ] =1
Es igaz a kovetkezo tétel is:

(D) [an, by > 0

ap ~ b, = {z/a'_nNm

® an~b, = 41 = 0<l-e<t<l+e n>N()

b, by,
an an
— Vl—¢ < pl— < /1+4¢ = nf— — 1
! V bn ! bn
1 1 u

q/3n2—n\/ﬁ+6 f3
2n?2 4+ 3n+7 2

1
Hatdrozza meg A és « értékét ugy, hogy cos — — 1 ~ An® teljesiiljon!
n
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1. megoldés:

. cosi—1 . cosi—1
lim —2>—=1 =— lim n =A#0
n—00 Ano n—00 ne
o = 0-ra A =0 lenne 0 <0
a>0—ra%—>0=Alenne
1 n
u=——+0
N ~
lim cosu — 1 LH lim —sinu _ sin u l B l _ 4
u—+0 u= u—+0 —qu~2" 1 watouTl o«
——
9 alaki (~a>0)
1
ha —aa—-1=1 = a:—2,A:—§.
1 11
Tehat cos— — 1 ~ ———
n 2 n?
2. megoldas:
1
T cos— —1 —2sin? —
cost —1 = -2 sizn2 3 azonossag segitségével: AT;W = —m 2 4 1 ha
1 1
An®* =2 —| 2 A=—,a=-2
" <2n> 9@

Feladat: )

Hatarozza meg A és a értékét ugy, hogy sin — — — ~ An® fennélljon!
n o n

@ an > 0,0, >0
a, ~ b, — Z a, €s an egyidejiileg konvergens, illetve divergens

(Jelben: f: Qy, ~ io: bn)

anwbn - Z—”—>1 - 1—5<Z—"<1+5.Legyen6<1.

n n

Tehdt c1b, < an < b, (1=1—e>0, ca=1+4¢)
o0 o0

1
Ha Z a, konvergens, akkor b, < —a, miatt an is konvergens (majordns kritérium)
C1

oo o
1
Ha Z a, divergens, akkor C—an < b, miatt an is divergens (minordns kritérium)
2
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o0 o0
Ha Z b, konvergens, akkor a,, < cyb, miatt Zan is konvergens (majorans kritérium)

Ha Z b, divergens, akkor ¢,b, < a, miatt Z a, is divergens (minorans kritérium)
||
o o0
1
23712—2\/5—1—8 _Za”
1 o0 o0
Ay ™~ 3.3 =b, és Z b, konvergens — Zan konvergens
@y, L3
Z T+ n—-1 Z n
1 o o
Oy ™~ o =b, ¢és Z b, divergens — Z a, divergens
o 1 o0
Sarctg = a
1 o o
Ay ~ - =b, és Z b, divergens — Zan divergens
o 1 o
> (1-est) =2
—2'21 21—1—b ¢ Oobk N k
a, = 2sin on ~ 22 =52 = ln és Z n konvergens — Z a, konvergens
Feladatok:

Konvergensek-e az alabbi sorok?

(1 1
1. Z (5 — arctg ;)

n=1

- 2 3
2. Z (ch o cos ﬁ)

n=1
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D[ an = 0(bn) (,kis ordé b,”), ha ¥ ¢ > O-ra
lan| < ¢lb,| n > N-re

Mas jelolés is hasznalatos:
ap K by, ha a, = o(by,)
(Nagysagrendileg kisebb vagy lényegesen kisebb.)

A definici6 kévetkezménye, hogy b, # 0 esetén

<e¢, n>N Vc¢>0-ra. Ebbol

n

persze mar kovetkezik, hogy ekkor V € > 0-hoz 3 Ny(¢), hogy dn

by

< g, han> Ny(e).

Nyilvanvaldéan igaz az alabbi allités is:

D ap = o0(by), by #0 <> lim = =0

n—oo by,

@ Mit jelent a,, = o(1)?

Mivel V ¢ > 0-ra |a,| < ¢, han > N, ezért lim a,, =0

n—oQ
@ A kovetkezo allitas is konnyen bizonyithaté lenne:
an ~ b, <= a, =b,(1+0(1)).

n! = o(n"), mert lim n =0

n—oo N

1. megoldés:
L9 1
0<—= —en < — + rendorelv

2. megoldas:

! 2\ \/2mn 2
(@) Vamn _ Vamn
nn nr en

Vége!
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