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Altaldnos alapelvek:

A pontozasi ttmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsdnak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli.

Az ttmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
fgy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut).

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egymastdl lényegesen kiilonbozé megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhatd pont-
szam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a
legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott
van helyes és (lényeges) hibat tartalmazoé is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megold6
melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is,
ha ez a pontszam 0).

Az ttmutatéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az itmutatéban lefrttol
eltér6 jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

1. a) Tekintsiik a 2. feladat melletti grafot. (Az élek siulyozasat hagyjuk figyelmen kiviil.) Futtassuk
le r4 a minimalis lefogd ponthalmaz keresésére tanultak koziil az 1. approximaciés algoritmust.

b) Létezik-e olyan kimenete a minimalis lefogd ponthalmaz keresésére tanult 2. approximéacids
algoritmusnak, amely az el6z6 pontban kapott megoldasnél jobban kozeliti az optimélis megoldéast?

Az 1. feladat megoldasa: (a) Az algoritmus elészor megkeres egy maximalis parositdast. (1 pont)
Koénnyen taldlhaté 3 élii parosités, pl. az {ab, cd,ef} (1 pont)
ennél nagyobb nem létezhet, ahhoz legalabb 8 csiics kellene. (2 pont)
Az algoritmus kimenete a parositasbeli élek végpontjainak halmaza, 6sszesen 6 db pont. A valasztott
éleinkre nézve ez az {a, b, c,d, e, f} halmaz. (2 pont)
(b) A mésodik algoritmus egy tetsz6leges, nem bé&vithet parositast keres, és a kimenet az ebben
szerepld élek végpontjainak halmaza. (2 pont)
A kérdés tehat, mivel minimalizalni szeretnénk, azzal ekvivalens, hogy van-e a grafban 3-nél kevesebb
él, tovabb nem bdvithetd parositds. (2 pont)
Ilyet lehet is taldlni, pl. az {ab, de}, az ehhez tartozé lefogd ponthalmaz az {a, b, d, e}. Tehat a valasz
igen. (2 pont)

2. Tekintstiik a jobbra lathatd élstulyozott grafot, amely a
minimalis sulyd Steiner-fa probléma egy bemenete. Tudjuk,
hogy minden él silya egy pozitiv egész szam, és a terminalok
halmaza az {a, b, d} halmaz. Miutan lefuttattuk ra a Steiner-
fa probléméara tanult 2-approximaciés algoritmust, azt vettiik
észre, hogy ennek egyetlen lehetséges kimenete van, és az az
alabbi éleket tartalmazza: af, bf, be, dc. Adjuk meg a p és t pa-
raméterek lehetséges értékeit, és irjuk le az algoritmus futasat
a kapott silyozasra nézve!

A 2. feladat megoldasa: A bemenet nem metrikus, ezért el6szor metrizalni kell.



A: Ehhez a pontparok kozotti legrovidebb utak hosszat kell meghatarozni, de ezt elég a terminalpon-
tokra megtenni.

B: Ezutan a terminalpontokon értelmezett metrizalt teljes grafban kell egy minimalis feszitofat
keresni.

C: Vessziik ezen feszitofa éleinek az eredeti graftban megfelel6 utak uniojat.

D: Amennyiben ez a részgraf nem kormentes, ebben az esetben még egy minimalis feszitofat kell
benne keresni. Ez a kimenet.

Mivel a termindlok halmaza hiaromelemt, ezért a B potban keresett minimalis feszitéfanak két éle
van. Azt a két élet kell a metrizalt grafban valasztani, amelyek az a, b, d csticsok kozotti 3 lehetséges
él kozil a két legkisebb sulyi.

Vizsgéaljuk meg a be és cd éleket! Ezek vagy azért keriiltek be a kimenetbe, mert ez a két él egy
legrovidebb b ~ d utat alkot, vagy pedig egy a ~ d legrévidebb tton vannak. (b ~ a legrévidebb titon
nem lehetnek, hiszen az utat folytatva a-ba csak az 5 sulyu fa élen érkezhetnénk meg, tehat minden
ilyen Ut hossza 8-nél nagyobb lenne, kozben az ab silya csak 7.)

Ha egy a ~ d legrovidebb tton vannak, akkor az az ut atmegy a b-n. Vagyis van nala révidebb a ~ b
és b ~ d 1t is, tehat az algoritmus az ab és bd éleket valasztotta a metrizalt grafban, ami ellentmond
a feltevésiinknek.

Tehat be és cd egy legrovidebb b ~ d utat alkot, és ezért keriiltek be a kimenetbe.

Ezen kivill még az ab él kertilt be, hiszen a és b tavolsiga min{7;5 + ¢}. Ennél szigorian r6évidebb
a ~ d 1t nincs, ha pedig egyenloség lenne, akkor az algoritmus kimenete nem lenne egyértelmii.
Tehét a B 1épésben az ab és bd éleket véilasztotta az algoritmus. ( )
Ezért az egyetlen legrovidebb a ~ b 1t az af, fb élekbdl all. ( )
Ez révidebb, mint az ab él = t = 1. ( )
Valamint a legrovidebb b ~ d 1t a be és cd élekbdl all. (1 pont)
Ez révidebb, mint a 7 hosszt bfed it = p < 3. ( )
Az 1+ 2p hosszi bfd atnél is rovidebb = p > 3. ( )
Tehat csak a t =1, p = 3 a megoldas.

Az algoritmus futdsa:

At =1 és p =3 értékek mellett metrizaljuk a grafot, amit elég a termindlparokra megtenni. (1 pont)
Az ab sulya 6, az ad silya 11, a bd silya 6 lesz. (1 pont)
A termindlok teljes részgrafjanak minimalis feszitéfaja az ab, bd élekbdl &ll. (1 pont)
Ezen élek rendre az afb, bed utaknak felelnek meg. (1 pont)
Ezen utak egyesitése az af,bf, bc,dc éleket tartalmazza. Mivel ez a részgraf kormentes, ez az
algoritmus kimenete. (1 pont)

3. Tekintsiik az {a,b,d,e,f,g,i,1,m,n,0,p,r,s,u,v,z} betlthalmazt, és az elemeib&l képzett alabbi
szavakat, mint részhalmazokat (a szavak utani zaréjelben 16v6 szam jelenti az adott halmaz koltségét):

paris (3), riga (3), rome (3), bern (4), berlin (5),
zagreb (5), dublin (6), vaduz (6), sofia (8).

Hajtsuk végre ezen adatokkal az alaphalmaz részhalmazokkal torténd lefedésére szolgélo, eléadason
tanult kozelito algoritmust.

A 3. feladat megoldasa: Az algoritmus egyszerre mindig egy halmazt valaszt ki. A kovetkezo
kivalasztott halmaz mindig az lesz, amelyre a halmaz stulyanak és a benne 1év0, még mas halmazok
altal le nem fedett elemek szamanak a hanyadosa minimaélis. Egyetlen lehetséges sorrendben lehet a
halmazokat bevalogatni, ez az alabbi:

Az els6 valasztott halmaz a paris, egy 1j lefedett elem koltsége g

Az masodik valasztott halmaz a rome, egy 1j lefedett elem koltsége 1.
Az kovetkezo valasztott halmaz a dublin, egy 1j lefedett elem koltsége
Az kovetkez6 vélasztott halmaz a zagreb, egy 1j lefedett elem koltsége
Az kovetkez6 véalasztott halmaz a vaduz, egy 1j lefedett elem koltsége 6.

(2 pont
(2 pont
(2 pont
(2 pont
(2 pont
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Az utolsé valasztott halmaz a sofia, egy 1j lefedett elem koltsége 8. (2 pont)
A kapott fedés tehét: {paris, rome, dublin, zagreb, vaduz, sofia}, koltsége 31.

maX{7a:1 + 81’2 + 8.2133 + 6$4}

4. a) Irjuk fel a jobbra lathaté linedris programozési feladat ha5 5 9z, < 3

dudlisat. (A felirds hasonl6 alaki legyen, mint a primal feladat Tt 52 T 9T - 5

felirdsa, vagyis ne méatrixos alakot hasznaljunk.) T2+ 203+ Ty S
201 +4xo +4as + 24 < 4

b) Doéntsiik el, hogy a (primal) feladat célfiggvénye feliilrél korlatos-e a megolddshalmazan és ha a
valasz igen, hatarozzuk meg a feladat maximumértékét.

A 4. feladat megoldésa a) A dualitdstétel matrixos alakjaban szereplé primél feladat a max{cz :

Az < b}.

A feladatban a megfelel6 matrix és vektorok:
5 2 0 3 3

A=0 1 2 1 |,b=[3|c=(7 8 8 6). (1 pont)
2 4 4 1 4

A dudlis program a min{yb : yA = ¢,y > 0} alaku. (1 pont)

Ezeket a fentiekkel felirva kapjuk:
min{3y; + 3yo + 4ys}

ha

Sy1 +2y3 =7
21 +yo + 4y =8 (2 pont)

2y +4ys =8

3y1 + Y2 +ys =06

Y1, Y2,y3 2 0
A harmadik egyenletet a masodikbdl kivonva kapjuk, hogy 2y; = s. (1 pont)
Ezt az utolsé egyenletbe behelyettesitve y3 = 6 — 5y;. (1 pont)
Az els6 egyenletbe behelyettesitve 5y; + 2ys = 5y; + 12 — 10y; = 12 — 5y = 7, vagyis y; = 1. (1 pont)
Ebbol yo = 2, y3 = 1. (0 pont)
Ez az o6sszes feltételt teljesiti, tehat a dualis megoldhaté. Ez azzal ekvivalens, hogy a primal feladat
feliilrél korlatos. (2 pont)
A dualitastétel szerint amennyiben mindketté megoldhatd, a primal feladat maximuma egyenld a
dudlis feladat minimumaéval. (1 pont)
A primél feladat is megoldhato, pl. 1 = x5 = x3 = x4 = 0 megoldas. (1 pont)
A dudlisnak egyetlen megolddsa van, tehat a minimuma az ennek a célfiiggvénybe valé behelyettesitési
értéke, vagyis 13. (1 pont)

Ez a primal feladat maximuma is.

5. Tekintsiik ismét a 2. feladat melletti grafot. (Az élek silyozasat hagyjuk figyelmen kivil.) Az alabbi
tablazat a graf minden v csicsara megadja a hozza tartozé w(v) sulyt:

v‘abcdefg
wv)|[6 2 7 5 13 9 4

Feladatunk egy egészértékii programozasi feladat megadasa az alabbi problémaéra: keressiink egy ma-
ximalis Osszstlyu fiiggetlen ponthalmazt az emlitett grafban a megadott stlyozasra nézve.

A keresett egészértékii programot ne méatrixos alakban adjuk meg. (A széban forgé fliggetlen ponthal-
mazt nem kell megadni, azért pont nem jar, a feladat az egészértékii programként valéo megfogalmazas.)

Az 5. feladat megoldasa A célunk egy maximalis sulyu fiiggetlen ponthalmaz keresése. A ponthal-
maz fiiggetlenségét az egyenlotlenségekkel, a maximalis sulyt pedig a célfiiggvénnyel fogjuk megkove-
telni. El6szor nézziik az egyenlétlenségeket.

Minden csticsrol el kell donteni, hogy bekeriil-e a kérdéses halmazba. Ezt szokas szerint tugy tessziik



meg, hogy a csicsokhoz rendeliink valtozokat, és ezekrol kikotjik, hogy csak 0 vagy 1 értéket vehetnek

fel, ahol a 0 jelentése, hogy nincs a halmazban, az 1 jelentése, hogy benne van. (2 pont)
Tehat:

A valtozéink: az a cstcshoz az z, tartozik,. . ., az g-hez az x,. Azaz 7 db valtozénk van. (1 pont)
0<2,<1,...,0<2,<1 (1 pont)
Minden valtozé egészértékii. (1 pont)

Most azt kell megfogalmazni, hogy a ponthalmaz fiiggetlen. Ez definicié szerint azt jelenti, hogy min-
den élre teljesiil, hogy a végpontjai koziil legfeljebb egyet valasztunk ki. Az aldbbi (9 db) egyenlStlenség
irja le ezt: SL’a—i-LCbS 1, SL’a—l-LUf < 1, l’b—i-ﬂfcg 1, SCb—|—5L’f < 1, Teo+ T4 < 1, Tq + Te < 1, SL’d—FQ?f < 1,
rg+xy <1, xz.+x; <1 (3 pont)
tozo legfeljebb 1, azt nem kell kilon kikotni, de meg kell emliteni ezt a tulajdonsdgot, amennyiben ezek
kiilon nem szerepelnek a leirasban.
Eddig azt irtuk le, hogy a ponthalmaz fiiggetlen, barmely fiiggetlen halmazra igazak a fenti egyenlot-
lenségek, és amelyikre igaz, az a halmaz tényleg fiiggetlen. (1 pont)
Egy ponthalmaz stlya igy irhaté le 6z, + 2z + 7. + dx4 + 132, + 92 ¢ + 424, (1 pont)
Ezt kell maximalizalni, vagyis a célfiiggvény max{6x, + 2z + 7z, + 5x4 + 13z, + 92§ + 42,4 }. (2 pont)
Maga az egészértékli program tehat:
max{6z, + 2z, + 7z, + Sxg + 13z, + 9z p + 42, }
ha
0<z,<1,...,0<2, <1
LTy Loy Ty Tey T, Ty CGESTZ

Tot+xp <1

To+xp <1

Ty +x. <1

Ty +axp <1

T+ g S 1

Tg+ 2. <1

Tg+axp <1

Tg+xy <1

Tet+axp <1



