szamitaselmél
Kidol t vizsqa
| 09920 |

|
|
|
|
|
|



Bevezetés a szamitdselméletbe 2

Tartalomjegyzék

1. tétel: Kombinatorika, biNOMIAlIS TELEl .......evviiiieeeie e 2
2. tétel: GrafelmeElet @lapja ...cccei i e et 6
3. tétel: Rajzolhatdsag, EUler-fOrmula........ccocceereerieneeneeccee e 11
4. tétel: Euler— és Hamilton-KOroK .......c.cceeeiiiiiiininiiiiiiiicicccceee 16
5. tétel: Grafok szinezése, PAros Graf.......coceiviiiiiiiiiie e e et 20
6. tétel: Gallai, TULLE LELEIE ..vveee i ittt e eeebr e e e e eabaeeeaeens 24
7. tétel: JaVItOULAK, KON ....cciveecveeieerieie ettt e sttt e st esbe e beesta e beessaesseennseenseas 28
8. tétel: Vizing, KOnig €lkromatikus SZAM .......ccievviiiiiiiiiiie ittt 31
9. tétel: HAlOzati folyam, VAZAS .....ceeiuieiieie ettt e e sae e enneenneens 34
10. tétel: Menger pontparok, El0SSZEFUEES .......cceverereeiierieriereeee et 41
11. tétel: BFS, Kruskal algOritMUsS........ccveiieiieiieciecieesee st ettt e e e eeesaaesaeeseneas 46
12. tétel: Dijsktra, Bellman-Ford algoritmMus ........ccceecueeierrieereere et 50
13. tétel: Flyod legrovidebb Gt, acikliKus raf........cccvevieiieiiiriee e e 54
14. tétel: DFS algoritmus, €rdG .......cccuiiiiiieciie ettt ebe e et eeav e e s baaesaaaeens 58

Felhasznélt irodalom:

Fleiner Tamas - A szamitastudomany alapjai

Hegyi Zsolt - Bevezetés a szamitaselméletbe 2. tételsor

Haraszin Péter — Bevezetés a szamitaselméletbe 2013/14 6szi vizsgatételek

Easymath: BME VIK Bevezetés a szamitaselméletbe 2 -
https://leasymaths.hu/onlinekurzusok/bme/bevezetes_a_szamitaselmeletbe/33/1070

Talalt HIBA esetén jelzés: nospatium@gmail.com

1| Vizsgatételek


https://www.google.hu/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiL6L3C_JHYAhWNLVAKHRuhCBEQjRwIBw&url=http://www.how-to-draw-funny-cartoons.com/cartoon-ruler.html&psig=AOvVaw1mEkBl_SpOPER_p8nk60XZ&ust=1513631939405550

% Bevezetés a szamitdselméletbe 2

o) 1. tétel:

Kombinatorika, binomialis tétel

Tételcim
Kombinatorika leszamlélas alapfeladatok: ismétlés nélkili és ismétléses
permutacio, variacio és kombinacié; példak. Osszefiiggések a binomialis
egyltthaték kozott, Pascal-haromszdg. Binomidlis tétel.

1. Eaktorialis
o Definicio

razn-(n—1)-(n—2):..-2-1 szorzatot n faktorialisanak
nevezzik

= definicié szerint: 0! = 1

o Jelblés
= n!
2. \Ismétlés néIkUIi\ perm utacio [N1] megjegyzést irt: Egy elem nem szerepelhet
tébbszor.
o Definicio

= n elem ¢sszes lehetséges sorrendjének a szdma n!
= permutécié = hozzarendelés
e {1..N}->{1..N}
= 24 gyerek, hanyféle sorrendben kaphatjak meg a dolgozatukat?
o 24-23-..-1=24!

= Egy hidon 3 &r all, mindegyik a hozzatartozo jelszét kéri,
hanyféleképpen adhatjuk meg?

e 3:2:1=3!=6
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3. lsmétléses permutacié | IN2] megjegyzést irt: Eqy elem tobbszor ismétiodnet. |

o Definicio
= k, darab elsé tipusu elem, ..., k,, darab n-edik tipusu elem
lehetséges sorba rendezésének a szdma k;+...+k,
(kyt...+ky)! n!
kil ky! kil ky!

= Van 3 Sopronim, 4 Dreherem, 5 Heinekenem, hanyféleképpen
tudom meginni?

—12! 27720
31-41-50
4. Ismétlés nélkilli variacio
o Definicio
= n-bél k elem Osszes lehetséges borrendben\ valé kivalasztasa az n [N3] megjegyzést irt: Tehat itt nem az 6sszes elemet
elem k-ad 0$Z'[é|yl:I variéci(’)ja rakjuk sorba, hanem csak valahanyat az n-bél.
= ezek szama:
nl

n-(n—l)-...-(n—k+1)=m

= ha k = n, akkor ismétlés nélkili permutacio

= Versenyen 50 futd indult, hanyféleképpen johet ki a 3 dobogés?

50! =50-49-48 =117 600
471 B
5. Ismétléses variacio
o Definicio
= n elembdl k tagl sorozatok kivélasztésal \ [N4] megjegyzést irt: n elembél k-t rendeziink sorba.

= ezeknek a szama: nk
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= Hanyféle 4-jegyl PIN-kéd generalhat6?
n=10
k=4
n* = 10* = 10 000

6. Ismétlés nélkili kombinacid

o Definicio
= m elem( halmaz k elemi részhalmazainak a szémal [N5] megjegyzést irt: Van n db elemiink, ki szeretnék
L. valasztani beldle k db elemet.
= sorrend nem szamit
’(n) ‘n . (Tl — 1) ® oo © (Tl —k+ 1) [ [N6] megjegyzést irt: Binomiélis egyiitthato. J
K k!

ismétlés nélkili variacié

[N7] megjegyzést irt: ‘

ismétléses permutacié k—ra

= 24 gyerek van, ebbdl 5 mehet versenyre, hanyféle lehetéség van?

n =24

k=5

(1’1)_(24) 24! — 42504
K/ \5/191-51

7. Ismétléses kombinacid

o Definicio
= n elembdl k kivalasztasa
= sorrend nem szamit
= szamuk:
n+k-1 n+k—-1
P S VR

= Van 10-féle fagyi, 4 gombdcot eszem, hanyféle lehetéség?

n=10
k=4
131
(9!-4!)_715
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8. Binomialis tétel

o Tétel

= tetsz6leges valds x, y-ra és nemnegativ egész n-re:

e = () w ()otoynn () ety ()

1

n n n n a arn T .
_ _ _ [N8] megjegyzést irt: Oszcillal. Ez olyan eset, amikor
’() ( )+( ) i()_o‘ {a=1,b:—1. J

9. Pascal haromszdqg

o Definicio

= binomidlis egyitthatok haromszdgben

v\ soranak a sorgsszege 21 [ [N9] megjegyzést irt: Minden... ]

= V sor 8sszege 2x az elézének

()

10. Binomialis 6sszeq

o Tétel

= V n nemnegativ egész szamra:

) (et (" )+ (=2 = (0)

k=0
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BACK | 2. tetel:
Grafelmélet alapja

Tételcim

Grafelméleti alapfogalmak: graf, egyszeri graf, komplementer gréf,
izomorfia, részgraf, feszitett részgraf, élsorozat, ut, kor, 6sszefliggd graf,
(6sszefiggd) komponens. Fa fogalma, fak egyszer( tulajdonsagai.
Feszitéfa fogalma, annak létezése.

1. Gréf

o Definicio
= egy graf rendezett par, G = (V,E)
e V:nem uUres halmaz
+ elemei: pontok/cslcsok
+ cslicsok szama: v(G)

+ cslcshalmaz jelélése: V(G)

o E:V-bdl képezhetd parok egy halmaza
+ elemei: élek
+ élek szdma: e(G)

+ élhalmaz jeldlése: E(G)

2. Hurok él, tébbszordés/parhuzamos él

o Definicié

hurokél:\ ha e € E a vy, v, parnak felel meg, melynek két végpontja
ugyanaz a pont (tehat v; = v,)

parhuzamos él
3. Egyszeri gréﬂ

o Definicio

. azonos csucsok kozott tobb él is fut

= azokat a grafokat, melyek nem tartalmaznak hurok és parhuzamos
éleket

6 | Vizsgatételek

[N10] megjegyzést irt:

A lilaval szedett, d6lt szOvegek altalaban egy addig el6
nem fordult fontos sz6, definicié vagy tétel neve,
melynek ismerete fontos.

?

[N11] meadieqgyzést irt:

>

[N12] medieqgyzést irt:
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4, Komplementer graf

o Definicio
= egy G graf komplementeﬂén azta G grafot értjik, melyet akkor

kapunk, ha a G-t a Ky, részgrafjanak tekintjik

e G-ben azok az élek vannak behlzva, amelyek G-ben
nincsenek

5. lzomorfia

o Definicio

G =(V,E)és G' = (V' E") grafok izomorfak, ha van olyan
egyeértelmi megfeleltetés (bijekcio), hogy G-ben pontosan akkor
szomszédos két pont, ha G’-ben a nekik megfelel6 pontok
szomszédosak és a szomszédos pontparok esetén ugyanannyi él
fut kozottik

6. Részgraf
o Definicio
~aG' = (V',E") grafa G = (V,E) részgrafja, haaV' C V,E' C E

= egy pont és egy él pontosan akkor illeszkedik egymasra G'-ben, ha
a G-ben is illeszkednek

7. Feszitd részgraf

o Definicio
=aG' = V', E") gréfa G = (V,E) feszit6 részgrafja, ha a G’
részgrafia G-nek és V' =V
e tehat G'-ben szerepel G 6sszes cslicsa, de nem az
Osszes éle

8. Feszitett részgraf

o Definicio

= ha E' pontosan azokbél az E-beli élekbdl all, amelyeknek két
végpontja VV'-ben van, és az E' az 6sszes ilyen élet tartalmazza,
akkor G' a G graf V' altal feszitett részgrafja

e tehat G-bdl kedviinkre kivalasztunk néhany csucsot,
viszont ezek kdzott az eredeti G-hez hasonldéan behtzzuk
az dsszes élet, amely az eredeti G-ben is benne volt

7 | Vizsgatételek

[N13] megjegyzést irt:

(a) (@)

VAN

(b }—-{

(o)

(d) ) (d O]

[N14] megjegyzést irt:

4 3

[

[N15] megjegyzést irt: ABCDEFGHI részgréfja az

ADGHEI
A B C
D
G H I
H«G részoraf

[N16] megijegyzést irt:
A B C

Feszitett részgraf’

Feszitd részgraf
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9. Elsorozat, Ut, kor

o Definicig
= egy (vg, e, V4, -, Vg_1, €k, Vi) SOrozat élsorozat/ut, ha e; a v;_,-et
és v;-t 6sszekoto él
e akkor lesz ebbdl kér, ha visszatér a kiindulépontba

kdr\: ha v, = v, akkor az élsorozat zart

e egy kor péros, ha a hossza paros, és nincs benne
paratlan kor

10. Osszefiiggdség

o Definicio
= G graf 6sszefliggd, ha barmely két csucs kozott ]EI\ élsorozat vagy ut
= egy graf 6sszefliiggé, hae>n—1

e ugye afaknak e = n — 1 éluk van, igy, ha annél
kevesebb éle van egy grafnak, akkor az mar nem
osszefliggé

11. Komponens

o Definicio
= G graf komponense olyan H feszitett részgrafja G-nek, hogy teljesil

ra az, hogy H 0sszefliggd, és barhogy egy tovabbi cstcsot
hozzatesziink, mar nem lesz 6sszefliggd

12. Fa, erdd
o Definicig
=,V )fal graf:
o 0Osszefliggd
e kdrmentes

e paros graf, mert nem tartalmaz paratlan kort, és
megadhatd j6 2 szinnel val6 szinezés

¢ sikbarjazolhat6ak, mert nem tartalmaznak Ks-tel vagy
K3 3-mal topologikusan izomorf részgréafot

erd6|: ha a graf nem 0sszefiiggd (t6bb fabal all)

8 | Vizsgatételek

[N17] megjegyzést irt:
Két paratlan (harmas) kort tartalmaz

a b

d c

[ [N18] megjegyzést irt: Létezik...

[N19] megjegyzést irt:

[N20] medieqgyzést irt:
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13. Fa fokszama

o Tétel

= V legalabb 2 ponta faban van legalabb 2 egy fokszamu pont
o Bizonyitas

= l|(vy,...,v;) aleghosszabb Gt a faban

= ekkor belathatjuk, hogy v,, v, végpontok egyfokuak lesznek

- fTFH.\ v, nem egy fokszama

= az (t tébbi pontjaba nem vezethet, mivel a fa kérmentes

= Uj pontba se vezethet = hosszabb utat kapnank, igy ellentmondas
lenne

14. Fa éleinek szama

o Tétel

= n pontu fa éleinek szaman — 1
o Bizonyitas

= (Teljes indukcidval bizonyitjuk)

= n = 2-re trividlisan teljesil

= TFH. allitas igaz V n < ny-ra

= Fa fokszama tétel szerint v n, faban van egy fokszamu pont, ezt
hagyjuk el

= ha elhagyjuk ezt a pontot és a hozza tartozé élet, akkor mivel a
maradék ny, — 1 fara mér igaz, igy n, pontt fanak ny, — 1 éle van

15. Feszitéfa
o Definicio
= F graf a G graf feszitéfaja, ha F fa, és részgrafja G-nek

o tehat egy graf feszitéfaja a graf v csucsét tartalmazo fa
részgraf

e Vv grafnak van feszité erdéje

¢ feszité erdd: feszitéfa komponensekbdl allé
részgraf

9 | Vizsgatételek
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16. Feszitofa létezése

o Tétel

= V Osszefliggd G graf tartalmaz feszitéfat
o Bizonyitas

= ha G-ben van kor, akkor hagyjuk el a kor egy tetszéleges élét

= ha még mindig van, akkor megint hagyjunk el, amig kdrmentes nem
lesz

= az Osszefliggéség nem séril, mivel a kérok 1 — 1 élét hagyjuk el

= pontot/csiicsot nem hagyunk el, tehat megkaptuk G gréaf tartalmaz
feszit6fajat

10 | Vizsgatételek
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|_Back | 3. tétel:

Rajzolhatosdg, Euler-formula

Tételcim

Sikbarajzolt és sikbarajzolhatd graf fogalma. A sikbarajzolhatésag
kapcsolata a gémbre rajzolhatésaggal, Euler-tétel, becslés az élek szamara
egyszerl és egyszerl haromszdogmentes grafban. Kuratowski tétele
(bizonyitas csak a kénnyebbik irdnyban). Sikgraf dualisanak fogalma.

1. Sikbarajzolhatésag

o Definicié

= G sikbarajzolhaté graf, ha lerajzolhaté Ugy (a sikban), hogy az élei
a csucsokon kiviil sehol mashol ne keresztezzék egymast

e Sikbarajzolhatésag vizsgalat |épései:

+ Van-e benne 5 db legaldbb 4 foku csucs? (Kx
lehet)

+ Van-e benne 6 db legalabb 3 fokd cslcs? (K3 5
lehet)

¢ Ha mind a kettére nem a valasz, akkor nagy
valészinliséggel sikba lehet rajzolni, és ezt be is
kell bizonyitani azzal, hogy megprébaljuk sikba
rajzolni

+ Havolt igen valasz probald meg sikba rajzolni

» ha sikertlt, akkor megvagy, mert sikba
tudtad rajzolni

» ha nem, akkor keresd meg, hogy lehet-e
benne Kj 3, ha nem, akkor K5 lehet benne

» (K5 nehezebb talalni, érdemes mindig
K; 3 kezdeni)

2. Tartomany
o Definicio
= G sikbarajzolt graf teruletei, melyeket kdzrefognak az élek
= csak sikbarajzolt grafoknadl

11 | Vizsgatételek
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3. Gombre rajzolhatdsag [ [N23] megjegyzést irt:

o Tétel

= (; graf pontosan akkor sikbarajzolhat6, ha gdmbre rajzolhaté
o Bizonyitas

= sikban levé graf leképezheté gombfeliiletre

= gdmbfelllet valamelyik pontjaval a sikra helyezziuk — déli pélus

= ezzel szemben: északi polus

e ebbdl egyeneseket huzunk a graf pontjaiba

e az itteni vonalak metszéspontja a kivant vetités —
sztereografikus projekcio

= visszafele is lehet

4. Euler-formula (Euler-féle poliéder tétel)

o Tétel

= ha egy 0sszefiiggd sikbeli grafnak
e cslcsa:n
o éleie
e tartomanya: t (kilsé tartomany is)
= eleget tesz az Euler-formulanak:
n+t=e+2
o Bizonyitas
= I C: egy graf kore
= la: egy graf éle
= a C kor a sikot 2 részre osztja

e egyéb élek tovabbi tartomanyokra oszthatja

e de mindkét részben van olyan tartomany, amelynek a a
hatara

» a-t elhagyva a tartomanyok egyesulnek, szamuk eggyel csékken,
csucsok szama nem valtozik

= addig folytatjuk, amig nem marad kér — csak feszit6fa marad
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= allitas belatasa erre trivialis
o t=1
e e=n-—-1

5. Becslés az élek szamara (1)

o Tétel

= ha G egyszer(, sikbarajzolhat6 graf és pontjainak szama legalabb
3, akkor:

e<3n—-6
= vegylk G tetszéleges sikbarajzolaséat
= l¢y, ..., C; egyes tartomanyokat hatarolo élek
= mivel egyszer(, igy V tartomany legalabb 3 él hatarolja,
C; >3

= egy élhez legfeljebb 2 tartomany tartozik -< 2e
t
3ttt =Zci <Ze
i=1

= Euler — formulat felhasznalva:

l(e -—n+ 2) < Zel [N24] megjegyzést irt: Atrendezve megkapjuk az
eredményt.
6. Becslés az élek szaméra (2)

o Tétel

= ha G egyszer(, sikbarajzolhato graf és v kore legalabb 4 hosszu,
valamit legalabb 4 pontja van, akkor:
e<2n—4
o Bizonyitas

= v tartomanyt legalabb 4 él hatéarol

= el6z6 bizonyitas gondolatmenete alapjan: 4t < 2e
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7. Becslés minimalis fokszamra

o Tétel

= ha G egyszer(, sikbarajzolhato graf, akkor a minimalis fokszam
legfeljebb 5:

§ =mind(v) <5
= TFH. graf pontjainak a szdma legalébb 3
*TFH. 6§ = 6
= a fokszamok 6sszege = az élszamok 2x, 6n < 2e
= élszdm-becslés alapjan azonban 2e < 6n — 12 - ellentmondas

8. Kuratowski-grafok

o Tétel

[N25] megjegyzést irt:
= ha a graf K3 5| vagy K5, akkor NEM sikbarajzolhatd

9. Topologikus izomorfia (homeomorfia)

o Definicio

|G, H grafok topologikusan izomorfak\, ha az alabbi transzformaciok

izomorf grafokba transzformalhatéak P
3.3
¢ ha egy él helyett 2-foku csucsot helyettesitiink

. . . [N26] megjegyzést irt:
e 2-foku csucsot egy éllel

10. Kuratowski-tétel

o Tétel

= egy graf akkor és csak akkor sikbarajzolhatd, ha nem tartalmaz

K3 3-mal vagy K;s-tel topologikusan izomorf részgrafot
Ks

= ha K, sikbarajzolhat6 volna, akkor teljesiilne ra az élbecslés tétel [N27] megjegyzést irt: .
A jobb oldali graf tartalmaz Ks-tel topologikusan izomorf

részgrafot, ezért a Kuratowski-tétel (és annak ,kénnyi

- K5 pontjamak Szama 5’ éleinek szama 10 iranya”) szerint NEM sikbaraizolhat6.

e 10nem < 3:5-6 =9 — K5 nem sikbarajzolhat6
» K33 V korének hossza legalabb 4

= ha volna 3 hosszu kor, legaldbb 2 ,kut” vagy ,haz” kdzétt kellene
annak mennie, ami nem lehetséges
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= 2. élbecslés alkalmazhatd
= K3 3 pontjainak a szama 6, éleinek szama 9

e 9nem< 2-6—4 =8 - K;3; nem sikbarajzolhatd

Sﬂ(q raf dual iSd [N28] megjegyzést irt:
A pir_o__sqgréf a kék graf dudlisa, és forditva.

11.

o Definicio
= (¢ tartomanyaihoz rendeliink pontokat (G* pontjai)

= (*-ban akkor kétiink 8ssze két pontot, ha a megfelelé G-beli
tartomanyoknak van kdzds hatarvonala

= dualis grafban tehat n*=t, t*=n ése*=-¢e

= parhuzamos élekbdl — soros él P

= hurokél — elvago él
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Back | 4. tétel:

Euler- és Hamilton-korok

Tételcim

Hamilton-korék és -utak. Sziikséges feltétel Hamilton-kor/Ut |étezésére.
Elégséges feltételek: Dirac és Ore tétele. Euler-kérok és -utak, ezek
létezésének sziikséges és elégséges feltétele.

1. Euler-kor/korséta és -ut/séta [N29] megjegyzést irt:
O NDMMLQ D,E,B,C,A,B,D,C,E,F,D
. Euler-kdr/kdrsétal: G grafban egy zart élsorozat, ha az élsorozat 4
pontosan egyszer tartalmazza G 0sszes élét
« [Euler-at/séta: ha az élsorozat nem zéart B c
2. Euler-kdr/kdrséta létezése
o Tétel B E
= (G 0sszefligg6 grafban akkor és csak akkor 3 Euler-kor, ha G v
pontjanak fokszama paros
o Bizonyitas F
= (sziikségesség bizonyitasa) [N30] megjeqyzést irt:
= lassuk be, hogy van a grafban Euler-kor, akkor v pont foka paros D,E.B,CAB. DG E
A
= elindulunk a graf tetszdleges pontjabdl és korbejarjuk Euler-kor
mentén
= V pontba ugyanannyiszor mentink be, mint ahanyszor ki
. i i . . . B » C
= ki-bemenések szdma a pont fokszdma — biztosan paros
= (elégségesség bizonyitésa)l
= lv € V a graf egy tetsz6leges pontja D E
= P egy v-bél indul6 élismétlés nélkili séta, addig megy, ameddig el [N31] megieqyzést irt:
nem akad
= mivel V pont foka péaros ezért:
e P v-ben akad el
e v-nek V élét hasznélja B
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e Vcslcsbdl paros sok élet hasznalt

Euler-ut/séta létezése

o Tétel

= (G Osszefligg6 grafban akkor és csak akkor 3 Euler-at, ha G

paratlan fokszamu pontok szama 0 vagy 2
o Bizonyitas

= (szikségesség bizonyitasa)

= az el6bbihez hasonléan belathato, hogyha G-ben 3 Euler-at, akkor
az Euler-ut két végpontjanak a kivételével v pont foka paros

= (elégségesség bizonyitasa)

= ha v pont foka paros — Euler-kér v

= ha van két paratlan fokd pont: u, v

= hlzunk élet kbzéjik

= igy V pont foka paros lesz — lesz Euler-kor
= ha elhagyjuk u, v-t, akkor Euler-ut lesz

3. Hamilton-kdr/kdrséta és -Ut/séta

[N32] megijegyzést irt:
o Definicio

Hamilton-kér/kérsétaj: G grafban egy H kor, ha G V pontjat
pontosan egyszer tartalmazza, és ugyanoda tér vissza

Hamilton—l]t/sétal: egy ut, ha G V pontjat pontosan egyszer
tartalmazza

4. Sziikséges feltétel a H-kor/korséta létezéséhez [N33] megieqyzést irt:

o Tétel

= ha G grafban 3 k olyan pont, melyeket elhagyva a graf tébb mint k
komponensre esik — ekkor nem 3 a grafban |H-kér

= ha tobb mint k + 1 komponensre esik, akkor nem 3 a grafban H-t

se
[N34] megjegyzést irt:
o Bizonyitas Mikor van egy grafban Hamilton-kér vagy -(t?
_____ o Erre nincs egyszer(i vélasz. Valésziniileg nincs gyorsan
. iTF|_| van a gréafban H-kor ellendrizhetd feltétel, amely eldontené, hogy egy

grafban van-e H-kdr vagy -ut. Ha mégis lenne ilyen

wl Aq | . i 4 eljaras, akkor a ma elterjed titkositasi eljarasok mind
: (vl' " Un) es: (1711, e vlk) azak pont, amelyet elhagyva a graf haszontalanna valnanak. Gyors Hamilton-korkereséssel

tébb mint k komponensre esik gyorsan fel lehetne 8ket torni.
| [N35] megjegyzést irt: Hamilton-kor. )

| [N36] megjegyzést irt: Tegyiik fel indirekten, hogy... |
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= az elhagyott pontok kdzotti ,ivek” biztosan 6sszefliggd
komponenseket alkotnak

= pl. (vilﬂ, Vi, 42 ...,vik_l) is 0sszefliggd lesz, hiszen két
szomszédos pontja kozott az eredeti H-kor éle fut

= épp k ilyen ivet kapunk, ezért ]nem lehet tébb\ komponens k-nal [N37] megjegyzést irt: Kevesebb lehet, mivel
kilénbozd ivek kozt futhatnak élek.

= ugyanezt bizonyitjuk Gtra is

e ha egy H-Uthdl elhagyunk k pontot, legfeljebb k + 1
komponens keletkezhet

5. Elégséqges feltétel — Ore tétel

o Tétel

= ha az n pontt G grafban Vv olyan x,y € V(G) pontparra, amelyre
x,y & E(G) (nem szomszédosak), teljestl az, hogy d(x) + d(y) =
n, akkor a grafban van H-kor

e tehat gy kérdeziink ra erre egy feladatban, hogy barmely
két dsszekothetetlen csics fokszamosszege nagyobb
vagy egyenlé, mint a csucsok szama?

o Bizonyitas
= TFI. a graf kielégiti a feltételt, de nincs benne H-kor
= vegylk hozzé éleket ugy, hogy ne legyen kor

= addig csinaljuk, amig mar nem tudunk ugy hozzavenni, hogy ne
lenne H-kor benne

= igy kapott G’ grafra tovabbra is teljesil a feltétel, hiszen az (j élek
behuzasaval ,rossz pontpart” nem lehet létrehozni

= biztosan van két olyan pont, hogy x,y € E(G'")

= ennek a behtzasaval mar lesz G'' + x, y-ban H-kér — G-ben van
H-at

=lezazUtP =z, ...,2z,,ah0lz; =xész, =y

= ha x szomszédos a P Ut valamely z,, pontjaval, akkor y nem lehet
Osszekotve z;,_,-gyel, mert akkor az egy H-kort adna

= igy y nem lehet dsszekotve legalabb d(x) ponttal, ezért
dy)<n—1- d(x)

e ez viszont ellentmondas, mert x,y & E(G)
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6. Elégséqges feltétel — Dirac tétel

o Tétel

= ha egy n pontl G egyszer( grafban v pont foka legalabb g akkor a
grafban 3 H-kor

= az el6z6 tételbdl kdvetkezik, hiszen, ha v pont foka legalabb g
akkor teljesiil az Ore-tétel feltétele, mivel barmely pontparra:

dx)+dy)=n
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BACK 5. tetel:

Grafok szinezése, paros graf

Tételcim

Grafok szinezése, x(G) fogalma és viszonya w(G)-hez. Mycielski
konstrukci6ja. Moho szinezés. x(G) viszonya A(G)-hez. Intervallumgrafok,
algoritmus ezek optimalis szinezésére. Paros graf fogalma, kapcsolata a
paratlan korokkel.

1. Gréfok szinezése [N38] megjegyzést irt:

o Definicio
= egy G hurokmentes ]gréf k szinnel szinezhet()’\

= ha V csucsot ki lehet szinezni k szin felhasznalasaval Ggy, hogy
barmely két szomszédos csucs szine kiilonb6z6 legyen

= G kromatikus szama x(G) = k, ha k szinnel meg lehet szinezni

G-t, de k — 1-gyel mar nem =
[N39] megjegyzést irt:

= egy ilyen szinezésnél az azonos szin(i pontok halmazat Itt ugyanaz a ket graf szerepel egy rossz és egy j6
. - . szinezéssel. Elsét 5, masodikat 4 szinnel is ki tudtuk
szinosztalynak nevezink Sy

2. Moh6 szinezés

= sorba rendezi a csucsokat (vy, ..., V)

= a v;.-hoz azon legkisebb szint rendelei, amit a (v4, ..., V;_1)
szomszédokhoz még nem rendelt

= a moho szinezése nem feltétleniil a legoptimalisabb szinezést adja

¢ ha ki tudtuk szinezni a gréafot, arrdl is meg kell
bizonyosodni, hogy -1 szinnel mar NEM lehet kiszinezni
azt

e ezt be is kell bizonyitani, pl. ismételten lerajzoljuk a grafot,
és elkezdjik kiszinezni k — 1 szinnel

o ezt el6szér egy tetszblegesen kivalasztott ponttal
kezdjlik, lehetbleg egy kis fokszamuval, és a masik
szinekkel a szomszédait megszinezzik
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e aszomszédok utdn mindig ugy haladunk, hogy
egyeértelmii legyen, hogy melyik egy szint tudjuk hasznalni

e ebbdl a végén ki fog jénni, hogy még kellene +1 szin,
hogy be tudjuk fejezni helyesen a szinezést

3. x(G) és A(G) viszonya

o Tétel

= V (G gréfra teljesil, hogy

K@) < |A(G)|+ 1 [ [N40] megjegyzést irt: Ejtsd: khi

[ [N41] megjegyzést irt: Legnagyobb fokszam.

o Bizonyitas

= a moho szinezés segitségével bizonyitunk

= szinezzik ki G pontjait (v4, ..., v,) Ugy, hogy az i-edik Iépésben v;-t
olyan szinre szinezzlk, ami nem szerepel v; kiszinezett
szomszédsagaban

= mivel v;-nek legfelijebb A(G) kiszinezett szomszédja lehet, és v
szomszéd legfeljebb egy szint zar ki

= — ezért v; szinezése elvégezhetd a rendelkezésre allo szinek
valamelyikével (a kimarad6 A(G) + 1-edik)

= v, kiszinezése utan G egy A(G) + 1 szinezését kapjuk

= x(G) = A(G) + 1 esetben a teljes grafrél vagy har nélkili paratlan
korrél beszéllnk

4. Brooks-tétel

o Tétel
- . . p P .. [N42] megjegyzést irt:
= ha G egyszer(, 6sszefliggd, nem teljes graf, nem paratlan kor, Legkisebb szam, ahany szinnel ki lehet szinezni a
akkor x(G) < A(G) grafot, hogy két érintkezé csucs ne legyen azonos.
. A a . [N43] megjegyzést irt:
o tehéat a kromatikus szam nem nagyobb, mint a N b
legnagyobb fokszam z
5. Intervallumgraf
= G
o Definicio A 5
| I, =|ay, byl I, = |ay, by|, ... korlatos zart intervallumok “ b
c i G—
v z ——— [— o]
= YV a;, b; legyen pozitiv egész AT R T
7 . . 7 P 7 BTW
= ! py, P2, ... €0y G graf pontjai, s p;, p; akkor és csak akkor legyen él Az operaciokutatasban az intervallumgrafokat
. . er&forraskiosztasi problémak modellezésére hasznaljak.
G-ben,hal; NI # @ — ezek az intervallumgrafok Az intervallumok jelzik az egyes kérelmek id6tartamat; a
legnagyobb sulyu fliggetlen ponthalmaz felel meg az
optimalis kiosztasnak.
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6. Intervallumgraf szinezése

o Tétel

= ( intervallumgraf, emiatt:

\w (G ) ‘ =X (G )‘ [N44] megjegyzést irt: Egy teljes graf részgrafja a

klikk, és a jele: w(G). A maximalis klikkszam, amikor a

o Bizonyitas klikkben barmely két cstics szomszédos, de, ha
hozzéavesziink még egyet az mar nem.

= amoho szinezés segitségével bizonyitunk [N45] megjegyzést irt: Nem intervallumgrafoknal:

= az intervallumokat bal végpontja szerint sorba rendezziik w(6) < x(6)

= névekvd sorrend szerint szinezzlik — optimalis lesz a szinezés
= TFH. szinnel szinez a mohé algoritmus
= cél belatni: k < w(G) < x(G) <k

7. Paros graf

o Definicio

=egy G \péros gréﬁ, ha G pontjainak V(G) halmazét két részre, egy A [N46] megjegyzést irt:
és B halmazra tudjuk osztani gy, hogy G V élének egyik végpontja v ) .
A-ban, masik B-ben legyen \

= jeldlése: G = (4,B)

» a K, ,-vel jeldlt telies paros graf olyan G = (4, B) gréf, ahol |A| = a
és|B|=b

= és V A-beli pont 6ssze van kdtve vV B-beli ponttal

e egy halmazon belll a pontok nincsenek 6sszekotve csak
a masik halmaz pontjaival

8. Parositas |étezése

o Tétel

= egy G graf akkor és csak akkor paros, ha v G-ben |évé kor paros

= ha G paros graf, és C egy kor G-ben, akkor C pontjai felvaltva
vannak A-ban és B-ben, igy |V (C)| nyilvan paros

= ha G Vv kore paros hosszu, akkor megadhatjuk az A és B halmazt

= kivalasztunk egy tetsz6leges v pontot, legyen ez A elsé pontja
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= v V szomszédjat tegyiik bele B-be, majd ezeknek a szomszédjait
rakjuk bele A-ba

= addig folytatjuk, amig ki nem fogyunk a pontokbdl

= biztosan j6 elosztas lesz, mert, ha A-ban két szomszédos pont, akkor
|éteznie kéne a grafban paratlan kérnek — ellentmondas lenne

= nem Osszefliggd grafok esetén komponenseként hajtsuk végre

9. Kromatikus szam és parositas kapcsolata

o Tétel

= egy legalabb egy élt tartalmaz6 G graf akkor és csak akkor paros

graf, ha x(G) = 2
o Bizonyitas

= ha a gréf paros, akkor az egyik oldalon Iévé pontokat pirossal,
masikokat kékkel megszinezzik

= ha a grafnak van egy éle, akkor ennek a két végpontjat mar nem
szinezhetjik egy szinlre

= szinek megfelelnek a két halmaznak, amire fel tudjuk bontani a paros
grafokat
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6. tétel:
Gallai, Tutte tétele

Tételcim

Parositas fogalma. Filggetlen élhalmaz, lefogd élhalmaz, flggetlen
ponthalmaz, lefog6é ponthalmaz, valamint v(G), §(G), a(G),t(G) fogalma,
valamint ezek egymashoz valo viszonya. Gallai tételei. Tutte tétele (csak
szilkségesség bizonyitasaval).

1. Pérositas/részleges parositas
o Definicio
= élek lefedése: végpontok részleges parositas
= teljes péarositas: ha graf v pontjat lefedi a parositas
2. Fuggetlen/lefog6 élek/pontok

o Definicio

= figgetlen élhalmaz: olyan élhalmaz, hogy semelyik két élnek nincs
k6z6s pontja (diszjunkt)

e fliggetlen élek maximalis szama: p(G)

¢+ atanultak szerint, 100 < fuggetlen élhalmaz nem
létezik

= figgetlen ponthalmaz: ha nincs benne két él altal szomszédos pont
e flggetlen pontok maximalis szama: @i(G)

= lefog6 élhalmaz: Y € E(G), ha VvV pontot lefog
e lefog6 élek minimalis szama: |p|(G)

+ ugyanazokat az éleket kell bejeldlni, mint a
figgetlen éleknél, és meg kell nézni, hogy talélunk-
e még azokon kivdl

= lefog6 ponthalmaz: X € V(G), ha G V élének legalabb egyik
végpontjat tartalmazza

¢ lefog6 pontok minimalis szama: ff(G)

+ technikailag a a(G) pontok ellentétei
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[N47] megjegyzést irt: Ejtsd: nii

J K L

[N48] megjegyzést irt: Ejtsd: alfa

A B C
D
E F
G H
1
J K L

[N49] megijeqyzést irt: Ejtsd: r6
A B c

I K L

[N50] meajegyzést irt: Ejtsd: tau
A B c



https://www.google.hu/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiL6L3C_JHYAhWNLVAKHRuhCBEQjRwIBw&url=http://www.how-to-draw-funny-cartoons.com/cartoon-ruler.html&psig=AOvVaw1mEkBl_SpOPER_p8nk60XZ&ust=1513631939405550

% Bevezetés a szamitdselméletbe 2

= ha a feladat mind a négy megkeresését irja, érdemes akkor a
nlivel és az alfaval kezdeni, utana mar pofon egyszeri a dolog...

= figyeljlink arra is oda, hogyha megtalaltuk ezeket a pontokat, nem
elég leirni, hogy na megtalaltam 5 db ilyet, akkor ez ennyi is,
hanem be kell bizonyitani pl. egy Gallaival vagy megnézed
egymashoz valé viszonyait

= ha egy feladatban talaltal 5 lefogé pontot, akkor felirod, hogy
7(G) <5

= ezt kbvetéen megnézed, hogy mennyi a v(G), ha azis 5, akkor
felirod, hogy 5 < v(G) < ©(G) < 5, és ezzel bizonyitod, hogy
igen, igy mind a két szam 5-tel egyenlé

3. Viszonytételek

o Tétel

=V G grafra:
v(G) < 1(G)
a(G) < p(G)

o Bizonyitas
= legyen M maximalis méret{ fuggetlen élhalmaz
= M lefogaséahoz legaldbb v(G) = |M| pontra van sziikség, ezért
7(G) = [M|
o plv(K;)=1< 1(K3) =2
= masodik allitast is hasonldan bizonyitjuk
4, Gallai tétel I.

o Tétel

= V olyan G grafra, amely hurokélmentes:

(G)+a(G)=n

= egy X halmaz pontjai akkor és csak akkor fliggetlenek, ha %G)
halmaz lefogd ponthalmaz

= ha X nem fliggetlen, akkor van két 6sszekotétt pont

V(G)

e gy — nem fogja le ezt az élt
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= forditva: ha @ nem fog le egy huroktol kiilénbozé élt, akkor X-ben

ennek az élnek mindkét végpontja szerepel
= tehat: 7(G) < |@| teljesiil v X fiiggetlen ponthalmazra

—1(G) + a(G) < v(G)

= hasonloan: a(G) = |@| v 'Y lefog6 ponthalmazra

—1(G) + a(G) = v(G)
5. Gallai tétel Il.

o Tétel

= V olyan G grafra, melyben nincs izolalt pont:
v(G) + p(G) =n
o Bizonyitas

= G-nek 3 v(G) diszjunkt éle
= ezek két v(G) pontot fognak le

= maradék n — 2 db v(G) \Iefoghaté\ 1 —1 ujéllel [[N51] megjegyzést irt: Mert nincs izolalt pont.

» 5> v(G) +n—2-v(G) =n—v(G) éllel V pont lefoghatd
e p(G)<n—v(G)->v(G)+p(G)<n

= ha F egy lefogd élhalmaz minimalis szama, akkor F:
e kormentes

¢ nincs 3 hosszu Utja

o o F diszjunkt ]csillag\ok unic')ja [N52] megjegyzést irt: Osszefiiggé graf, legfeljebb 1
hijan minden pont foka 1.

= ha F-ben k csillag van, akkor a halmaz n — k élet tartalmaz, hiszen
k komponens( erd6rél van szo

e p(G)=n—-k

= a halmaz tartalmaz k diszjunkt élt: k < v(G) — hozzaadjuk az el6z6
egyenl6séget:

e n—k+k=<v(G)+p(G)
e tehat n < v(G) +p(G) <n
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6. Tutte-tétel [ [N53] megjegyzést irt: Ejtsd: TAt

o Tétel

= egy G grafban akkor és csak akkor van teljes parositas, hav X
V(G)-re c,(G — X) < |X|

e akarhogy hagyunk el a grafbol pontot, a maradékban a
paratlan komponensek szama ennél nem tébb

= (csak szlikségesség bizonyitas)
= ha G-ben van teljes parositas, akkor nyilvanvaléan teljesul a feltétel

= mert, ha elhagyunk a grafbdl X-et, akkor a paratlan komponensek
mindegyikébdl az eredeti grafban indul ki legalabb egy parositasbeli
él

= ezek az élek csak 1-1 kiilénb6z6 X-beli pontba mehetnek

» >, (G —X) < |X]
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[oacx 7. tétel:
Javitoutak, Konig

Tételcim

Parositasok paros grafban, a javitdutak médszere, Kénig, Hall, és Frobenius
tétele.

1. Péarositas

o Definicié

= parositas/részleges parositas: ha semelyik két élnek nincs kdzos
pontja — fliggetlen élek

= részleges parositas lefedi éleinek végpontjait
= teljes parositas: parositas lefedi a graf 6sszes pontjat
2. Alternald ut
o Definicio
= létrehozunk egy részleges pérositast
= a parositas soran bevett élek élhalmaza legyen X

= alternal6 Ut — élsorozat, amely felvaltva tartalmaz X és nem-X-beli
elemeket

3. Javité ut
o Definicio
* G(4, B, E) péros grafban van nem teljes parositas

= P javito Ut, ha péarositatlan A-bdl indul, parositatlan B-be érkezik és
P alternal6 at

= (gy tudjuk bevenni, hogy a nem-X-beli éleket bevessziik és a
régebben X-beli éleket nem

28 | Vizsgatételek


https://www.google.hu/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiL6L3C_JHYAhWNLVAKHRuhCBEQjRwIBw&url=http://www.how-to-draw-funny-cartoons.com/cartoon-ruler.html&psig=AOvVaw1mEkBl_SpOPER_p8nk60XZ&ust=1513631939405550

% Bevezetés a szamitdselméletbe 2

= bemenet: G(4, B, E) graf, M parositas
o 1. lépés:
= ha van ebben javito at, bevesszik
= addig folytatjuk, amig létre nem hozunk Gjabb utakat
o 2.lépés:
= ha mar nem tudunk tébbet bevenni, akkor STOP
= jtt eléri a maximalis parositast
o az algoritmus mohé médon mikddik
5. Kénig tétel

o Tétel

= ha G paros graf, akkor v(G) = 1(G)
= ha G-ben nincs izolalt pont, akkor a(G) = p(G)

= (elsé allitas bizonyitasa)
= | M parositas, amely a javité utak médszerével mar nem bdvithetd

= 1U =A—X, T' azon B-beli pontok halmaza, amely elérhetéek U-
bdl alternalé aton, T ezek parjainak halmaza

Y =T'UX-T)
= ennek a halmaznak éppen |M| pontja van

= ezek V élt lefognak, hiszen N(T U U) = T' — (8. tétel, Hall-tétel
bizonyitasnal)

= igy T(G) < |M| < v(G) — (7. tétel, Viszonytételek alapjan)
= (mésodik allitas bizonyitasa)

= (7. tétel, Gallai két tétele miatt) v(G) + p(G) = 7(G) + a(G) imént
belattuk, hogy v(G) = 17(G)
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[N54] megjegyzést irt:
Bejeldljiik minden oszlopba a legelsé part, akit talalunk,
amig el nem fogynak a lehetéségek. H-nal nincs semmi,
igy jon a javitout a H-ra.

A BCDETFGHI

00100710
To@o1110
1011001
10 ()@0 010
10000 0@o
01100000 1 (
000100100
01001@010
100100100

Ugye a H-bdl 3 helyre mehetiink: 3-as, 6-0s, és 8-as
sorba. irjuk fel ezeket.

3
H—6

Ng

Irjuk a szamokhoz, hogy a bekarikazottak kozul melyik
a parjuk:
3-B

H—6-E

N

8-F
Majd hasonléan, ahogy H-ndl, irjuk fel, hogy pl. B-bél
hova lehetne menni. Sajnos B-bél csak a 3-asba, és a
8-asba lehet, de mivel azokat mar felirtuk, igy ez az Gt
megszakad.
3-B-X
/

H—6-E

N

8-F

[ T T Y TR S

ONOOUHAWNPR

©

Majd azt tapasztaljuk, hogy a masik ketténél is
hasonléan jartunk, igy nincs javitéat a H-ra.

3-B-X
H—6-E-2-C-X

N

8-F-X

Tehat a talalt parositas maximalis, azaz v(G) =8, és
mivel az ilyen grafok parosak, igy tudjuk, hogy a lefogd
pontok szamaval lesz ez azonos a Gallai-tétel miatt:
v(G) = 1(G) =8
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6. Hall-tétel/Hall-feltétel

o Tétel

= egy G grafban akkor és csak akkor van A-t lefedd parositas, ha v
X € A részhalmazra [N(X)| = | X|

= ha 3 A-t lefedd parositas, akkor vV A-beli pontnak kiilénb6zé parja
van, tehat tetszéleges X € A-ra

= igazolnunk kell v(G) = |A|
= U minimalis (z(G) méret() lefog6 ponthalmaz
U, :=UNA, Ug:=UNB

= mivel U lefogja az X := Ui-bél indul6 éleket, ezért
A

v(G) = 1(G) = |U] = |Us| + [Us| Z |Us| + IN(X)| = |Uy| + |X]| = |A]

7. Frobenius-tétel

o Tétel

= egy G = (4, B) paros grafban akkor és csak akkor van teljes
parositas, ha |A| = |B| és IN(X)| = |X| V X < A-ra
o Bizonyitas
= a két feltétel sziikségessége nyilvanvald
= ha teljesll a masodik feltétel, akkor a Hall-tétel miatt van A-t fedd
parositas

= mivel |A| = |B|, ezért ez lefedi B-tis
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8. tetel:
Vizing, Kénig élkromatikus szam

Tételcim

Teljes parositas létezése regularis paros grafban. Grafok élszinezése,
x.(G) fogalma és viszonya A(G)-hez. Vizing-tétel (bizonyitas nélkal), Kénig
tétele a paros szamok élkromatikus szamarol.

1. Regularis gréaf
o Definicio

= reguléaris: ha v csicsanak ugyanannyi szomszédja van, tehat v
csucs fokszama azonos

= k-regularisnak: a kdzos fokszamot k -val jeldlve beszélhetink k -
reguléris grafrél is

= osztalyok
o D-regularis: nem tartalmaznak éleket, tires grafok
e [l-reguléris: 1-1 éllel 6sszekdtott csticsparok
e 2-reguléaris: izolalt kérok
e 3-reguléris: cubic graph

2. Reqgularis grafban teljes parositas

o Definicio
= V regularis grafban 3 teljes parositas
= vegyunk egy paros grafot
= A, B pontosztallyal, amely k-regularis
= lassuk be, hogy A és B-nek ugyanaz az elemszama
= A-b6l k - n, B-b6l k - m él megy ki
k-n=k-m [k
n=m

= Hall-feltétel: |N(4) = |A|
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[N55] megjegyzést irt:

(o]

o
o

a
Q

[N56] megjegyzést irt:

SN

[N57] megjegyzést irt:

{}

[N58] megjegyzést irt:

o
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= A-bol k - |A| él megy ki
= ezek N(A) csucsba mennek
= N(A)-beli cstcsban atlagosan (k - |A])\|N(A)| él megy tehat
(k- JAD\INCA)| <Kk /- IN(4), 1 k [N59] megjegyzést irt: Mivel egy csticsba maximum
Al < NG| k él megy.

= Hall és Frobenius-tétel is teljesul — 3 teljes parositas

3. Elszinezés

o Definicio
= G gréf élei k szinnel szinezhetdk, ha V élt ki lehet szinezni k szinnel
ugy, hogy barmely két szomszédos él szine kiilénbdzé legyen

= G élkromatikus szama x,(G) = k, ha G élei k szinnel szinezhetdk,
de k — 1-gyel mar nem

¢ hasonldan a kromatikus szamnal, bizonyitas a Vizing-tétel
esetében — ki lehet-e szinezni k — 1-gyel

e azalso becslés esetében ez magatdl érhet6dé, és ezt a

Iépést kihagyhatjuk
4. Vizing-tétel
o Tétel
= ha egy G egyszer(i graf, akkor x,(G) <|A(G)|+ 1 [[NGO] megjegyzést irt: Legnagyobb fokszam szama. J

5. Elkromatikus szam

o Tétel
= tetsz6leges G gréfra x,(G) = A(G)
o Bizonyitas

= egy cslcsbdl induld élek egymastdl kilonb6zé szint kapnak

[N61] megjegyzést irt: Vizing-tétellel egyutt
alkalmazhato6.

[N62] megjegyzést irt: Mivel a graf paros gréaf, igy nem

= ez specialisan maximdlis fokszamu csucsokbdl indulé élekre igaz kell bizonyitani a fokszamokra, hanem Kénig tételét
P . alkalmazni ra
6. Koénig-tétel x.(G) = A(G) = 3.
o Tétel
= ha G paros graf, akkor [x,(G) = A(G)| -

o Bizonyitas

= el6z6 allitas miatt elég igazolni, hogy x,(G) < A(G)

= 3 olyan H paros graf, melynek G részgréfja
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= H V cstcsanak fokszama A(G)
= ha A(G)-reguléaris H gréaf éleit A(G) szinnel kiszinezzik
= — megkapjuk G részgraf ugyanennyi szinnel val6 szinezését

= H graf élszinezéséhez elég megmutatni, hogy tetszéleges regularis
paros grafban 3 teljes parositas (fent mar bizonyitottuk)
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9. tétel:

Halozati folyam, vagas

Tételcim

Hal6zat, halézati folyam és s —t vagas fogalma, folyam értéke, vagas
kapacitdsa. Algoritmus maximalis folyam és minimdlis vagéas
megkeresésére, Ford-Fulkerson tétel, Edmonds-Karp tétel (bizonyitas
nélkil). Egészértékiiségi lemma. A folyamprobléma altalanositasa.

1. Hal6zat

o Definicio

= él kapacitasa: ! G egy iranyitott graf, rendeljink v éléhez egy c(e)
nemnegativ szamot

= termeld/forras (source): ez G-ben az s pont

= fogyasztd/cél (sink): ez G-ben a t pont

[N63] megjegyzést irt:

(1)

hélézat\: (G, s, t,c) négyes a hal6zat

e tehat: s,t € V(é),c:E(@) > Rt

2. Halozati folyam

o Definicio

= a (G, s, t,c) halézatban folyam egy olyan f fuggvény, amely G V
éléhez egy szamot rendel, amire teljesul:

e kapacitas feltétel

¢ 0<f(e) < cle) teljesiil V e € E(G) élre G-ben

+ tehat: a folyam V élén csak az adott maximalis
kapacitasnyi lehet

o Kirchoff-szabaly

Z{f(uv):uv €EEG)} = Z{f(vu): vu € E(G)}

(Z{f(uv):uv € E(G)} —Z{f(vu): vu € E(G)} =0)

¢ AlvveV(G)v#s,tcsicsara (Lyee— f(€) = Nyeo
- f(e))
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[N64] megjegyzést irt: Csomoponti térvény.
Elektromos hal6zatoknal is hasznalatos.

[N65]1 meaieqyzést irt:

Hél6zati folyam. A zaréjelekben

az f folyam &ltal felvett értékek dllnak.

A folyamérték my =1+3+1=5.

A szaggatott vonal 5 értékii st-vagast jelol.
(A Ford-Fulkerson algoritmus masikat taldal.)
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¢+ tehat V s-tél és t-t6l kiilénb6z6 v csucsra a
befoly6 folyam 6sszemennyisége azonos a kifolyo
osszfolyammal

¢+ igy egyetlen csucsban sem keletkezik vagy tinik

el folyadék
3. Folyam értéke
o Definicio

= [f] folyam értéke az a netté folyammennyiség, ami s-bél \kifolyild: [[NGG] megjegyzést irt: f a folyam, m, a nagysaga

[N67] megjegyzést irt: Le kell vonni, ami s-be érkezik,
my = Z{f(sv): sv e E(G)}— Z{f(vs): vs € E(G)} mert nem kizérhaté, hogy fog ide befolyni (bar altalaban
nem ez a helyet, hiszen onnan minél tébbet akarunk
kijuttatni), de nem zarhatjuk ki ezt a lehetéséget sem,
= z f(e) — Z f(e) = z f(e) — z f(e) ezért az s-t elhagyd 6sszfolyammennyiség
kiszamitasahoz le kell vonni azt, ami s-be érkezik.
e *es ot *>te b
my =Y. fle) =2, f(e)
. mfl: =|Z{f(sv)} —YX{fws)}vev(e) { [N68] megjegyzést irt: Legyen egyenls.

= telitett él: ha a folyamban f(e) = c(e)

e tehat mar nem lehet tébbet atvinni rajta
= telitetlen él: ha a folyamban f(e) < c(e)

e ha még lehet atvinni rajta

4. Vagas
o Definicig

= | G csUcsainak s-et tartalmazd, de t-t6l diszjunkt részhalmaza (X <
V(G),s€EX PL)

azXésa V(a)\X kozott futé élek C halmazat a halézat egy s — t-
vagasnak nevezzik

5. Vagas kapacitasa
o Definicio
- c(0) = 3., c(e)
= az X altal meghatarozott s — t-vagéas kapacitasa az X-bél a

V\X-be futé (el6remutatd) élek kapacitasosszege
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o Y{clw):xeXBveV(G)}
= az X altal meghatarozott s — t-vagas kapacitasa felsé korlat a
lehetséges folyam nagysagara
= tetsz6leges f folyam m, folyamnagysaga meghatarozhaté ugy,
hogy az X-bél V(G )\X-be futé éleken haladé 6sszfolyam-
mennyiségébdl levonjuk a V(G )\X-b6l X-be tovabbitott
folyammennyiséget
o my=3{f(xv):x€XBVEV(G)}-X{f(xv):x €EX P
v EV(G)}
o my < ¥{c(xv):x €X PV EV(G)}

6. Javito Ut halézatra algoritmus

o 0.lépés:
= kiindulunk egy tetszéleges folyambal (pl. f = 0)
o 1.lépés:
» javitunk, amig tudunk — m, 1
o 2.lépés:
= ha nincs tobb javitas — STOP
e kiegészités
e havan olyan iranyitott Ut s-bél t-be, amelynek V éle

telitetlen, akkor ezen az Ut mentén a folyam érékét v élen
megnovelhetjik, hogy az egyik él telitett legyen

e ha ez nem lehetséges — segédgrafos médszer

¢ ha nincs tovabbi javitout, megtalaltuk s-bél t-be futéd
maximalis folyamot

e a minimalis vagas azon pontok halmaza, melyeket s-bdl
inditjuk, és ameddig jutunk, addig a pontig tart a halmaz

e ebbdl a kis halmazbdl kiindulo élek eredeti kapacitasai
Osszeadva lesz a minimalis vagas értéke

7. Maximalis folyam

o Tétel

= egy folyam értéke akkor és csak akkor maximalis, ha mar nincs javito
Ut s-bdl t-be
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= | P egy javito at
ekkor P v

e elsé tipusu élére: c(e) — f(e)
e masodik tipusu élére: f(e) szigorian pozitiv

e ezek minimuma: d

elsé tipustiakndl noveljuk T f(e)-t d-vel, masodik tipustaknal
csokkentsiik | f(e)-t d-vel

madositott folyam megengedett marad, értéke d-vel né 1

TFH. nincs javito ut s-bél t-be

lehetnek olyan pontok a grafban, amelyek elérhetéek s-bél javitd
uton, ezek ponthalmaza legyen X c V(G)

ekkor X,V(G) — X sem ures, merts € X,t e V(G) — X

vegylnk egy e élt, ez egy X-beli x pontbdl egy nem X-beli y-ba
mutat

ekkor f(e) = c(e), mert ellenkezd esetben s-bél x-be vezets javito
Ut e-vel meghosszabbitva egy s-bél y-ba vezetd utat adna

ugyanigy egy olyan élre, amely egy X-belibdl egy nem X-belibe
mutat, igaz, hogy f(e) =0

= tehat X, V(G) — X kozétt futd élek mind telitettek

= visszafele mutat6 éleket nem hasznaljuk, de a vagasba amugy
beleszamitanak — ezen a vagason tébb ,viz nem folyhat”

8. Ford-Fulkerson (Maxflow-mincut) tétel

o Tétel

= maximalis folyam értéke egyenl a minimalis vagas értékével, tehat:

max{m|f egy folyam s-bdl t-be } = min(c(C)|C vagas)

[ [N69] megjegyzést irt: Sarga rész jelzi a vagast.

Capacity = 62
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= maximalis folyam nem lehet nagyobb a maximalis vagasnal, mert v
eléremutato él telitett, visszafele mutaté éleken pedig 0 a folyam
értéke — ezen a folyamon nem folyhat at tébb viz

= el6z6 tételben belattuk, hogy ha 3 egy f maximalis folyam, akkor 3
ilyen értékl vagas
= kbvetkezl tételben: maximalis értéki folyam mindig 7

9. Edmonds-Carp tétel/algoritmus

o Tétel

= ha mindig a legrévidebb javité utat vessziik, akkor a maximalis
folyam meghatarozasahoz sziikséges Iépések szama felllrdl
becstilhetd a pontok szamanak polinomjaval

[N70] megjegyzést irt: Hasonlit a Ford-Fulkerson
algoritmushoz, annyi kiilonbséggel, hogy a keresési
sorrend az Gtvonal megtaldlasakor meg van hatarozva.
A megtaldlt Utvonalnak a legrévidebbnek kell lennie. Ezt
a BFS teszi lehetévé nekiink (késébb), ahol minden
egyes élhez 1-es sllyt alkalmazunk. Minden
alkalommal, amikor legalabb egy él telitett, , tehat a
telitett sz€éltél a forrasig terjedd tavolsag a bévitési
Gtvonal mentén hosszabb Iegyen mint utolsé
alkalommal, amikor telitett volt, és hossza max V.
Legrévidebb bévitési ttvonal hossza monoton
novekszik.

[N71] megjegyzést irt: A-t most tekintsik S-nek, G-t T-

[N72] megjegyzést irt: Figyeljik meg, hogy az
algoritmus altal talalt (piros utak) Gtvonal hossza soha
nem csokken. A talalt utvonalak a lehetd legrovidebbek.
A talalt folyam egyenlé a minimalis vagasnal a forrast
és a célt elvalaszté graf. Ebben a grafban csak egy
minimalis vagas van, a csomoépontok {A, B, C, E} és {D,
F, G}
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Egészértékliségi lemma

o Tétel
» haV e élre c(e) egész — 3 olyan m; max folyam, amelyre V e élre
f(e) egész
= az algoritmus nem Iép ki a N-bél (csupa 0-bdl inditva)

10. A folyamprobléma altalanositasa

o 1) Tobb termel6/fogyaszté
= megoldas:
= felveszlink egy ,szupertermelét” (S) / ,szuperfogyasztot” (T)
= sszekotjik termelbkkel/fogyasztokkal végtelen kapacitasu éleken
= a kapott grafban: maximalis folyam keresés

= ha talaltunk, letoroljik a két pontot

ezek kapacitasa legyen o

o 2)lranyitatlan élek
= megoldas:

= az iranyitatlan él helyett felvesziink két irnyitott, azonos kapacitasu
élet

= két kiilonb6zé iranyba mutatnak

= ha a folyam meghatarozasakor mindkét helyettesité élen 0-nal
nagyobb a folyamérték, a két él folyamértékét kivonjuk egymashol

= az iranyitatlan él értéke a kivonas eredménye, az iranya a nagyobbik
folyamértékiivel azonos iranyu lesz
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o 3) Kapacitassal rendelkez6 csticsok
= megoldas:

= probléma: az adott pontban belépé élek kapacitdsanak dsszege nem
lehet nagyobb a pont kapacitasanal

= hagyomanyos hal6zatra val6 visszavezetés

e k kapacitassal rendelkez6 v pontot két masik ponttal
helyettesitjuk

e ezeket k kapacitasu él kot 6ssze

e két 0 pontbdl az egyikbe futnak a v-be bejové élek, a
masikbdl futnak a v-bél kimend élek

(b (ki) % y
(c) megoldas
[ -
3 Vi V2
(b/ (k)
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BACk | 10. tétel:

Menger pontparok, élésszefiiggés

Tételcim

Menger pontparok kdzotti diszjunkt utakra vonatkozo tételei. Tobbszéros
Osszefligglség és élosszefiiggbéség fogalma, Menger ezekre vonatkozo
tételei.

1. Elidegen, pontidegen, lefog6 Gt

o Definicié

= éldiszjunkt/élidegen: G iranyitott/iranyitatlan graf u pontjabdl v
pontjaba futé P és Q Gtjai, ha E(P) N E(Q) =0

e tehat nincs kdzos éluk

» pontdiszjunkt/pontidegen: G iranyitott/iranyitatlan graf u pontjabol
v pontjaba futé P és Q dtjai, ha V(P) NV (Q) = {u, v}
e vagyis, ha nincs kbzés csucsuk, a kezd6 és végpontot
leszamitva

= V utat lefog6 pont/élhalmaz: G iranyitott/iranyitatlan graf U
ponthalmaz (vagy F élhalmaz) lefog V utat, ha a G — U grafban 4 u-
bél v-be irdnyitott Gt

2. Menger |. tétel = G-iranyitott, élidegen utak

o Tétel

= ha G egy iranyitott graf, s, t € V(G)

= 5-b6l t-be vezetd paronként élidegen iranyitatlan utak maximalis

szama egyenld az s — t utakat lefogd élek minimalis szamaval
o Bizonyitas,

» ha 3 G-ben k db iranyitott s — t t, akkor az s — t utakat lefogé élek
szama legalabb k

* TFH. s — t utakat lefog6 élek minimélis szama k
= | v él kapacitasa 1

= a kapott halézatban maximalis folyam értéke legaldbb k
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= (10. tétel, Ford-Fulkerson tétele miatt) a minimalis vagas értéke is
legaldbb k

= mar belattuk, hogy van olyan max. folyam, ahol v élen folyamérték
0v.1 — lassuk be, hogy G-ben van k élidegen iranyitott s — t Gt

= legaldbb 1 biztos van, mert folyam értéke k

= az Utban szerepld élek kapacitasat csokkentsik 0-ra — folyam
értéke legaldbb k — 1 lesz

= k-szor végrehajtva k élidegen iranyitott s — t utat kapunk

3. Menger |l. tétel— G-iranyitatlan, élidegen utak

o Tétel

= ha G egy iranyitatlan gréf, s,t € V(G)

= 5-bél t-be vezetd paronként élidegen iranyitatlan utak maximalis
szama egyenl6 az s — t utakat lefogd élek minimalis szamaval

hogy alkalmazhas-
suk Menger I-et

eléfordulhat
ilyen probléma...

Az Bsszes ilyen
megszintetése utin az

u v
71. utak Beképei adnak G-
P ben k db st paronkeént
] t

éld. irtl. utat v

o Bizonyitas
= készitsiik el a G'-t G-bél Ggy, hogy G V élét iranyitjuk oda és vissza
= ha G'-ben van k db él
= ezek lefognak k db s — t iranyitott éldiszjunkt utat

= — ezek Osei lefogjak az s — t utakat G-ben
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4. Menger lll. tétel — G-iranyitott, pontidegen utak

o Tétel

= ha G egy iranyitott graf, s, t € V(G) két nem szomszédos pont

= 5-bél t-be vezetd, végpontoktol eltekintve pontidegen irdnyitott utak
maximalis szama egyenld az iranyitott s — t utak s és t
felhasznélasa nélkil lefogd pontok minimalis szaméval

o LB_i_ZQ_ﬂ_YI'_té_SJ [N73] megjegyzést irt:

-

hazzunk szét két pontta G

= ('-ben V pontot

» ha a G egy minimalis ponthalmaz lefogja az iranyitott s — t utakat,
akkor a lefogo pontoknak megfelel6 (v', v'") pontok is lefog
ponthalmazt alkotnak S \\v ﬁ

[ ] ®
= kevesebb él nem elég a lefogashoz — ha a lefogd élek kozt ’ /’7 \\

lennének (a', b") tipusu élek, akkor ezeket helyettesitjik:

e (a',a")-vel,hab' =t

[N74] megjegyzést irt: Alkalmaztuk Menger . tételét

G

\ Vi V) ﬁ
7,.%.\ ]

e (b',b")-vel,hab’ #t

e — (-ben kisebb lefogd ponthalmazt nyernénk

= G-beli lefogd pontok szdma = G’-beli lefog6 élek szama
= G-beli pontdiszjunkt utak = G’-beli éldiszjunkt utak és forditva qs

e innentdl el6zd tétel bizonyitasat alkalmazzuk =

= G-beli pontidegen utak = G’-beli élidegen utak és forditva

= tehat, ha G'-ben van k éldiszjunkt s — t it — G-ben van k db
pontdiszjunkt ut

= probléma: ha G'-ben van k db él, melyek lefogjak az s — t utakat,
akkor ezek G'-ben pontok vagy élek?

= megoldas: valasszunk k db piros lefogd élt
= ezek képei G-ben k db lefogo pont

5. Menger |V. tétel— G-iranyitatlan, pontidegen utak

o Tétel

= ha G egy iranyitott graf, s, t € V(G) két nem szomszédos pont

= 5-bdl t-be vezetd, végpontoktdl eltekintve pontidegen iranyitatlan
utak maximalis szama egyenl6 az iranyitatlan s — t utak s és t
felhasznalasa nélkil lefog6 pontok minimalis szamaval
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M I. alkalm.| qy

/

k -szoros osszefuggoseg

o Definicio

« G k-szorosan €16
legfeljebb k — 1 élét elhagyva 6sszefiiggd marad

[N75] megjegyzést irt: Ha kilon nincs emlitve, hogy
milyen &sszefliggéség, akkor az alapértelmezett a
pontosszefiiggdség.

= G k-szorosan pontésszefiiggé (k-pontdsszefiiggd): ha barhogyan
legfeljebb k — 1 pontjat elhagyva 6sszefliggé marad, és legalabb
k + 1 pontja van

o Allitas

7. Menger IV. = V.tétel — k-szoros osszefliggéség

o Tétel

= ha legaldbb k + 1 pontja van, barmely két pontja k6zott 3 k
pontidegen at

= (G akkor és csak akkor k- szorosan élosszefligg6, ha barmely két
pontja kozott 3 k élidegen ut
. (eloszor masodik részt bizonyitjuk)

= (G k-szorosan élosszefliggd, akkor az u — v utak maximalis szama
legaldbb k

= Menger tétele szerint:
e élidegen utak maximalis szama legalabb k
= megforditasa is Menger tételbdl jon:
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e G k-szorosan 6sszefliggd, akkor barmely két u, v € V(G)
pontot valasztva legaldbb k darab, u-tél és v-tél
kilénbdzd pontra van szikség

e ezzel lefoghatjuk az 6sszes u, v \kézbtti utati [ [N76] megjegyzést irt: u — v élt6| eltekintve.

= Menger — G-iranyitatlan, pontidegen utak tétel alapjan 3 u, v kozott k
pontidegen at

= ha G barmely két pontja k6zott 3 k pontidegen Ut, akkor nem lehet
ezeket k-nal kevesebb ponttal lefogni — k-szoros dsszefiiggés

8. Dirac tétel — 2x-esen 0sszefiiggo, atvezetett kor

o Tétel

= legalabb 3 pontu G graf akkor és csak akkor 2x 6sszefliggd, ha
tetszéleges 2 pontjan at vezet kor

= akkor és csak akkor 2x Gsszefliggd, ha barmely két élén at vezet kor

= elsé allitas trivialis — 2 pontidegen u — v Ut egydtt kort ad
= ezatmegy v —n

» masodik allitas els6bdl kdvetkezik

» ha G 2x 6sszefliggd, akkor e, f éleken keresztil van kor

= vegyunk fel 2 pontot — osszuk két részre e, f élt

= az igy kapott graf 2x 6sszefliggd

= elsd allitas szerint ezen a 2 ponton at is megy kor

= ez a kor az eredeti grafbane —n, f —e

» megforditas nyilvanvald
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BACK | 11. tétel:
BFS, Kruskal algoritmus

Tételcim
Szélességi bejaras (BFS). Minimalis 0Osszsulyu feszitéfak, Kruskal [N77] megjegyzést irt: Veqgyiik példanak ezt az
algoritmus. iranyitott gréfot:
1. BFS-algoritmus (Breadth First Search — Szélesséqi keresés) D E | K
o bemenet: G gréﬂ és s € V csucs
*b(i)(i =1,2,3,..): az i-edikként bejart cstcs ;
H L
= t(v)(v € V): v tavolsaga s-t6l B
*m(v)(v € V,v # s): v-t megel6z6 cslics az algoritmus altal
megtaldlt, s-bél v-be vezetd legrévidebb uton A > > G
= j: eddig bejart csucsok szama
= k: jelenleg aktiv cslcs sorszama a b(1), b(2), ... sorozatban Az algoritmus futasa utan:
o algoritmus
2D E2 13 K4
= 0. |épés: K / 7 3
e j=1,k=1,b(1)=s,t(s) =0,Vv # sret(v) =«
= 1. 1épés: 3H/ N 3 La
B1
e haa b(k) cstcsnak van olyan v szomszédija, amelyre
t(v) ==, akkor
v j=j+1 0A 1c F2 G2
¢ b(H)=v
Ebbél a fa:
o tw) =t(b(k)) +1 . .
D
_ L ]
+ m(v) =b(k) . -
+ vissza 1. Iépéshez ® oF
sz A.
= 2. |épés: o
e haak =j, akkor STOP < G i L
* L L ]
o k=k+1 0 1 2 3 a

e vissza 1. |épéshez [N78] megjegyzést irt: Lehet iranyitott és iranyitatlan

is.
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= az algoritmus linearis futasideji, tehat c - e 1épésszamu
e tehat kijeldlink egy pontot S-nek (példdban S=A)

e S-bdl elérheté pontok 1-es cimkét kapjanak. Utana S
egyik szomszédjat kivalasztva, legyen az B. B
szomszédjai a 2-es szamot kapjak, és ezt addig folytatjuk,
ameddig minden pontot be nem jarunk

e A pontok szama S-t6/ valé tavolsagot jelélik, és igy végl
lehet egy fat is megadni bel6le

2. BES-algoritmus definicid

o Definicio
= fa: algoritmus futtatasa utan kapott F feszitéfa

» gsszefiiggb F: ha az eredeti bemeneti graf is 6sszefliggé volt, nem
tartalmaz kort

= barmely v € V cslcsra az s-et v-vel 6sszek6td F-beli it a
legrovidebbek egyike az s-bdl a v-be vezetd G-beli utak kozil

3. Kruskal algoritmus definicié

o bemenet
= G graf
= élekhez tartoz6 w sulyfiggvény

= éleket rendezzilk sorba ugy, hogy a legalacsonyabb koéltségliek
legyenek el6szér a sorban

= sorban el6ére haladunk

= é| bevétele esetén a kapott graf kdbrmentes marad, akkor
bevesszik

= addig ismételjik, amig van izolalt pont vagy az élsorozat végére
nem érink

= — a kapott graf a G graf minimalis kéltségdl/sulyu feszitéfaja
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e az algoritmus képekben:

SORT THE EDGES

edge [abJae[bc[be]cd[ed[ec] [edge [ae[cd[ab]be]bc[ecfed]| [esee el caab | bebe [ec |ed
wegn| 3 [1]5[a]2]7[6] [weem[1|2[3[a]s[6[7] [wewmfafz2[3]a]s5[6]7

[ablbe[be[eced]  [cage [ae]cd]abfboeY be|ec]
jafsfel7] [weaf[2]3Rafs]6[7]

[ecge [ae]cdabfbef b ecled]| [esge [ae]cd [abbeYbelecled] euse ae cd ab
el 1 [ 23 Raf5 6] 7] |weem|21]2]3Raf5]6]7
1 1
e

CYCLE! i C\'CLE' Fl

8 4 :5

TREE HAS BEEN BUILT TREE HAS BEEN BUILT
[cage [ae[cd[ab[belbclec[ed] [edee |ae[cd]ab|be ec|ed
weight| 1 12 |3 |4 ,5046 |7 weight| 1 | 2 |3 |4 L5/ 6|7

o . P s [N79] megjegyzést irt:
4. Minimélis kéltségli/sulyu feszitéfa

o Definicié
= IIG graf és annak éleihez rendelt w: E - R* sulyfiiggvény
= grafnak azon feszit6faja, melyre ez a sulyfuggvény minimalis

o tehat egy dsszefliggd, iranyitatlan grafban talalhato
legkisebb élsulyu feszitéfa

e a feszitbéfa egy olyan fa, ami a graf 6sszes csucsat
tartalmazza és élei az eredeti graf élei kozil valok

[ [N80] megjegyzést irt: Legyen...
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5. Kruskal-tétel | IN81] megjegyzést irt: Alkalmazasa:

Pontok — varosok

- o,

= Kruskal-algoritmus minimalis kaltségii/saly feszitéfat talal el b AL
o Bizonyitas

= (bizonyitas els6 része: feszitéfat ad az algoritmus)

= | G egy Osszefliggé, bulyozott gréﬁ | IN82] megjegyzést irt: Tehat van sulyfiiggvény

hozzarendelve.

= | F egy részgrafja, amit az algoritmus produkal
» F-ben nem lehet kér, mivel az algoritmus egy fat épit

e sem Osszefliggd, mivel az elsé él (amit az algoritmus
talal), ami 6sszekot két fliggetlen komponenst F-ben nem
hozhat létre kort

o — F feszitégraf
= (bizonyitas méasodik része: az algoritmus minimalis)
= teljes indukcidval bizonyitjuk
= | H élhalmaz, amit az algoritmus futasa general
= minimalis sulyu éleket ez az élhalmaz tartalmazza
= algoritmus elsd |épésnél az allitas igaz, mert H még ures
= k-adik Iépésnél vegyik az allitast igaznak
= | T minimalis sulyu feszit6fa, tartalmazza H-t

= ha az algoritmus altal kivalasztott él ! e, szintigy benne van a T-
ben, akkor az allitas H + e-re is igaz

» T + e részhalmazban 3 egy C kor, és egy [f| él, ami befejezi C [N83] megjegyzést irt: Ha nem létezne, akkor e-t nem
kort, de nem része H-nak | vettik volna be, mivel kort produkalt volna H + f-ben.

» T — f + e szintén egy fa, és azonos az dsszsllya T-jével
e hiszen T-nek minimalis az 6sszesulya

e f-nek a slllya nem lehet kisebb, mint e-nek, hiszen e
helyett f élet valasztotta volna az algoritmus

» > T — f + e egy minimalis sulyu feszitéfa

= > H feszitéfava valik, ami csak akkor igaz, ha H egy minimalis
sulyu feszit6fa
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Back | 12. tetel:

Dijsktra, Bellman-Ford algoritmus

Tételcim
Legrovidebb utak adott cslicsbdl: Dijsktra és Bellman-Ford algoritmusai.

1. Algoritmusok futadsa, kulcslépések

o algoritmus futasa soran kdvetkezéket tartjuk szamon
= [(e) — e él hossza

» d(v) — v pontban az s kezd&pontbol eddigi legrévidebb Gt hossza
d(s)=0

o kulcslépések
» (x)d(s)=0, Vv #s-redw) =

= (xx) ha x-b6l vezet egy e él y-ba, és d(y) > d(x) + l(e), akkor
d(y) =d(x) +1(e)
2. \Diikstra]—alqoritm us [ [N84] megjegyzést irt: Ejtsd: Dejksztra J

[N85] megjegyzést irt: (Ha géprél vagy) kattints ra Ctrl
+ egér bal klikk, és akkor lathatod az animaciot.

o optimalizaltalan c - n® |épésszamu algoritmusa:
o 0.lépés:

"S=5T=V\sés (%)
o 1.lépés:

= S-beli pontbdl v T-beli pontba vezet6 e élre végezziik el (**) javitast
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o 2.lépés:
= T-beli pontok kozil legyen v, az, amelyiken a d(v) érték a legkisebb
= tegyuk &t vy-t T-bél S-be

o 3.lépés:
= ha T lres — STOP, killénben vissza 1. [épéshez

e tehat minden ponthoz valo eljutast el6sz6r végtelennek
vesszik, majd elkezdjik javitani a pontokat

e kiindulunk S = A-bol
e (a gréf lehet iranyitott vagy iranyitatlan is)

e megnézzik S szomszédjait, majd az éleken lévé sulyok
alapjan kijavitjuk a végteleneket

e ha egy csucsnak megnéztik minden szomszédjat, akkor
vessziik egy tetszéleges masik szomszédjat, akinek
szintén megnézzik az 6sszes szomszédjat figgetlenul
attél, hogy azok a pontok latogatva voltak-e mar, mert
lehet, hogy az Uj pontbdl révidebb Gton lehet elérni

e rovidebb utak a kiindulépontbol szamitott élsulyok
0sszegének megvizsgalasaval lehet keresni (hogy az
adott ponthdl, ha arra visszik az utat, kisebb szamot
kapunk-e sulynak)

e mindezt addig csindljuk, mig minden pontot meg nem
vizsgaltunk

= optimalizalt ¢ - n? |épésszamu algoritmusa:
= 0. |épés:
e S=5T=V\sés(x),valamintv, = s
1. 1épés:
e csak vy-bdll T-beli pontokba vezetd e élekre végezzik el
(**) javitast
= 2. |épés:

e T-beli pontok kdzil legyen v, az, amelyiken a d(v) érték
a legkisebb

o tegylk &t v,-t T-bdl S-be
= 3. |épés:

e haT lUres — STOP, killébnben vissza 1. |épéshez
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3. ‘FO rd-algoritmu S‘ [N86] megjegyzést irt: Megengedi a negativ sulyd
éleket is, valamint az algoritmus egyszer(ibb, mint a
P Dijkstra.
o 0. lépés:

= szamozzuk meg az éleket 1-t6l e-ig
= tetsz6leges sorrendben rogzitsik le
wli=16és ()

o 1.lépés:

= a rogzitett sorrendben végezzik el a (**) javitast v élen

@) |2. Iépés\: [N87] megjegyzést irt: A |épésszama c - e - v j6val
. . nagyobb, mint n?. Van erre egy modositott 2. |€pés,
=041 amely jelzi, ha negativ 6sszsUlya kérben kerulttink.

=hai> v — STOP, kiilldnben vissza 1. |épéshez
» modositott 2. 1épés:

e haazl. |épés soran egyetlen javitas sem tortént —

lS TOP‘ [N88] megjegyzést irt: S megvannak a minimalis
Gthosszak.
o Kkilonben:i=1i+1
e hai < v+ 1, folytassuk 1. |épésnél
e hai>v+1— ‘S TOP‘ [ [N89] megjegyzést irt: Es van negativ dsszstlyt kor. J

o felvesziink hozza egy tablazatot:

A|lB|C|D|E|F

- |0 |oo |0 |oo |0 | oo

o probaljunk meg A-bdl javitani: ott tudunk is, hiszen B-be az 5 kisebb,
mint a végtelen, és C-be is jobb
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o megnézzik B-bél: B-bél D-be is kisebb, mint a végtelen, viszont itt is
oda kell figyelni, hogy nem 1 lesz sulya, hanem 6. (A—B: 5, B—D:1,
5+1=6), ezt végig csindljuk az 0sszes pontra, és igy néz ki az elsé kor
utan:

A|B|C|D|E]|F

- |10 |0 |oo |oo (oo | oo

o masodik kor utan:

X{0]0|-2|6 1|9

o harmadik kor:

A|lB|C | D|E|F

- |0 |oo |oo |0 |0 |
X100 |-216|1]69
(o010 |-2|1 |1 |4

o harmadik kor utan nem tudunk mar javitani, igy az algoritmus leall, és
megvan az eredményiink
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BACK | 13. tétel:
Flyod legrévidebb at, aciklikus graf

Tételcim
Flyod algoritmusa az 6sszes pontpar kozti legrévidebb Gt meghatarozasara.
Aciklikus iranyitott graf fogalma, topologikus sorrend. Algoritmus
legrovidebb és leghosszabb utak meghatarozdséra aciklikus iranyitott
grafban.
1. Floyd-algoritmus
o grafban Iévé 6sszes pontpar koz6tti tavolsagok megadasa Felrajzoljuk ehhez a tablazatot: ahol nem fut &, ott
. Iy P égtelen van, ahol fut, oda beirjuk a grafban lathaté
= Ford-algoritmus is j6, de az lassabb: ¢ - ev?, mig a Flyod: ¢ - v3 ‘S’nggkaz énmagluk“ba i quedig'?o-é\t kap. A bal
o sikeres futas feltétele, hogy a grafban NE legyen negativ 6sszsulya kér Szelf;m'lop Jelz; "hon;an aflso e
d
o TFH. G iranyitott graf V(G) = vq, vy, ..., v, pontokon 11018 el
o TFH. nincs negativ 6sszsulya iranyitott kor 2 |l w | 0 1| o
o v; —bél v; —be mutaté sily legyen L(i, ) 3| 4 | w0l e
o ha nincs él egyikb&l a masikba, akkor legyen 1(i,j) = oo 4 |0 | 29 |0
o illetve l(i,j) =0,vi=1,..,n—re Annyi tablazatot kell rajzolni, ahany pontunk van, mert
példaul a d csak az 1-es ponton atmené javité utakat
") (i i b8l 17— A Avi Fd o " reprezentalja, viszont d® mar az 1-es és 2-es
o legyen dY*(i,j) a v;-bol v]_ be vezet9 legrovidebb olyan iranyitott ut b
hossza, mely csak k-ndl szigorGan kisebb pontokon megy at 40 1 2 3 4
o gy dM(,j) = 1(i,)) és d™*D lesz az eredetileg keresett legrovidebb 110l 8 |1
iranyftott it hossza v;-bél v;-be 2 | o | 0 1| o
o v;-bél v;-be legrovidebb at csak olyan lehet, mely k + 1-nél szigorian 3 4 1121 0 5
kisebb pontokon megy &t, vagy v,-n, vagy nem 4 | w]| 2190
. AT e s — (PR igy, ha ezzel a logikaval végig megyiink minden ponton
o hanem megy at:d @) =d™()) a d®-nél ez lesz a véaleges tablazatunk:
o haatmegy: d“*V @, ) = d® G, k) + d® K, ) d®[ 12 ]3| 4
o azt kell megnézni, hogy mely esetben talalunk révidebb utat (ezek utan 110|341
mar vilagos, hogy az algoritmus Iépésszama c - v3-nal aranyos) 215 lo0ol 1] 6
o algoritmus 3|4 ]|7([0]|65
= 0. |épés: 4 | 72|30
: s 4 Wi D =16i N & — Tehéat d mutatja barmely pontbél barmely pontba a
e Vi,jrendezett parralegyen d'V(i,j) = I(i,j) és k = 2 leqrovidebb utakat,
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= 1. épés:
e Vi, jrendezett parra
d®D (i, j) = min{d® (i, /), d® (i, k) + d® (k, )}
= 2. |épés:
e hak =n+1, akkor sTop
e Kkilénben k = k + 1 és folytassuk az 1. |épésnél

2. lranyitott aciklikus graf

o Definicio

= egy G gréafot akkor nevezink iranyitott aciklikus grafnak (DAG), ha
iranyitott élei vannak és nem tartalmaz kort

3. Topologikus elrendezés [N91] megjegyzést irt: Vegyilk ezt a grafot, amiben

talalomra lefuttatunk egy DFS-t. (DFS-hez magyarazat
. az utolso tételben
o Definicio ) |

= legyen G gréf irdnyitott

= (¢ topologikus elrendezés a csucsoknak egy olyan vy, vy, ..., v, E y
sorrendje, melyben x — y € E esetén x el6bb van, mint y 1
e tehat a graf csUcsainak sorba rendezése Ugy, hogy
minden él egy a sorrendben kés6bbi cslcsra mutat A B b

e elballitasa:
+ DFS futtatasa

+ befejezési sorrendet forditottan véve leirjuk a Hozz4 a tablazat:

pontokat —=Ts

o grafhoz megjegyzésben latod a levezetést: AR °
B |1 |4

C|8 |6

D9 (7

E|6 |5

F|l3 |2

G|2 |3

H|5 |0

I 14 |1

117 |8

B oszlopban Iévéket visszafele sorrendben felirjuk,

4. Topologikus elrendezés majd 6sszekotjik a szomszédaikkal 6ket, és igy meg is
kapjuk, lasd balra.

o Tetel
= ha G iranyitott graf aciklikus, akkor 3 benne nyeld

e azaz olyan pont, amelybdl nincs kimend él
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= legyen P a leghosszabb iranyitott utak egyike, v legyen a végpontja
= TFH. v nem nyel6
= jarjuk be az utat topologikus sorrendben

= az el6z6 allitas annyit jelent, hogy P vagy nem a legutolsé elem a
topologikus elrendezésben (ez ellentmondas lenne)

= vagy egy, a topologikus sorrendben elérébb 1évd ponthoz csatlakozik
vissza (ismét ellentmondas)

5. Topologikus elrendezés

o Tétel

= egy G iranyitott grafhoz akkor és csak akkor létezik topologikus
elrendezés, ha az aciklikus

o Bizonyitas| [N92] megjegyzést irt: A sziikségeset trivialis
bizonyitani, viszont az elégségeset nem. Az elébbi

lemma allitasat felhasznaljuk a bizonyitashoz.

= keressuink ebben a grafban egy nyel6csucsot, legyen ez a v,

= vegyik el ezt a csucsot
= ekkor G /v,-ben v,,_; lesz a nyel6

= ismételjuk, ameddig semmi sem marad

= amelyeket elvettiink, ha forditva sorba rendezziik, akkor topologikus { [N93] megjegyzést irt: Tehat a legvégén lesz az
sorba rendezése lesz G-nek elészdr elvett elem.

= a DFS is general egy ilyet a futasa soran, ha nincs benne visszaél [[N94] megjegyzést irt: Tehat kor.

6. Leqrdvidebb és leghosszabb Ut keresése DAG-ben

o atopologikus elrendezést hasznélva linearis id6ben

o tehatn + e-vel aranyos lépésszamban megoldhat6 a
leghosszabb/legrovidebb Gt keresése

o inputlegyen a G iranyitott graf, és annak egy topologikus sorrendje s

o algor
= 0. |épés:
o t(s)=0
e Vv #sret(v) =c,w:E(G) > R
= 1. |épés:
for i = 2 to n do

ifde = p, él, melyre t(v;) # o
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then
t(vj) = min/ max(t(vj) +w(e):e =77, t(vj) # )

end for

57 | Vizsgatételek


https://www.google.hu/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiL6L3C_JHYAhWNLVAKHRuhCBEQjRwIBw&url=http://www.how-to-draw-funny-cartoons.com/cartoon-ruler.html&psig=AOvVaw1mEkBl_SpOPER_p8nk60XZ&ust=1513631939405550

Bevezetés a szamitdselméletbe 2

14. tétel:

DFS algoritmus, erdd

Tételcim

A DFS algoritmus, DFS-erdd, az élek osztalyozasa. A DFS alkalmazasa az
aciklikussag eldontésére, illetve topologikus sorrend meghatarozasa.

1. DFS algoritmus (Depth First Search — Mélységi keresés)

o bemenet: egy n cslcsu G iranyitott graf (lehet iranyitatlan graf is) és
egy s € V cslcs

= d(v): v cslics mélységi szama — pontok bejarasanak sorrendje

* f(v): v cslcs befejezési szama — pontokba valé visszalépés
sorrendje

= m(v): v-t megel6z6 cslics — amelybél a v-t a bejaras elérte.
= a: a jelenlegi csucs
= g: az aktudlis gydkérpont
= D: az eddigi legnagyobb mélységi szam
= [: az eddigi legnagyobb befejezési szam
o algoritmus
= 0. |épés:
o d(s)=1
o Vv#sred(w) ==
o Vvref(w) =% mw)=x% a=s,g=sD=1 F=0
= 1. |épés:
e halétezik olyan e = av él, melyre d(v) = =, akkor
+ D=D+1
¢« dlv)=D
v m(v)=a
¢ a=v

¢ visszaaz 1. |épéshez
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[N95] megjegyzést irt: Példa

D E 1 K
|
H L
B
A C F G

Kiindulunk S=A-bél, és mondjuk B iranyadba megyuink.
Onnan C-be majd F-be. F-b6l nem tudunk tovabb
menni, ezért visszamegyuink C-be. C-bél elmegylink G-
be, majd J-be, végiil L-be. Onnan vissza és igy tovabb,
igy megkapjuk ezt a bejarast.

Ehhez a tablazat:

M| B
Al 0|11
B (1 |10
Cl2 |6
D |11 | 8
E [F98] 9
F|3 |0
G |4 |5
H |10 | 7
I |6 |2
1|15 |4
K |7 1
L|8 |3

Els6 oszlop a pontokat, masodik oszlop (M) mélységi
szam, tehat bejaras sorrendje, harmadik oszlop (B),
meg a befejezési szam, tehat ott a 0-at kapja, ahol
el6szor befejeztik.
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= 2. |épés:
e F=F+1
« fl@)=F

ha a # g, akkor a = m(a) és vissza az 1. |épéshez
ha D = n, akkor STOP
valasszunk olyan v cstcsot, melyre d(v) = *

g =v, a=v,ésvissza az 1. |épéshez

= tehat meglatogatjuk S egy szomszédjat, legyen ez a v,

= ha v;-nek van még bejaratlan szomszédja, meglatogatja

= addig latogat, ameddig tud, majd, ha mar nem tud, visszalép, és
onnan prébal tovdbb menni

= ha onnan sem tud, Gjra visszalép, és onnan probélkozik stb.

= ha mér visszatér S-be és onnan se tud tovabb Iépni, mert mar
minden pontot bejart az algoritmus, akkor véget ér

2. DES-erdé

o Definicié

= 5 cslcshdl inditva G iranyitott grafban lefuttattuk a DFS
algoritmust

= a futashoz tartozé DFS erd6 F

= legyen e = uv a G-nek tetszéleges éle, ekkor:

e-t faélnek nevezzik, ha e € E(F)

e-t el6reélnek nevezziik, ha nem faél, de F-ben van u-bol
v-be iranyitott ljli

e-t visszaélnek nevezzik, ha F-ben van v!—bél u-ba
iranyitott it

e-t keresztélnek nevezzik, ha F-ben sem u-bél v-be,
sem v-b6l u-ba nincs iranyitott Gt
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\\ [N96] megjegyzést irt: Vagyis v leszarmazottja u-nak. \

\\ [N97] megjegyzést irt: Tehat v 6se u-nak. \
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3. DFS és aciklikussag

o Tétel

= ha G iranyitott graf aciklikus, a DFS futtatasakor nem keletkezik
visszaél

= ha nincs visszaél, akkor f(v) szerinti csékkend sorrend a
topologikus sorrend

= ha keletkezik visszaél, és e = uv ilyen, akkor G iranyitott graf nyilvan
tartalmaz kort

= az F DFS-erd6 tartalmaz v-bdl u-bal iranyitott ukat, amelyet e-vel { [N98] megjegyzést irt: Mert e visszaél.

kiegészitve irnyitott korré zarhatunk
= TFH. nem keletkezik visszaél

= ha megmutatjuk a tétel 2. allitasat, hogy a csucsoknak a befejezési
szamozas szerinti forditott sorrendje topologikus rendezés, akkor
ebbdl kovetkezik G aciklikussaga is

= meg kell mutatni, hogy G V e = uv élére f(v) < f(w)

= feltettlk, hogy visszaél nem keletkezett, ezért e lehet fa-, elére- és
keresztél

= ha e fa- vagy el6reél, akkor DFS eljaras soran u elsé aktivva
valasakor az u befejezéséig tartdé szakasza soran érte el v-t

= gy ennek soran kellett befejezni azt
= tehéat a v-t el6bb fejezte be u-nal - f(v) < f(u)

= ha pedig e keresztél, akkor e vizsgélatanak pillanataban f(v) mar
kapott értéket

= u viszont aktiv csucs volt, igy ekkor még f(u) = *

= mivel az eljards egyre nagyobb befejezési szamokat ad, ezért
f) < f(u) erre is teljestini fog
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