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Szamitastudomany alapjai II. ZH segédlet

Grafszinezések

Egy G grif k-szinezése a csiicsok k db szinnel torténd olyan kiszinezése, hogy utdna minden €l
kiilonboz0 szinti csticsok kozott fut.
K-szinezhet6 egy G graf, ha minden cstcs kiszinezhetd k adott szin valamelyikére, igy hogy minden
szomszédos csucs kiilonboz6 szinl. G graf akkor k-szinezhetd, ha 1étezik k-szinezése.
Kromatikus szam y(G)=k, ha G k-szinezhetd, de nem (k-1)-szinezhetd. A kromatikus szam tehat az
ilyesfajta szinezéshez sziikséges minimalis mennyiségl szint jeloli.
Ha G hurokélt tartalmaz, akkor nem szinezhetd. Egy szinezés utdn az azonos szinlire szinezett csicsok
halmazt alkotnak; ez a szinosztaly.
KIikk: a G teljes részgrafja. w(G) klikkszam a G legnagyobb klikkjének pontszama, azaz w(G)=k, ha
G-ben van k méretu, de nincs k+1 mérett klikk.
Nevezetes kromatikus szdmok:

1. n pontu teljes grafra: y(Kn) =n és w(Kn) =n

2. npontu korre: x(Cn) = ha paros: 2; ha paratlan: 3 illetve w(Cn) = ha n>3 akkor 2; n=3-ra 3
Minden G gréfra teljesiil, hogy a kromatikus szam alsé becslése a maximalis klikkméret: w(G)<y(G).
Minden G gréafra all, hogy a kromatikus szdm fels6 becslése a maximalis fokszam+1: y(G)<A(G)+1.
Ezen két allitasbol: w(G)<y(G)<A(G)+1.

Brooks tétele: G véges, egyszerti, 0sszefiiggd. Ha G nem teljes, és nem paratlan kor, akkor x(G)<A(G).
G graf paros, ha 2-szinezhet6. Maésképpen: x(G) legaldbb 2, tehat G csucsai két halmazra-
szinosztalyra bonthatdk fel gy, hogy minden él a két halmaz ko6zott fut, de egy halmaz két pontja
kozott sosem fut él.

Cn graf paros, ha 2-szinezhetd. Kovetkezmény: Ha G paros, akkor G-ben nincsen paratlan kor.

G graf paros IFF G-ben nincsen paratlan kor. Kovetkezmény: minden fa paros graf.

Folyamok, halozatok

Egy G irdnyitott graf, s és t G-beli pontok-termindlok (forras/termeld és nyeld/fogyasztd), illetve c(e)
nem negativ élkapacitds (G,s,t,c) halézatot hataroznak meg. Héal6zat példaul ha s-bdl t-be csoveken
keresztiil olajat szallitunk.
Folyam: olyan f fiiggvény (G;s,t,c) hdl6zatban, ami G minden éléhez egy szamot rendel, ugy hogy:

1. afolyam minden élen legfeljebb kapacitdsnyi lehet (kapacitds feltétel)

2. minden s-t6l és t-tdl kiilonbdzd pontra igaz, hogy a befolyd folyam dsszmennyisége azonos a

kifoly6éval (Kirchhoff-szabély). Eszerint folyam nem keletkezik semmibdl és nem is vész el.

Folyamnagysag: az f folyam mf nagysaga az a netté folyammennyiség, ami s-bol kifolyik.
st-vagas: X a G cstcsainak s-t tartalmazo, de t-t6l diszjunkt részhalmaza. Az X és V(G)\X kozott futd
éleinek egy halmazat a halézat egy st-vagasdnak nevezziik. Az X altal meghatarozott st-vagas kapacitdsa
az X-bol V(G)\X-be futé élek kapacitdsosszege.

Ford-Fulkerson tétel: Ha (G,s,t,c) egy véges haldzat, akkor 1étezik egy f folyam, és egy sSEXCSV(G)\{¢t}
részhalmaz gy, hogy az mf folyamnagysag azonos az X 4ltal definidlt st-vagas kapacitdsdaval. A tétel
masik neve a Maximum Flow — Minimum Cut tétel, roviden MFMC. Ekkor tehat a maximalis
folyamnagysag (maxflow) megegyezik a minimdlis vdgds (mincut) nagysagaval.

A Ford-Fulkerson / javito-utas algoritmus alkalmas a maximalis folyam — minimdlis vagas
megkeresésére: Gf segédgrdfot hozunk létre, irdnyitsuk iigy G éleit, hogy ahol

még novelheté a folyamnagysdg, ott eloreél, ahol pedig a folyam csokkenthets, ott visszaélek
szerepelnek. A Gf segédgrdfon definidljuk a c(u,v)=c(u,v)-flu,v) ha uv eléreél, c(u,v)=f(v,u) ha uv
visszaél, kapacitdsokat. Az algoritmus addig fut, amig van s-t iit. Ha taldl ilyen utat, akkor az iit elore
élein noveljiik a folyamot, az it visszaéleinek megforditottjain pedig csokkentjiik. Ez alapjdn ldtszik,



hogy ha nincs mdr s-t ut, akkor maximdlis folyamot taldltunk. Megkeressiik azokat a pontokat, amik s-
bol elérhetoek, ok alkotjdk az X halmazt. Ehhez a halmazhoz tartozo vdgds minimdlis vdgds lesz.

Egészértékiiségi (EgEr) lemma: ha a hlézatban minden kapacitds egész szam, akkor 1étezik olyan
maximalis folyam, ami a graf minden élén egész értéket vesz fel. Az ilyen folyamot egész folyamnak
nevezziik.

Edmonds-Karp tétel: ha a halé6zatban a maximalis folyamot javité utas algoritmussal keressiik, és
mindig egy legkevesebb é1bdl all6 it mentén noveliink, akkor a folyamat 1épésszdma feliilrdl becsiilhetd
n3-al.

A tobbtermelds-tobbfogyasztés halézatokat vissza kell vezetni az ismert egytermelds-egyfogyasztos
halézatra végtelenhez hasonlé termindlokkal.

Grafparaméterek

Paros grafok: G cstcsai két diszjunkt halmazra bonthatdk, gy hogy minden €l a halmazok kozott fut.
Ekvivalens definicio: G akkor pdros, ha y(G)<2, azaz G két szinnel szinezhet?.

Péros hosszu kor pdros; pdratlan hosszd kor paratlan; paros graf részgréafja csak paros lehet; paros graf
nem tartalmazhat pératlan kort.

G véges graf pontosan akkor paros, ha nem tartalmaz pératlan kort. Mivel faban nincs kor, igy paros.
A G=(V,E) graf éleinek M részhalmaza fiiggetlen, mas szoval M (részleges) parositas, ha az M-beli
élek végpontjai kiilonbozdek. M teljes parositas, ha G minden csucsét fedi.

A G=(V,E) graf XSV ponthalmaz szomszédjainak szamat N(X) jeloli.

Adott G graf esetén v(G) jeloli a maximalis fiiggetlen élhalmaz méretét, azaz G maximadlis
pérositdsdnak elemszdmat.

A maximadlis fiiggetlen élhalmaz feliilr6l becsiilhetd a graf pontjainak szdmanak felével.

Adott G pontjainak U halmaza lefogé ponthalmaz, ha G minden élének van U-beli végpontja.
Minimaélis lefogé ponthalmaz: 7(G).

Ha G véges graf, akkor v(G)<t(G).

Konig tétele: ha G=(A,B,E) véges, paros graf akkor v(G)=1(G).

Hall tétele: a G=(A,B,E) véges, paros grafnak pontosan akkor létezik A-t fed parositdsa, ha
| X|<|N(X)| minden XS A-ra.

Frobenius tétele: a G=(A,B,E) véges, paros grafnak pontosan akkor 1étezik teljes parositdsa, ha |Al=IBl,
és |X|<|N(X)| minden XSA-ra.

Alternalé utas algoritmus maximalis parositas keresésére: kiindulunk az iires parositasbol, és azt
javitgatjuk. Ha mdr taldltunk M parositast, akkor tekintjiik az ahhoz tartoz6 segédgrafot, azaz M éleit B-
bdl A-ba irdnyitjuk, G egyéb éleit forditva. Ha ebben a segédgrafban 1étezik ut egy fedetlen A-bdl, eddig
fedetlen B-be, akkor az d.n. alterndlé dton az eddigi pérosités éleket elhagyva, és az Gt parositdson kiviili
éleit bevéve egy eggyel nagyobb méretli parositdst kapunk. Ha nincs ilyen ut, akkor M maximaélis
parositas.

Egy G grif pontjainak U részhalmaza fiiggetlen ponthalmaz, ha U nem feszit élt. A maximalis
fiiggetlen ponthalmaz elemszama a(G).
G graf éleinek F részhalmaza lefogd élhalmaz, ha G minden pontjabdl indul F-beli él. Minimalis lefogd
élhalmaz elemszama p(G).
Gallai tételei:
1. ha G-ben nincs hurokél, akkor 7(G)+a(G)=n
2. ha G-nek nincs izolalt pontja: v(G)+p(G)=n
Konig tétele: ha G véges, paros grafnak nincs izolalt pontja, akkor a(G)=p(G).
Ha G véges graf és nincsen izoldlt pontja, akkor a(G)<p(G).



a()=<p(6) max. fiiggtn. | min. lef. (K) péros grafra v(G)=1(G)
(G1) ha G-ben nincs hurokél, akkor 7(G)+a(G)=n
pontok a T
glek . P (G2) ha G-nek nincs izolalt pontja: v(G)+p(G)=n
v(G)=t(6) <2v(G) (K) paros osszefiiggd grifra a(G)=p(G)

Sikbarajzolhatdsag, dualitas

G=(V,E) graf sikbarajzolhaté, ha van G-nek olyan diagramja, amin élek csak végpontban metszik
egymadst. G sikbarajzolhat6, ha 1étezik sikbarajzoldsa. G akkor sikbarajzolhatd, ha gombrerajzolhaté.
Egy sikbarajzolhat6 (réviden sr) graf dltal meghatarozott siktartomdny (réviden tartomény) a lap. Kiilsé
tartomdnynak nevezziik a nem korlatos — végtelen tartomanyt.
Sikbarajzolt G graf esetén n jeloli G csucsainak, e az éleinek, t pedig a lapjainak szamat.
Béarmely komplex poliéder grafot hatdroz meg. Minden poliéder élgrifja (vdza — élhaldja)
sikbarajzolhat6.
Ha egy sr graf komponenseinek szama k, akkor n+t=e+k+1.
Az Euler-féle poliéderformula alapjan: ha G sr és 6f, akkor n+t=e+2.
Ennek kovetkezményei:

1. ha G sr, akkor a lapok szdma nem fiigg az adott sikbarajzol4stol

2. ha G egyszert és legaldbb n>2 csticsa van, akkor az e élszam felsé becslése 3n-6

3. ha G egyszert és sr, akkor a maximalis fokszam legfeljebb 5

4. Kssem K3,3 nem sikbarajzolhat6
G és H gréafok topologikusan izomorfak, ha H meghaphat6 soros bovitéssel (élfelosztassal) vagy annak
forditottjaval ezeket tetszOlegesen sokszor alkalmazva. A topoligikus izomorifa nem véltoztat a
sikbarajzolhat6sdgon.
Ha G-nek van olyan részgrafja, amely K3,3 vagy K5 soros bovitése, akkor G nem sr.
Kuratowski tétele: G graf pontosan akkor sikbarajzolhatd, ha nem tartalmaz Ks-el, vagy K3,3-al
topologikusan izomorf részgrafot.

G*=(V*E*) G graf dudlisa, ha V* G tartomanyainak felel meg, Ex={e«:e€E}, ahol e* az e-t hatarol6
tartomanyokat 6sszekotd él. G* fligg G adott sikbarajzoldsatol is.
QCSE(G) élhalmaz vagas, ha Q-t elhagyva G tobb komponensre esik szét, és Q egy legsziikebb ilyen
halmaz, azaz Q semelyik val6di részhalmazara ez nem teljesiil. Az e él elvago él, ha {e} vagas. G graf
e és e’ élei soros élek, ha {e,e'} vagis.
Legyen G=(V,E) sikbarajzolhatd. Ekkor:
ha G* a G dualisa, akkor G* sikbarajzolhatd, és 0sszefiiggd
f(e):=e egy f: E(G)->E*(G) természetes bijekcidt definidl.
ha e a G hurokéle (elvagoé éle) < f(e) a G* elvago éle (hurokéle)
e,e’ G soros (parhuzamos) élei < f(e),f(e’) a G* parhuzamos (soros) élei
ha G 0sszefiiggd, akkor G=(G*)*, és ekkor G pontja bijektiven G* lapjainak felelnek meg
6. C a G kore (vagéasa) < f(C) a G* vagasa (kore).
Ha G egyszerl és sr, akkor 4-szinezhetd.
Minden egyszerti sr graf 5-szinezhetd. (triv.)

Nk L=

Szamelmélet (oszthatdosag, koneruenciak)

Az a és b szamokrdl azt mondjuk, hogy a osztja b-t, vagy b az a tobbszordse (alb), ha b=aq valamely q
egész szamra.

Trivialis oszto: n#0, esetén +1,+nln az n trivialis osztoi.

Valédi oszto: az n nemtrivialis 0sztoi.

Felbonthatatlan szim: p€Z szam felbonthatatlan, ha csak trividlis osztdi vannak, és |p|#1. PL.: 2, 11
Béarmely z szam el6dll felbonthatatlan szimok szorzataként, ha |zI>1.

A szamelmélet alaptétele: ha egy z egész szamra |zI>1, akkor z eldall felbonthatatlan egész szamok
szorzataként, és az ilyen elddllitdsok csak a tényezok sorrendjében €s eldjeleiben kiilonboznek.



Pl.: —24=2%3%(=2)*2=(=3)*(—=2)*(—2)*2

Kanonikus alak

Prim: egy p€Z szam akkor prim, ha Ipl>1, és csak gy tud osztani egy szorzatot, ha a szorzat valamelyik
tényezdjét osztja — plab akkor pla, vagy plb. Szdmelmélet alaptételének kovetkezménye: a prim és a
felbonthatatlan ugyanazokat szdmokat jeldli.

Egy d szdm pontosan akkor osztdja az n€EN szdmnak, ha d kanonikus alakjdban pontosan ugyan azok a
szdmok szerepelnek, mint n kanonikus alakjdban, és minden ilyen prim kitevdje d-ben legfeljebb akkora,
mint n-ben.

Az n pozitiv osztdinak szdma d(n)=I1(ai+1).

Legnagyobb kozos oszto: (a,b) = k6zos primek szorzata a legkisebb hatvanyon.

Legkisebb kozos tobbszoros: [a,b] = 0sszes prim szorzata az el6fordul legnagyobb hatvanyon.
Relativ prim: a és b relativ primek, ha (a,b)=1.

Euklideszi algoritmus: Input: a és b egészek (mondjuk b<a) Output: (a,b) Mikodés: Legyen ao:=a,
at:=b. Ha mar meghataroztuk ao=a1=>--->ai szimokat, akkor legyen ai-1=qiai+ai+1, azaz osszuk el
maradékosan ai-1-t ai-vel, és legyen ai+1a maradék. Az eljaras addig megy, amig ai+1#0, ekkor(a,b)=
ak.

Végtelen sok primszdm van.

TetszOlegesen hosszu sorozat képezhetd szomszédos dsszetett szamokbodl, azaz barmely n€N-re 1étezik
olyan N, amire az N+1, N+2,...,N+n szdmok mindegyike Osszetett. Masképpen: a primszamok kozott
tetszOlegesen nagy hézag lehet.

Csebisev-tétel: Tetszdleges n pozitiv egészre 1étezik p prim, n<p<2n.

Nagy primszamtétel: lim r(x)/(x/Inx)=1 ,ahol m(x) az x-nél nem nagyobb primek szamat jeloli.

Az a, b, m €Z, O<m esetén azt mondjuk, hogy a kongruens b modulo m, ha mla-b Jel6lése: a=b (mod
m)—a=b(m).

Két kongruencia oOsszeadhatd, és osszeszorozhaté: a=b(m) és c=d(m), akkor a+c=b+d(m), és
ac=bd(m). Kongruencia osztdsakor a modulust is osztjuk, az 0szt6 és a modulus legnagyobb kozos
osztdjaval.

Kovetkezmények:

1. a=b(m) pontosan akkor teljesiil, ha a+k=b+k(m)

2. ha d relativ prim az m-hez, akkor a=b(m) kongruencia ekvivalens az ad=bd(m)
kongruencidval, tehét kongruencia szorzdsa csak akkor ekvivalens dtalakitds, ha a modulushoz
relativ prim szdmmal szorzunk

3. ha d>0 rogzitett egész, akkor a=b(m) ekvivalens ad=bd(md).

Ha a=b(m), akkor (a,m)=(b,m).

TMR: rogzitett m>1 esetén az m eleml, T={aia2,..,am} halmazt modulo m teljes
maradékrendszerének nevezziik, ha minden m szerinti maradékosztdlyb6l pontosan egy elemet
tartalmaz.

Linearis kongruencia: ax=b(m), ahol a és b adott egészek, m pedig adott pozitiv egész.

Tétel: ax=b(m) linedris kongruencia pontosan akkor oldhaté meg, ha (a,m)lb. A kongruencia
megolddshalmaza (a,m) darab modulo m maradékosztaly.

Lehetséges megoldasi modok:

1. Euklideszi algoritmust felhasznélva

2. azaegyiitthat6 abszolut értékét csokkentjiik egészen 1-ig ekvivalens dtalakitasokkal. a, a-t, vagy
b-t, vele kongruens szammal helyettesitiink b, Ha (a,b)>1, akkor osztunk, sziikség esetén a
modolust is ¢, a modulushoz relativ primmel szorzunk — és a modulushoz nem nydlunk.

3. megoldhat6 kongruenciarendszerként is ha irunk fel hozza egy 0-t maradékul adé kongruenciat



