2. Nagysagrendek

1. (a) log, f(n) = % = c-logyo f(n). Innen kiadodik mindketts.

(b) O0: Y a;n® < c-n kell. n*(> 0) osztassal ay, + > a; —=
Q: teljesen hasonloan.

(c) 2*t1 =2.2" ahonnan az els§ trividlis.

Tfh 227 = O(2"). Ekkor n > ng esetén 22" < c- 2", ahonnan egy osztissal 2" < c. Ez nyilvanvaléan
nem lehetséges.

(d) max(f(n),g(n)) < f(n)+ g(n), ezért O trividlisan adodik. max(f(n),g(n)) > M =c
(f(n) 4+ g(n)), ahonnan Q adodik.
(a
(

—=r < ¢, amib6l mar konnyi latni (analizis).

) Természetesen lehet ilyen, pl. ha |z| < ng.
b) Lehet, hiszen 2007|z| = O(|z|) = O(|z|log |z|).
3. A favagd” megoldas:

T(n) < T(n_1)+g§T(n—2) 2 31
= 'ST(5)+%(TL+(n—1)+---+(n—(n_6)))
B T(5)+%(§:i_(1+2+3+4+5)):T(5)+w_5
< 10_5+n(n6+1):5+n(n6+1)

Innen egyszerti bizonyitani O(n?)-et, ahonnan O(n?) is régtén adodik. O(n)-r6l nem tudunk semmit,
nincs kizérva, de nem is bizonyithato (Vigyazat! Ha < helyett = lenne, akkor mar nem ez lenne a
helyzet!).

Az elegans” megoldas (Vigyazat! Sok veszély!):

O(n?)-et bizonyitjuk. ng = 5-re és ¢ = l-re igaz, mert T(5) < 10 < 152 = 25. Indukcioval tfh
valamilyen n >= 5-re igaz (azaz T'(n) < c¢-n? = 1-n?), belatando, hogy n + 1-re is.

1 1 1
T(n+1) < T(n)+% < c~n2+% =1n+ n;r < n?4n+1 < 0’42041 = (n+1)% = ¢-(n+1)?,

pont amit bizonyitani akartunk.
Figyelem! Itt a konstanst rogziteni kell elére, nem banhatunk vele olyan lazédn, mint a normal
bizonyitasoknal! Végig ugyanaz a c szerepel (jelen esetben 1-re rogzitve, méas feladatnal lehet mas).
Az egyszertiséget az adta, hogy fels6 becsléseket simén adhatunk (n helyett 2n-t frunk, stb.). Ezzel
viszont pl. O(n)-t akkor sem lehetne ilyen simén kizarni, ha T'(n) definicioban < helyett = lenne.
4. A(n)-et és B(n)-et felirjuk el@szor rekurzivan, majd atirjuk zart alakra, ahonnan ki fog jonni (fel-
ckFtl g

hasznalva, hogy 1 = n — (n — 1), valamint Zf:o =)

An) = 10+2A4(n—1)=10+2(10+2A(n —2)) =10+ 102+ 2°A(n — 2) =
10+10-2+2%(10+2A(n —3)) =10+ 10-2 4+ 10- 22 + 2° A(n — 3) =

= =100+ 2  + 22 4 2m ) 2n AL _10221+2" =

= 102" ' -1 +2"t=11-2""1 —10 = O(2")
B(n) = 3+4B(n—1)=3+4(3+4B(n—2))=3+3-4+4’B(n—2) =
3+3-4+42(3+4B(n—3)):3+3-4+3~42+43B( —3) =

= ...:3(40+41+42_~_._._~_4n—2) 4= 1B _3241 4111

o 1) +4n7 =241 1= Q(4")
3 3 B B
Fentiekbol latszik, hogy A a gyorsabb (fontos, hogy az egyikre O-t szamoltunk, a masikra Q-t; persze

itt minkettd O, ezért nem kellett kiilonb6z6képpen szdmolnunk).

= 3
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5.

7.

8.

11.

(a) f<cp-g<cy-(cg-h)=c-h(n>max(ns, ng) esetén), tehat igaz.

(b) f>cp-g>cs-(cg-h)=c-h(n>max(ng, ng) esetén), tehat igaz.

. fa =0(f4) = O(f1) = O(f3). Ez harom szédmol4s, nem irom le. Amit bizonyitéas nélkiil fel lehet hozza
asznélni: logn < ¢+ /n.

a) Természetesen, hiszen a definiciénak nem mond ellent.

b) Természetesen, hiszen ha |z| < ng, akkor barmi lehet.

Megsejtjiik, hogy fa2(n) = O(f3(n)) = O(f1(n)). Most bebizonyitjuk, definicié szerint.

f2(n) = O(f3(n)): 3c > 0,n0 > 0, hogy Vn > ng 2007n3 < ¢(33"). Ezt atalakitva, konstanst hozzavéve
c-hez n? < ¢- 27", aminek az igazsdgat méar nem kell bizonyitani, trividlisnak tekinthetd.

f3(n) = O(fi(n)): 3¢ > 0,ny > 0, hogy ¥n > ng 33" < (2100 — 2507 Trhatjuk, hogy 3°" <
2507 (2507 _ 1) és mondjuk logaritmust vonva nlog 27 < ¢ 4+ nlog 2% + log(2°°" — 1) = ¢/ + 50n +
log(2%°" — 1). A kifejtetlen tag biztos pozitiv, igy ez biztosan igaz barmely n > 0 és ¢ > 0 esetén.
Szamolds nélkil, nem definicid szerint nem lehet mazx. pontot kapni!

. Nem kovetkezik, hiszen a paratlan n-ekrél semmit sem tudunk, ott lehet akar 2" is
. A-ra fels6 becslésiink van, igy kiszamolva O(...) lenne. Az O fels6 becslés, igy mindkét algoritmus

lépésszéamara csak fels6 becsléstink van, vagyis nem tudjuk eldonteni, melyik a gyorsabb (lehet mind-
kettd akar pl. konstans lépésszamau is).

Megjegyzés: itt nem volt ra sziikség, de ha a rekurziv képletet fel akarnank irni és ki akarnank
szdmolni, akkor (feltéve, hogy A(1) = ¢, valamint néhany egészrész jelet nagyvonaltian elhanyagolva)
azt igy lehet (felhasznélva, hogy 1 = 5 ):

A(m) < 54+2A(5) S5+2(+24(7) =5+5-2+22A() <

< 54524205+ 2A(5)) =5+5-245-22+2%A(7) <
logn—1

<5(20 421 422 ... 2losm) L oloem 4(1) =5 Z 2 4con=

IA

= 52" _1)4c-n=(5+cn—5=0(n)

(a) > max(ng,ng) esetén f(g(x)) < cy-3g(x) <cf-3-¢q-3x < 3z = h(x). (nf és ng az f-hez
és g-hez tartozo kiiszobszamot jelenti.)

(b) Ellenpélda: f(x) = 2%, g(z) = 2%, h(x) = 2%, ebbdl f(g(x)) = (23)? = 25. Latszik, hogy a feltétel
teljesiil, viszont 25 # O(z%).

3. Dinamikus programozas

1.

Felvesziink egy T[n x n] tablazatot, ahol Ti, j] jelentése a kivetkezs: a tablazat 4. sor, j. oszlopaba
mi a legnagyobb értékt, a szabalyokat betarto at értéke? Kitoltés, ha az eredeti tablazat neve A:

—00 ha Ali,j] < A[i — 1, 4] és Als, j] < Ali, 5 — 1]

Tli, j] = Tl —1,5] + A3, J) ha Ali,j] > A[i — 1, 4] és A[i, j] < Ali,j — 1]
»J Tli,j — 1]+ A[i, j] ha Ali,j] < A[i — 1, 4] és Ali, 5] > Ali,j — 1]
max(T[i —1,4],T[i,5 — 1]) + A[i,j] ha Afi,j] > Ali — 1,7] és A[i,j] > A[i,j — 1]

T[1,1] = A[1,1], tovabba az esetleges tulindexeléseket értelemszertien kezeljiik. A megoldast T'[n,n)
tartalmazza, ami —oo, ha nem vezet oda szabalyos ut. A helyesség bizonyitasa indukciéval pont az,
amit a kit6ltési szabély mond.

Mivel minden egyes mez§ kitoltése konstans miiveletet vesz igénybe, igy a teljes lépésszam O(n?).

. Vélasztunk tetsz6legesen egy gyokeret, igy tudunk szintekrsl beszélni. Eszrevessziik, hogy egy tet-

sz6leges pont, mint gyokér altal meghatarozott részfaban a maximalis sulyu fliggetlen ponthalmaz
kétféleképpen allhat els: vagy bevessziik az aktuélis csiicsot, és a lehetd legnagyobb silyu fiiggetlen
ponthalmazt kivalasztjuk az unokaibdl induld részfakban, vagy nem vessziik be, és a lehetd legna-
gyobb silyu fiiggetlen ponthalmazt kivalasztjuk a gyerekeibsl indulo részfakban. Igy lentrsl felfele
haladva minden cstuicsra meg tudjuk mondani, hogy a beldle indulé részfaban mi a keresett érték, és
a teljes fa gyGkerében pont az egész fara vonatkozo érték fog szerepelni.
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A lépésszamot ugy nehéz lenne kiszamolni, ha azt néznénk, hogy az egyes cstuicsokban milyen mii-
veleteket végziink, hiszen a gyerekek és unokak szamarél nem tudunk semmit. Inkdbb azt célszerd
vizsgalni, hogy egy csticsot hanyszor vesziink a keziinkbe: amikor 6t vizsgaljuk, vagy a sziilGjét, vagy a
nagysziilGjét. Vagyis n cstics esetén legfeljebb O(3n) = O(n) lépést tesziink, a bejaras megszervezése
pedig szintén linearis.

. Felvesziink egy n x m méretdi A matrixot, ahol A[¢, j] jelentése a kovetkezd: az x;-n és y;-n végzéds
leghosszabb k6z6s részsorozat hossza. Kitoltés:

.. |0 ha z; # y;
A[%]]_{A[Z—l,j—l]—Fl haxi:yj

A spec esetek (szélek) értelemszerten. Ekkor a tablazatban a max. szam megadja a legnagyobb k6zos
részsorozat hosszat, onnan atlésan visszalépkedve megkapjuk magét a sorozatot. Téblazat kitoltése
O(n?), a megoldds megkeresése is megvan ennyibdl (persze ezt nem muszaj utolag, nyilvan a kitoltés
kozben is nyilvantarthatjuk).

. Eszrevessziik, hogy egy tetszdleges b karakter el6tti 6sszes a karakter meghataroz egy-egy ilyen szot.
A szovegben haladva ha a-t taldlunk, akkor az eddigi a-k szamat noveljik eggyel, ha b-t, akkor
pedig a végeredményhez hozzaadjuk az a-szamlalo aktualis értékét. Az algoritmus egy végigolvasasbol
megvan, azaz O(n), valamint helyes (ezt nagyon precizek indukcioval is bebizonyithatjak).

. Mivel a két sarok kozotti tavolsag n + m — 2, ezért ténylegesen csak jobbra vagy lefele 1éphetiink.
Szokéasosan egy n X m méretli A matrixot toltiink, ahol A[i, j] jelentése: az i-edik sor j-edik oszlopara
hanyféleképpen tudunk szabalyosan eljutni. Kitoltése:

Al = 1
Aij] = 0 ha (i, 7) tiltott

TV Ali—1,5]+ Ali,j — 1] ha (4, ) nem tiltott
Ez azért jo igy, mert tiltott mezdre 0-féleképpen mehetiink, egy nem tiltott mezére pedig csak fent-
r6l vagy balrol. A megoldas A[n, m]-ben lesz talalhaté. Helyesség indukcioval kénnyen belathato,
lépésszam O(nm), mert egy n X m méretd matrixot toltiink ki egy menetben.
. Nagy meglepetésre egy n x k méret tablazatot toltiink, ahol A[s, j] jelentése, hogy a szabalyok
szerint haladva az (i,j) mez6re hany megjelolt elemet tartalmaz a legjobb ut. Nyilvan A[n, k] fogja
tartalmazni a megoldast. Kitoltés (ha M|i, j] pontosan akkor igaz, ha (7, j) megjeldlt):

AL = M[L1
A[Zaj] = M[Zv.ﬂ + maX(A[i - 13.7},"4[27] - 1])

A lépésszam nyilvan O(nk).

. Vegyiik fel az m-hez tartozo teljes maradékrendszert egy (mondjuk bool) A témbbe! Kezdetben
minden hely false. Az a; szam kézbevételekor V5 : A[j] = true helyre allitsuk A[(5+a;) (mod m)]-et
true-ra, majd Afa; (mod m)]-et is. Ha A[1] ¢true lesz, akkor kivalaszthato, ha a végére sem, akkor nem.
Ezt be is kell bizonyitani! Azt allitom, hogy a; kézbevétele utdn pontosan azok az A[j]-k vannak true-
ra allitva, amik valahogy elGallnak a; ...a; kozil néhany 6sszegeként (mod m). Indukcidval nyilvan
igaz, hiszen a; valasztasaval csak a; (mod m) all el§. Tth k-ra igaz, ekkor nézzik k+ 1-re. ay ... ags1
koziil néhanyat valasztva vagy valasztjuk agy1-et, vagy nem. Ha nem, akkor pontosan azok allnak elg,
amik aj ...a kozil, ha igen, akkor egyrészt elgallhat maga ajy1, masrészt az eddig el6allé szamok
mindegyikéhez hozzavehetjiikk ay41-et is. Ezért a feltétel igaz maradt, hiszen az Osszes lehetséges
esetet lefedtiik. A lépésszam polinomialis, hiszen O(nm) miveletet végziink (minden szamhoz a teljes
tablan végigmegyiink), ami ebben a spec. esetben azért polinomialis, mert m = O(n?). (Ha m-re nem
lenne korlat, akkor ez akar exponencialis is lehetne.)

. Szokasosan tetsz6legesen vélaszthatunk egy gyokeret, igy beszélhetiink szintekrdl és egyebekrsl. Min-
den csticshoz egy szamot fogunk rendelni (modjuk (7)), lentrdl felfele haladva. Ez a szam azt jelenti,
hogy a levelekbdl melyik a leghosszabb ut az adott csticsba. Egy v csiics vizsgalatakor meg kell vizs-
galni a rajta athalad6 utak koziil a leghosszabbat, ez a két legnagyobb szammal rendelkezé gyerekén
(mondjuk i és j) keresztiil megy, a hossza pedig I(¢) + {(j) + 1. Ha ez hosszabb, mint az eddigi leg-
hosszabb, akkor megjegyezziik, [(v) pedig (ha [(7) volt a maximalis) = (i) + 1. Bizonyitas indukcioval;

21



10.

11.
12.
13.

lépészam: minden cstucsot csak akkor vesziink kézbe, amikor 6t vizsgaljuk, és a sziil§jének vizsgala-
takor a két max. keresésben, igy O(3n) = O(n), ebbe a kezdeti gyokeresités és a bejaras szervezése is
belefér.

. Felvesziink egy T t0mbot n mérettel. T'[i] = 1 azt jelenti, hogy 1 - - - y; el6all jo sorozatokbol. T7i]

kitoltése: T[i] = A(1,0) V (T ANA(2,9)) V-V (THINAG+1,9) V-V (T[i — 1] A A(4,4)). Magyarul
megnézziik, hogy az eddigi helyes részekhez hozza tudjuk-e illeszteni az Gjat. A végeredmény T[m]-ben
talalhato. Ez O(n?) db meghivasa A-nak legfeljebb n mérett inputtal, innen kijon a jo lépésszam.
Elég csunyan hangzik, de nem az. Szokésosan valami olyasmire kell gondolni, hogy egy sor vizsgalata-
nal mar rendelkezésiinkre alljon az Gsszes megel6z6 érdekes adat. Vegyiink fel egy D t6mbot, ahol DJi)
értéke legyen az 1. . .14 szavak legkisebb hibaju tordelésének értéke! D[0] = 0 jelentse azt, hogy 0 szot
0 sorba hiba nélkiil be tudunk rakni. Amikor épp az i-edik szot vizsgaljuk, akkor a kdvetkezd lehetGsé-
geink vannak: i-t kiilon sorba vessziik, az ¢ — 1-ig bezardlag pedig a lehetd legjobb tordelést adjuk (jeé,
ez pont D[i—1]!); i—1-et és i-t vessziik egy sorba, az el6ttiik levoket pedig a legjobban tordeljiik (csak
nem D[i—2]7);...; 1-t6l i-ig csinalunk egy sort. Meg is van a képlet: D[i] = minj—y._,;(t3,+ D[j —1]),
a helyességet a fentl gondolatmenet adja. D[n] fogja az optimaélis tordelés értékét megadni. Ha meg
is akarjuk kapni a tényleges tordelést, akkor egy T tombben nyilvantarthatjuk, hogy adott i-hez
D[i]-nél hogyan kaptuk a minimumot, azaz hol van a sortorés. T'[n]-t6l visszafele lépkedve megkapjuk
a sortorések helyét. Mivel az i-edik szonal 1-t6l i-ig végignézzik az eddigi témbot (azaz 1,2,...,n
miiveletet végziink), a lépésszam O(n?) lesz.

Lasd kovetkezd feladat.

Lasd el6z6 feladat.

Alakitsuk a hataridéket a mai naptol induld szamozésra (ha sziikséges). Legyen Afi] a legfeljebb i
indexti feladatokat hasznalé maximalis profita titemezés: A[0] = 0. Ha ¢ > 0, akkor A[i] agy kaphato,
hogy az i indext feladatot megkiséreljiik a hataridejétdl visszafelé betenni a naptarunkba. Ha van
tires hely, akkor odatessziik és A[i] = A[i — 1] + P;. Ha nincs iires hely, de a legkisebb profiti munka
profitja (P;) kisebb, mint P;, akkor az M; munka helyére tessziik be a M; munkéat. Ez O(n?).

4. Szélességi bejaras, legrovidebb utak, parositasok

1.

Lesz egy F' tombiink, amit szamitoégépen témbként kezeliink, papiron tablazatba irjuk. Az s-t6l aktu-
4lisan ismert legrévidebb utak hossza szerepel benne. Kezdetben az s-b6l egy élen elérhetd csiicsokhoz
tartozik nem oo érték.

A|B|C| D]t
2|00 | 5|00 |
Most végig kell menni minden i csticson, és megnézni az Gsszes i-be befuto élre, hogy ennek segitségével
lehet-e javitani. Pl. a D cstcshoz tartozo érték igy szamitodik: min(F[D], F[A] + 3, F[C] — 2) =
min(co,2 + 3,5 — 2) = 3. Ezt az sszes cstcsra végig kell jatszani minden lépésben, azaz a k-adik
lépésben a kovetkez6t végezziik el:

Fr[A] = min(Fx_1[4], Fx—1[s] +

Fy[B] = min(Fy_1[B], Fr_1[A] + 1 ,Fr._1[D] — 1)

FL[C] = min(Fy_1[C), Fr_1[s] +5, Fx_1[A] + 4, F,_1[B] + 4)
Fr[D] = min(Fy_[D], Fk 1[A] 4+ 3, Fr—1[C] — 2)

Fe[t] = min(Fy_1[t], Fx—1[B] + 5, Fx_1[D] + 6)

A tablazat tehat a masodik lépés utan:
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A| B |C | D]t
2| 00| 5 |00 |0
213 |5] 3 |
Fontos, hogy mindig az el6z8 sorbol vessziik az értékeket, igy lehetséges az, hogy F[t] végtelen maradt
(ugyanis min (oo, F[B] + 5, F[D] 4 6) = min(co, 00, %0)). A kdvetkezs sor:
A| B |C | D]t
2|00 | 5|00 | @
213 |5] 3|
212|538
Itt is vegyiik észre, hogy t-hez még az el6z6 sorban szerepld értékeket hasznaltuk fel! Tovabb:
A| B |C| D]t
2| 00| 5|00 |
213 |5] 3 |
212 |5] 3|8
212|537
212|537

Kétféleképpen is észrevehetjiik, hogy befejezhetjiik. Egyrészt ha két sor megegyezik, akkor biztos nem
lesz a tovabbiakban valtozas, masrészt n csics (itt 6) esetén n — 1 sor (itt 5) kitoltése biztos elég.

B 3 c
3
A
\ 2
5
' X
D E
A|B|C|D E KESZ
0|3 || 5 00 A
013615 o0 AB
03|65 5+ AB,D
HaO0<ax<1:
0[3][6]5] bz ABDE
013|635 S+x AB.C.D.E
Ha 1l < a:
0] 3|6 |5 | mn(85+x) AB,C,D
03|65 |mn85+z) || ABCDE

3. Egy csillag (1 db n — 1 foka pont koriil n — 1 db els6fokt pont).

4. A problémat egy paros graffal fogjuk modellezni, az A cstucsosztaly a lehetséges ajanlok, a B csucs-
osztaly pedig az ajanlolevelek (minden palyazott helyre két darab). Egy ajanlo és egy ajanlolevél
kozott pontosan akkkor menjen él, ha az adott ajanlé megirhatja az adott ajanlolevelet.

Ebben a grafban minden (rész)megoldasnak megfelel egy parositas, ugyanis ha van egy helyes
(rész)megoldasunk, akkor a megfelels ajanlok és ajanlolevelek altal kivalasztott élek fliggetlenek lesz-
nek (ha nem lennének, az azt jelentené, hogy vagy egy ajanlo tobb levelet is irt, vagy egy ajanlolevelet
tobben is irtak). Hasonloan lathato, hogy egy pérositashoz mindig tartozik egy helyes részmegoldas.
A feladat tehat az, hogy keressiink egy, az ajanlolevelek cstcshalmazat lefedd parositast. Ezt a magyar
modszerrel megtehetjiik.

A lépésszam O(|V||E]) = O((m + 2n) - m - 2n) = O((n + m)nm), mert |V| = m + 2n, tovabba
|E| < m - 2n hiszen minden ajanlolevél-osztalybeli csics fokszama legfeljebb m lehet.

5. A 2 hosszu éleket helyettesitsiik 2, a 3 hossztiakat 3 élellel. Az utak hossza igy az élszam lesz (minden
ut annyi élbsl all igy, amilyen hosszi az eredeti grafban lenne), igy a szélességi bejaras hasznalhato
legrévidebb ut keresésére. A lépésszam O(3n + 3e) = O(n + e).

6. Vegyiink egy n hossza iranyitott utat! Ha a szélességi bejarast az utolsdé pontbol inditjuk, akkor
elakad, utdna az utolsé elGttibdl, ott is elakad stb., igy pont n komponenst fog csinalni. Ennél tobbet
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10.

11.

12.

13.

nem is lehet n pontbdl.

. Attol, hogy rakunk bele negativ élsulyt, még akar miikodhetne! Ugy kell negativ élsalyt belerakni,

hogy romoljon el, pl:

A bal oldali csticsbol futtatva az also cstucsra az alogritmus 1-et mond, pedig a legrévidebb ut oda 0
lenne.

. A tablazat alapjan vizsgaljuk az algoritmus futasat. Mivel a legkisebb élszamu graf kell, ezért csak

oda huzunk be élet, ahol az egyes lépésekben javitottunk (ide pedig kotelezs). Latszik, hogy v1-bol
indulunk. Az els6 sor miatt innen wva-be, vs-ba és vg-ba vezet él, a megfelels sulyokkal. A KESZ-be
vo-t valasztjuk, és a javitasok miatt rajoviink, hogy kell lennie egy vovs, vovy és egy vavg élnek, 3, 7
és 4 sulyokkal. A tovabbiakban minden ugyanigy (a grafot nem rajzolom fel). Csak az utolsé el6tti
lépésben lesz valasztasi lehetéség, hogy vs-et vagy wvg-ot vegyiik be a KESZ-be. Ettsl fiiggsen lesz
egy 2 silyt vqvs és egy 1 stlya vgvs éliink, vagy pont forditva. A P t6mb valtozasai (csak az els§
esetben):

L1 [wa w5 [ 04 [vs [ s ]
— | V1 | V1| U1 | V1| VU1
— | V1 | V2 | U2 | U1 | V2
— | V1 | V2 | U3 | U3 | V2
— | V1 | V2 | U3 | Vg | V2
— | V1 | V2 | U3 | Vg | V2

. A grafbol kihagyjuk a nehezek kozti éleket (4 pont). Szélességi bejarassal megkeressiik, hogy mely

cstcsok vannak az otthonnal egy komponensben, ezek lesznek elérhetsk (2 pont). Ez jo, mert pon-
tosan azokat az éleket hagytuk el, amiken nem mehetiink 4t, minden més benne maradt (ezt lehet
precizebben is) (2 pont). Lépésszam: éltorlések O(e), bejaras O(n + e), ami Gsszesen O(n + €) (2
pont).

Egy legrovidebb ut kétféle lehet: vagy hasznélja a negativ élet, vagy nem. ElGszor futtassunk egy
Dijsktrat (a szépség kedvéért hagyjuk ki a negativ élet), az i cstcsba vezetd legrovidebb ut hosszat
jelolje d;.". Jelolje u azt a cstcsot, amibdl a negativ él indul. Vilagos, hogy d helyes, hiszen a
negativ élen nem mehetiink at az 6 eléréséhez az eredeti grafban. Beldle is indithatunk egy Dijsktrat
(az eredeti grafon), hiszen ekkor el6szor a negativ él masik végpontjat veszi be a KESZ halmazba,
ami a definiciénak megfelel. Ezeket a legrovidebb értékeket jelolje d; . A legrovidebb utak tehat
min(d;", df +d;) képlettel szamolhatok. Lépésszam egy keresés és két Dijsktra, azaz O(e+n?+n?) =
O(n?) (az ugye mindenkinek vilagos, hogy egy egyszert grafban e = O(n?)).

Ez csak annyiban triikkos, hogy a varakozéasokkal ellentétben ez nem legrévidebb tit, hanem pérositas.
Ugyanis minden gazda-ponthoz parositani akarunk egy fat. Egyik pontosztaly tehat a gazda pontjai,
mésik a fak, akkor megy él, ha adott pontbdl elérhets a fa ugy, hogy utédna a kutya vissza tud érni. Itt
kell max. parositds, ami mehet magyar modszerrel, ami O(|V||E|) = O((n+ f)(nf)) = O(n2f +nf?),
a felépités pedig megy O(nf)-ben, ami nyilvan belefér (a tavolsagszamitas egy pont és fa és pont
kozott konstans idg).

A Bellmann-Ford algoritmus soran a tablazat i-edik sordban a kezdSpontbol a legfeljebb ¢ élszamu
legrévidebb utak hosszai szerepelnek (ezt nem kell kiilon bizonyitani!). Mivel tudjuk, hogy G-ben
minden 1t legfeljebb 25 ¢élbsl all, a tablazatot elég a 25. sorig kitdlteni. A lépésszam igy O(25n2) =
O(n?) lesz.

Az Osszefligg6ség és iranyitatlansag miatt a szélességi bejaras egy szélességi feszit6fat fog adni. A
paratlan szinteken 1év6 pontok szdma legyen x, értelemszerden a parosoké ekkor n —x. Ha x < n—x,
akkor valasszuk kézponti halmaznak a paratlan szinten 1év§ pontokat, egyébként a parosakat. Kénnyen
latszik, hogy minden pontra igaz, hogy vagy benne van a kivalasztott halmazban, vagy elérhets beléle
egy lépésben (elég csak a szomszéd szintre menni). A kivalasztott halmaz a skatulya-elv miatt biztos
legfeljebb n/2 méreti lesz. A lépésszam O(n + e), ami az OsszefiiggGség miatt O(e).

24



5. Kupacok
1.

BESZUR(3

BESZUR(1

MINTOR:

25



2. 3 max-kupacot fogunk nyilvantartani, az egyikbe mennek A betegei, a masikba B betegei, a harma-
dikba A V B betegei. Beszuras: a beteg tipusatol fiiggé kupacba (ahol jelenleg m < n beteg van),
O(logm) = O(logn). Ha A orvos végez, akkor a max(max, maxyp) sorszami beteget hivja be
(mivel a keresett elemek a kupacok gyokerében vannak, ezért ez konstans 1épés), majd a kivalasztott
beteg kupacaban csinalni kell egy MAXTOR-t, ami, ha m < n eleme van, akkor O(logm) = O(logn)
lépés. A helyesség trivialisan lathato.

3. Pontosan akkor, ha az eddig tarolt elemeknél kisebb z. Ez a feltétel sziikséges, hiszen a MINTOR
a legkisebbet fogja visszaadni, és ha az 0j nem az lenne, akkor mindenképpen bennemaradni. Az
elégségesség kicsit macerabb. Amit tudunk: x a gyokérig felment, és legalulrol indult. MINTORNEL
a legalso keriil  helyébe (nevezziik y-nak), az fog lefele menni. Azt akarjuk bizonyitani, hogy pont
az eredeti helyére keriil vissza (és mindenki mas is, aki az aton volt). Indukcioval az aktudlis szintre:
a gyOokérben most y van, egyik gyereke az eddigi legkisebb, és pont azon az oldalon van, ahonnan
x eredetileg ,feljott”. Mindenképpen 6 fog a gyOkérbe keriilni, ezért y vele fog helyet cserélni, azaz
ugyanazon az uton indul lefele, ahonnan x jott. Ez az érvelés pontosan ugyanigy megy tetszéleges
k6zbensd szinten is, ha y aktualis pozicidjat vessziik a gyokérnek.

4. Konstans (azaz O(1)), hiszen az i-edik legkisebb elem a gyokértsl legfeljebb i tavolsagra van, igy
elem koziil kell a tizedik legkisebbet megtalalni, ami konstans lépés (a legbutabb moédon is).

5. Lényegében egy bejaras, elindulunk a gyokérbdl, és amig k-nal kisebb elemet talalunk, addig kifrjuk,
ha > k-t, akkor az adott &gat hanyagoljuk, hiszen a kupac-tulajdonsag miatt arrafele csak még
nagyobbak lehetnek. Legfeljebb a nekiink jo elemek mindkét gyerekét vizsgaljuk meg feleslegesen,
vagyis O(2m) = O(m) vizsgalatot végziink.

6. O(n) lépésbdl ki lehet taldlni, hogy melyik 5 szam hiadnyzik. Ezeknek 5! sorrendje lehet, igy mindegyi-
ket végig tudjuk probalni. Minden egyes elemnek csak a sziil6jét és két gyerekét kell megvizsgalni,
hogy jo-e veliik a kupactulajdonsag (permutacionként 15 vizsgalat). Ha az adott permutécio jo, akkor
van egy lehetséges kitoltésiink. Minden lehet&séget megvizsgaltunk, igy az algoritmus biztos helyes.
Lépésszam: O(n + 5! - 15) = O(n). Ez azért optimalis, mert pusztan az 5 sériilt elem megtalalasa is
Q(n) lépés.

7. Hasznaljunk egy min-kupacot és egy max-kupacot, valamint a tarolt elemeket a két kupacban kossiik
ossz pointerekkel (hogy az egyik kupacban 1évs, a kezlinkben 1év6 elemrdl keresés nélkiil tudhassuk,
hogy hol taldlhato a méasik kupacban).

Felépit: pointerek inicializalasa + két kupac épitése: O(n +n +n) = O(n).

Beszir: pointer inicializalasa + besziras egyikbe és masikba: O(1 + logn + logn) = O(logn).
Mintér: min-kupacbo6l mintoér, max-kupacban pedig a megfelel§ hely torlése (annyi kiilonbséggel az
eredeti algoritmushoz képest, hogy nem a gyckérbsl, hanem valahonnan kézéprél inditjuk a torlést,
de az algoritmus ugyantigy fog mikodni). O(logn + logn) = O(log n).

Maztér: ugyanaz mint el6bb, csak szerepcserével.

8. Fejet asztalbaverGen egyszerd bizonyitas: mivel a gyokérben a legkisebb elem van, ezért nem lehet
hamarabb felépiteni, mint a legkisebb elemet megtalalni, ami pedig énmagaban is Q(n).
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6. Keresés, rendezés

1. n — 10 elég, mert kidobhatunk tetszSleges 9 elemet, utédna kozottilk a minimalis (amit n — 9 — 1
lépésben megtalalhatunk) biztos benne lesz az eredeti legkisebb 10-ben. De ennyi kell is, hiszen tth
van olyan algoritmus, ami legfeljebb n — 11 Osszehasonlitassal talal egy megfelel6 elemet. Ekkor az
osszehasonlitottsagi grafnak legalabb 11 komponense lesz. Igy, amennyiben a feltételezett algoritmus
mutat nekiink egy elemet megoldasként, ennek az elemnek a komponensén kiviil az Gsszes tobbi elemet
egy elég nagy szammal csokkentve az 6sszehasonlitott elemek viszonya nem valtozik, de a kivalasztott
elem biztos nem lesz benne a legkisebb 10-ben, vagyis a feltételezett algoritmus rossz valaszt ad.

2. Egy ilyen tombben biztosan létezik megfelels elempéar, hiszen a nem létezése azt jelentené, hogy
barmely két szomszédos elem megegyezik, igy A[1] = A[2] = --- = A[n], ami ellentmond a feltételnek.
Igy viszont a binaris keresés hasznalhato, ugyanis ha megfelezziik a tombot, akkor a felezésnél 16vé
elem az els§ és utolsod koziil legalabb az egyikkel nem egyenld, igy a megfelel§ iranyban folytatva
az eljarast az eredeti tulajdonsaggal rendelkezd, de feleakkora tombot kapunk. Vagyis az algoritmus
O(logn) lépés alatt végez.

3. A tombét tudjuk rendezni O(nlogn) lépésben pl dsszefésiiléses rendezéssel. Igy biztos, hogy a tobb-
szor eléfordulod elemek példanyai szomszédosak lesznek. Mar csak annyi a dolgunk, hogy végigolvas-
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10.

11.

12.

13.

suk a tombot, és minden lépésben a kovetkezd dolgokat tartjuk nyilvan: az el6z8 elem, a legutolso
tobbszorosként kirt elem, és az aktualis elem. Ha az aktualis nem egyezik az utolséval, akkor tovabb-
lépiink és az utolsot aktualizaljuk, ha egyezik, és az utolsé kiirt ugyanez volt, akkor tovabblépiink,
ha nem ugyanez volt, akkor kiirjuk és az utolsé kiirtat aktualizdljuk. A végigolvasas sordn min-
den cellaban konstans sok miiveletet végziink, igy O(n) lépésben kész vagyunk. A teljes lépésszam
O(nlogn) + O(n) = O(nlogn).

. Eszrevessziik, hogy x és y koordinata fliggetlen. Egy dimenzioban: ha csak két pont van, akkor két

pont kozott barhol lehet, rajtuk kiviil viszont rosszabb. Tehat a két szélsé pont kozott kell lennie, de
rajtuk kiviil a két széls6 kozott is stb, tehat paratlan pont esetén a kézépsén, paros esetén a kozépss
kett6 kozil valamelyiken vagy kozottiik (indoklas: ha nem igy lenne, akkor biztos, hogy tudnank
jobbat csinalni). Tehéat koordinatanként egy rendezés, és kozépss valasztasa, tehat O(nlogn)-ben
bent vagyunk.

. (a) Ladarendezés, 3n ladaval, O(n + 3n) = O(n).

(b) n-es szamrendszerben felirjuk a szdmokat (ez darabonként 7 osztés, vagyis konstans), utana
szamjegyenként radix (az n alapt szamrendszer miatt legfeljebb 7 jegytiek lettek a szamok), azaz
O(Tn + Tn) = O(n).

. El6szor meg kell keresni a toréspontot, ami O(n)-ben megvan. Az el6tte 16vS sorozatban a pozitivok

sorozata nd, a negativoké csokken, az utana lévében pont forditva. Igy a két pozitiv részt (a hatsot
természetesen megforditva) O(n)-ben Gssze tudjuk fésiilni, hasonloan a két negativot is. A végén
egyszeriien Ossze kell 6ket ragasztani. Koltség: pesszimistan is 40(n), ami O(n).

. Egy 5 hosszi ablakot tolunk végig a sorozaton. Az els§ elem biztos, hogy az els6 5 elem kozott van, igy

kozottiik minimumot keresiink, igy visszavezettiik a feladatot egy n — 1 méretii ugyanilyen feladatra.
5 elem koziil 4 Gsszehasonlitassal tudunk minimumot keresni, ezt n-szer kell megtenni (a vége miatt
kicsit kevesebbszer, de ez mindegy), igy a lépésszam O(4n) = O(n).

. A feltételekbdl kovetkezik, hogy biztos van lokalis minimum. Binéris keresést hasznalunk, ha az adott

korben Ali] egy lokalis minimum, akkor kész vagyunk, ha A[i—1] < A[i], akkor a jobb oldalt dobjuk el,
egyébként a balt. Tehat egy lépésben vagy megtalaltuk a kérdéses elemet, vagy kaptunk egy feleakkora
t6mbot, ami ugyanolyan tulajdonsagt, mint az eredeti. Ez igy O(logn) a binaris keresés elve miatt.

. Menjiink végig a tombén, és a hibas parokat (amik rosszul allnak) szedjiik kiilon. Ez azért kell, mert

a rossz szomszédok koziil legalabb az egyiket biztos megvaltoztattuk (hiba csak valtoztatasnal lehet),
viszont nem tudjuk, melyiket. Igy legfeljebb 2k elemet vettiink ki, ezeket O(2klog2k) = O(klogk)
idében tudjuk rendezni, utana O(n + k) id6ben Osszefésiilés. A kezdeti végigolvasas O(n), vagyis
Osszességében tényleg O(n + klogk) lépésben végziink.

A t6mbot O(nlogn)-ben tudjuk rendezni. Trivialis megoldéasként tehetjiik azt, hogy Vi-re megkeres-
siik binaris kereséssel, hogy szerepel-e a tombben b — Ai] érték. Ha igen, kész vagyunk, ha egyszer
sem talaltunk ilyet, akkor pedig nem. Ez legfeljebb n db binaris keresés, azaz ez a része is megvan
O(nlogn) lépésbol. (Persze egy egyszerti dinamikus programmal a méasodik részt linearis idében is
megoldhatjuk.)

Rendezziik az intervallumokat névekvs sorrendbe az a; koordinata szerint! A kovetkezs dolgokat
tartjuk nyilvan: min,, max,, sum. Kezdetben min, = a;, max;, = b;.

Ha a sorban [a;,b;] intervallum koévetkezik: ha a; < max,, akkor még a vizsgalt intervallumban
vagyunk, igy max, = max(maxy,b;). Ha a; > max;, akkor a kovetkezd intervallumig biztos van
sziinet. Ekkor ezt tessziik: sum-+ = max, —min,, min, = a;, max, = b;. A legutols6 intervallum
feldolgozasa utan (az utols6 nyitott intervallum-jelolt lezarasa miatt) sum-+ = max, — min,.
Bizonyitas pl. indukcioval (lényegében ez egy dinamikus programozasos feladat is egyben). Lépésszam:
a tényleges szamolas O(2n)-ben megvan, igy a renezéssel egyiitt a lépésszam O(nlogn).

Minimélis y kooridantaju pont lesz az egyik, ami meghatarozza, a masik pedig az y,n-€s pontbol
abszolutértékben legnagyobb meredekségti. Ha ezeken kiviil esne egy pont, akkor annak a meredek-
sége abszolutértékben nagyobb lenne. Meredekséget szamolni két pont ismeretében konstans, igy a
lépésszam két minimumkeresés, azaz O(n + n) = O(n). (Persze ugyanezt lehet z koordinata szerint
is, valamint minimum helyett maximummal is.)

Eszrevétel: ha van ilyen k, akkor ezeket kicserélhetjiik a k legkisebbre, hiszen az Osszegiik igy csak
csokkenhet, ami tovabbra is jo. Tehat elég mindig a k legkisebbel foglalkozni. Rendezziik a t6mbot,
és induljunk el az elejétsl. Folyamatosan Osszegezziik, és az els6 k-ra ahol igaz, kész is vagyunk, ha
pedig végigértiink, és nem volt ilyen, akkor biztos nincs. Ez igy rendezés és egy végigolvasés, azaz
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O(nlogn +n) = O(nlogn).

14. Mivel egy hianyzik, egy helyen elromlik a paritas (aminek ellendrzéséhez elég az utolsé szamjegyre
rakérdezni). Ezt a helyet keressiik meg binaris kereséssel, ami O(log(2% — 1)) = O(k).

15. A gyorsrendezés pontosan ilyen miiveleteket végez, az pont jo lesz itt is, a 1épésszam bizonyitasaval
egylitt.

16. Csinaljunk egy hisztogramot y-bol, vagyis egy 4 elemi témbbe irjuk be, hogy melyik karakterbdl
hanyat tartalmaz (magyarul ladarendezés). Ez O(k) = O(n). Ezutan csinaljunk egy hasonl6 témbot x
els6 k elemére (T} ), ami szintén ugyanennyi ids. Ha a két tomb megegyezik (ezt a 4 elem miatt O(4) =
O(1)-ben tudjuk ellendrizni), akkor talaltunk egy anagramméat. Ha az ablakot (ami altalanosan az
x;-nél kezdsdik) eggyel jobbra mozgatjuk, akkor --T,[x;] és ++T.[x; + k + 1] (azaz az elhagyott
karaktert kivessziik, a kovetkezot betessziik). A helyesség konnyen lathato, lépésszam: mind az n
pozicidra (igazabol kicsit kevesebbre) két tombmiivelet és egy 4 hosszi egyenldségvizsgalat (azaz
Osszességében konstans), tehat O(n)-ben ez a része is megvan.

17. Tth van olyan algoritmus, ami legfeljebb 2n — 2 &h-t hasznal. Ekkor adjunk neki 2n elemet, és
mi leszilink az ellenség. Jeloljiik meg magunknak az Osszes elemet, mert az eddigi 0 kérdés alapjan
barmelyik lehet a maximalis. Tartsuk tovabba azt is nyilvan, hogy melyik halmazban mennyi elem
lehet globalisan maximalis (kezdetben n és n). Ha a feltételezett algoritmus rakérdez két elemre,
akkor a kovetkezSképpen mondjuk meg a viszonyukat:

e a;7b;, az eddigi valaszainkbol mar kideriilt a viszonyuk: megmondjuk az igazsagot (a lehetséges
maximalis elemek halmaza ilyenkor nem valtozik)

® a;7a;: ha mar kideriilt a viszonyuk, akkor megmondjuk, ha nem, akkor tetszéleges viszonyt
mondunk rajuk (ezt feljegyezziik), és kihtizzuk a kisebbet a jeloltek koziil, meg a szamlalot is
megfelelen valtoztatjuk

e b;7b;: mint el6bb

® a;7b;, az eddigi valaszainkbdl még nem deriil ki a viszonyuk: eldénthetjiik, hogy melyik legyen
a kisebb. Ebben az esetben pontosan 1 elem maximalitasa lesz kizarva. Ugy valasztjuk meg a
relaciojukat, hogy abbdl a halmazbdl zarjuk ki valakinek a maximalitdsat, amelyikben a tébb
jelolt van. Ezutan megcesinaljuk a sziikséges adminisztraciot (kihizunk egy jeldltet és a szamot
aktualizaljuk).
Meg kell gondolni, hogy az igy definialt relaciokhoz mindig tudunk szamokat kitalalni (a kés&bbi
anyagban lesz errdl részletesebben sz, lasd topologikus rendezés). Ezen tal mivel egy kérdéssel leg-
feljebb 1 elem maximalitasa zarhato ki, igy 2n — 2 kérdés utan még legalabb 2 olyan elem van, ami
lehet maximalis (= megvalaszthatéo maximalisnak agy, hogy az eddigi valaszainkkal konzisztens le-
gyen). Viszont a stratégiank miatt biztos, hogy mindkét halmaz tartalmaz ilyet, igy ennyi kérdés
biztos nem elég a feladat megoldésahoz.

18. Q(nlogy n): ugyanugy kell bizonyitani, mint az oh. alaptu rendezések also korlatjat, csak itt ketts

helyett harom lehetGségiink van, igy Q(logsn!) fog kijonni. Ez viszont nem baj, mert Q(logsn!) =
Q(logy n!) ~ Q(nlogyn).
O(nlogyn) (vazlatosan): O(n) lépésbdl tudunk szélséértéket keresni: vesziink 3 elemet véletlensze-
rien, a kozéps6t kidobjuk. Ezt megcsinaljuk addig, amig csak 2 marad, ez lesz a minimalis és maxi-
malis (nem tudjuk, melyik melyik). Az egyiket véalasszuk ki, ha ez z, akkor a kozepso(z,a,b,) vagy
az a < b kérdésre valaszol, vagy az a > b kérdésre (attol fiigg, hogy a minimalisat vagy maximélisat
valasztottuk, és egy adott x-re ez konzisztens). Azaz az igy implementalt < fiiggvény tényleg egy
rendezést (vagy novekvs, vagy csokkend; nem tudjuk) definial a szamainkon:

< (a,b){return kozepso(z,a,b) == a}
Ez konstans id6ben szamolhato, tehat barmely < operatort hasznalé rendezés hasznélhato lesz ezzel
a triikkkel, abbdl pedig van O(nlog, n) lépésszama.
7. Keresé6fak, p-f fak, 2-3 fak

1. Tudjuk, hogy az inorder bejaras egy m csicsa kereséfabol O(m) lépésben rendezetten olvassa ki az
elemeket, valamint azt is, hogy két rendezett, a és b hosszu listat az Osszefésiilés egy rendezett listaba
tud rakni O(a + b) lépésben. Igy inorder kiolvassuk az elemeket a két p-f fabol, kézben Osszefésiiljiik
Sket, ami O(n) + O(k) + O(n + k) = O(n + k) lépés.
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Lehet, hiszen az x < 20, x < 18,z > 3, z < 15, x > 8, x # 9-et kielégits szam lehet, vagyis 9 < x < 15
kozil barmi jo, valamint a keres6fa tulajdonsag sem sériil sehol.

2=gyokér (postorder miatt), 7,6,8,5 a jobb részfaban van, tobbi a balban (inorder miatt) (3 pont).
Két lehetdségiink van, x = 6,y = 8 és © = 8,y = 6. Ezeket kiprobalva (az akutalis részfa gyokerét
meghatarozva, mint elgszor) kijon, hogy elgbbi lehet (3 pont), utobbi nem (4 pont) (ezeket végig kell
szamolni!).

. A minimalis elemszam trivialis: mivel a gy6kérnek van 3 gyereke, igy van legalabb 3 levél, de ennyi

elég is.

A maximaélis elemszamhoz meghatarozasahoz elGszor vizsgaljuk meg, hogy egyaltalan héany levél lehet
az egyes részfakban. A lehetséges intervallumok a feladat szerint [1, ..., 39], [40, ..., 49] és [50, ..., o0],
vagyis (mivel a 2-3 fa tulajdonsagai miatt mindhérom részfa azonos magassagi), a legfeljebb 10 elemd
kozépss részfa fog fels§ korlatot jelenteni a magassagra. Mivel n elem tarolasa esetén a szintszam
legfeljebb |logn + 1], igy ez a korlat 4. Vagyis a masik két részfaban legfeljebb 3%~1 = 27 elemet
tarolhatunk (ami nem mond ellent az intervallumoknak), igy Gsszesen legfeljebb 27 + 10 4+ 27 = 64
elemiink lehet.

. Tobbféle adatszerkezetet is felhasznalunk. F P-t taroljuk egy megfelels kereséfaban (pl. egy 2-3 faban)

annyi moédositassal, hogy az egyes értékekhez egy szamlélot is rendeliink, amit pontazonos besziras
esetén hasznalunk értelemszertien. Innen az F' P-re vonatkoz6 miiveletek egyértelmtiek, a 1épésszamok
is jok.

P, nyilvantartasara a ladarendezéshez hasonloan tartsunk nyilvan egy P;[1, ..., 30] tomb&t kezdetben
0-ra inicializalva. Ekkor egy P; pontos dolgozat beszirasakor a megfeleld szamlalot megnoveljiik eggyel
(O(1) 1épés). KORLAT(4, q) ekkor igy szamolhato: 23':1 P;[j], és mivel ¢ < 30, ez tényleg O(1) lépés.
A kétféle adatszerkezt 1épésszamait Osszevetve lathatjuk, hogy az elsirt miveletek az elGirt 1épéssza-
mokba beleférnek.

. Ekkor a bal részfaban legfeljebb 16 elemet tarolhatunk, tehat legfeljebb 5 szintje lehet. Mivel minden

levél egy szinten helyezkedik el, ezért a kozépsd és jobb oldali részfa is legfeljebb 5 szintd lehet. Ebben
az esetben itt 81 és 81 elemet tarolhatunk legfeljebb. Ezeket 6sszeadva kidertil, hogy ennyit muszaj is,
hiszen csak igy lehet 178 elemet tarolni. Ekkor viszont a masodik kulcs a gyokérben 16 481+ 1 = 98
lesz.

. (a) Két csucs esetén pl. nem lehet, hiszen a gyereknek muszaj pirosnak lennie, mig a testvére (aki

levél), fekete.
(b) Mi az hogy, nagyon is! Mondjuk az el6z6 példaban szerepld.

. (a) Van olyan fa, amiben ez igaz (pl. legalabb 3 elemet tartalmazo teljes fekete fa), de van olyan is,

ahol nem (pl. 2 db értéket tarols fa). Es mivel a kérdés tgy értelmezends, hogy ,tetsz6legesre igaz-e”,
ezért az ellenpélda bizonyitja a nemleges valaszt.

(b) Biztos, hogy nem, hiszen a gyokeret nem pirosithatjuk be, més helyen viszont ez aszimmetrikusan
megvaltoztatna a fekete magassagot. (Természetesen ide is elég lenne egy ellenpélda.)

. Legyenek a magassagok m; és mq! Az altalanossag megsértése nélkiil legyen m; < mo. Ekkor (mi-

vel minden kulcs az egyikben kisebb, mint a méasikban) a levelek nem fognak &atlapolodni. Ezért
egyszeriien az my — mq-edik szinten beszurjuk a szokasos algoritmussal a kisebbik fa gyokerét, ami
O(mg — mq) lépésben menni is fog. Azért konnyt eldonteni, hogy melyik a kisebb, mert a magassé-
gokat ki tudjuk olvasni a gyokérben. E feltétel nélkiil meg kéne hatarozni a magassagokat is.

Ha nem kell cstucsvagas, akkor a levéltsl a gyokérig végig megnoveljiik eggyel a téarolt értéket (ez
belefér az O(logn)-be). Ha kell, akkor a vagott cstucsokra tjra kell allitani az értéket (a levelek f6l6tt
ez trivialis, feljebb pedig a gyerekekbdl konstans idében kiolvashato és dsszeadhato), egyébként a +1
ugyanugy terjed felfelé. Ez az eset is belefér O(logn)-be.

Lényegében ugyanaz, mint a kovetkezd feladat.

A levelekben nem csak a konkrét értéket taroljuk, hanem egy szamlélot is, hogy az adott elembdl
hanyat tarolunk (igy kicsit modosul a torlés és beszuras). Azt is nyilvantartjuk tovabba minden
cstcsra, hogy a beléle kiindula részfaban hany elem van (ez ugyanaz, mint a kettével ezel6tti feladat,
csak a tobbszoros elemkre is kell egy kicsit figyelni). A K-adik elem egy keresés, ahol (a részfaméretek
alapjan) mindig arra megytink, ahol még épp nem lépjiik ttl K-t (értelemszertien kozben folyamatosan
osszegezzik a ,kihagyott” részfak elemszamat). A fanak m levele lesz, a szokasos miiveletek nem
valtoznak, igy a miveletek O(logm)-ben menni fognak. (Természetesen célszerd szépen leirni az
egyes miiveleteket, ez csak egy vazlat. Tovabba p-f faval is meg lehetne oldani a feladatot, bar azzal
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

kicsit macerabb.)

2F —1 szamot tudunk egy pontosan k szint( teljes binaris kereséfaban tarolni, igy ilyet fogunk csinalni.
Mivel a fa alakja adott, csak azt kell kitalalni, hogy melyik szam melyik csticsba keriiljon. Viszont azt is
tudjuk, hogy egy binéaris keres6fat inorder bejarva a benne tarolt elemeket névekvd sorrendben kapjuk
meg. Igy meg tudjuk tenni, hogy felépitiink egy ,bianké” k szintii teljes binaris fat, futtatunk ra egy
inorder bejarast, és a névekvden rendezett elemeinkbdl egy cstics meglatogatasakor mindig odarakjuk
a kovetkezdt. A szamok kiilonbézdsége miatt 28 — 1 < n, igy a fa felépitése O(2%F — 1) = O(n), a
szamok ladarendezése (minden feltétel adott az alkalmazhatosighoz) O(2F — 14 n) = O(n), majd a
bejaras O(2F — 1) = O(n). Ezeket &sszegezve a lépésszam O(n).

Keresofat definialjuk (1 pont). Minden egyes pontban a bal részfak mérete kell (1 pont). Algoritmus
(dinprog): a csticsokban (v) két szamot tartunk nyilvan: a bal részfa méretét (b,), valamint a teljes
részfa méretét (f,). Levelekben b, = 0, f, = 1 (ez nyilvan helyes). Lentrol felfele toltjiik az értékeket,
ha v gyerekei i és j, akkor b, = f;, f, = fi+ f; +1 (ha a lentebbi értékek helyesek, akkor induktivan
ez is helyes lesz). (algo: 4 pont, indoklas: 2 pont). Minden csiicsot legfeljebb 2-szer vizsgalunk (amikor
6t, és amikor a sziilgjét toltjiik), valamint a csicsokon megfelelGen végigmenni egy bejarassal linearis
ids, igy a lépsszam O(n + 2n) = O(n) (2 pont).

Fekete magassag definicidja (1 pont). x és y azonos szind, mert ha nem lenne az, akkor a gyokérben
a fekete magassag a két adgon kiilonbozs lenne (3 pont). x gyerekei kiilonb6z6 szintiek, mert ha
egyformak lennének, akkor a két adgon sériilne z-ben a fekete magassag (1 pont). z-nek tehat van
piros gyereke, igy & kotelezen fekete (4 pont). Ezekbdl kovetkezik, hogy vy is fekete (1 pont).

Ha nem volt cstcsvagas, akkor mind az 1000 elemet egy 2 gyereki csticsba kellett beszirni. Ilyen (a
trivialis, 1 elemet tarolos esetet leszamitva) csak vagas soran keletkezhet, igy mind az 1000 elemet
egy eredetileg is 1étez6 2 gyerekd csiicsba kellett beszirni, vagyis 0sszesen legalabb 2000 elem biztos,
hogy maéar a faban volt.

Nem, ellenpéldat lehet ra adni egyszertien: a gyokérben mondjuk legyen 1, ennek (egyetlen) fia 3,
ennek pedig két fia, 2 és 4. Az ut: {1, 3,4}, ettdl balra van 2, ami nem kisebb, mint 1.

A gyokér mindenképp y szerint a legkisebb lesz, a kupac tulajdonsag miatt. A kereséfa tulajdonsag
miatt egyértelmi, hogy kik lesznek a bal-, és kik a jobb részfaban, de itt megint egyértelmi a kupac
tulajdonsag miatt, hogy ki lesz az els6, és igy tovabb rekurzivan.

Ezt igy elég macera lenne bizonyitani, ezért egy ennél erésebb dolgot fogunk. Allitas: az ilyen beszii-
rasok soran kizardlag a legjobboldali it mentén vannak harmadfokt csticsok. Indukcioval n = 1. ..
kevés esetre konnyen latszik. Tth n-re igaz, most beszurjuk n + l-et. Ez nyilvan a legjobboldalra
megy, ha ott éppen egy mésodfoki csics van, akkor a feltételnek megfelelGen csak ott hoz létre egy
harmadfokut, méas nem valtozik. Ha cstcsot vagunk, akkor masodfoktuak keletkeznek, ami nem za-
var minket, valamint a feljebbi szinten ugyanigy a legjobboldalon keletkezik egy beszurasi igény. Ez
felfele rekurzivan pedig pont ugyantugy muikodik, ahogy azt lattuk.

Mivel az O(logn) magassagt faban csak egy gyokér-levél aton lehetnek harmadfokt csicsok, ezért a
szamuk is legfeljebb O(logn).

A gydkér bal és jobb részfajaban pontosan 28~ — 1 elem van, a bal oldaliak nagysag szerint a gyokér
elttiek, a jobb oldaliak a gyokér utaniak. Ha a bal oldalrél hianyzik valaki, akkor a gyokér 251 41,
ha a jobb oldalrél, akkor 2¥~!. Ezzel visszavezttiik a feladatot egy eggyel kisebb magassagura, amit
rekurzivan ugyanigy tudunk tovabb kezelni, tehét a lépésszam a szintszammal aranyos, azaz O(logn).
Indukcioval szintszam szerint. [ = 1 szintre biztos igaz. Tth igaz valamilyen [ —1-ig, belatjuk [-re is. Az

indukcios feltétel szerint a bal és jobb részfaja is teljes binaris fa, a benniik tarolt elemek szama 2 —1
201 2.2l 1 N 22592 _ 9
2l —1 2l —1 2li—1

(az els6 egyenl6tlenség azért igaz, mert a bal részfa legalabb 1 szinttel magasabb, mint a jobb, a
masodik pedig azért, mert a nevezébdl egy nagyobb szamot vonunk ki, igy a tort értéke csokken),
ami ellentmond a feltételnek. Hasonléan [; > I, is lehetetlen, igy I, = [;, pont, amit bizonyitani

akartunk.

és 2% — 1, ha a bal- és jobb részfa szintszama [, és l;. Tth Iy > I, ekkor

8. Hash

30



10

22 10

22 31 | 10

1. (a) 22 4 31 | 10
22 15| 4 31 | 10

22 15 | 4 28 31| 10

22 1514|1728 31 | 10

22 15 4| 17| 28 88 | 31| 10

22 59 | 15 | 4 | 17 | 28 88 | 31| 10

(0] 1[2]3[4]5[6]7[8]9][10]
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22 10

22 31 | 10
v/ am an
22 4|15 | 28 31| 10

22 4 |15 | 28 | 17 31 | 10

22 | 88 4 |15 | 28 | 17 31| 10

22 | 88 59 [ 4| 15| 28 | 17 31110

(0 [1[2]3[4]5[6[7[8[9]10]

26
9. 3| 26
48 | 3 | 26

14 48 | 3 | 26 15

14 48 13126 | 7 15

3. Vegyiik észre, hogy mivel az eredeti tadblaban a méretkorlat miatt legfeljebb M elemet taroltunk,
valamint az Gj hash-fiiggvény minden eredeti hash-értéket M tavolsagra helyez egymastol, igy az
1j tablaban a kiilonb6z6 hash-értéki elemek nem iitkozhetnek linearis proba esetén (ehhez legalabb
M +1 eddigi {itkozés kellett volna). Igy iitkdzés csak azért adodhat a masodik esetben, mert az {itkozs
elemek hash-értéke megegyezik. Ezekben az esetekben viszont ugyanezek az {itkdzések megtorténtek
az eredeti tablaban is (a probasorozatok értékfiiggetlensége miatt). Tehat legalabb annyi iitkozés volt
az els6, mint a masodik esetben.

4. Kiszamoljuk a hash-értékeket, hogy tudjuk, ki van a helyén és ki nincs.

z || 5]19]3]33]23
R@ 57 [0 909
Latszik, hogy 5 és 23 a helyén van, mig senki més nincs. Mivel iitkozés esetén a linearis proba miatt
mindig eggyel balra lépiink, ezért 23 hamarabb jott, mint 33, az pedig hasonlé okokbdél hamarabb,
mint 3, az pedig hamarabb, mint 19 (indoklas: ha nem igy lett volna, akkor az adott hely szabad
lett volna, és nem a jelenleg lathato pozicioban lenne valaki). Az is latszik, hogy 5 nem zavar senkit,
vagyis a beszurasi sorrend: 23 — 33 — 3 — 19, és 5 pedig tetszdleges.
5. (a) Nem, pl egy elem volt a tablaban, és azt toroltiik.

x elemre h(z) > i. Ha ilyen helyzet nincs, akkor j6 a tabla. Arra kell gondolni, hogy a tablan
végighaladva mindig az utols6 iires hely érdekel minket. Induljunk el a végér6l, és minden elemre
szamoljuk ki h(z)-et, és nézziik meg, hogy a nyilvantartott utolso iiresrdl vagy arrol tulrol szarmazik-
e. Ha igen, akkor mashol nem lehetett hibas torlés, hiszen ha mégsem ott lett volna, akkor a torlés
el6tt is rossz lett volna a tabla. Bokjik be az utolso liresen a torlés-bitet! A tabla jo lesz, hiszen helyes
torlés utén is igy nézne ki a tabla. Egy végigolvasasbol megvoltunk, tehat linearis az algoritmus.
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10.

11.

. (a) Mindkét esetben legfeljebb n, ugyanis 2 hosszi csomoéink vannak, és minden csomdban legfeljebb

1 itkozés torténhetett (mindkét esetben tobb litkozés esetén legalabb 3 hosszi lenne a csomo). n
pedig lehetett is, pl linearis proba esetén minden 3i+ 2 helyre két elemet beszurva, kvadratikus proba
esetén minden 37 + 1 helyre két elemet beszarva.

(b) Lasd az el6zét.

. Nyilvan akkor torténik a legtobb titkozés, ha a (ciklikus értelemben) leghosszabb folytonosan kitoltott

rész legvégére probaljuk beszurni az 1j elemet. Igy elindulunk a tomb elejérsl, az els6 iires sorozat
végéig elmegyiink (a ciklikussag miatt célszerd igy), ez O(n), utana amig kitoltott sorozatot talalunk,
egy szamlalo értékét noveljiik. Ha iires jon, akkor a szamlalo értékét eltaroljuk (feltéve, hogy nagyobb
az eddig eltaroltnal), majd nullazzuk. Ha korbeértiink, akkor vége. Ez még egy végigolvasas, tehat
O(n) + O(n) = O(n) lépésbsl megvan az egész.

. Nem az 0sszes lehetséges értéket veszi fel. Ki kell szamolni mind a 7 lehet&séget, és latszik.
. Konstruktivan: legyen h(z1) = h(xz), ezutdn h(x;) = h(x;—1) — 1. Igy csak x1-hez és x9-hoz tartozo

értek egyezik meg, mégis lathato, hogy tetszéleges nagy n-re n hosszi csomonk lesz (és minden
beszuras iitkozéses volt).

M = 35 esetén a 3...33 szamok a sajat helylikre keriilnek, 0 (mod 3) helyekre, 36...69 szamok 1
(mod 3) helyekre, 72...90 szdmok pedig 2 (mod 3) helyekre, és mindegyik elfér, tehat nincs titkozés.
M = 36-nal csak 3...33 fér be {itkdzés nélkiil, 36 .. .69 pont ugyanezekre a helyekre menne, 72...90
szintén. Innen mar ki lehet szdmolni.

(a) Tfh to > t;. Ekkor vegylink egy to hosszi sorozatot a 2M méretd tablaban, és nézziik meg,
hogy ezek hogyan helyezkednének el az eredeti tablaban (a beszurasok sorrendje megegyezik!). Ve-
gylik észre, hogy az eredetibe besziraskor, ha egyéb {itkdzés nem volt, ugyanezt a sorozatot kapjuk
(ciklikus értelemben, modulo aritmetika miatt), vagy esetleg hosszabbat is (linearis proba miatt). Ez
ellentmond a feltételnek, tehat to < t1.

(b) Ellenpélda: |0[4]2| (mod 3), de |0] |2 |4] | (mod 6),t; =3,t2=1,¢és3 £ 2-1.

9. Mélységi bejaras, DAG, valamint alkalmazasaik

1.

3.

5.

A mélységi szamok jelentik a sorrendet, ami szerint meglatogattuk a csicsokat. Tehat x volt az
els6, ebbdl megy él y-ba, y-bol u-ba, majd u-bol v-be. v befejezési szama miatt tudjuk, hogy v-
b6l nem tudtunk tovabblépni, ezért visszaléptiink u-ba. Viszont u még nincs befejezve, igy van egy
u — w éliink is, ahonnan megint visszaléptiink. Most visszalépiink u-bol, majd y-bol is, és latjuk,
hogy a-b6l mentiink z-be (x — z él). Ezek utén visszalépdeltiink, és elkésziiltiink. (Ha egy hasonld
vizsgafeladatban valaki felrajzolja indokléas nélkiil a fat, az legjobb esetben is legfeljebb 4 pontot ér a
10-bél.)

Természetesen G nem rekonstruélhato, mert csak az adott bejaras szerinti faéleket tudjuk vissza-
allitani, az el6re-, vissza- és keresztélekrdl nincs informacionk (pontosabban néhéany él létezését ki
tudnank zarni, de ez nem elég a graf rekonstrualasahoz).

. Felvesziink egy grafot: csicsai a téblazat mezdi, élei a mezdk kozotti megengedett lépések (a nove-

kedési feltételt is figyelembe véve), az élstilyok a mezSk értékei. Konnyd latni, hogy egy, a bal also
saroknak megfelel§ csiicsbol a jobb felsGig tarté Ut pont egy megengedett 1épegetés, igy ebben a
grafban egy leghosszabb utat kell keresni a bal als6 csiicsbol indulva. A 1épési szabalyok miatt a graf
DAG, igy O(|V| + |E|) 1épésben ez megtehets, ami jelen esetben O(n? + 2n?) = O(n?), hiszen n?
cstucsunk van, és minden cstcsbol legfeljebb két él indul.

Epitiink egy grafot, melynek cstcsai a boritékok, és i csiicsbol pontosan akkor megy él j-be, ha a
j boriték belerakhato i-be. Ekkor egy irédnyitott ut a grafban megfelel egy helyes boritéklancnak,
tovabba egy helyes boritéklanc mindig felirhaté egy iranyitott utként a grafban. Ez a graf DAG,
hiszen ha lenne benne iranyitott kor, akkor ez azt jelentené, hogy valamely boriték belefér sajat
magaba.

Innen mér latszik, hogy ebben a grafban leghosszabb utat kell keresni, és ha ez legalabb L hosszq,
akkor van ilyen ldnc (és meg is talaltuk), egyébként nincs. Mivel egy DAG-unk van b csticesal és O(b?)
éllel, igy a leghosszabb 1t megkeresése O(b + b?) = O(b?) 1épés lesz.

. Minden cstcsbol egy mélységi bejarassal ellendrizziik, hogy ilyen-e. Ha taldlunk, akkor megallunk, ha

nem, akkor pedig nem is lehet (kiilonben valamelyik bejaras megadta volna). Ez Gsszesen O(n(n +
e)) = O(ne + n?).
A tabla mez6it vessziik egy graf csucsainak, az élek a megengedett 1épéseket jelolik, sulyuk a mezd
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10.

11.

12.

13.

14.

silya, ahonnan indulnak. Legyen egy forras, ami az 6sszes els6 oszlopbelihez hozza van kétve 0 sullyal,
és egy nyels, amibe az utolsé oszlopbol vezetnek élek. Igy egy megengedett lépkedés pont egy ttnak
fog megfelelni a grafban a forrastol a nyelsig. A graf DAG, a lépések definicioja miatt. |[V| = O(n?),
|E| = O(n?) (minden csticsbol legfeljebb 3 él indul, a forrasbol pedig n db), igy a legkisebb dsszegt
lépkedés pont egy legrovidebb it a forrasbol a nyelébe, ami O(|V| + |E|) = O(n?) 1épésben megvan.

. Vegyiink fel egy 2n csucsu grafot, ahol az egyes cstucsok adott személy sziiletésének és halalanak

felelnek meg (S;-re v; s, s v;p). A graf élei jelentik az id6beli megelGzést, azaz vi-bol vi-be futo él azt
jelenti, hogy vy esemény v; el6tt tortént. A sziiletési és halal cstcsokat személyenként értelemszertien
Osszekotjiik. A t6bbi él az informaciokbdl jon, pl. S; személy élete sordn sziletett S; esetén egy
(Visz,Vjs2) €8 (Vjsz,vip) €let hiizunk be (a tobbi is értelemszertien). Az informéciokban pontosan
akkor nincs ellentmondas, ha a graf DAG (egyik irany: ha lenne ellentmondés, akkor az kort jelentene
a grafban; maésik irany: ha kor van a grafban, az egy esemény sajat maga el6tti bekovetkeztét jelenti,
azaz ellentmondas). |V| = n, |E| = O(n + 2k) (£let” élek és allitasonként legfeljebb két él), DAG-sag
eldontése mélységi bejarassal O(|V| + |E|) = O(n + k).

. Felvesziink egy iranyitott grafot, ahol a csiicsok az akrobatak, két akrobata kozott akkor fut

él (értelemszeri iranyitéssal), ha az egyik raallhat a mésikra. Egy iranyitott ut a grafban pont
egy helyes egymasraallasnak felel meg. A graf DAG, ha nem lenne az, akkor valaki sajat maga-
nal nehezebb és magasabb lenne. A leghosszabb utat keressiik, ami mélységi bejaras segitségével
O(|V| + |E|) = O(n + n?) = O(n?) ebben az esetben.

. n, ilyen példaul egy iranyitott ut, ahol pont az irannyal ellentétesen vessziik a csticsokat. T6bb nem

lehet, hiszen n cstcsa van a grafnak.

. Ha egy iranyitatlan grafban n — 1 élnél tobb van, akkor biztos van benne kor (de ha ennél keve-

sebb, attol még lehet benne kor!). Igy inditunk egy mélységi bejarast, amit n él vizsgalata utan
automatikusan leallitunk, egyébként meg magatol is a megadott lépéskorlatban megall.

Vegyiink fel egy grafot, csicsai a szamitogépek minden idépillanatban ¢y és ¢1 kozott, élei (iranyi-
tottak) az tizenetek. Vegyiink fel még éleket az ugyanahhoz a géphez tartozo szomszédos id6pontok
kozott is eldrefele! Ebben a grafban az x gépbdl pontosan azok érhetdk el iranyitott aton, akik le-
hetnek virusosak (ezt kicsit indokolni kell). Igy 2-bél egy bejarast inditva megtalaljuk a kérdéses
gépeket. |V| = O(n(ty — to)), |E| = O(n(t1 — to) + m) (sajat élek és legfeljebb m iizenet), igy a
bejaras lépésszama O((t1 — to)n + m).

Epitiink egy grafot, ami mind az n kozbeess benzinktthoz (+ a kezd6- és végponthoz) tartalmaz L csii-
csot; v; ) jelentése: az i-edik kuthoz [ liternyi benzinnel érkeztiink. Az élek egyértelmtien behtuzhatok a
fogyasztas alapjan (vagy tankolunk és gy megytink tovabb, vagy nem tankolunk), igy minden csics-
bol legfeljebb 2 él indul ki; a feltételek alapjan tiltottakat (elfogyd benzin, kevés benzinnel célbaérés)
eleve nem huzzuk be. Az élek stilya 0, ha nem tankolunk, és a tankolas koltsége (a tankoland6 mennyi-
ség és az ar ismeretében konstans id6ben meghatarozhato), ha tankolunk. Ebben a grafban egy leg-
révidebb it pont a legolesobb utazést fogja jelenteni. A graf DAG (csak benzinkutak kozott, elrefele
mennek élek), igy a legrovidebb it megkeresésének lépésszama O(|V |+ |E|) = O(Ln+2Ln) = O(Ln),
ami pont jo is. (Ha nem csak a szomszédos kutakat néznénk, hanem minden katbdél behiznank az
Osszes élet, ahova eljuthatunk, akkor kutanként és literenként 2 helyett O(n) él indulhatna ki, igy
adodna ki O(Ln?) — természetesen O(Ln) = O(Ln?), igy a leirt megoldés is helyes).

Adott i szamra meg tudjuk nézni, hogy x és y csics kozott van-e legfeljebb i stulyn ut, azaz az
i-nél nem nagyobb sulyu élek kihagyasaval x-bsl van-e at y-ba. A legkisebb olyan i szam, amire
van megfelel6 at, pont a minimélis salyu at sulya. Mivel csak 1,...,k kozotti élsilyaink vannak,
binaris kereséssel meg tudjuk keresni a megfelels i-t. A sziikséges ut létezésének eldontése mehet pl
mélységi bejarassal, ami O(|E|4|V|), viszont itt az sszefiiggéség miatt [V| = O(|E|). Osszesen tehat
a lépésszam O(|E|logk).

Ha adott egy 7 permutacio, akkor egy bejarassal O(e + n) lépésben el tudom donteni, hogy van-e
megfelels, k hosszt ut (csak a m szerinti aktudlisan kovetkezs cimkéjd éleket vessziik létezének a
bejaras 1épései soran). Osszesen k! permutaci6 lehet, igy mindet végig tudjuk nézni O(k!(e + n))
lépésben.

Indukcioval a pontszamra. n = 1-re trividlisan igaz. Tth n-re igaz, kérdés, hogy igaz-e n + 1 pontra?
Ha van egy n+1 pontt irdnyitott grafunk, akkor véletlenszerten valasszuk ki egy pontjat. A maradék
n az indukcios feltevés szerint felbonthato megfelen két DAG-ra (persze simén lehet, hogy az egyik,
masik, vagy mindketts akar 0 élet tartalmaz, de ez minket nem zavar), ezeknek van egy topologikus
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sorrendje. Az n + l-edik pont bejovs éleit rendeljiik az egyik DAG-hoz, ettsl az DAG marad (a
topologikus sorrendben az aktudlis lesz az utols6é pont, a tobbit nem zavarja), a kimend éleket pedig
amasik DAG-hoz (hasonloan az is DAG marad). Igy az allitast igazoltuk (és mellesleg a bizonyitasunk
konstruktiv is, azaz ez alapjan tényleg tudunk csinalni egy ilyen felbontést).

Minimalis ko6ltségii feszitéfak

. A Prim algoritmust fogjuk példaképp futtatni.

Kezdjlink mondjuk A-val. Kezdeti kitoltés:

A|B|C |D|F|F |G
KOZEL x |A]A[A] A]A]A
MINSULY | * | 1 |oo | 1 |0 |00 | 3 |
Furcsanak ttinhet, hogy mondjuk F-hez is A van kozel, de a koztiik levs sily agyis végtelen, ezért ez
nem probléma. ElGszor mondjuk B-t valasztjuk, hozza A van kozel, tehat AB élet vessziik be. B igy
bekeriil az U halmazba, az § dolgait kitakaritjuk, és a belSle kiindulo élekkel frissitjiik a tablazatot,
pl. C-hez B-bdl 4-gyel jutunk, ez kézelebb van, mint A-bol co-nel.

A|B|C|D|FE|F |G|H
KOZEL x| x | B|A|B|A|A| A
4 oo | 3| o0

MINSULY | = | = | 4 | 1
Most csak D-t vehetjik be, méghozzas az AD éllel:

A|B|C|D|FE|F |G
KOZEL x| x| B| x| D| A| A
MINSULY | « | « | 4| x| 2 |oco| 3 | o0

Erdemes megfigyelni, hogy AD él nem jatszott, hiszen mar A € U, valamint E-hez kozelebb van D,
mint B-hez, tehat az frissiil. Most E jon, a DFE éllel:

A|B|C|D|FE|F
KOZEL x | x| B | % * | B
MINSULY 4 6
Most G, EG éllel:
A|B|C|D|FE|F
KOZEL ¥ | x| B | % * | B
MINSULY | = | x | 4 6

aztan H, FH-val:
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A|B|C|D|FE|F |G
KOZEL *x |« | B| x| « | E| %
MINSULY | x 4 % | % | 6| %
majd C, BC-vel:
A|B|C|D|FE|F |G
KOZEL x | x| x| x| x| C| %
MINSULY | % | = | = | % | x| 5 | x| *

végil F, a C'F él felhasznalasaval:

KOZEL

MINSULY | * | % | * | * | * | = | * | =
Kész vagyunk.

2. A Kruskal algoritmus biztosan mininalis feszit6fat ad, ezért megnézhetjiik, hogy mit csinalna. El6szor
az 1 sulyu élek koziil fog valasztani, beldliik tud épiteni egy k — 1 el fat. Tobbet nem, hiszen akkor
biztos kort csindlna. Utdna a 2 sulytak kiévetkeznek, belsliik [ — 1-et lehet valasztani hasonlé okok
miatt. A végén az x; és y; pontokon lesz két feszitéfa, ezeket muszdj egy 3 sulyu éllel 6sszekotni. Tehat
(k—1)-1+(—1)-2+3=k+2l. (Fontos észrevenni, hogy az indoklas azért ilyen egyszerd, mert
a vélasztasok helyességét nem kell kiilon bizonyitani, hiszen azt tudjuk, hogy az algoritmus helyesen
miikodik.)

3. Gyakorlatilag az UNIO-HOLVAN adatszerkezet hasznalhaté valtoztatas nélkiil, mivel elég a graf
komponenseit nyilvantartani. Van ut két cstics kézott, ha egy komponensben vannak, és nincs ha
nincsenek. Egy csics felvétele létrehoz egy j komponenst (halmazt). Egy 0j él vagy Osszekot két
komponenst (képezi az uniojukat), vagy nem valtoztat semmin (attol fliggden, hogy komponensen
beliil vagy kiviil megy). A lépésszamok megfelelésége kovetkezik az UNIO-HOLVAN adatszerkezet
miiveleteinek lépésszamaibol (természetesen felsorolando).

4. El6szor belatjuk, hogy amennyiben minden él silya kiilonbo6z6, akkor pontosan 1 minimalis stlyt

feszit6fa van. Tth ez nem igy van, azaz IF;, F5 feszit6fa, mindketts silya minimélis, és Je él ugy,
hogy e € Fi,e ¢ F5. Ekkor e behuzasaval egy kor keletkezik Fh-ben, ez a kor legyen C. Ha e silya
kisebb, mint C' valamely élének silya, akkor C-nek ezt az élét e-re cserélve F; silyat csokkenthetnénk,
vagyis F» nem lehetett minimaélis. Ha e silya nagyobb C' barmely élének stulyanal, akkor viszont a
piros szabaly alkalmazhato (s6t, alkalmazando!) ré, vagyis nem lehetett volna Fy része.
Tehat a minimalis silyu feszfa egyértelmiisége miatt elég azt ellendrizni, hogy f része-e ennek a
feszfanak. Sajnos magat a feszfat tul driaga lenne megkeresni, de nem is kell: nézziik meg, hogy
alkalmazhato-e f-re a piros szabaly. Azaz keressiink f-et tartalmazé kort G-ben (pl bejarassal) ugy,
hogy f-en kiviil csak a nala kisebb sulyu éleket hasznalhatjuk. Ha van ilyen kor, akkor f-re alkalmaz-
hato a piros szabaly, vagyis nem része a minfeszfanak, ha pedig nincs, akkor f-re nem alkalmazhato a
piros szabély, tehat része a minfeszfanak. Mivel csak egy bejarast csinaltunk (pl mélységi), a lépésszam
(|| + |E).

5. A keresett részgrafba minden —1 sualyu élet be kell valogatni (ha nem tennénk, akkor egy ilyen él
bevételével jobbat kapnank). Mostmar csak az OsszefiiggGséget kell biztositani. Bejarassal hataroz-
zuk meg a —1 sulyu élek altal feszitett részgraf komponenseinek szamat, ez legyen k. Ekkor a sily
Zs(e):71 —1+k—1, hiszen a komponenseket k—1 darab 1 stlyu éllel kell és elég Gsszekotni (ennyi elég
és lehetséges G Of miatt; ha kevesebb, akkor meg marad kiilén komponens). A lépészam a bejarasé:
(V| + |E).

6. Elgszor megmaradt jardakat hasznalva 6f kompnensek keresése (graf csticsai: pontok; élei: megmaradt

*
*
*
*
*
*
*
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jardak), majd a komponensek kozott min ktg feszfa (graf cstcsai: el6z8 graf of komponensei; élei:
lerakhato pallok a megfelels sillyal).

Helyesség: Egy, a jardak altal meghatarozott komponensen beliil biztos, hogy mindenhonnan min-
denhova el tudunk jutni pallé nélkiil. Két komponens koézott palld nélkiil lehetetlen atjarni, hiszen ha
lehetne, egy komponensbe tartoznanak. Komponensen beliil felesleges pallot épiteni, hiszen a kolt-
sége pozitiv, és elhagyasaval nem rontjuk el a mindenhova eljuthatosagot. Ezek alapjan tényleg egy
minktg feszfa kell a komponensek kozott.

Lépésszam: Grafépités O(n?), bejaras és a komponensek megjeldlése O(n?) (mx-os megadas!; persze
éllistaval is csindlhatjuk, ugyanennyi lesz), masodik graf csticsai legfeljebb O(n), élei legfeljebb O(n?),
tehat felépitése O(n?), minktg feszfakeresés mx-os megadas esetén O(n?). Osszesen tehat O(n?)

. f elhagyaséaval F' két komponensre esik, ezeket egy bejarassal meg tudjuk keresni (és minden csicsnal

megjegyezziik, hogy melyik komponensbe tartozik). f-et pontosan a két komponens kozott futo élek
tudjak helyettesiteni, igy koziilik a minimalis stlya sulyaig tudjuk f-et novelni. Tehat G (F-en
kiviili) Osszes élén végigmegyiink, és a két komponens kozott futdk sulyanak minimumat megkeressiik.
Lépésszam: bejaras és éleken végigmenés: O(n? + n?) = O(n?).

. Vazlatosan: a legkisebb stlyu feszit6fatol a kiillonboz6 élsilyok miatt pontosan egy élben fog eltérni

(biz. vazlat: tfh legalabb kettSben, igy az egyiket a minfeszfa megfelels élére cserélve kapnank egy
kisebb stilytt ami még nem min, tehét a jelsltiink nem lehetett a masodik legkisebb). Igy keresiink egy
feszit6tat, és abbol egyenként az Gsszes (n — 1) élet kék helyett pirosra szinezziik, és keresiink helyette
egy masik kék élet. A kapott n — 1 érték koziil a legkisebbet vessziik. Lépésszam: O(|E|log |E|+ |V -
|E|) = O(]V| - |E|), feszfakeresés és utana n — 1 kék szabaly.

. A piros-kék algoritmus a G’-ben pirosra szinezett éleket G-ben is pirosra szinezné (a kékeket nem

biztos, hogy kékre! — szorgalmi feladatként mutassunk egy példat, ahol egy G’-beli kék ¢l G-ben
piros lesz!). Ezért elég, ha G’ feszit6fajahoz vessziik hozza vi-et, és ebben a grafban keresiink minktg
feszfat. Ez Prim vagy Kruskal algoritmussal éllistas megadéasban O(|E|log |E|), és ebben az esetben
legfeljebb n — 1 4 n éliink van (feszitéfa és 1j élek), igy a koltség O(nlogn) lesz.

Legaldbb n, hiszen n — 1 esetén fa lenne, igy ekkor csak egy feszit6faja lehetne. Ha van benne egy k
hosszu kor, akkor a kor barmely élét elhagyva a maradék kiegészithets feszitéfava, igy ekkor legalabb
k darab van neki. Vagyis csak 3 hoszzt kor(ck) lehet(nek) a grafban. Ha tobb 3 hosszi kor is van,
akkor belgliik fliggetleniil el lehet hagyni éleket, igy a feszitéfak szama 3 egész szamu tEbbszordse lesz.
Vagyis a grafban pontosan egy darab, 3 hosszi kor van (azaz egy haromszog, aminek a cstcsairol fak
loghatnak le), igy egy ilyen grafnak legfeljebb n éle lehet. Fentieket sszerakva (legalabb és legfeljebb
n) pontosan n éle van.

Boritivka algoritmusénak elss két menetét futtatjuk (elsé menet utan legalabb L%J él van meg, masodik
utén legalabb |32 ]).

A piros-kék algoritmus helyességének bizonyitasaban csak két helyen foglalkozunk a célfiiggvénnyel,
és mindkét helyen ilyen értelemben: ha két él koziil a nem nagyobb stilytt veszem be a feszfaba, akkor
nem lehet rosszabb a célfiiggvény értéke, mintha a nem kisebb sulyit venném be. Ez az allitas nyilvan
igaz a mostani koltségdefinicionkra is, a bizonyitas tobbi része pedig természetesen valtozatlanul igaz
marad.

Bonyolultsagelmélet

. (a) Tant: megfelels szinezés. Méret: kn, ami polinomialis az input méretében. Ellendrzés: paronként

a pontokat, O(n?), ami polinomialis. P-beliségrél vagy coN P-beliségrél nem tudunk mit mondani.
(b) Tant: egy ilyen kor, ez j6 mert blabla. Amigy P-beli. coN P-beliségre szemléletes tani egy ptlan
fokszamu pont (+0f ellendrzése) (de természetesen a P-beliség minden tovabbi nélkiil bizonyitja a
coN P-beliséget).

(¢) Tant: k fiiggetlen pont, ez jo mert blabla. P-beliségrsl vagy coN P-beliségrél nem tudunk mit
mondani.

. A piros és kék szineket legfeljebb n("gl) = O(n?) féle modon oszthatjuk ki, ami polinomialis. Minden

kiosztashoz a maradék grafot két szinnel kell szinezni, ami P-beli feladat (paros grafsag eldontése).
Igy polinomszor kell egy polinom koltségi algoritmust futtatni, ami polinom idében megy.

. (a) Van-e benne 1 ftln pont? Ha igen, van-e benne 27 Ha igen, van-e benne 37 Az els¢ NEM valasznal

(mondjuk k)-nal tudjuk, hogy a(G) = k — 1. Lépésszam O(n) a feltételezés miatt. Lehet binaris
kereséssel is, igy a lépésszam O(logn).
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(b) Meghatéarozzuk a(G)-t mondjuk O(logn) idében. Valasztunk egy pontot, kitoroljik a grafbol,
és megkérdezziik a maradékrol, hogy van-e benne a(G) fiiggetlen pont. Ha igen, akkor az adott pont
nem lehetett egy max. ftln ponthalmaz része, hiszen ekkor létezne a grafban o(G) +1 fiiggetlen pont.
Ha nem, akkor pedig biztos egy max. ftln halmazbeli pontot téroltiink. Ugyanezt megcesinaljuk az
Osszes tobbi pontra is Ggy, hogy a torolt pontokat nem allitjuk vissza. Ha megvan a(G) pont, akkor
kész vagyunk, és legfeljebb O(n) lépésszamunk van (a feltételezés figyelembevételével).

. Adott G graf, amirdl el kell donteni, hogy szinezhets-e 3 szinnel. Ezt kell visszavezetni 4 szinnel

szinezésre. Vegyiink fel egy 0j pontot (v), ezt kissiik hozza az Osszes G-beli ponthoz. Legyen ez a
graf G'. Allitas: G € 3SZIN < G’ € 4SZIN. G € 3SZIN = G’ € 4SZIN: vegyiik G egy 3 szinnel
szinezését, és adjuk v-nek a negyedik szint G'-ben. Ez a szinezés jo lesz. G € 4SZIN = G’ € 3SZIN:
vegylik G’ egy 4 szinnel szinezését. Ekkor v szine kiilonbozik az sszes cstcs szinétdl, igy a tobbi csiics
pont G egy j6 3 szinnel szinezése szerint van szinezve. Az atalakitas polinomiélis.

. A nyelv:

L ={(G,k) | G iranyitatlan cstcssilyozott teljes graf, amiben van legfeljebb k levélsulyu feszitéfa}

Ez N P-teljes. N P-beli, mert egy j6 tant egy ilyen feszit6fa (ellenérzés polinom idében megy, a mérete
is polinom). Adunk egy H-ut< L Karp-redukciot. Ha egy G grafban Hamilton-utat keresiink, akkor
minden csiicshoz rendeljiink 1 stlyt, és az igy keletkezett G grafban keressiink legfeljebb 2 levélsulyu
feszitofat! Allitas: G € H-ut < (G',2) € L. G € H-ut = (G,2) € L: G egy Hamilton-ttja pont
egy két leveld, 2 sulyu feszitéfa G'-ben. (G',2) € L = G € H-ut: egy ilyen feszit6fanak pontosan 2
levele kell, hogy legyen (ha t6bb lenne, nagyobb lenne a silya, egy faban pedig mindig van legalabb
2 levél). Ez pedig pont egy olyan utat jelent, ami tartalmazza a graf Osszes csicsét, tehat G egy
Hamilton-utjat. A cstcsoknak sulyt adni lehet polinom idgben.

. P-beli, mert polinom idgben ellenérizhetjiik, hogy teljes-e a graf. Ha nem, akkor a valasz nem, ha

pedig igen, akkor mindenképp van benne Hamilton-kor, igy a valasz igen.

. (a) Ez nem mond semmit X-r8l, hiszen P C NP, és minden N P-beli visszavezethetd tetszoleges

N P-teljesre.

(b) Ekkor X NP-nehéz, ami X € P esetén P = N P-t jelente, amit feltettiink hogy nem igy van. Igy
X nem P-beli.

(¢) Ett6l még lehet P-ben is, hiszen P C NP.

. (a) Tanuw: ilyen parositas. Méret: O(n), ellendrzés O(n), tehat jo. (Egyébként pl magyar modsze poli-

nom ideji, ezért ez P-ben van, igy értelemszertien coN P-ben is. A Hall-tétel segitségével szemléletesen
lehet coN P-beliséget bizonyitani: tant egy olyan X C A lesz, hogy |X| < |N(X)]).

(b) Tant: ilyen parositas. Méret: O(n), ellenérzés O(n), tehat jo. (Egyébként pl magyar modsze
polinom idejd, ezért ez P-ben van, igy értelemszertien coN P-ben is.)

(¢) Tana: egy ilyen kor, ez j6 mert blabla. Egyébként P-beli, mert a kor legfeljebb O( "!00)!) félekép-

(n—1

pen &llhat els, ami O(n!%) (ha minden lehetséges pontsorrendet megvizsgalunk). Ebbél kovetkezden
coN P-beli is.

(d) Tana: egy ilyen kor, ez jo mert blabla. P-beliségrol vagy coN P-beliségrél nem tudunk mit mon-
dani. (n* nem polinomialis, ha k az input része!)

(e) Ez a részhalmazidsszeg probléma, szépen megfogalmazva. Tani: egy jo indexhalmaz, azaz egy
megfelels részhalmaz, ez j6 mert blabla. P-beliségrsl vagy coN P-beliségrél nem tudunk mit mondani.

. A probléma:

L = {(G,k) | G iranyitatlan cstcssulyozott teljes graf, amiben van legfeljebb k levélsulyu feszitéfa}

N P-beli, mert egy jo tant egy ilyen feszit6fa (ellenérzés polinom idében megy, a mérete is polinom).
Legegyszeriibben gy, hogy megkérdezziik: kiszinezhets-e 1 szinnel? 2-vel? 3-mal?. .. Az els6 igen va-
lasznal megvan x(G) értéke. Legfeljebb n-szer polinom id6, ami dsszességében polinom. (Ugyesebbek
csinalhatjak binaris kereséssel is.)

Vegyiink fel G mellé egy K, (-t, azaz x(G) pontt teljes grafot. Az egyes pontjai jelentsék a szineket,
amikkel G-t ki akarjuk szinezni. Ha egy darab pont (k) kivételével K, ) minden pontjat dsszekotjiik
G egy v pontjaval, az azt jelenti, hogy v-t k szintre szineztiik (konnyt belatni, hogy maéas szint nem
kaphat). Vegyiik sorra G pontjait, és kezdjiik el probalgatni a szineket. Ha v pontra k szint elgirunk,
akkor megkérdezziik, hogy az aktudlis G U K () grafunk szinezheté-e x(G) szinnel. Ha igen, akkor
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talaltunk v-nek egy jo szint és folytathatjuk v + 1-gyel, ha nem, akkor t6roljiikk a v k-ra szinezéséhez
sziikséges éleket és probalkozunk a k + 1 szinnel.

A végén minden cstcsnak lesz egy jo szine. Legfeljebb n cstuicsra n szint probalunk ki, egy proba pedig
egy 2n csucsu grafrol kérdez szinezhetGséget, vagyis a feltételezés figyelembevételével Gsszességében
polinomiélis lesz az algoritmus.

Ha tudjuk, hogy a sikbarajzolhatosag eldontése P-beli, akkor ez minden tovabbi nélkiil bizonyitja az
allitast. Ha esetleg ezt nem tudnénk:

m € NP: tant: egy konkrét lerajzolas (pl a pontok koordinataival). Méret: 2n, azaz polinomidlis.
Ellenérzés: élparonként metszéspont-szamitas, egyenként polinomialis, 6sszességében O(e?) darabot
kell, ami még mindig polinomialis.

m € coN P: tani: egy Kuratowski-graffal topologikusan izomorf részgraf. Méret: mivel részgraf, nem
lehet nagyobb G méreténél, azaz biztos polinomialis. Ellendrzés: részgrafsag ellendrzése (polinomiéalis),
valamint a masodfokd pontok kezelése utan (polinomialis) Kuratowski-grafsag ellenérzése (konstans).
(a) P-beli, az Gsszes lehetséges 15 ponti részgraf szama () = O(n'%), igy mindegyiket meg tudjuk
vizsgalni.

(b) N P-teljes. N P-beli: tanua egy ilyen kor (poli ell, poli méret). N P-nehéz: H-korrsl Karp-redukeio:
G’ legyen G kiegészitve 99n izolalt ponttal, tehat n’ = 100n. Ha G-ben van H-kor, akkor G’-ben ez
G-ben pont egy n = n//100 hosszi kor. Ha G’-ben van egy n’/100 = n hosszu kor, ez (a 99n izolalt
pont miatt) csak gy lehet, hogy a kor kizarolag a G-ben is meglévs pontokat tartalmazza. Ez viszont
pont egy H-kér G-ben. Az atalakités polinomialis.

(¢) Ez a H-ut probléma szinoniméja, amirdl tudjuk, hogy N P-teljes.

(d) NP-teljes. N P-beli: tant egy ilyen feszfa, ez jo, mert . ... N P-nehéz: az el6z6 probléméat vezetjiik
vissza ra. G’ legyen olyan, hogy G minden pontjahoz hozzakotiink egy elséfoki pontot. Ha G-ben van
olyan feszfa, amiben a maxfok legfeljebb 2, akkor G’-ben ehhez hozzavéve az 1j els6fokit pontokat
pont egy jo feszfat kapunk. Ha G’-ben van olyan feszfa, amiben a maxfok legfeljebb 3, akkor az
4j elssfokt pontokhoz vezetd élek ebben biztos benne vannak. Ha ezeket elhagyjuk, akkor a feszfa
minden egyes pontjanak a fokit pontosan eggyel csokkentjiik, de az eredeti grafban ez még mindig
feszfa marad, vagyis pont G egy megfelels feszfajat kapjuk. Az atalakitas polinomialis, hiszen n 4j
csucsot és n 4j élet vettiink fel.

N P-beliség: tant egy ilyen ut, méret O(n), ellenérzés O(n), tehat polinomidlis. N P-nehézség: a H-ut
problémét fogjuk ra visszavezetni (H-ut < L). A G grafbol, amiben H-utat kell keresni, csindlunk
egy stlyozott grafot, minden élsilyt 1-re allitunk, és legalabb n — 1 stlyu ut létezését kérdezzik (ez
a graf legyen G’). Egyik irdny: ha van G-ben H-ut, akkor G’-ben van legalabb n — 1 stlyu tt, mert
a G-beli H-ut pont ilyen G’-ben. Masik irany: ha van G’-ben legalabb n — 1 sulyu tut, akkor ez az 1
sulyok miatt legalabb n — 1 élbdl all, teh&t minden csiicson keresztiilmegy, vagyis ez pont egy H-ut
G-ben. Az atalakitas trividlisan polinomiélis.

P-beli. Elészor ellendrizziik a sikgrafsagot polinom lépésben (errdl akkor is illik tudni, hogy P-beli,
ha nem irja a feladat). Ha nem, akkor a valasz NEM. Ha igen, és k > 4, akkor a vélasz szintén NEM,
hiszen K3 biztos nincs benne, ha sikgraf (lasd Kuratowski-tétel). Egyébként legfeljebb O((7})) = O(n*)
lehet&séget kell végignézni.

N P-teljes. N P-beliség: tani egy ilyen kor, mérete O(n), ellendrzés szintén polinomialis. N P-nehézség:
H < L visszavezetést csinalunk. G grafrol kérdés, hogy van-e benne H-kor. Csinalunk egy G’ grafot
gy, hogy G minden cstcsahoz felvesziink egy 1j csticsot, ami kizarolag a sajat parjaval van 6sszekotve,
és G'-r6l kérdezziik meg, hogy van-e benne ilyen C kor. Helyesség: egyik irany: ha G-ben van H-kor,
akkor ez egy jo C kor G'-ben, hiszen az extra pontok koziil mindegyik kapcsolodik hozza, az 6sszes
tobbi pedig a korben van. Masik irany: ha van ilyen C' kor G’-ben, akkor az Osszes extra els6foku
pontnak kapcsolodnia kell hozza, tovabba ezek a pontok nyilvan nem lehetnek benne. Vagyis a kor
pont az 6sszes G-beli ponton megy at, azaz ez G-nek egy H-kore. Az atalakitas n él és csucs felvétele,
ami nyilvan polinomiélis.

7 ={h1,...,hn,k1,...,kn, Z,K|Vhi, k; > 0; Z € Z; Azsakkiosztés, hogy a megel6zott kar > K}

Erdemes észrevenni, hogy nem a kar minimalizalasa fels] kozelitjiikk meg a problémat, hanem a meg-
el6zott kar maximalizalasa fel6l. Ez a probléma N P-teljes. N P-beli, mert jo tanu egy zsakkiosztéas,
mérete, ellenérzése polinomialis. N P-nehéz, HATIZSAK < 7 visszavezetést tudunk trivialisan csi-
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nalni: ha adott egy hatizsak feladat, akkor s; sily legyen az arvizes probléméaban h;, ¢; érték legyen
ki, az S sulykorlat legyen a Z zsakkorlat, a legalabb elérendd C' érték pedig a legalabb megel6zendd
K kar. A helyesség és a visszavezetés polinomiélissaga trivialis.

X € P, hiszen a binaris felirasban a 2-hatvanysagot trivialis ellenérzni (pontosan 1 darab 1l-es ér-
ték lehet). Y probléma a 3SZIN komplementere, igy coN P-teljes. X < Y biztosan van, hiszen egy
coN P-teljes problémara barmely coN P-beli, igy barmely P-beli visszavezethet6 (P = coP C coNP).
Ha létezne Y < X visszavezetés, akkor P = coNP lenne, amib6l kévetkezne P = NP, ez pedig
ellentmond a feltevésnek, tehat ilyen nem lehet.

X € P, hiszen mint tudjuk, DAG-ban a leghosszabb 1t keresése polinomialis. 3SZIN ismerten N P-
teljes. Az N P-teljesség definicioja miatt X < 3SZIN biztos létezik (barmely N P-beli visszavezethetd
barmely N P-teljesre, valamint P C NP). Ha létezne 3SZIN < X, akkor minden N P-beli probléma
polinom lépésben megoldhato lenne, igy P = N P lenne. Tehét egy ilyen visszavezetés 1étezésérsl nem
tudunk mit mondani (persze ha valaki mégis bizonyitja vagy a létezését, vagy a nemlétezését, akkor
sok jo dolgot kap).

A Karp-redukcié helyessége nem fligg az igen vagy nem valasztol (acsa feltétel van benne). Elgszor
tth egy probléma N P-beli. Igazolni szeretnénk, hogy amennyiben egy konkrét kérdésére a vélasz
nem, akkor létezik erre megfeleld tant. Mivel 3SZIN-re vissza tudjuk vezetni, az pedig a feltétel
szerint € coN P, igy a visszavezetés utani feladatra NEM véalasz esetén létezik megfelels tand, de a
visszavezetés tulajdonsagai miatt ez jo tanu a kérdéses feladatra is. Ez azt jelenti, hogy tetszGleges
N P-beli probléma nem valaszara létezik megfelels tanu, vagyis NP C coN P.

Ugyanezzel a gondolatmenettel a mésik irdnyba belathatjuk, hogy coNP C NP. A kett6bdl pedig
kovetkezeik, hogy NP = coNP.

Egészértékii programozas

. Minden (v;,v;) élhez felvesziink egy z; ; (binaris) valtozot (binarissagot biztosito korlatok: (3,4,5)),

ami 1, ha (v;,v;) a keresett parositasban van, egyébként 0. A kivalasztott élek szamat akarjuk maxi-
malizalni, ami megfelel a valtozok sszegének maximalizalasanak (1). Barmely pontra legfeljebb 1, a
parositasban szerepld él illeszkedhet (2).

n
max Z Ti (1)
i=1
feltéve, hogy

> omy; <1 Vi=1..n (2)

(vi,v5)EE
zi; < 1 Y(v,v;) €E (3)
z;; > 0 Y(v,v)€eE 4)
zi; € Z N(vi,v)€E (5)

. Minden ponthoz felvesziink egy z; (binaris) valtozot (binérissagot biztosito korlatok: (3,4,5)), ami 1,

ha a v; pont a keresett részgrafban taldlhato, egyébként 0. A bevett pontok szamét akarjuk maxi-
malizalni, ami megfelel a valtozok Gsszegének maximalizalasanak (1). Két pont nem lehet benne egy
teljes részgrafban, igy ha Osszekotetlenek, egyszerre nem lehet Sket kivalasztani (2).

maXin (1)
i=1

feltéve, hogy

itz < 1 Vij:(v,v)¢E (2)
i < 1 Vi=1...n (3)
x, > 0 Vi=1l...n (4)
x, € Z Yi=1l...n (5)



3. Minden ponthoz felvesziink egy x; (binéris) valtozot (binarissagot biztosito korlatok: (3,4,5)), ami

13.

1, ha a v; pont a keresett csicshalmazban talalhato, egyébként 0. A bevett pontok szaméat akarjuk
maximalizalni, ami megfelel a valtozok Gsszegének maximalizalasdnak (1). Minden cstcsra igaz, hogy
a szomszédai koziil legfeljebb kettd lehet kivalasztva, azaz a szomszédoknak megfelels valtozok Gsszege
nem lehet 2-nél nagyobb (2).

max 1)
=1

feltéve, hogy

>oox < 2 Vi=1l..n (2)
Vj:(vi,vi)EE

x, < 1 Vi=1l...n (3)

z > 0 Vi=1l...n (4)

©m € Z Yi=1...n (5)

. Minden ponthoz felvesziink egy z; (binaris) valtozot (binarissagot biztosito korlatok: (3,4,5)), ami

1, ha a v; pont a keresett csicshalmazban talalhato, egyébként 0. A bevett pontok szaméat akarjuk
maximalizalni, ami megfelel a valtozok Osszegének maximalizalasanak (1). Minden fiiggetlen élparra
igaz, hogy a hozzajuk tartozo 4 csucs koziil legfeljebb ketts lehet kivalasztva, azaz minden ilyen 4
csticsnak megfelel valtozok Gsszege nem lehet 2-nél nagyobb (2).

maXZl‘i (1)

feltéve, hogy

zitejtar+a < 2 Veg,ep:eq = (v;,v5), e = (g, vr), egymastol ftln élek (2)
x, < 1 Vi=1l...n (3)
i > 0 Vi=1l...n (4)
i € Z Vi=1l..n (5)

Megjegyzés: nem tartozik a feladathoz, de érdemes belegondolni, hogy a paronként fiiggetlen élek
megkeresése nyilvan nem okoz gondot, hiszen végigmegyiink az dsszes lehetséges élparon (O(e?)), és
a paronként fiiggetlenekre felvessziik a korlatot.

Kozelits algoritmusok

. El6szor belatjuk az algoritmus helyességét, vagyis azt, hogy tényleg egy lefogo ponthalmazt talal. Tth

nem lefogé ponthalmazt kapunk, vagyis maradt olyan e él, hogy egyik végpontja sincs kivalasztva.
Ez viszont azt jelenti, hogy e-vel b&vithetnénk a fiiggetlen élhalmazunkat, ami ellentmondas.
Ezutan be kell 1atni, hogy tényleg 2-kozelits az algoritmus. Jeldlje k a kivalasztott élek szamat, ekkor
a kivalasztott pontok széma: ¢ = 2k. Tudjuk, hogy 7(G) < v(G), valamint nyilvanvaloéan legfeljebb
annyi élet valaszthattunk ki, mint a ftln élek maximalis szama. Ezeket Gsszerakva:

t =2k < 2u(g) < 27(G).

. Algoritmus: ameddig lehet, parosaval rakjuk az a és b méretd elemeket ladaba, a maradékot pedig a

FirstFit algoritmussal rendezziik el. Ez tigyesen implementélva ebben a spec esetben trividlisan O(n).
Helyesség: az a méreti elemek darabszdma legyen A, a b mérettiecké B. Ha B > A, akkor az
algoritmus B 1adat fog felhasznalni (OPT < B), és mivel b > 1/2, mindegyik kiilon 1adaba kell, hogy
keriiljon, igy legalabb B ladara sziikség is van (OPT > B). Ha A > B, akkor két dolgot bizonyitunk.
Az egyik, hogy mindig létezik olyan optimalis elrendezés, hogy minden b méreti elem mellett szerepel
egy a méreti is. Tth egy olyan optimaélis elrendezésiink van, ahol legalabb az egyik b-nek nincs parja.
Ekkor egy csak a-t tartalmazé ladabol egy a-t 4t tudunk rakni ide tgy, hogy a sziikséges ladak
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szamét nem noveljiik. Ezt addig csindlhatjuk, amig a kivant elrendezéshez nem jutunk, és kozben a
ladak szamat egyszer sem noveltiik. Ez alapjan elég az olyan elrendezéseket vizsgélni, ahol minden
b parositva van egy a-val (azaz amilyen elrendezéseket a mi algoritmusunk is ad), és csak az a-k
elrendezésére kell koncentralni.

Tth nem a FirstFit szerinti médon vannak a maradék a-k bepakolva. Ekkor az 4ltalanossag megsértése
nélkil feltételezhetjiik, hogy a bepakolt elemek darabszama szerint nemnovekvéen vannak rendezve
a ladak. A feltételezés szerint az utolsé ladan kiviil is van olyan, ahova még beférne egy a méreti
elem (kiilonben pont a FirstFit szerinti elrendezésiink lenne). A legutolso ladabol ekkor egy a-t
atpakolhatunk ide anélkiil, hogy a ladak szdmat novelnénk. Ezt egészen addig csinalhatjuk, amig
nem a kivant forméban van az elrendezés, és a ladék szama egyszer sem nétt. Azaz mindig létezik
olyan optimalis megoldés, mint amilyet a mi algoritmusunk ad.

Ezt a bizonyitdst természetesen le lehetne irni sokkal rovidebben is, de a jo érthetdség és a precizitds
miatt vdlasztottam ezt.

. Ellenpélda: dobozméret: 1, elemek: 0.6, 0.3, 0.7, 0.4. Optimalis megoldas: [0.6,0.4],[0.7,0.3], OPT =0
(mert 0 hely marad ki). A FirstFit altal adott megoldas: [0.6,0.3],[0.7],[0.4], a kimaradé hely 1. Ha
2-kozelits lenne az algoritmus, akkor 1 < 20PT = 0 teljesiilne, ami nyilvan nincs igy. Vagyis a vilasz
nem.

. Az, hogy a moho algoritmus nem optimalis, egy ellenpéldaval konnyen bizonyithato: a szalag mérete
legyen 2, az érkezd fajlok mérete 1,1,2. Az optiméalis megoldasban mind a 3 fajlt ki tudjuk irni (az
egyik szalagon 1,1, a méasikon 2), a moho csak a két l-est irja ki, a két szalagra. Némi gondolkodas
utan megsejtjiik, hogy a moho algoritmus mindig csak legfeljebb 1-gyel kevesebb fajlt ir ki, mint
amennyit az optimaélis kiiras szerint lehetne. Ezt bizonyitjuk be. A szalagok mérete legyen S. Tth van
egy olyan feladatunk, amiben legalabb 2 fajllal tobbet lehet kiirni, mint amit a moho valtozat ad.
Ezek koziil az elsé ketts hossza legyen h; és h;41, a feltételbsl tudjuk, hogy

hi < hita (1)

Az egyik szalagon Wi méret foglalt, a méasikon Ws. Ha a maradék S — W, vagy S — Ws helyre beférne
h;, akkor azt a moh¢ algoritmus berakta volna. Vagyis

S—W1<hi (2)

S — Wy < hy (3)

Az optimalis megoldasban W7 és W, mennyiségii adat biztosan szerepel valamilyen elrendezésben,
és ezen kivill h; és h;y1 is még befér. Azaz az Gsszes elérhetd és felhasznéalt adatmennyiséget felirva
ebben az esetben

252W1+W2+hi+hi+12W1+W2+2h1‘ (4)

ahol a masodik egyenl6tlenség (1)-bdl kovetkezik. Ezt (2) és (3) segitségével tovabb irva (figyeljiink,
hogy hogy hol van >, és hol van >!):

28 > Wy + Wa+2h; > Wy + Wa 4+ (S — W) + (S — W) =25 (5)

ami nyilvanvaloan lehetetlen. Igy nem lehet, hogy a moho algoritmus altal kiirt fajloknal legalabb
2-vel t6bb kifrhaté lenne.
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