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Szingularis érték, SVD

Norma



Ismeretek, képességek, célok

« Szingularis érték, jobb és bal szingularis vektor
meghatarozasa, szingularis felbontas és geometriai
interpretacioja

« SVD alkalmazasai: pszeudoinverz, polarfelbontas, kis
rangl approximacio (Eckart-Young-tétel)

« Norma, matrixnorma, indukalt norma



Szingularis ertek, SVD



Az ortogonalis diagonalizacio Gjraértelmezése

- A négyzetes valos szimmetrikus (komplex normalis) matrixok
ortogonalis (unitér) diagonalizalasat Gjraértelmezve
altalanositjuk tetszéleges valos (komplex) matrixra:

« sajatértékek — szingularis értekek

- sajatfelbontas — szingularis érték szerinti felbontas (SVD)
- A feltételeken lazitunk: egy helyett két ortonormalt bazis

« VYV — V linearis trafdo — V; — W, linearis leképezés

« YV ONB — V; és )V, egy-egy ONB

- alkalmazasai: statisztika, informaciotomorités, kepfeldolgozas
(fékomponensanalizis képekre: eigenfaces), videomasolat
igazolas (azonos kép-kiilonbozoé forras, kiilonbozé kép-azonos
forras), LCD hibakeresés, szkennelt 3D pontok alapjan felileti
normalis pl. arnyékolashoz, animacio generalasa, az egy.rsz.-ek
megoldasahoz hasznalt leghatékonyabbak algoritmusok,... 5



Diagonalizalas két ONB-ban

m Az A € R™" matrixhoz olyan ortonormalt {v;,v,...,v,} C R"

és {uq, Uy, ..., un} C R™ortonormalt bazisokat keresunk,

melyekben A matrixa diagonalissa valik. Ez azt jelenti, hogy

leteznek olyan o; valosok, hogy Av; = o;u;, ahol

1< < min(m,n).

Ha A € R™*" és az egymasra merdleges x,y € R" vektorok

legalabb egyike az ATA Gram-matrix sajatvektora, akkor az

Ax, Ay € R™ vektorok is merélegesek egymasra.

B A feltételek szerint x-y = 0, és legyen példaul ATAy = )y.
Ekkor

p =1

Ax - Ay = (AX)TAy = x'ATAy = x- (\y) = A(x-y) = 0.
- komplexben: A e C™*" x,y € C", A"A sajatvektora,

Ax - Ay = (Ax)"Ay = x"AHAy = x - (\y) = A(x-y) = 0. 6



ATA szimmetrikus (A"A 6nadjungalt), pozitiv szemidefinit ~
ortogonalisan (unitéren) diag-hato, sajatértékei nem negativak
A s.v.-okbol kivalaszthato R" egy ONB-a, a 0 s.é.-hez tartozok a
N(ATA) = N(A) tér ONB-at adjak, N'(A) = {0} esetén a bazis (.
a tobbi N(A)+ = O(AT) ONB-a: {vy,...,Vv}, ahol r az A rangja
ezek A altali képei paronként merélegesek egymasra ~~ az Av;
vektorok ortogonalis bazist alkotnak az oszloptérben.

ha v; az ATA matrix \; > 0 sé-hez tartozd egységnyi sv-a, akkor
IAVi[| = V/Ai, ui. [|Avi[]> = (Av))T(Av;) = v]ATAV; = Xi[|vi]]* = ;.

L o; = VA, gy Av; = ou;, [|luj]| =1~ {us,...,u} ONB O(A)-ban
Av; = giuj, ATAV; = o?v; ~ AT(oju;) = o?v; ~

Av; = oju;, ATU,‘ = 0oV

parba allitjak a v; és u; vektorokat
veEN(A),ueN(AY, o=0:|Av=ocu, Alu=ov




A négy kitlintetett altérben




A négy kitlintetett altérben




A négy kitlintetett altérben




Szingularis értékek és vektorok: (u, o, V)

D Azrrangd A € K™" matrix (K = R vagy C) szingularis
ertékenek nevezzik azt a nemnegativ o valost, melyhez van
olyan nemzérus v € K" és u € K™ vektor, hogy
’Av = ou, A"u = ov. ‘A v vektort jobb, az u-t bal szingularis
vektornak nevezzik (ui. u"A = ov').

A Ao # 0-hoz tartozd jobb szingularis vektorok K"-ben, és a bal
szingularis vektorok K™-ben a nullvektorral mindketten
s-dimenzios alteret alkotnak (o # 0 multiplicitasa s).

m (u,0,v), V] = ||u|| 1 ] = A% = o

# {"1"’2}—{(57—* 5 b {unul={(-%,%), (%, %
—4/13 4/5 —5/13 —4/13 351 12/13
M/ —4| | =3/5 12/13 M1/13 4/5 5/13 )

_4/13 11’]/13 _5/13 _4/13 1’]1/13 12/13 B 3/5
6 —4||12/1 —3/5 6 4| |53 4/5

,01=10,0,=5



r-rangl Apmx, matrix esetén oy > oy, > - >0y > o1 =---=0

a1 0 0
0 (%) 0
o= . Ui=lwmlfu] Vi=fee v
0 0 coo @p
Av; = oju; ~ AV = U1 X
i Al 1 1441 o 0 0
0 gy 0
A[w Vo) ... vr} = [U’| u ... ur} :
0 0 Or
{v1,...,v/} és{uq,...,u.} kiterjesztése ONB-sa, majd
V2:[vr+1\...|vn],V:[V1 |V2], UzZ[Ur+1|...|Um], U:[U1|U2]

V, oszlopvektorai L O(A") ~ r < i < n esetén Av; = 0.
U, oszlopvektorai L O(A) ~ r < i < m esetén Alu; = 0.



AV = [Avi AV AV AV | = o oy | 0 0|
EZR) 0o 0]
0 o 010 0
0 o0 00 0
0 0 010 0
azaz Amannxn = Umxmzmxn, b[Okkmétrlx alakban
(=] 0
AVi [ Vo] = [ur ] Uy B 0}.
VH-tal jobbrol szorozva (WH = 1):
> | O] [V
_ H 1 11 H
A= USVH = [u1 | uz] lo 5 lvgl = U SVt

"



Szingularis (érték szerinti) felbontas, SVD

D L'AeK™" (K =Rvagy C). Szingularis érték szerinti

felbontas, vagy szingularis felbontas: |A = USV" | ahol U és V

unitér (ortogonalis) és ¥ diagonalis, monoton csokkend
nemnegativ elemekkel a féatloban.

- Redukalt szingularis felbontas: |A = Uy Z4VH | ahol V4, Uy
szemiunitér (szemiortogonalis) és ¥4 négyzetes, diagonalis,
monoton csokkend pozitiv elemekkel a féatloban.

- Szingularis érték szerinti diadikus felbontas vagy a szingularis
felbontas diadikus alakja: A = aiuvi + UVl + - - - + orupvh,
ahol {us,...,u} C K" {vy,...,v,} C K" ONR,

o1 =209 >...20,>0.

12



Példa a SVD harom alakjara

0 -2 2 [ 3 =23 231 |6 0 0| |23 =23 13
-2 3 =2\ = |- 13 2/31 |0 3 0| [2/3 13 —=2/3
0 00

4 -2 0 I 23 2/3 /3 323 23
1 /3 _2 /3 6 0 2/3 _2/3 1/3
=|-2/3 3 [O 31 l% s _2/31
I
13 =
H e ] e
3 3

_|_

f8/3 8/3 74/3
s 8 4

23 13 =2/3].

4/3 _4/3 2/3
4/3 2/3 _4/3

_4/3 _2/3 4/3]
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Szingularis értek, SVD

Az SVD meghatarozasa



SVD meghatarozasa A"A-bol

m AFA = (UxvhHuzvt = vefutusvt = vefisvH
Ez A"A sajatfelbontasa: V unitér (ortogonalis), "% diagonalis
(o; > 0) ~ A"A sajatértékei épp a szingularis értékek négyzetei,
ui. "% = diag(o?,03,...,02,0,...,0).
SVD kiszamitasa:

1 kiszamoljuk A"A poz.sé-eit (\; > 0) és sv-ai kozll kivalasztunk
egy ONR-t (ez O(A") ONB-a: {v;}/_,), ezek jobb szing. vektorok,

2 asajatértékek gyokei a szingularis értékek (a; = /),

3 bal szingularis vektorok: mivel Av; = oju;, ezért u; = Av;/a;,

4 aszingularis vektorokbol folirhatd V4 és Us, a redukalt
szingularis felbontas és a diadikus alak,

5 az N(A), illetve N'(A™) egy-egy tetszéleges ONB-anak
vektoraival kiegészitve V4 és Uy oszlopait megkapjuk a V és U
matrixokat, és a teljes SVD-t. 14



Alternativa m < n esetére, ha a matrix m x n-es

m ha m < n lehetigy is:
A" = UxVH(UZVvHH = uxvivsHul = uzsHuH
Ez AA" sajatfelbontasa: U unitér (ortogonalis), =X diagonalis
(o; > 0) ~» AAH sajatértékei épp a szingularis értékek négyzetei,
ui. XM = diag(o?,03,...,02,0,...,0).
SVD kiszamitasa:
1 meghatarozzuk AA" pozitiv sajatértékeit (\; > 0) és
sajatvektorai kozil kivalasztunk egy ONR-t (u;), ezek bal
szingularis vektorok,
a sajétértékek gyOkei a szingularis értékek (o; = /),
= AMu;/o;, a jobb szingularis vektorok
V1, U4, a redukalt SVD és a diadikus alak felirasa
a nullterek bazisaival kiegeszités ONB-sa3, teljes SVD

a > 0N

15



P Hatarozzuk meg az

1
A:O
1

- O - O
o O O O

0

matrix szingularis értékeit, vektorait, és felbontasat.
M Kiszamitjuk az

10 0

1010010 200

ATA=1[0 1 0 1 =10 2 0
10 0

0 0 0O 0 0 0
010

sajatértékeit és sajatvektorait.
- sajatertékek: M2 =2, A3 =0~
szingularis értékek: o123 = v2, 03 = 0.



ATA sajatvektorai lathatoan lehetnek a standard bazis elemei:
Vi = e, V) = €, V3 = e3 (az xy-sik barmely két meréleges
vektora lehetne).

up = 1iAv,- képlettel:

o

1 0 0] r.- 1
LN L B B I
T V211 0 0 O_ﬁw’
0 1 0] L 0
(1 0 0] .- [0]
0
110 10 1 |1
U = — 11 = —
ﬁwooo V2 |0
0 1 0] b 1]



span(Us, Up)+ meghatarozasa:

Innen az teljes és a redukalt SVD:

| ——|
o O

S — O

— O O
| S —

o O O O

Oﬁoo
ﬁooo

o -So 1_7ﬁ

17ﬁ o TMﬂ o

| FS—
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Szingularis értek, SVD

SVD-re vonatkozo allitasok



A szingularis értékek letezése és egyértelmiisége
Minden r-rangl komplex vagy valos A matrixnak létezik r

pozitiv szingularis értéke, melyek monoton csokkend
sorozata egyértelmd.

Altalaban a sajatértékek és a szingularis értékek négyzetes
matrixok esetén is kilonboznek. Példaul az [} J] matrix
sajatértékei 1, 0, mig szingularis értékei v/2, 0.

Normalis matrix szingularis értékei a sajatértékeinek abszolut
értékeivel egyeznek meg.

Ha normalis, akkor unitéren diagonalizalhato ~

AHA = (QAQH)HQAQ" = QAMAQH ~ o2 = AN, azaz o7 = |A].
Ha A pozitiv szemidefinit, akkor sajatértékei megegyeznek
szingularis értékeivel, és sajatfelbontasa szingularis felbontasa
is (ha a sajatértékeket csokkend sorrendben tettiik a A-ba).
A=QAQ:U=V=Q X =A

19



Szimmetrikus matrix szingularis felbontasa

m Ha A szimmetrikus (6nadjungalt), akkor sajatfelbontasabol
megkaphato az SVD: legyenek A-ban a sajatértékek
abszoldtértékik szerint monoton csokkend sorrendben, és
képezzlk E-t az I-bdl Ugy, hogy a A-beli negativ sajatértékek
helyen E-ben —1 legyen. Ekkor a sajatfelbontasbol az U = QE,
¥ = EA ésV = Q helyettesitéssel szingularis felbontast kapunk:

A =QAQ" = QEEAQ' = (QE)(EA)Q" = UZV'.

(QE a Q oszlopait szorozza —1-gyel)
P Egy szimmetrikus matrix sajat- s szingularis felbontasa:

5= L
115

- |

alls gilw
alls gilw
gllw uil

vilw Uil b~
| I

Ul ollw

4
5
_3
5

[S21F=,1[98)

20



Szingularis értek, SVD

Geometriai interpretacio



SVD és baziscsere

R" standard bazisa &£, masik bazisa By = {v1,...,vp}
R™ standard bazisa &, masik bazisa B, = {us,...,un}
ZBQ(—B1

X5, ———— [ZX]5,

VS1 (—81 ng (—Bz

Xleg —— [AX]g,
52 —&

[AX]52 = Ag,g [X]51
=Uge 5,58, 5Vpc e X~ A=USV'

_ T
- ng B ZBZ B VB‘\ & [X] &
21



P SVD hatasa egységkoron 2-rangl 2 x 2-es matrixszal:
VTV,‘ =e;, Xe;=ojej, Uoje;=oUe; = ;U (I = 1,2)

azaz V' a {v;} bazist a standardba viszi ortogonalis
leképezéssel (forgatas vagy tiikrozés), ott 3 tengelyiranyban
nyljt/0sszenyom, végiil az ortogonalis U hat ra.

A=UXV':x— UXV'x:

VT Y U gy
—» @2 —» 520, —>
0?2
V)
1 1€

V1

22



P 2 x 3-as, valos, 2-rangd matrix: VT ort. ~ VTv; = e; (i = 1,2, 3).

VT 3 o1Uq
€2 0292
V3 oUp
vz e a1 e1
€3
Vi

- X akét elsé tengely iranyaban nyljt/0sszenyom: Ye; = oi€;
(i=1,2), a harmadik tengely iranyban vetit: Yes = 0.

- A kép nem egy ellipszisvonal, hanem ellipszistartomany.

- Vegll az ortogonalis U ezt elforgatja vagy egyenesre tikrozi.

T T
Az = UXV' : X3yq = UZ><222><3V3><3X3><1

V1
op 0 O |— “
V) 3x1
0 oy O] |— 23
V3

= [u1 | ug] [



T Aegyr-rangl, m x n-es valos matrix. Az x — Ax leképezés R"
az e'e = 1 egyenletet kielégitd, egységgdomb feliletén évo
pontjait, R™ egy r-dimenzios altere

- egy ellipszoidjanak feltletére képzi, har=n, és
« egy ellipszoidja altal hatarolt tartomanyara képzi, ha r < n.

24



Szingularis értek, SVD

Polarfelbontas, pszeudoinverz



Polarfelbontas

m rel¥: egy nemnegativ nyQjtasi tényezd (r) és egy egységnyi
abszolat értékd komplex szam (e'?, ami a komplex sikon o-vel
valo forgatas) szorzata.

D Polarfelbontas

egy négyzetes valos/komplex matrix pozitiv szemidefinit és
ortogonalis/unitér matrixok szorzatara valé bontasa.

T Apolarfelbontas letezése és egyértelmiisége

Barmely komplex/valos négyzetes A matrix eldall

alakban, ahol P pozitiv szemidefinit onadjungalt/
szimmetrikus matrix, Q unitér/ortogonalis. Ha A invertalhato,
akkor P pozitiv definit, és a felbontas egyértelmd.

25



B A=UxV"=uUxu"uvt = (uxu")(uvt), ahonnan

P =USU", Q= UV |

P 6nadjungalt, hisz (UZUM)H = usHut = uxuM,

A P pozitiv szemidefinit, hisz hasonlo a pozitiv szemidefinit &
matrixhoz (ha A invertalhato, akkor ¥ pozitiv definit)

Q unitér (ortogonalis), hisz két unitér (ortogonalis) matrix
szorzata.

A P egyértelm( (nem csak akkor, ha pozitiv definit), ugyanis

AA" = pQQ''P! = pP! = p?,

azaz P = v/AAH, és pozitiv szemidefinit 6nadjungalt matrix
négyzetgyoke egyértelmU az onadjungalt pozitiv szemidefinit
matrixok korében.

Ha P pozitiv definit, akkor invertalhato, igy Q = P~'A'is
egyértelmd.

26



analogia a determinanson is: det P = r, det Q = ¥ (hisz Q
unitér), det A = rel®.

Forditott sorrend: azonos unitér (ortogonalis) matrixszal:
A = Uxv! = uvivsvt = (uvf)(vevh) = Qp,

Valos polarfelbontas geometriai jelentése: minden
matrixleképezés két olyan leképezés kompozicioja, amelyekbol
az egyik forgatja vagy forgatva tiikrozi a teret (Q), a masik pedig
egy ortonormalt bazis tengelyei mentén nydjtja/osszenyomja a
teret minden tengelyiranyban egy-egy nemnegativ tényezovel.

27



0 -2 2

P SzamitsukkiA= |—-2 3 —2| polarfelbontasait!
4 =2 0

M1 P=UxU", Q=UVI P=VxV'
2 -2 0 —4/9  —8/9 1/9_

A=PQ=|-2 3 =2||-%9 1o —8)
| 0 -2 4 o =49 —4/9]
——4/9 —8/9 /g 4 -2 0]
—QP=|—49 1o —8p||-2 3 -—2f.
| 7o = —4/e 0 -2 2

M2 Megoldas ,ranézésre”

2 =2 0[]0 0 1 0 0 1 4 =2 0
A=1|-2 3 =2(|0 1 0Of=1]0 1 Of|-2 3 =2
0 -2 4|17 0 O 1T 00 0 -2 2

28



Pszeudoinverz

T Pszeudoinverz SVD-bol
LA = U2 VH illetve A = UXVH. Ekkor

At =vio U = vetuf,

B U, teljes oszloprangl, ¥4V teljes sorrangd, igy
AT = (v (Eqvﬁ‘(zqu')k')*1 (u;*uq)*1 Ut = v, 32208
= v,z Ul
Ebbél

' o] [ut
H 1 1 _ —T1yH
vty = [v1 vz] [ o o] M = V17 Uy

29



Pszeudoinverz kiszamitasa az SVD-bol

P Szamitsuk ki az alabbi A matrix szingularis érték szerinti
felbontasat, és abbol a pszeudoinverzét!

T 0

A= 10 1

1T 1

2 1 .
M ATA = L 2], sajatparjai (3, (1,1)), (1, (=1,1)) ~

o =v30="v=511),V %(—1,1),
- U= iAV—I \[(1 1 2) U = 1AV - 72<_1,170>,

V3
1 1
V6 f\@o a1
T 1
2 9 2 V2
V6

30



Pszeudoinverz kiszamitasa az SVD-bol

- Innen
2
V6
0

o i
)
| I

|
-5k
S-si-

31



Norma




Norma

Vektornorma



D Az x vektor euklideszi normaja vagy mas néven abszollt értéke

n

X[, = | S x2 = VXX, hax € R",
=
n

Xl = (| D IXil> = VxHx, hax e C".
e

m Manhattan (|x| + |y|), képméretezés (max{|x|, |y|}).

D p-norma
A p > 1valosra az x € C" vektor p-normaja
Ixll, = (X, |x,»|P)1/p, mig ennek hatarértéke a oo-norma,
azaz [|x||,, = limp—oo [[X[|,- A 2-norma = euklideszi-norma.

32



m 1-norma = racsnorma = Manhattan-norma
maximum norma = oco-norma

n /p
— 1i — 1 .|P — .
IXlloo = Jim ix|l, = lim (§ Xl ) = max |xj|.

i=1

B" a legnagyobb abszolit értéki koordinata Xmayx (|X;| /[ Xmax] < 1)

n
1< Z ‘Xi/xmax’p <n.
=1
Mindegyik kifejezest 1/p-edik hatvanyra emelve, majd
[Xmax|-Szal beszorozva kapjuk, hogy

1/p
) S ’Xmax|n1/pa

n
‘Xmax‘ < ’Xmax| (Z
1

Xmax

33



Egységkorok kiilonb6zé normakban

34



Egységgombok kiilonb6zo normakban

35



A vektornorma altalanos fogalma

A Az el6z6 normak alaptulajdonsagai:
* [Ix|][ =0
* [X[=0 <= x=0(~ad(xy) =[xV
tavolsagfuggveny szeparalja a pontokat, azaz ket
kiilonbozdé pont tavolsaga sosem 0)
* |lex|| = |c]||x|| (pozitiv homogenitas)
« Ix+y|l < |IX|]| + [lvll (haromszogegyenldtlenség)
D Vektornorma

Az f: K" — R (K = R vagy K = C) fliggvény norma, ha
minden x,y € K" vektorra és minden ¢ € K konstansra

« f(xX) >0,85f(Xx) =0 <= x=0,

* flex) = [clf(x),
* f(x+y) < f(x)+ f(y). 36



A norma néhany tulajdonsaga

J Hafnorma, az f(x)-et rendszerint ||x]| jeloli.

m x| =
| —xll = | =11 x| = [

T A haromszogegyenldtlenség p-normanal:
Minkowski-egyenlétlenség: [[x+ |, < [IX|l, + Iy, -

T A Holder-egyenlétlenség a CBS-egyenldtlenség altalanositasa:

T 1
H —
XYL < [Ixllp [I¥llg » ahol o+ 2 =1,

A Minden norma folytonos fiiggvény.

m Ha x — ||x|| egy norma, és A egy egy-egy értelmu linearis
lekepezes, akkor az x — ||Ax|| lekepezes is norma és a
kovetkezo is

X = sup

WA ;



Vektornormak ekvivalenciaja

m max;{|x;|} < \/]x1!2 + - xnl? < Xq] + -+ + |Xq] azaz

X[l < I1X[ly < [1X[l; -
m Masreszt
Xl < VAl Xl < Vi Xl és Xl < n x| -
D Alll, és|-ll, normak ekvivalensek, ha van olyan c és d pozitiv
valés szam, hogy |||, < c||.ll, &s ||, < @ -l
m Az 1-, 2- és co-normak ekvivalensek
T Vektornormak ekvivalenciaja
Legyen K = R vagy K = C. A K" téren értelmezett barmely
két norma ekvivalens.

m Ez csak véges dimenzios terekben igaz, itt tehat a
konvergenciakérdésekhez barmelyik norma jo. 38
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Vektornorma matrixokon



Frobenius-norma

D Frobenius-norma
Az A € C™*" matrix Frobenius-normaja

m n m 5 n 5
Alle = JZZ |a|? = JZ 1Al = JZ 1Ag][5-
i=1 j=1

i=1 j=1

T Frobenius-norma ekvivalens alakjai

Al = \/trace(AHA) =

[AMA]; = ||A,;|15, és nyom = sajatértékek Gsszege
VxeC" AecC™"eseten ||AX|l, < ||All£]1X]l, -
Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlotlenséghol:

n n
2 2 1y (2 2 1y (2
1AX]I2 =D 1ALX2 < D I1ALIS [IXI12 = [IANF X113 39
=1 i=1

W > W



Norma

A matrixnorma altalanos fogalma



D Matrixnorma
[|.]] :K™*" R matrixnorma, ha YAB € K™ C € K™k ¢ € K:

= 0 pontosan akkor all fenn, ha A =0,

[cAll = Icl AT,
IA + B < [[A[l + B
IACI| < [IA[IC]]-

Indukalt matrixnorma, p-norma, operatornorma
||.|| egy tetszOleges vektornorma. Ekkor az

A A
= g (= s, T8 — e 1)

Ix|=1 xizo X ~ fixizo [IX]

a vektornorma altal indukalt matrixnorma.
p-norma matrixokra: [|Al|, = MaX|x|| =1 [|AX][,
Operatornorma: ha linearis leképezésre értelmezziik.
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T Az 1-, 2- és oo-matrixnorma kiszamitasa

Legyen A € C™*" ekkor

n
|Al; = max » _|aj| = legnagyobb abszolt oszlopésszeg,

i 1

Al = maxz lajj| = legnagyobb abszolut sordsszeg,

j=1

Al = A", = x |y"AX| = o1,

max
2 xll= 1HVH2—1

Ha az A € C™" invertalhato, akkor

= Imax
> i, AT, min TAXT,
=

ahol o, az A legkisebb szingularis értéke.

1

=
On
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Normak ekvivalenciaja ~ az egyseggomb korlatos és zart
barmely normaban ~- x — ||Ax]| fuggvénynek van maximuma
és minimuma

L

Al = ma
||x||7é0 X o X

a legkisebb szingularis erték pontosan akkor pozitiv, ha A
invertalhato, azaz ha a 0 nem szingularis erték.

Az 1-, @ oo- €s a 2-normara szokasos masik elnevezes:
oszlopnorma, sornorma és spektralnorma.
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Példak

P Szamitsuk ki a Frobenius-, 1-, 2- és co-normat!

1 2 30 2 -2

A= , B= . €= .

2 4 4 0 12
M ||All =5, [|All; = 6, [|All, =5, [|All,, = 6.
IBllr =5, IIBll; =7, IIBll, =5, IBllo, = 4

ICllF = V13, [ICll; = & |ICll, = 3, [ICll o, = &
P Szamitsuk ki a Frobenius-, 1-, 2- &s co-normat!

0 10 2 2 -1 2 21
A=1|4 0 0|,B=|(-1 2 2(,C=1|1 2 2
0 0 8 2 =1 2 2 1 2

M [Allr =9, [[All; = 8 [|Al, = 8, [[All, = 8.
I1BIl¢ = 3v/3, [IBll; = 5, [IBll, = 3, [IBll = 5.
ICllF = 3v3, lICll; =5, [ICll, =5, [ICllc =5 43



Matrixnorma és spektralsugar

T

TetszOleges matrixnormara p(A) < ||A||, ahol p(A) az A
spektralsugara.
Ha (A, x) sajatpar, azaz Ax = \x, akkor

Axxt = xxxt ~ ||A]| HXXHH > HAXXHH = |\ HxxH

)

és mivel x # 0, igy xx" # 0, azaz HXXHH #£ 0, vagyis leosztva vele

Al < [|A]| adbdik. ~ p(A) < [IA].

Ha A normalis (A"A = AAM), akkor ||A|l, = p(A).

A normalis <= unitéren diagonalizalhato: A = UDU".

A"A ~ DMD ui. AFA = (UDU™)H(UDU") = UD"DUY, tehat AMA és

D"D sajatértékei megegyeznek.

D"D minden sajatértéke |A|? alakd, ahol A az A valamely
sajatértéke ~ ||Al|, = o, azaz az A"A legnagyobb

sajatertekenek gyoke = A legnagyobb sajatertekevel = p(A) bl



Matrix érzékenysége invertalasra — kondicioszam

o

Az alabbi egyenletrendszer konstansait 0.01-dal
megvaltoztatjuk:
6.73x — 8.97y = 5.61

4.79x — 6.39y = 3.99

A megoldas: x=15y=0.5

6.73 — 6.72 X~ —2.206,y ~ —2.32

—8.97 — —8.96 X~ 4.35 Yy~ 2.64

5.61 — 5.60 x=15y=0.5

4.79 — 4.80, 6.39 — 6.40 inkonz., opt. sort.: 0.2998, —0.3997
3.99 — 4.00 oo sok mo. (sortérbe 0.3, —0.4)

EgyUtthatomatrixra o1 = 13.767, o, = 0.002789, o1/0, = 4935.7.

Egy Anxn Matrix kondicioszama cond(A) = ||A||[|A7"|| = o1/0n.

Ha e szam nagy, a matrix és az Ax = b rosszul kondicionalt.

Nem invertalhatdo matrixra ez oo, ortogonalis/unitér matrixra 1. 4
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Kis rangl approximacio



Kis rangl approximacio tétele — Eckart-Young-tétel

T Ar-rangd, szingularis érték szerinti felbontasanak diadikus
alakja

7
A= ZO’,’U,’V}F,
i=1
és legyen
k
A, = ZU,‘U,‘V}F (/? =1,2,. ..,I’).
=1

Ekkor A, az A matrix legjobb legfoljebb k-rangl kozelitése, azaz

.
min [|A — Bl = ||A — Agllr = o?,
3y, 1A =Bl = 1A —Adlle = | 3 o

in |A—B|, = [IA—Aul = op.1.
rgg)lgk\l I, =l klly = Tkt
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