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1. Sorozatok, sorok

1.1. Specialis (végtelenhez tartd) sorozatok

Definicié: Az a, valos szamsorozat végtelenhez tart, jelben | lim a,, = 400

n—oo

(vagy mas jeldléssel a, —— oo , vagy csak a, — oo ), ha

VP>0 (PeR) esetén 3 N(P) € N, melyre
a, > P, ha n> N(P).

Definicié: | lim a, = —o0 |, ha

n—oo

VM<0 (MeR)esetén 3 N(M) € N, melyre
an, < M ,ha n> N(M).

(Lehet M > 0-val is definialni, ekkor ... a, < —M ...)

1. Feladat: a, =6n%+3 — oo |, mert
3 3 s/ P—3
6n°+3 > P <= 6n° > P -3 <= n > 5
P—-3
tehat N(P) > [’S/T]
([x] az z egész részét jeloli, mely az x-nél nem nagyobb legnagyobb egész, pl.: [—0.8] = —1,
[1.95) = 1.)
2. Feladat: a, = 6n>+3n — oo,
6n> + 3n > P: most igy nem megy. Helyette becslés:
P P
6n® +3n > 6n° > P ~ n>{"/g s N(P)Z{SE].
(Az als6 becslésnél a 6n3 helyett allhatna n3, 3n, n, stb.)
3. Feladat: a, =vn?>—n, lima, =7
n* —n  hatarozatlan”, oo — oo alaki, de az a, = /n(n —1) alakbol mar latszik, hogy
a, — 00.

Az N(P) kiiszobindex meghatarozésa:
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Az vn? —n > P egyenlGtlenséget nehézkes egzaktul megoldani. Inkdbb valamilyen becslést

alkalmazunk. Természetesen tobb lehet6ség van, példaul:

Vnt—n=+/nn—-1)>y/(n—1)n—-1)=n—-1>P ~n > P41
Ennek megfelelsen:  N(P) > [P + 1].

Vagy:

n2—n >4/n?——=—>P ~n > V2P

n
Ez a becslés akkor igaz, ha 5 > n, azaz ha n > 2, tehat a kiiszObindex:

N(P) > max {2, [v2 P]}.

4. Feladat: ’ a, =n3—3n>+5n+9 — oo |, mert:
i} E T \
n3—3n2+5n+9>n3—3n2>n3—?:7>P ~ n >v2P

3
A x becslés akkor igaz, ha % > 3n?, azaz han > 6, igy

N(P)>max {[V2P], 6}

3
5. Feladat: an:n +3n—>oo7 , mert:
n?+ 2
n® + 3n n? n
=—-—>P =~ >3P ~ N(P) > |3P].
P12 “niton? 3 " U—{ }

6. Feladat: a, =-n?>+3yn—9— —oo |, mert:

—n?+3/n—-9 < M(<0) <= n*—3yn+9 > -M (>0)

Az egzakt megoldés helyett most is érdemesebb elGszor becsiilni:

n?

2
n2—3\/ﬁ+9>n2—3\/ﬁ>n2—7:% > —M

+++
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2
A % becslés akkor igaz, ha % > 3y/n, amiegy bizonyos N; kiiszobindex esetén az n > N;

indexekre teljesiil. (Nem kell Nj-et meghatéarozni, elég latni, hogy létezik.)
Tehat N(P) > max { Ny,[V—2M] }.

7. Feladat:
Gyakorlo feladatok:

A megfelel definicioval mutassa meg, hogy az alabbi sorozatok co-hez vagy —oo-hez tartanak!
a) a, =Tn’+5, b, =Tn’ -5
b) a, = Tn’ + 5n? b, = Tn® — 5n?
c) a, =/ 2n% — 3n?
d) a, =n*—2n3+6n*+3

e) a, = —n®+ 50n?

Tétel: Ha lim a, = o0, és b, > a,, akkor lim b, = cc.

n—oo n—oo

Megjegyzés: Elegendd, hogy b, > a, csak n > Ny indexekre teljesiil.

n—oo

Tétel: (an _— —oo) <= <bn: —a, —= oo).

A tételeket nem bizonyitjuk.

8. Feladat:

A fenti tételek alkalmazéasaval mutassuk meg, hogy a kévetkezd sorozatok
oo-hez vagy —oo-hez tartanak!

a) an =n"—Tn*+5n+3

b) a, = vVn®+2n?, illetve Vnd®— 2n?

c) an = Vnt +2n3 — V/nt — 5n3 (n >5)
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n*+2n° — (n4 — 5n?)

 VnAr L 2nd 4+ Vnt — 5nd

n? ™
= — >
n? 2 5
1+ —44/1——
n n

S ™m
T V1424140

(an

= const.-n — 00)

d) an = Vnb —nt — /nb 4 2nt

(Legyen b, = —a,. Megmutatjuk, hogy b, — oo, (ez konnyebb), ebbsl mar kévetkezik,
hogy a, — —00.)

A példak megoldasanal csak a fenti tételek hasznélhatok. Pl a c) feladatnal jol lathato,

hogy csak a specialis renddrelv keriilt alkalmazéasra. (Még nem tudjuk, hogy — — 0, nem is-
n

merjiik a konvergens szamsorozatok hatarértékére vonatkozo tételt, sth. Erre figyeljenek odal)

9. Feladat: a,, = v/n6 +n% — /n6 —nd — o0 4+

3

23
an:i ahol o= v/nb +nd, [B=+/nb—nd.

a2+ af+ 32’

1.2. Nagysagrendek sszehasonlitasa (n", n!, 2", n, (n*), logn)

00
A — hatarozatlan alak, konkrét esetekben kiilonbo6z6 hatarértékeket kaphatunk, példaul

00
n 3 3n 3
— =0, — — o0, — — =
n 5%} 5
Tétel:
n" ! 2" n
a) — — 00; b) i—>oo, ) — — o0; d — 0.
n! 2n n log, n
Bizonyitas:
a)
n"_n-n-...-n> 1.1 1= n"

spec. renddrelv
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b)

nl nn—-1)n-2)...2-1 _n 1 n n!
— = >—-1-1 - == — 00 —> — — 00
2n 2-2-...-2 2 2 4 2"
spec. renddérelv
2n
c¢) Legyen a,, = —. +4++
n
Egyrészt a sorozat monoton ng, tehat a,,; > a, , hiszen:
2n+1 ? 2n ?
> — &= 2n>n+1 <<= n2>1
n+1 n

Masrészt a paros indext részsorozat végtelenhez tart:

22n 2n2n n—1 n—1 n
= — = =2""a, >2""a; =2" — .
2n 2-n

E két tulajdonsaghol kovetkezik, hogy a,, — oo.

A2n

n

d) Legyen  ay, +++

- log,n’
Belathato, hogy a sorozat monoton né (ezt csak késébb tudjuk megmutatni), és amx — oc.
Ebbdl a két tulajdonsagbol kovetkezik az allités.

A kovetkez6t kaptuk:

"> !> 27> ks ko> logn, k€ Nt

Itt a,,>" jelet tgy kell olvasni hogy erdsebb, vagy nagyobb nagysdgrendi. Fzeket a fogalmakat
a féelév végén pontositjuk.

1
Bel4thato, hogy a, — oo -bdl kévetkezik, hogy — — 0.

n

Ennek alapjan az el6z6ekbdl kovetkezik :

logn

— 0; — —0; — =0

n
0: 7
n Y on

1.3. Sorozatok hatarértéke

Sziikséges ismeretek:
lima, = A definicioja; példak N () meghatarozasara; konvergens sorozat korlatos; divergens
sorozatok; miveletek konvergens szamsorozatokkal.
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Néhany feladat az el6adason tanultakkal kapcsolatban:

N(e) =7

3,
n+4n
== <eg,

o
n

2 +4n+7
= —

n2+n+1
n+4
n2

A, =

10. Feladat:
3n® +4n + 7 3‘_

n2+n+1 S n24n+1°

5

N(e) > {—}

e

|an, — Al =
Persze masképp is majoralhatunk. En altalaban igyekszem olyan becsléseket alkalmazni, ha

=?

I

lehet, amely minden n-re jo.
2 _ 108
11. Feladat: | a, = 5n?+ 575 1’ nhi%o a, =7 N(e) =
2
a, — 0, mert a, = —
nb
| A‘ n? — 108 ha n > 10% n? — 108 n? < 1 <
a‘TL J— f— = - - E
5nb +2n3 — 1 5n6 +2n3—1 ~ 5nb  nt
>0
4 |1
N(g) Zmax{l() y % }

P

(N() =7)
(N() =?)

12. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok:
frjalea lim a, = A € R definiciojat és ennek alapjan mutassa meg, hogy

2n3 — bn
b =30, illetve b= —30

lim ———
n3+ 8
4n? 1
n° + 3n + e
(N(e)="7)

a)
lim
n—oo N34+ Tn-+b
3
— N
=0

b)
) _ 10°
c m
n—oo 4n® + 3n3 — 6n
13. Feladat:
2n2+3n+6 2
U =—2 57 "3 N(e) =7

e+
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Megoldas. ...
(Ez kicsit nehézkesebb feladat, elhagyhatd. De lehet HF. is.)

14. Feladat:
. . . . (n+1)!
Vizsgalja konvergencia szempontjabdl az a, = W sorozatot!
—2n) n!
. (n+1)! n+l n 141 L 1+0 1
= = = — . —_— ¢ —_— = ——
oo(-2n)n! 5-2n n 2-2 0—2 2
15. Feladat:
Vizsgalja konvergencia szempontjabdl az a, = % sorozatot!
3
n n(n—1)
G) "5 3
n = 7py = n(n—1)(n— = — 0
() ~ D T
16. Feladat: | a, = V2n2 +5n—+v2n2 —n — ?
Legyen a = v/2n? + 5n, § = /2n? — n. Ekkor:
a+f8  oF-pF 6n

an:a_ﬁ:(a_ﬁ)

n 6 6 3
. — _
2
\/_7;6 \/2+§+\/2_% V2+v2 V2

17. Feladat: | a, = vVni+2n2+3—vnt4+n —?

18. Feladat: | a, = Vn3 —3n+8—vnd3+n+1 —?

Legyen o = v/n® — 3n + 8, 3 = v/n3 +n + 1. Ekkor:

043—ﬂ3
an:a_ﬁ:m:...

a+8 a+p _\/2n2+5n—|—\/2n2—n:

e+
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19. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok:

Vizsgalja meg konvergencia szempontjabol az alabbi sorozatokat!

5 —2n° 5 —2n3
a)an: ) by, = )
3n®4+nt—2n?2+3 3n®4+nt—2n24+3
3n+ 1)* 2n? 4+ 3)2
b o Bt CE)

2nt4+n?—3n+5" (3n + 5)*
_ @)

n+1 n—1

("2) (")

d) ap = VI2+7 — VOn2+2n+5

e) a, = Vant+n?—2 — 2n?

1
f) a, =
n—vn2+3n+5s
20. Feladat:

an =Vn2+2n+3—vVn2+bn+1

10

n® —7

- 3n® 4+ nt—2n?2+3

Cn

e+

Hatarozzuk meg a b € R paraméter értékét tigy, hogy a sorozat hatarértéke

a) 00 vagy —o0o0,
b) véges, nem nulla szam,
c) 0 legyen!
(X X J
Belathato, hogy
0, hala| <1,
. 1, haa=1,
lim a" =
n—00 oo, haa>1,
3, egyébkeént.

S6t, altalaban igaz, hogy az exponencidlis sorozat (a™) gyorsabban nd, illetve csékken, mint

barmely hatvanysorozat (n*, k € NT), tehat példaul

IN? oo —I\" -0
n<§) =0, vagy n3(?> 0.

Osszefoglalva:
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_ . 0, hala| <1, ke Nt
lim n*a™ =
n— oo oo, haa>1, ke NT

A fenti bekeretezett formuldkat bizonyitas nélkiil felhasznalhatjuk a feladatok megoldasanal.

Vizsgalja konvergencia szempontjabol az alabbi sorozatokat!

—1\"
. 143 (_)
—2)" + 3 -2 2 140
21. Feladat: a, = L = | — - — O-L =0
5+ T 7 1 0+1
o (=) +1
7
(=3)ntt 4 22nf3 —3-(=3)" + 8-4"
22. Feladat: n = = =
cadat @ 8 + 5 8 + 5
3. = 8. (=
(5) ~# () oxo
— - — =0
8 1 L 0+1
5
23. Feladat:
2n 2n n
(=3)" 4 107 3"+ 9n 3n +2n
39n 4 3n 39n 4 3n 3ln_|_ 3\"
24. Feladat: | a, = e ts _ + = (2) (42 — 0
22n — 3n? 4 — 3n? 1—3n2(})
(Felhasznaltuk, hogy n* a® — 0, ha |a| < 1.)
25. Feladat: +4+
A g € R paraméter fiiggvényében hatarozzuk meg a kovetkezd sorozat hatarértékét:
2n
SR
(=3)" +q"

26. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok:

Vizsgalja meg konvergencia szempontjabol az alabbi sorozatokat!
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5n+2 —1)"
a) a, = #
5n
(-2 3
b) n = 3n+l 4 92n
4n71 + n5 3n+3
c) an = 22n+3 | 9n—3
2n—1 8 qn
d) a, = St s
7 + 23n+1

1.4. Két nevezetes hatarérték (y/p —— 1, ¥/n — 1)

lim /p =1, p>0 lim /n=1

n—oo n—oo

27. Feladat: Keresse meg a kivetkezs sorozatok hataérértékét!

a) Ay = 2\n/2n, b) bn: v 2n7 C)Cn: 2%

Megoldas.
a) a, — 1, mert az {/n sorozat részsorozata.

b) by = V2n = V2n —1-1=1

2n
C)Cn:%Q—n: 2n—>
V2

2~ xR

Vagy egyszertibben:

= 1, mert a szaml4lo és a nevezd is két részsorozat.

—| =

W=/ - Vi=1

28. Feladat: Vizsgalja meg konvergencia szempontjabol a kovetkezd sorozatot!

a, = vVn-+1

Megoldas.
A rendérelvvel dolgozunk:

IN
::
j‘
3

I
5
5

Un < b, = VYn+1 - 3
~— ——
!

1
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= b, — 1.

Természetesen 1 < b, als6 becslés is jo.

29. Feladat:

2
an:”/—2n3+3 bn:"2n + 3
An? +n

Megoldas. Ezek a példak csak renddrelvvel oldhatok meg!!!! (Nem tudjak megkeriilni.)

V3 < a, = V203 +3 < V203 +3n3 = {73(%)3

~~ —_—
! !
1 1-13=1

Masik megoldés: by == /0n

1
Megmutatjuk, hogy 3, — 3

Ezért
04 < ﬁn < 0.6, ha n > Ny (HN())

Ekkor V04 < b, = VB, < V0.6, ha n> N,
~—— ——

l l
1 1

— b, — 1 (Most is a renddrelvet hasznaltuk fel.)

30. Feladat:
ap = "\2/5
Megoldas.
an = [Yn  es Y1 — 1 IGY NEM!I!
~—

—1

13
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Ez igy "letakards". Nem tanultunk olyan tételt, amely szerint igy csindlhatnank. Csak a
sejtéshez hasznalhato a "letakaréds".
Egy helyes megoldas:

Yn—1 = 09< Yn<11, ha n>Ny, (INy)

Ekkor V09 < a, < V1.1
—~—— —~—

! !
1 1

— /n — 1 (A renddrelvet hasznaltuk fel.)

Most lehet egy kicsit egyszertibben is becsiilni a rendérelvhez:

1< %/n < V2

31. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok:

Vizsgalja meg konvergencia szempontjabol az alabbi sorozatokat!
a) a, = V4, b, = V4nt2 cn = R4, d, = /4n
b) a, = V/nd 372
¢) a, = V6n°+3n3—2n2+6

4) a, = </27n2—|—7n—3 b v27n2+7n—3

8n2 —5n+9 ’ 8n?2 —-5n+9

LN +3n+4
&) ap={|—5—
n3 +Tn? + 6

1.5. Rekurzive megadott sorozatok

Sziikséges elSismeret: Ha egy sorozat monoton és korlatos, akkor konvergens.

32. Feladat: Legyen

10
a; =4, py1 =1 — —

rekurzive adott sorozat!
(an) = (4, 45, 4778, ---)
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a) Mutassa meg, hogy 2 < a, <5 minden n € N -re!
b) Indokolja meg, hogy (a,) konvergens!
Hatarozza meg az (a,) hatéarértékét!

Megoldas.

a) Teljes indukcioval dolgozunk:
1) 2<a,<5, han=1,23

2) Tegyiik fel, hogy 2<a, <5
10

3) Igaz-e, hogy 2<a,,1=7—— <57
an
Az indukcios feltétel 0<2 < a, < 5 miatt:
- |- (—10)
2 " a, 5
(A reciprokvételnél megfordultak a relacio jelek.)
10
-5 < —— < 2 |+ 7
Qn
10
2<T7T——=ap1 <5
an
Tehat igaz.
b) Sejtés:  (a,) monoton nd
Bizonyitas:
I. modszer:
Bizonyitas: teljes indukcidval.
1. a1 < as < ag teljesiil
2. Tth. Ap—1 § anp,
3. Igaz-e a, < apyq?
10 7 10
Azaz ap, =7 — < T7T——=au4
Ap—1 Qn

2. miatt 0<2<a,_1 <a, Innen

1 1
> - (~10
. |- (=10)
10 10
- < -— 47
Qp—1 anp,
10 10
— an:7— §7—_:an+1
Ap—1 an

Tehat a szamsorozat valéban monoton né.

II. moédszer:
10 2

?
Upp1 =7—— > a,, (a,>0) = a®—-Ta,+10 = (a,—2) (a,—5) <0

an

15

Mivel a)-ban belattuk, hogy 2 <a, <5, ezért az el6z6 teljesiil és igy (a,) monoton

no.
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Megmutattuk, hogy a szdmsorozat monoton és korlatos
= (a,) konvergens, és fennall:

A= lim a, = lim (7—9)

n—oo n—oo an
10
A:7_Z = A=5 vagy A=2.

A = 2 nem lehet, mivel a, > a; =4, ezért a, nem esik a 2 szdm pl. 1 sugartd kornyezetébe.
Igy A= lima,=5.

n—oo

33. Feladat: Vizsgalja az alabbi sorozatok konvergenciajat!

an =1/ 20p—1 + 3

a) ap =1 : (an) = (1, 2.236, 2.73, ---)
b) a; =5 : (an) = (5, 3.605, 3.195, ---)
Megoldas.

A=V2A+3 = A2-24A-3=0 = A=-1 vagy A=3.

Most csak A = 3 johet szoba, hiszen a, > 0. Ha tehéat a szdmsorozat konvergens, akkor
A = 3. Ezért dolgozunk majd a korlatossagnal is a 3-mal. A megoldés vazlata:

a) Megmutathato teljes indukcioval, hogy (a,) monoton né és szintén teljes indukcioval,
hogy a, < 3. Tehat a sorozat konvergens és az el6z6ek miatt A =3 .

(A Segédletben van hasonld példa kidolgozva.)
b) Most teljes indukcioval megmutathato, hogy (a,) monoton csékken és a, > 3. Tehét
a sorozat konvergens és az el6z6ek miatt A = 3 most is.

Megjegyzés:
A b) valtozatot nem kell részletesen végig megesinalni. A lényeg, hogy a hallgatok vegyék
észre, hogy a sorozat viselkedése fiigghet a kezd6 értéktdl.

34. Feladat:

Gyakorlo példak:

a)
ni1 = V8a, — 7, n=12--- é a3 =4

(an) = (4,5, 5.74,--)
a) Bizonyitsa be, hogy 1 < a, < 7!
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b) Igazolja, hogy a sorozat monoton!
¢) Konvergens-e ez a sorozat? Ha igen, mi a hatarértéke?

d)
2
-8
an+1:an7 , n=12--- & a1 =9
(an,) = (9, 1043, 144 ,---)
a) Mely valos szamok johetnek szoba a sorozat hatarértékeként?
b) Igazolja, hogy a, > 8, n € NT
¢) Igazolja, hogy a sorozat monoton!
d) Konvergens-e a sorozat!
e) Legyen
12
a; = b, pp1 =8 — —
rekurzive adott sorozat! (a,) = (5, 5.6, 5.85, -+)

a) Mutassa meg, hogy 2 < a, <6 minden n € N -re!
b) Indokolja meg, hogy (a,) konvergens! A felhasznalt tételt irja le!
¢) Hatarozza meg az (a,) hatarértékét!

1.6. (1+x/n)" 2= ¢* hatarértékkel kapcsolatos feladatok

lim (1 + f)” — ¢ felhaszndlhato.
n

n— o0

Allapitsuk meg a kovetkez6 sorozatok hatarértékeét!

1 6n2+2
n — 1 5
a ( + 6n2>

35. Feladat:

Megoldas.

1 6n? 1 2
_ 2 _

(en részsorozatardl van szo.)

36. Feladat:
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Megoldas.

Més atalakitassal:

n_4+9 n—4+7 9 n—4 9 7 9 7 9
o= — (1 A1 17 =
“ ( n—4 ) ( Jr71—4) ( Jrn—4> e ¢

Ez a fajta atalakitis bizonyos példaknal sokkal hosszabb, ezért az els§ modszert hasznalata
javasolt, de persze ez nem kotelezd.

37. Feladat:

7’L2—|—2 n247
an =
(n2+3)

Megoldas.

12 2\"

2 J—

an:(n2+2>n.(”2+2)7_ ) (1T 6,2.17_1
€

n?+3 n2+3) 3\" 3 e3

Masik megoldas:

(n2+43)+4 n2+3 4
((n*+3)—1 B —1 ~1 o1
_(n——l—S “Utess) Utess) oo b =g

38. Feladat:

3n+5\"" 3n+5\>"
a/n: y bTL:
3n—4 3n—4
Megoldas.
5 3n
14+ — 5
a — | 3n & W
3n
5\ 2 5/3 \ ™\ °
1+ — 1—|—L 05/3 1\ 2
b = 37}1 - Z - ( 4/3> = ¢
1+ — |4 248 ¢
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39. Feladat:
Gyakorlo példéak:

Keresse meg az alabbi sorozatok hatarértékét!

N b oan = (14 4)
a) a, = (1+E) Qp = 5n
1 6n 1 10\ ™
n — 1 T = -
¢c) a ( +5n) d) a, (<1+n> )
1 n 2n
e) ap, = - n
1
(o+3)
n
n+7\""* n+7\"
= h n —
B) ax (n+4) ) (n+3
) = (2T " i) o, = (2n+7>”
Yo =913 " \2n+3
2n+5
k) a, — (271—!—7)
2n + 3
40. Feladat:

Gyakorlo példak:

A paraméterek megadott értékeire keresse meg az alabbi sorozat hatarértékét!

33 4 5\ P
- (520

3n3 + 3
a) a=3, (=0 b) a=3, =2
c)a=1, =0 d) a=6, =0
41. Feladat:

Megoldas.

IGY TILOS! : an:"<1+i) — e — 1
n
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Ez igy "letakaras"! Ez a sejtéshez hasznalhato:
2

n 1\"
De precizen meg kell mutatni. (Persze kimondhaté lenne hasznalhaté tétel, de mi nem mond-
tunk ki ilyent.)

Helyesen:
1\
vVe—0,1 < a, = (1+—2) < e+0,1, ha n> N
n —
! ' hl’_/ !
1 1
e
= a, — 1
Persze més becslés is jo. Pl.: V2 < a, < U3 sth.
42. Feladat:
2
1 n
an, = (1 + —)
n
Megoldas.
1 n n
an—((l—k—)) > 2" - o = a, — 00
n spec. rend6relv
43. Feladat: 44
1 n3 1 nb

Megoldas.

44. Feladat:

Gyakorlo példéak:
Keresse meg az alabbi sorozatok hatarértékét!

2 2

a) an = (1+%)n b) ap — (1_%)n
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45. Feladat:
dn +1\" b dn + 1\" 6n+ 1\"
apn = ) n — ) Cn =
4dn + 5 m+5 4dn + 5
Megoldas.
1/4\"
(1 * 7) JA
= — — _ = =
ey T
n

6n+1\" 6n
Cp = Z
n+5) n>5 \4dn+n

. dn + 1 n_ An\"
" \mm+5)  \n
N——

It}

n B 5 n .
o 7 renddrelv
——
!
0

6 n
= —= — OO — cp, — OO
5 spec. renddrelv

De lehet kiemeléssel is egyszertibb alakra hozni. Pl.:

1.7. Limesz szuperior, limesz inferior

1/4\"
1+_n ol/4
N nJ 0. — ¢

5/7 n 5/7
1+L) ¢

n

21

46. Feladat:
4 — 2
a, = n limsupa, =7, liminfa, =7
n+3
47. Feladat:
2n? — 3
a) a, = <cosng> m limsupa, =7, liminfa, =7, nleoo ay, ="7
2n? —3
b) b, = <cosnf> " limsupb, =72, liminfb, =7, lim b, =7
2/ n34+n+8 n— 0o

Megoldas.
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3
n? — 3 2- 3
a) Qp = 277/ 3 = n28 — 2
mhn 14—+ —
n o n
Ha n=2k+1: a,=0 — 0
Ha n =4k A, = o, — 2
Ha n=4k+2: a, = —a, — —2
Tehat a torlodasi pontok halmaza: S = {-2, 0, 2}
—  limsupa, = 2, liminfa, = —2, lim a, 3
2n? — 3
b) B = ——— ... — 0 = limsupb, =liminfb, = lim b, = 0
n>+n—+8 n s 00
48. Feladat:

limsupa, =7, liminfa, =7,

lim a, =7

(—=3)" +38
a) a/n = —5+22n+1
(—4)" +8
Megoldas.
49. Feladat:
3 —1)" 3
an = \/M limsupa, =7, liminfa, =7
I +n+7
Megoldas.
A 2n° 2
Ha n paros: a, = ST —1 7 ~ \/3
n n

Ha n paratlan: a, =0 — 0

2
—> limsupa, = \/;, liminfa, = 0

50. Feladat:

23 _1n3
an:\/n—l—( )'n

3 +n+7

limsupa, =7, liminfa, =7

22
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Megoldas.

51. Feladat: +++

3—n\" [4n—1\"
a, = (5+Z) (2Z+5) limsupa, =7, liminfa, =7

Megoldas.

52. Feladat:
Gyakorl6 példak:

Hatarozza meg az alabbi sorozatok limeszét (ha létezik), valamint limesz szuperiorjat és a
limesz inferiorjat!

34 22 34220

a) =~ b) an:—<_4)n+1

Felhivjuk a figyelmet, hogy  (—4)" # —4™ NI

(Ujabban egyre gyakrabban el6fordulo hibal)

(_4)71 + 32n+1

c) In = 5 gm0 b, = a, -cosnm
3n — 3 6n+2 4n+1+ —92)n
) a, = (-1 (o ) a, = 2T
3n + 2 220+l 4 3n

1.8. Egy alkalmazas: a kor teriilete

1
sin — 1
lim  — = lim n-sin— =1 (Bizonyitas késébb.)
n— oo - n— oo n
n
a
sin —
n n . a . L
lim = lim —-sin— =1, aeR (Bizonyitas késébb.)
n — oo n—oo @ n
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53. Feladat:

lim n-sin— =7
n— 0o n
Megoldas.
o3
3 sin —
lim n-sin— = lim n.3=1.3=3
n— oo n n— oo 3
n

54. Feladat:

Hatarozzuk meg az r sugari kor teriiletét mint a beirt szabélyos n -szogek teriileteinek limeszét!

Megoldas.

A szabalyos n-szog egy haromszogének teriilete: ¢, = —————— %

Igy a szabalyos n-szog teriilete:

9 . 2T 27
r? . sin — sin —
t, = n- ——— = 2. . = r2. 7
2 2
n
——

1
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1.9. Numerikus sorok

El6adason a jegyzetbdl az 1-14. oldalakon és a 25-28. oldalakon talalhat6 anyag keriil leadéas-

o0

1
ra most. Még ebbdl is kihagyjuk a Z — sor konvergenciajaval kapcsolatos "bizonyitast".
na

n=1
Most csak kimondjuk, hogy « > 1-re konvergens, majd a félév végén az integralkritériummal

bizonyitjuk. Tehat ebben a félévben nem tanuljuk a hdnyados- és gyokkritériumot.

55. Feladat:

Konvergens-e a Z (\/k: +1 — \/E) sor? (A definicioval dolgozzon!)
k=1

Megoldas.

o= S (VAT = VE) = (V2= Vi) + (VB - v3) + (Vi— v3) + ..
J:(\/‘— n—1)+ (Vn+1—+yn) =vn+1-1

s = nllmoo Sp = nllmoo(\/n——ﬂ— 1) = o0. Tehat a sor divergens.

Geometriai sor Osszege:

= n o __ - n—1 __ a
aq" = aq —l_q,ha lq] <1
n=0 n=1
56. Feladat:
00 22n .
; W —? (Allapitsa meg a sor Osszegét!)
Megoldas.

n=1

22n _il A\ _ 1 4 —42+1 —43+ B
(=5)nt2 25 \ U5 25 5. 25 \ U5 25 \ U5 B
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_ 125
- —4
1— —

3

—4
Itt ¢= = lgf <1, tehat a geometriai sor konvergens.

57. Feladat:

& 23n+1 4 (_5)71
32n+2

n=1

Megoldas.
A sor két konvergens geometriai sor 6sszege. Tanulni, s6t bizonyitani fogunk egy tételt, mely

szerint szamolhatjuk tagonként a sortsszeget és az eredményeket Osszegezziik.

o 2 (B R 2 8 = 1 (=H)"
A konstans is kiemelhetd:
8 -5
2 8\ L (5" 2 g 1 g
=32 (5) e (F) = e s
9 9
58. Feladat:
> :L,Qn
3 Milyen x-re konvergens és mi az 0sszege?
n=2

1.10. Alternalé sorok, Leibniz sorok
(A két fogalom nem ekvivalens! Minden Leibniz sor alternalé sor, de nem minden alternélo

sor Leibniz sor. Beszéljiink errdl néhany szot!)

Konvergensek-e az alabbi sorok?

59. Feladat:

. n+1 1 < n+1 1
a) ;(—1) Tnis b) ;(—1) ’ Vi1
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Megoldas.

) 1
a Cp = ———— .
" /n+5
Mivel ¢, N\, 0 (monoton csokkenden tart nullahoz), a sor Leibniz tipusa és igy

konvergens.
b) Most Cp = L — L :l7é0
" (/P +5  1+5 6
=—> asor divergens, mert nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele, az altalanos
tag nem tart 0-hoz.

60. Feladat:

(e (R
n—+o5

n=1

Megoldas.

1 n
n 1 -
n+1 (_I_n el 1
L= N VAR
n+5 5 ed et
1+
n

Tehat az altalanos tag nem tart 0-hoz, igy nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele,
ezért a sor divergens.

61. Feladat:

o0 5n

1)y =
(=1) 2n +10n

n=1

Mutassa meg, hogy Leibniz sorrol van szo!
Adjon becslést az s ~ sq9 kozelités hibajaral

Megoldas.

o" 2 0
— O

Cn -

_= — _—
2n 4 107 (1)” 0+1
R +1

Még meg kell mutatnunk, hogy a sorozat monoton csokkend. (Ez most nem trivialis, mert n
novelésével a szamlalo és a nevezs is ndé.)
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?
Cn+1 < Cn
5n+1 ? 5n
B ¢ —
2n+1 + 10n+1 on + ]_On
?
5-(2"+10") < 2-2" 4+ 10-10"
?
3-2" < 5-10"
3 7
- < "
5

Ez pedig igaz minden n-re és ebbdl kovetkezik visszafelé, hogy c,+1 < ¢,, tehat a sorozat
monoton csokkend.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy a sor Leibniz tipusi, igy konvergens.

n

Leibniz sorok esetén az s ~ s, = E (—1)F*! ¢; kozelités hibaja:
k=1
[H| = |s = sn| < ca

Ezért az s ~ sgg9 kozelités hibajarol az alabbit mondhatjuk:
5100

[H| = [s = s99| < ci100 = 2100 1 10100

62. Feladat:

[e.9]

3"+ 5

_1'”'
I

n=1

Mutassa meg, hogy Leibniz sorr6l van szo!
Adjon becslést az s ~ sgg9 kozelités hibajara!

Megoldas.

63. Feladat:

oo

_1\n+1 1
2 U e

n=1

Konvergens-e a sor?

Megoldas.
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64. Feladat:

- 2+5
21: n

Konvergens-e a sor?

Megoldas.

1.11. Majorans kritérium, minorans kritérium

o0

Csak olyan példa lehet most, amelyiknél geometriai sorral vagy Z — sorral lehet majoral-
nO[

ni, minoralni.

Vizsgalja meg konvergencia szempontjabol az alabbi sorokat!

65. Feladat:

i": 2n® —n+3

— 3nt+2n2+7
Megoldas.
Divergenciat varunk, mert .... Ezért a minorans kritériumot hasznaljuk:

2 —n+3 _ 20°—n’+0 1 1 1 1 "
ap, = > = —-—; — — divergens
Bnt+2n?+7 = 3t 2nt+7nd | 12 7 12 2 8
— Z a, divergens.
n=1

66. Feladat:

— 2n5 +2n? + 7
Megoldas.

Konvergenciat varunk, mert .... Ezért a majorans kritériumot hasznéljuk:
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n?—n+3 n? — 0+ 3n? 1
¢ 2 +2n2+7 — 2005 +0+40 n3 Z onvergens
= Z a, konvergens.
n=1
67. Feladat:
oy 32
n=1 1 + 6"~ 1461

Konvergencia esetén adjon becslést az s ~ s1g9 kozelités hibajara!

Megoldas.
Konvergenciat varunk, mert .... Ezért a majorans kritériumot hasznéljuk:
2m 4 3tz 2" +9.-3" 3"+9.-3" 1\"
ap ‘= 1-'—6”71 - 1 < 1 = 60' 5
14 —-6" — - 6"
i 6 6
60 i L ' konvergens geometriai sor (0 < g = 1 <l) = f: a, konvergens
.\ 2 gens g 1=75 2 n gens.
Hibabecslés:
100
on 3n+2
sa Y 20
— 1+ 6n—1
Mivel az el6z6 becslés minden n-re jo:
1\ 1ot
2" 32 (5)
ey T cw y (5) ety
n=101 n=101 1—-=

1.12. Abszolat konvergencia, feltételes konvergencia

Abszolut vagy feltételesen konvergens-e az alabbi sor?

68. Feladat:

ng1 2n+1

(=1) 3n —2

NE

3
Il
—

Megoldas.



1. SOROZATOK, SOROK 31

1
2+ =
2n +1 n 2
o=l =5 3_2_>§7£0
n

=—> a sor divergens, mert nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele.

69. Feladat:

oo

(_1)n+1 2n+1
=1

3n® — n?

n

Megoldas.

Most a sziikséges feltétel teljesiil.
Ilyenkor el6szor mindig az abszolit konvergenciat ellendrizziik:

- ’an’: 2n+1 < 2n+n :3 1

3n® —n? — 3n®—nd 2 pt
3oy ! k =4>1 N k
3 Z —; konvergens (a=4>1) = Z ¢, konvergens.
n=1 n=1
Tehat a sor abszolit konvergens.
70. Feladat:
(_1)n+1 2712—’_ 1
— an* + 2
a) Abszolut vagy feltételesen konvergens-e a sor?
b) Adjon becslést az s ~ s1999 kozelités hibajara!
Megoldas.
2n+1
Cp = ———
3n? +2
a) Az abszolut értékekbdl alkotott sor : Z ¢, divergens, mert
n=1
2n + 1 2n 2 1 2 =1
Cn = > = - —; — — divergens
3n? + 2 3n? + 2n? 5n 54=n
— Z ¢, divergens.
n=1

Tehat a sor nem abszolut konvergens.

Leibniz sor-e?
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1
2+ — 240
n 34 = 340
1 n?
=— =0
n

Még megmutatjuk, hogy a (¢,) szamsorozat monoton csokkend.
?
Cpt1 < Cp

2(n+1)+1 2n +1
3(n+1)2+2 3n? +2
?
(2n+3)(3n?+2) < (2n+1) (3n?+6n+5)
?
0 < 6n*+12n—1
Ez pedig igaz és ebbdl kovetkezik visszafelé, hogy c¢,.1 < ¢, , tehat a sorozat monoton

csokkend.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy a sor Leibniz tipusi, igy konvergens.
Tehét a sor feltételesen konvergens.

AR

200 on+ 1
b) S & S1000 = nZ:; (_1)n+1 m kozelités hlbéja
2-1001 + 1
H| = |s— < =
\ | ’8 51000| > Cio01 3.10012 + 2

1.13. Hibaszamitas pozitiv tagt sorokra

Mutassa meg, hogy az alabbi sor konvergens!
Mekkora hibat kovetiink el, ha a sordsszeget 100. részletosszegével kozelitjiik?

o0
(8 ~ s100; H =100 = Z QAf; ‘H‘ g?)
k=101

71. Feladat:

- 1
2n 4 3n+l 4 /2

n=1

Megoldas.
1 1

ap = < —
on 4 3nt+l \/5 3n
o0 1 n o 1 [e.e]
Z 3 konvergens geometriai sor (0 < g = 3 <l = Z a, konvergens.
n=1

n=1

Hibaszamitéas:
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<
n=101 2m 4 3m 4 \/§ n=101

s sy W

72. Feladat:

oo

n2 . 22n+2

; <n2 + 1) . (32n+1 + 5n>

Megoldas.

> = n? 4. 4n
; i = ; n2+1 3-97+5n
2

Vegyiik észre, hogy 1 < 1 V n-re. Ezt is felhasznaljuk a majoraldsnal.
n

4.4 4 [4\"
a, < 1- — . (2
3-9» 3 \9

4 o« (4" . 4
. Z 9 konvergens geometriai sor (0 < ¢ == < 1)
n=1

3 - Z a, konvergens.
A

n=1

hibaszamitasnal is ugyanezt az otletet hasznéljuk fel:

n=101

4\ 101
- n? . 22n+2 4 S [4\" 4 <§)
0 < H = E —. § = - 2.7
(n2+1>(32n+1+5n) < 3 . (9) 3

n=10 1— é
9
73. Feladat:
= n 2437 48
(=1) 57 +9
n=1

Adjon becslést az s ~ sg9 kozelités hibajaral

Megoldas.
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74. Feladat:
Gyakorlo példéak:

a) Mikor mondjuk, hogy a Z aj sor Osszege s-sel egyenld?

k=1
A definicioval hatarozza meg az aldbbi sor Gsszegét!

(F-— )=
k k+2

D

k=2
b) Adja meg az alabbi sor Gsszegét!

n

i 3n+1 + 2) 5

n=1

c¢) Konvergens-e az alabbi sor?

= 1 = /1
;3n8+5 ) nz:; n®+5

d) Konvergens-e az alabbi sor?

N n N n
E b E —1)" ———
CL) n=1 n? +3 ) n=1 ( ) n’ +3
e) Abszolut konvergens vagy feltételesen konvergens-e az alabbi sor?
- 1 - n® + 2n* — 7
-1)" —— b -1)"
%) ;( ) Yn+3 ) ;( ) Anb — n* 4 5n?

f) a) Mit neveziink Leibniz-sornak?
Milyen tételt tanultunk Leibniz-sorokkal kapcsolatban?
b) Konvergensek-e az alabbi sorok?

> 1 > 1 > 1
}: "+), i) §:n+ , iti) nt+i
1 n=1 n=1

4n —2\" b 4n —3\"
a, = ) n —

4dn + 1 8n + 2

a) lim a, =7 lim b, =7

n—oo n—oo

n

o0
b) Konvergens-e Z ay , illetve a Z b, sor?
n=1 n=1

Amelyik konvergens, annal adjon becslést az s = s199 kozelités hibajaral
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2. Egyvaltozos valoés fliggvények hatarértéke, folytonossaga
2.1. Figgvény hatarértéke

1. Feladat:

A megfelel6 definiciéval bizonyitsa be az alabbi hatarértékeket!
8 — 22
@) . Br+d) =7 >J:EI}2 T+ 2
c) lim3 V1-5z =14
Megoldas.
a) Irjuk fel a definiciot, mielstt hozzafogunk a megoldashoz!
|f(z)—Al =[83z4+4 -7 =13z — 3| =3z -1 <¢
£ €
—1 = ie) = =
= |r—-1] < 5 = () 3
8 — 2z° 2(4 — z%)
) 1) - Al =[S -8 = PR -8 e -8 = 204
T#£E—2
€ €
=2z+2| <e — |x+2|<§ — 5(5):5
1—5z + 4
— Al =|V/1-5z — 4 = |(V1 =51 —4) Yo | =
) 1) = A = WT=5% - 4] = |(T=5% - 4) L=t 2
1 —=5x—-16] 5|z +3| <5]:c+3]
S Vi-br+4 Ji-br+4- 0+4
4 4
= |z+3| < ?g =  I(e) = ?5

2. Feladat:

A megfelel§ definicioval bizonyitsa be az alabbi hatarértékeket!

1-—2x

im = -2
r—+co T+ 3

Megoldas.
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A megfelel6 definiciok:

le flz)=A :

lim

Tr——00

flz)=A: Ve > 0-hoz 3 P(e) > 0:

Készitsiink abrat is a jobb megértéshez!

[f(x) = Al =

Ve > 0-hoz 3P (e) >0

|f(x) — A| <&, hax > P(e)

|f(z) — Al < e, hax < —Pse)

3. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok

L-2c Ll [l-2e42046) 7
v+ 3 B r+3 |z + 3|
7 7
©: r4+3>- = x>--3= Pe)
£ £
7 7
—00 : —(3:+3)>g = < — g—|—3 = — Py(e)

A megfelel6 definicioval bizonyitsa be az alabbi hatarértékeket!

20 — 2

a) 311311 — 1 +3z =5
b) lim 2r+15 = V11
¢) lim (22° —2?+42+7) = 0
d) lim V1+4+2r = -0
6x + 1
li = -3
e JMm 3o,
Megoldas.
4. Feladat:
2?2+ 3z — 10
= i =7 i =9
/) (x2 —4)2 7 zlLHEQ fle) =7, ;chin2 fe) ="
Megoldas.
xT—2)(x+5
fo) — =D+

-

7
lz 43| > -
£

36
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I 1 22+ 3z — 10
im . =
z—-2 (x4 2)2 (x —2)2
————
—too ——12/16

—0o0

. Tz —2 T+ 5
lim .
z— 240 (x—Z) (gj—2)

N

= 4+
(z +2)2 o0
W—/

1 —7/16
= — +o00
x p—

5. Feladat:

20° — 32+ 1
im — =7
z—too 7 4+ 42345

Megoldas.

6. Feladat:

Megoldas.
— -1
lim vl = lim *

o1 B+ 1—22 -1 B2 +1-20 V32 +1+ 2
r—1 V3x2+14+22 ) 4

= lim . =
z—1 x —1

7. Feladat:

lim =z (\/xQ—i— — \/91:2—3) =7

T — —00

Megoldas.

V3?2 4+ 1421

o (x —1) (V322 + 1+ 2x)

—(z+1) 2

3r2 +1 — 422
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2 2 2 _ 2

€T =
T — —00 \/$2+1+\/ZE2—3 T — —00 \/l'2+1+\/l‘2—3
T 4 4
- lm = S P
T — —00 2 1 3 1+1
o el
s s xXr xr
-
2| —x

8. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok

a) lim (V422432 — 2x) =7

xr — +o00
1

b lim =7
N T

¢) lim (22%— 2%+ 823 — 522 4+1) =7

xr— 00

Megoldas.
9. Feladat:
; _ 9 : . —9
a) xl—{rz«g:o 2+5{z} =1 b)xl_{rio [z —1] =1
Megoldas.
lim 2+5{z} =24+5-0=0
z— 340

lim 2+5{z} =2+5-1=7

1ir§1+0 [t —1] =2, mert x€(3,4) esetén z—1€(2,3) = [z—-1] =

li:r?]’ao[x—l]zl, mert z € (2,3) esetén x—1€(1,2) = [z—1] =1

10. Feladat:
+++
. . . 1 e
Bizonyitsa be, hogy hm0 cos — nem létezik!
xr— €T
Megoldas.

11. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok
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a) lim sin7z* =7

xr — 00

1
b) lim — sin7z? =7
r—o00 I

Megoldas.

2.2. Szakadasok tipusai

Hol és milyen szakadasai vannak az alabbi fiiggvényeknek?
(Mindig hatarozza meg a jobb és bal oldali hatarértékeket a vizsgalando pontokban!)

12. Feladat:

23+ 22 —5x+3
22 (x + 3)

flx) =

Megoldas.

f két folytonos fliggvény hanyadosa, igy csak a nevezd nullahelyeinél van szakadasa.
Vizsgaland6 pontok: =0, illetve x = —3
, 1 234+22-5r+3
lim — - =
z—0 x? x+3
~~ ~

— +o0 —1

+o00 : x = 0 masodfaju szakadasi hely.

J/

0
x = —3-ban a hatarérték 9 alakt, tehat a szamlalobol is kiemelhets az (z+3) gyoktényezd.

422 —-5rx+3=...=(r+3) (22 -22+1)
(A polinomosztast szép lassan csinaljuk, nem mindenki ismeri.)

r+3 22 —2rx+1 16

im . = : x = —3 -ban megsziintethet§ szakadasa van.
t—-3 r+3 x? 9

——

—1 —16/9

13. Feladat:
xt — 33
€T —=

/() |222 — 6z

Megoldas.
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f két folytonos fliggvény hanyadosa, igy csak a nevezd nullahelyeinél van szakadasa.

1 22 -3

2 x| |z—3
Vizsgaland6 pontok: x =0, illetve x =3
1 3 -3 1 3 -3
z—0+0 2 X |l‘ — 3’ z—0-0 2 —Z |$ - 3’
v v \ J
=22 50 -1 =—22—0 — —1
x = 0 megsziintethets szakadési hely.
) 1 s T—3 9 ) 1 9 x—3 -9
lim S = — lim N - _ -
z—340 2~~~ 1 —3 2 z—3-0 2 ~~ —(z—3) 2
—1 — —1

r = 3-ban véges ugrasa van.

14. Feladat:
1 1
h > 2
|4—:1:|+4—x7 ar=
=1
z? — 10z
h 2
Z-1lz+10° FF
Megoldas.
x (z — 10)
H <2 =
adt 1@ = oo =10

Ertelmezési tartomany: x #4, v # 1
Vizsgaland6 pontok: 1, 2, 4

1 xz — 10
1+ = i =
f( O) :5—1}3:0 x—1 :Ux—l()
—

+oo  masodfaju (lényeges) szakadas.
— Foo

T,
f2-0) = xl_gn_() (r —1) (z — 10)

f-nek x = 2-ben véges ugrasa van (elséfaju szakadas)

1 1

1 1
=2 24+40) = 1 =1
12+0) aHH2n+0 (|4—x]+4—x>

.

=0

. 1 1 . 2

x =4 : masodfaju szakadési hely
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15. Feladat:
+++

Hol folytonos, hol milyen szakadésa van?
2x , ha z rac.

fz) =

2?2, ha x irrac.

Megoldas.

2.3. lim % = 1 hatarértékkel kapcsolatos példak

z—0

16. Feladat:
. 2

lim sinbx _ 9

z—0 tg3x?
Megoldas.

sinbz?  5a? Ry 5 5
li 322 =1-=-1-1 ==
20 52 322 sin3ax? cosoT 3 3
17. Feladat:

1 — 2
lim cos9x .
z—0 2
Megoldas.
1 — 2
sina = # alapjan: 1 — cos92? = 2 siBQ%
2 sin? 22 sin 222 9 9
My T T T g et =2 g 0=
18. Feladat:
2/ — 1
lim —22VE T - \/E =7
z—0  sinyz
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Megoldas.

Most is az el6z6 azonossagot hasznaljuk:

—9 & 2 5 : 5 2 5 2 3
i 2SI VE gy (Ve Ve VR 5y gy 2
z—0  sinJx z—0 Jx Jr sin Jx
~——
=1z —0
19. Feladat:
Hol és milyen tipust szakadasa van az alabbi fiiggvényeknek?
_ sin(1—ux) _ sin|2 — o
fo) = S o) =
Megoldas.
sin(1—z) 1
flo) = -z  z+1
Szakadasi helyek: z=1ésx=—1
in(1— 1 1
lim f(z) = lim — sin(1 - 2) = —— megsziintethetd szakadas
r—1 rz—1 11—z z+1 2
—_————— ——
—1 —1/2
1 in(1—
lim f(z) = lim (— M) = Foo : méasodfaju szakadas
r— —140 r— —140 xr+1 1—=z
— - - _
e sin 2
—-—5 <0
_ sin|2—x|  sin|r — 2|
9(x) = r—2 oz —2

(Nem muszaj atirni, de igy talan jobban értik.)

Szakadasi hely: x =2

. sin (z — 2)
2 = 1 — =1
9210 = Iy, =
in (—(z — 2 in (z — 2
g(2—0) = lim sin(=(z=2) _ y, sl
z—2-0 T —2 x—2-0 x—2

Véges ugras (elséfaju szakadas).

20. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok:

tg7r

a lim —
) z—0 sin 9z

42
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: 2
b)  lim sinde”

z—0 27

. 5r — sin &z
c) lim ———— =7
z—0 Tx -+ sin2zx

Sxr — sin 8x

d li — =7
) i T sin 2z
cosbr — 1
1 P —
e) g}lino Tx2 ’
2 _
f) lim Ccos 2x 1 _ 9
z—0 623
) 1 — cos Va2
g) lim —M8M— =7
z—0 5%

1 — 5
h)  lim M =7
=0 gin /22
2

i) lim atsin— =7
Tr — 00 ],‘4

i) lim zsin— =7
x—0 {E4

21. Feladat:
Hol és milyen tipust szakadéasa van az alabbi fliggvénynek?

sin (z — 2)

fle) = (22 +4) Va2 —dx +4

Megoldas.
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3. Egyvaltozo6s valos fiiggvények derivalasa

3.1. Differencialas a definicioval

A derivalt definiciojaval hatarozza meg az alabbi derivaltakat!

1. Feladat:
flz) = V6xr+1 fl(4) =7
Megoldas.
f(d4+h) — f(4) . 6(4+h)+1 -5
!
fi) = fim, : = i -
— lim V25+6h —5 25+6h +5
" h=0 h V254 6h + 5
, 25 4+ 6h — 25 . h 6
= lim = lim - =
h—0 h (v/25+6h +5) h—=0h /254+6h + 5
2. Feladat:
fr) = —— F) =2
V2¢ 47
Megoldas.

1

- 1+h) — f(1 , 2(1+h)+7
7y = g, SRR — iy SRR
po 3 VO 34+ VOO
h=0 h-3-v/9+2h 3+ V9+2h
:hm—gh ! !

n=0 3 h \O+2h 3+ O+2n) 27

Wl =

3. Feladat:

10

44
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Megoldas.

4. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok:

A definicioval hatarozza meg az alabbi derivaltakat!

a) f(z) = VI-3z f'(=3) =7
1

b) fla) = — £(6) =7
c) flx) = i: F1(2) =7

d) f(z) = Va2 —4o+4 - sin(x —2) f(2) =7

5. Feladat:
@ (cosz) = —sinz, xR
Bizonyitsa be a tételt!
(Elsadason volt (vagy lesz) (sinz)’ = cosz )
Megoldas.
f(z) := cosz
. flx+h) — f(x) . cos(x+h) — cosx
1 _ . _
flz) = Jimy h = f h B
o cosw-cosh — sinx-sinh — cosx
Al h B
. cosh — 1 . sin h ,
= }}m% cosx - — sinz - = —sinx
0 7
Ugyanis:
h—1 —2 sin? 2 sin & h
lim " "~ — lim ——2 = lim ——2 sine = —1-0 = 0
h—0 h h—0 ]’L h—0 }—27‘

3.2. A derivalasi szabalyok gyakorlasa

Irjuk fel a derivalasi szabélyokat a tablara, az Gsszetett fiiggvényét is!
Az el6adésrol tudjuk (vagy nem, akkor batran &llitsuk), hogy
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(xa)/ = o :L.a—17

(sinz)’ = cosz .

Az el6bb volt, hogy (cosz) = — sina . Ezekre lehet tamaszkodni.

6. Feladat:

@

1 ™
a) (tg$)/ = COSQQE ) ‘(L‘# 5 +k37T

b) (ctgz) = ———, x#kr

sin” x
Bizonyitsa be az allitasokat!

Megoldas.

<(%) _ u’.vv—gu.v/>

(tgz) = sinz\’  (sinz) cosz — sinz (cosz) 1
88 = \cosz ) ~ cos? x - cos2z
(ctgz) (cosa:)’ (coszx) sinx — cosz (sinz)’ -1
X — = = . fr
& sinx sin x sinx
7. Feladat:

x;«ég—i-lmr

x # km

Derivéljuk az alabbi (vagy hasonlo) fliggvényeket!

r? =2z +3 ) z? + 523
S — 1) v1+ 224 T 34222 — )¢
PR (2 +1) V1 + 224, T (2% 4+ 22° — 2)%
sin3z, sin®2z¢, sinz®, sin®223, (28 + cos?zt)’
Megoldas.
22 -2r+3\  (20-2)(222+7) — (2 —22+3) 4
202+ 7 B (222 +7)2

(2> + 1) Vit2et) = (2 + 1) VIt 200 + (2% + 1) (\/1+23}4)/ =

~—_————
=(1+2z%)1/2
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1
= 22 1+ 22% + 22 5 (I+ 204712 (1 4 221

Most még ilyen részletességgel dolgozzanak!
< x? + 5z? )/ (2 +52°) V225 + 3 — (2% + 5a®) (V228 + 3)
226 43 (V225 + 3)2
(2z + 1527) V225 + 3 — (2® + 52%) 1(22° 4 3)71/% 1227
(225 + 3
(2% + 222 —2)%) = 6 (2 + 202 — 2)° (2® + 227 — 2)’

N

-

=3z2+4z—1

(sin3z) = cos3z - 3
(sin®2z)" = 3-sin2z - (sin2z)

——

cos2x - 2
(sinz®) = cosa® - 322
(sin® 22° )/ = 5-sin* 223 - (sin 22°)

N———

cos 223 - 622
/
((x3 + cos? :174)3> = 3 (2® + cos2a®)’ - (#% + cos?z?)

(2% + cos?2*)" = 322 + 2 cosa?- (cosa’)
——

— sina? - 423

8. Feladat:

L 8 ha x>0
— ax
cos? (4z) +3  (x—2)*’ -
@) =3
sin” 3x
T2 haz <0
Hatarozza meg a derivaltfiiggvényt, ahol az létezik!

Megoldas.
f'(2) #, mert a fiiggvény nem értelmezett z = 2-ben.
1 8 1 1 1
J0+0) = T, (cos2 (42) + 3 (x—2)4> 127 1
) sin’ 3x ) sin3z\”> 9 9
f(O—O) a zl—{%l—o T2 zl—{%l—o ( 3z ) ? n ? 7 f<0+0)

f'(0) B, mert a fiiggvény nem folytonos = 0-ban (nem létezik a hatarérték itt).
Ha x #0 és x # 2, akkor f derividlhato, mert derivalhaté fiiggvények Osszetétele.
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—2 cosdx - (—sindz) -4
(cos? 4x + 3)?

—8(—4) (x—2)"°, hazx >0ésx #2
fl(x) =
2 sin3z-cos3x-3-7x2 — sin?3x - 14x

1924 , haz <0

3.3. A derivalasi szabalyok + definicié gyakorlasa

9. Feladat:
flz) = Vx Mutassuk meg, hogy f(0) #!
Megoldas.

. f)—f0O) . Vh-0 1
/ — — — _—
F0) = f}lino h f}lino h fllino v/ 2 >
Tehat  f'(0) P.
10. Feladat:

flz) =z sinVa? fi(x) =7

(x = 0-ban a definicioval dolgozzon!)

Megoldas.
Ha z # 0, akkor derivalhato fiiggvények Gsszetétele és

f'(z) :; —2/3 sin Va2 + ¥z (cos\/_> 173

Ha = =0, akkor a definiciéval dolgozunk:

, . VhsinvVh? -0 . Vh  sinVh?
f(0) = lim = lim ‘ =
h—0 h h—0 % 5/ h2
11. Feladat:
1
x) = /a3 tg(5ha?) | x| < —
(@) 5607 ol < =

a) f'(x) =7, ha x#0
b) A derivalt definicioja alapjan hatarozza meg f'(0) értékét!
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Megoldas.

a) Ha z # 0, akkor létezik a derivalt, mert derivalhato fiiggvények Osszetétele:
/

fl(z) = (@3 tg5x2)1/5> — % (@® tg522) Y . (27 tg5a2)

1
3 2/ 2 2 3
= 322 t S |
(x° tghax?) 3x° tgha® + P Oz

o/ 1 sin 5h?

_ 5 /13 2 _ Vs
h—0 h h—0 h h—0 VB
~ Vh3 ., /sinbh? /5 .~ V5 .
= lim =1-v1- = V)

h—0 W 5h2 v/ cos Hh?2 1

12. Feladat:

f(x) =]z — 1| -sin (2z — 2) fl(x) =7

Megoldas.

g(x) := (z —1) sin(2z — 2)
Ez egy mindeniitt derivalhato fiiggvény:

g(x) =1-sin(2x —2) + (x —1)-cos (2z —2) -2

g felhasznalasaval:

(x), hax >1
f@) :{gig(x), haz < 1

Ezért
g(z), haz>1

flz) = { —g¢'(x), hazx <1

x = 1-ben legjobb a definicidval ellendrizni a derivalhatosagot. (Hasznéalhaté lenne a segédlet
26. oldalan kimondott tétel is, de talan jobb ilyenkor a definicio.)

F1) = tm @O =l sin@e=2) -0
r—1 z—1 r—1 r—1
' -1

13. Feladat:
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fi(x) =7

Megoldas.

14. Feladat: Tovabbi gyakorl6 feladatok:

a) f(x) = |22 = 9] sin(z —3) . fla) =7
b) f(z) = [2° — 327|, fl(x) =7
¢) fla) = Va? sinVa? fl(a) =7
sin 222
—— ha z > 0
Q) fay=9

|z(x —1)|, haz <0

1

3x — 17
) fla)y=4q "
ar +b, hax<l1

haxz>1

Adja meg a és b értékét ugy, hogy f'(1) létezzen!

50
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3.4. Elemi fiiggvények

15. Feladat:

Rajzolja fel a tg és az arctg fiiggvények grafikonjat! Hatarozza meg értelmezési tartoméanyukat,

értékkészletiiket, derivaltjukat!

16. Feladat:

arctgx
a) lim BT _9
x—0 €x
b li tg ——— =7 li tg —— =7
) limarctg o i | arctg 3
lim arctg —— =7
xr — 00 3 —
¢) lim z arctg— =7
x—0 €T
_ 2% — 3z
d) lim arctg =7
2
¢ —1
e lim arct =7
) T — 00 & 20+ 3
Megoldas.
a) r=1tgu, wu=arctgxr helyettesitéssel :
arct
lim ! gx:th:hm - cosu = 1
z—0 T u—0 tgu u—0 SINuU
1 s
b) lim arctg = ——
x—3+0 3—x 2
——
— —o0, mert 1/—0 alaku
I ¢ ! T
im arc = —
x—3— & 3—x 2
~——

— 00, mert 1/40 alakd

1
lim arctg —— = arctg0) = 0
& — 00 3—x

1
¢) limO x arctg— = 0, mert (0 - korlatos) alaku.
Tr — €T



3. EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK DERIVALASA 52

Q) ; x2—3m71' ; rx—3 el = ©
lim arctg o——5 = lim arctg o —— = arctgl = -
o . 22 —1 ¥ . 21— 2% T
e im arc = lim arc — = —
smoo OB 93 T ale MOB\ G 9y 3 2
—_———
17. Feladat:
f(z) = Yz arctga? fl(x) =7
(x = 0-ban a definicioval dolgozzon!)
Megoldas.
t 2
Fel kell hasznalni, hogy limo are fx = 1 az el6z6 példaban latottak alapjan.
xTr— €T
Adjuk fel héazi feladatnak, mert nincs benne méar aj dolog!
18. Feladat:
1 , 1
x arctg—, hax #0 x® arctg—, hax #0
x x
flz) = g(x) =
a haxz =0 b, haz =0

a) Hatérozza meg az a és b paraméterek értékét ugy, hogy az f és g folytonos
legyen x = 0-ban!

by f(0) =7, ¢'(0) =7

Megoldas.

1
a) lim z-arctg— = 0, (0 - korlatos alaku)
T

z—0

Hasonléan lim0 g(x) =0

Tehat a= f(0):=0, b=g(0):=0. Vagyis
1 1
x arctg—, haz #0 22 arctg—, hax #0
T x
flz) = g(x) =

0, haz =0 0, haz =0
fiiggvények mar mindeniitt folytonosak.



3. EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK DERIVALASA 53

1
h arctg— — 0
o f) = fo) &% o 1
I h o i%lino h o }}11110 arctgﬁ E

/ _ m /! _ m
(ro=2. ro=-2)
h? arctg% -0

o) — 1y I —90) TR S
9'(0) —]}1310 3 —}}ILHO N —}}Enoh arctgh =0

19. Feladat:

1
arctg—1+x, ha x # 1
-

flx) =
G, hax =1

a) Megvalaszthato-e 3 értéke tgy, hogy az f fiiggvény folytonos
legyen x = 1-ben?

b)  fl(x) =7,ha z#1

O lm fi(x) =7
Létezik-e f'(1) 7

Megoldas.
. 1+ s _ 1+ s
a) xgrﬁo arctgl_x =3 + xErln_O arctgm =35
——
Mivel = 1-ben 7 a hatarérték, ezért nincs olyan 3, melyre f folytonos lenne
x = 1-ben.
b) Ha x # 1 :
1 1+zY) 1
f/(x) = 3 = L. = 5
(1 + m) 11—z I+
1+
11—z
1+z\" 1-(1-z)— (1+2)-(-1) 2
1—2) (1—x)? (1 —2)2
1
c) lim1 f(z) = o de f'(1) #, mert az f fiiggvény nem folytonos x = 1-ben.

20. Feladat:

Ismertesse az arcsin fliggvény tulajdonsigait (értelmezési tartomany, értékkészlet, abra, de-

rivalt)!
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21. Feladat:

f(z) =37 — 2 arcsin (3 — 22)

a) Df :?, Rf :?, f’(x) =7
b) Irja fel az xo = 1 pontbeli érintGegyenes egyenletét!

c¢) Indokolja meg, hogy f-nek létezik az f~! inverze!

f_1<£li'> =7, Df—l =7, Rf—l =7
Megoldas.
a) —1<3-22<1... = D;=[1,2
3—2rxe[-1,1] = arcsin(3—2z)¢€ [—g, g}
= 2arcsin (3 —2z) € [-7, 1] = R;=[27, 47|
1 4

f'(x) = =2 (=2) = , we(L2)

1— (3 21) 1 (3 22)

et () () (1) - B 5 (D)

54

¢) f'(x) >0, hax e (1,2) és f folytonos [1,2]-ben, ezért f szigortan monoton né Dy -en,

igy a teljes értelmezési tartomanyban invertalhato.

1 3T —
y=3m — 2arcsin (3 —2z) = ... f‘l(a:):§ <3—sin 7T2 x)

Df—l = Rf = [27T, 47T} ; Rf—1 = Df = [1,2]

22. Feladat:

7T
f(z) = arccos ey

a) Df =7 ) Rf =7
b) Adja meg a —5 pontot tartalmazé azon legb&vebb intervallumot, melyen f
invertalhato!

fUx) =?, Dy =7, Ry =?

Megoldas.
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a) f paros fiiggvény.

. 4
ET. —2’§1 = |z|>2
x

4 ) 4 s s
0<— <1 miatt arccos—E[O —) — Rf:|:_—,0>

x? = x? 2 2
—, s ha |[E| > 2
\/ L= :B2 \/ L= 332
f'(x) <0, ha x € (—o00,—2) és f folytonos I = (—o0,—2]-n = [ szigorian
monoton csokken I -1, tehat 1nvertalhato I-n. (=5el
4 -2
y = arccos — — T = Y z) = —/——
T 2 s
cos (x + =)
2
T
Djr = Ry = [—5, 0) ., Ry =Dy = (—00,~2]
23. Feladat:
Derivélja az aldbbi fliggvényeket!
ch 522 | hax >0
flz) = ; g(z) = (1 +a%)*
sh2r — 3xr, hax <0

Megoldas.

Rajzoljuk fel az shx, chz fiiggvényeket!
f(O+0)=f(0)=ch0=1 # f(0—0)=0 = [ nem folytonos x = 0-ban
= f(0)3
Egyébként f derivalhato fiiggvények Osszetétele és igy derivalhato:
10z shb52z?, hax >0
f'(x) =
2ch2r — 3, haxz <0

g exponencialis hatvanyfiiggvény, ennek megfelelGen derivaljuk:
g(m) — eln(1+z4)2x — eQ;B In (14z%)

4 3
g (z) = e M0+ (94 In (14 2Y) = (1424 . (2 In(1+a%) + 2x1f 4)
x

24. Feladat:
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Te (x_2)2, ha z > 2

ch? (2 —2)%, haz <2
Irja fel f'(x) értékét, ahol az létezik!

Megoldas.

25. Feladat:

1
flz)=2 arctg? -

Hol és milyen szakadasa van a fiiggvénynek?
Irja fel f'(x) értékét, ahol az létezik!

f_1<£L‘> :?, Df—l :?, Rf—l =7

Adjon meg egy intervallumot, melyen létezik f=1!

Megoldas.

3.5. L’Hospital szabaly

26. Feladat:

arctg 2 x® _ x 1
— =7 1 - — ) =7
2) z—0 arshb a3 °) Py <x—1 1nx)
by lim arcsin 3 2 _9 f)  lim 2% =7
250 tggx x— +0
8r 2 —3x
) lim V& Ina” =7 B Gm B2,
T —+0 z—oo ch (3z + 4)
Megoldas.
1 62 1
—— Oz
arctg2a® pm . 1+ (223)2 .2 14 (223)?
a) ———— = lim = lim -
z—0 arshba3 z—0 =0 5 1
——— 1522
1+ (5x3)? 1+ (523)2

56
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1
arcsin 3 2% g 1 — (322)2 o 1 T
b) lim ———— = lim = lim 3 — cos’r = 3
z—0 tg“x z—0 9 1 z—0 +/1 — 974 sinx
tgx 3
, cos?
. R s 0 S 2r vm . 2
¢ lim 22e¢™ = lim —— = lim = lim =0
) T — 00 r—o00 @ z—oo Hed® r—oo 25 edT
. 1
Inz” 7Inx 1u z
. 7 _ . _ . el . x —
d) xll>n—|1—0 \/E ot = xll>n-|1-0 1 - xli>n-|1-0 :L‘_l/z xll>n:‘,l-0 _1 ~3/2
vV
= 27lirr}ro —14x =0
| 1
_ x 1 ahz-—z+1 g, Drtr—-—1
e) hm1 e hm1 01 = hm1 i
z—1 \x — nx z—1 (z—1) Inx g 4+ (@—1) -
x
1
= lim Iz e L = 1
Inx +1 — — -+ =
x x
f) lim z%® = lim e™*"® lim etz — &0 = 1 mert
z—+0 r— 40 r— +0
1
1 ; - i
lim tgz-Inz = lim L T R TRt sinz = 0
z— +0 r— 40 Ctggj‘ z— 40 -1 r— 40 €T
sin? x
g) A L’Hospital szabaly alkalmazasa most nem vezetne eredményre.
) eSz -9 6—39[: ) e—3x ell:c ) 0—2
lm ——— = Ilim - 1. —= = _
r——co e 4 =32 r— —co 3T edr 1 0+1

h) Itt sem vezet eredményre a L’Hospital szabaly. Beirva a fiiggvények definiciojat, az
el6z6 pédahoz hasonléan jarhatunk el:

sh (3z — 2) o edr2 o (e2) L@l g2 gbwt2 g2
o h(Bz+4)  ooh et = M o e =
z—oo ch(3z44) aw—oo e3tt 4 e Gotd) a0 e el 4 e ¢

3.6. Intervallumon derivalhato fliggvények tulajdonsagai, fiiggvényvizsgalat

27. Feladat:

f(@) = (z=3)* (z+5)"

a) Adja meg azokat a leghGdvebb intervallumokat, melyeken a fiiggvény szigorian monoton!
b) Hol van lokalis szélsGértéke?
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Megoldas.
fl(@) = 3(x=3)2(x+5)*+ (r=3%4(z+5)3 = ... = (x —=3)*(x +5)* (z +5)(Tx + 3)
26 rajzol}flkfel!
3 3 3
f + 0 — 0 + o] +
f /! N /

,00 | intervallumokon,

| w

Tehat f szigortian monoton né: (—oo, —5) és <—

3
f szigortian monoton csokken: (—5, ——) -en.

7
x = —b5-ben lokilis maximum van, mert f novekvébol csokkenébe megy at.
3
xr = — -ben lokalis minimum van, mert f csokkenGbdl névekvébe valtozik.
28. Feladat:

f(x) = In(2? + 22 + 2)
Keresse meg azokat az intervallumokat, melyeken a fiiggvény

- monoton nd, illetve monoton csokken;
- alulrél konvex, alulrol konkav.

Megoldas.
f(z) =(@?+22+2) = In((z+1)*+1) = D;=R
~————
>1
2x + 2
/ —
Jle) = 2?2 422+ 2
z | (=00, =1) | =1 (~1,00)
f — 0 +
f \ /!
Tehat f (szigortan) monoton csokken (—oo, —1)-en és (szigortian) monoton né (—1, 00) -en.
" 2(x* +2x +2) — (204 2)(2x +2) —2z (x + 2)
f (J:) = 2 2 = 2 2
(2 +2x 4 2) (2 +2x 4 2)
A nevez§ > 1, a szamlaloban levd parabolat pedig rajzoljuk fel!
z[(-00,-2)| -2 |(=2,0)] 0 | (0,00)
f" — 0 + 0 -
f N (infl. pont) U (infl. pont) | N

29. Feladat:
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flx) = z e

Hol monoton noévé, illetve csokkend az f fiiggvény?
Hol van lokalis szélsGértéke?

Megoldas.

fllz)y=1-e3 4+ ze3 (=3) = (1-3z2)e® =0, haz=

1 1 1
—00, — - -, 00
x o0, 3 3 3’ f 1 B 1 -
/! + 0 — 3/ 3
f / lok.max. N\,
30. Feladat:

flx) = 22° — 152° + 202!

Hol konvex, hol konkéav a fiiggvény? Hol van inflexios pontja?

Megoldas.
f(z) = 122° — 752* + 8023
f"(z) = 602" — 3002% + 2402% = 6022 (2 — 5z + 4)

(. J
-~

(z—1) (z—4)

>0

x| (00,00 |0](0,1)] 1 |(1,4)]| 4 |(4,0)
f" + 0] + 0 - 0 +
f U U |inflLp.| N |infl.p. U
31. Feladat:

f(z) = ze ™

Keresse meg azokat az intervallumokat, amelyeken az f fliggvény konvex, illetve konkav!
Hol van inflexioja az f fiiggvénynek?

Megoldas.
flx) = e 4+ xe™ (—22) = e — 22e ™

i) = e (=2z) — dz e — 22 e ™ (=22) = e (42° — 6x) = e 2z (222 — 3)

Abrazoljuk vazlatosan a 2x (222 — 3) fiiggvényt, mert igy konnyebb az elgjelvizsgalat!
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(Harmadfoki polinom, nullahelyek: —\/g , 0, \/g;

+ oo -ben + oo -hez tart a fiiggvény és — oo -ben — oo -hez tart a fiiggvény.)

(5 () ]2

+ 0 0 +
U infl.p. infl.p. U

Ennek alapjéan:

(=]

3

2

0
infl.p.

N

32. Feladat: Hol konvex, hol konkiv az

f(z) = 2% In(ex)

fiiggvény? Van-e inflexioés pontja?

Megoldas. D; = (0,00)
1

f(x) =2z In(ex) + 22 ol 20 In(ex) + @
T

1
ff(z)=2In(ex) +2r—e+1=2In(ex) +3 =0
cx

— In(ez) = —— = ex=e¢%2 — g =7
T ‘ (O, e_5/2) ‘ 6—5/2 ‘ (6_5/2, OO)
7 0 T
f (infl. pont) U

N

33. Feladat: Vizsgalja meg és vazlatosan abrazolja az

fiiggvényt? Konvex-konkav tulajdonsagot, inflexiot most ne vizsgaljon!

Megoldas. Dy = (0,00)

Nullahely: ex =1 — 2z = -

, In(ex) ,
lim = —00 lim
x— +0 X xr — 00 €T xr — 00 1

- alaku — alaku
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r— — In(ex) 1 — In(cx)
— X — — — — —
fl(x) = po = po =0 = In(ezx)=1 = z=1, f(1)=1
z|(0,)] 1 |(1,00)
i+ 0 —
f 1/ |lok. max. N\
Abra
34. Feladat:
Végezzen fliggvényvizsgélatot és vazlatosan dbrazolja a fiiggvényt!
a) flx) =12 e°
2 +x— 2
b -
) f) )
Megoldas.
a) flx) =23 e°
Dy =R; Nullahely: =0
. 3 _ . x3 L’ . 3 _
lim z°-e® = lm — = ... =0 lim z°-e" = —
T — 00 r—o00 et T — —00
Nem paros, nem pératlan, nem periodikus.
fl(x) =32 —23e™ =22 (3— 1)
z | (=00,0)[0](0,3)] 3 |(3,0) o7
I + 0 + 0 — f(3) =27 = =
1 /' |lok. max. | N\ ©
f'(z) = 6ze ™ — 3227 — 32%e™® + 2% e® = xe ® (2° — 61 + 6)
N————
=0: z=3+3
z [(—00,0)] 0 [(0,3—v3)|3-v3](3-v3,3+V3)[3+V3](3+3, )
f" — 0 + 0 — 0 +
f N infl.p. U infl.p. N infl.p. U

27

Abra
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2 -2 2 —1 2
b fa) - tro? 2 @bt
x x x

Dy, =R\ {0}; li 1 2) = ; li 1 2) =

F =R\ {0}; Jim — ) = oo Jim - = 400

i 2

lim (x+1——> = +o00
T — oo x
Nullahelyek: x=1, x=-2
Fa) = (e41-2 1y 2

B r) x?

z|(=o0,00] 0 [(0,00)

1+ 7 +

f / szak.h. |

4

fa) =

z|(=00,00] 0 [(0,00)

o+ i =

f U szak.h. N

Abra
Megjegyzés:
2
liI:Itl (f(z) — (z+1)) = liI:Itl ——> =0 = A fiiggvény, ha = — $oo egyre
T — Foo x — too x

kozelebb keriil az y = x + 1 lineéris fliggvényhez (linearis aszimptota). (Beszéljiink rola, ha
a feladat befér a gyakorlatba, de a hallgatotol nem varjuk el, hogy észrevegye.)

35. Feladat: (Most ilyen példat nem vesziink.)

Van-e linearis aszimptotaja az alabbi fliggvénynek —+oo -ben?

a)  f(x) :2x—|—gv-sinl

T

b)  f(z) = Vv4a? + 3z
223 + 1

)@= s

3.7. Abszolut szélsGérték

36. Feladat:
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a) Végezzen fliggvényvizsgalatot és vazlatosan abrazolja a fiiggvényt!
b) Beszélhetiink-e a fiiggvény maximumardl illetve minimumarol az [1, 3] intervallumon?
Ha igen, akkor mennyi ezek értéke?

Megoldas.
) Dy =R\ {0} ; lim o 4+ o —
a) Dy = ; lim 3 = too
lim f(z) = +o0, lim  f(r) = —o0

Nem péaros, nem paratlan, nem periodikus.

x5+48_

Nullahely:  f(x) = 5 0 = f(v—-48)=0

s
, 96 3 (25 — 32)
f(x):32—E:xT:0 — =2, f(2)=20
z|(=00,00] 0 [(0,2)] 2 [(2,00)
o+ A — 0 +
£l lszakh.| N\, |lok. min.|
F(z) = 62 + 3:':6 _ 6. “”5;48 _ 0 — = {TI8, (f(9=I8)=0)

x| (oo, vV/=48) | /—48 | (¥/=48,0)| 0 |(0,00)

f = 0 + 7 +
f N infl.p. U szak.h. U
Abra

b) Mivel f folytonos [1,3]-ban (zart!) = 3 min., max. (Weierstrass IL. tétele.)

Mivel f az intervallumon mindeniitt derivalhaté, a szébajohets pontok:
- a lokalis szélsgértek:  f(2) = 20,
48

- az intervallum végpontjai:  f(1) =49, f(3) =27+ n
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= min] {f(x)} = 20, max {f(z)} = 49

z€[1,2 ze(1,2)

37. Feladat:

fla) = a? o
Van-e minimuma, illetve maximuma az f fiiggvénynek a [0, 1] intervallumon? (Indokol-
jon!)
Ha igen, hatarozza meg!

Megoldas. ... f(x) = we 3 (2 - 3x2)
2 4
min (@)} = f0) =0, max (@)} = S (5) — 2o

3.8. Implicit megadast fiiggvények derivalasa

38. Feladat:

Az y(x) figgvény az xy = e pont kornyezetében differencialhato és kielégiti az
rhny+yhe =1

implicit fiiggvénykapcsolatot.
Hatarozza meg ezen fiiggvény (e,1) pontjabeli érint6 egyenesének egyenletét!

Megoldas.

Ellenérizziik a pontot!

‘?
e-Inl +1-lne =

1 Igaz.
Tehat az y(z) valoban dtmegy az adott ponton:  y(e) =1.
r Iny(x) + y(r) Inx = 1

Mindkét oldalt x szerint derivaljuk:

1 Iny(z) + x~ﬁ-y'<x> Fy@) Iz +ye) - = 0
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Behelyettesitve © =e-t (y(e) = 1), kapjuk 7/(e)-t:

1 1

Inl -y ! -1 — =0 — ! P —

nl+e-y'(e)+y(e) ne—i—e y'(e) et
Az érintGegyenes egyenlete:

v =yle) (@ —¢) = 1 — ——— (x—c)
¢ e(e+1)

39. Feladat:
A differencidlhaté y = y(x) atmegy az zo = 1, yo = —1 ponton és xy egy kiérnyezetében

kielégiti az alabbi implicit egyenletet:
4+ 29° 42— (z-1)*t =0
Van-e ennek a fiiggvénynek lokélis szélsGértéke az xo = 1 pontban?
Van-e inflexioja a fiiggvénynek ugyanitt?
Megoldas.

1—2—1—1—0;0 Igaz.
Az z-t6l valo fiiggést mar nem jelolom, igy attekinthetGbb:
2uy’ + 10y*y + 22 — 4z —1)*=0
Behelyettesités: =1, y=—1
—2y'(1) + 104/(1) +4 - 0=0 = (1) = _éll

Mivel ¢'(1) # 0 == nincs lokalis szélsGértéke = = 1-ben (nem teljesiil a sziikséges
feltétel).

2y/y/ + 2yy" T 4Oy3y/y/ 4 1Oy4y// 4 4629:72 o 12(1, _ 1)2 =0

1
r=1,y=-1,y=—7:
1 40
- —29"(1) — — + 109" (1 4 -0=0
S - 20'(1) = 1+ 105"(1) +

13
Elég csak felirni, hogy ebbdl y”(1) = ~6l (ha igaz).
Mivel y”(1) #0 == nincs inflexiés pontja = = 1-ben (nem teljesiil a sziikséges feltétel).
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3.9. Paraméteres megadasu gorbék

40. Feladat:

Legyen
r =1+ sindt, y =1+ sin2t

a) Indokolja meg, hogy a fenti paraméteresen megadott gérbének van y = f(z) elGallitasa
T
a top = — paraméterhez tartoz6 xo = x(ty) pont egy kornyezetében!

b) f(xo) =7, f"(x0) =7 Van-e lokdlis szélsGértéke, illetve inflexidja az f fliggvénynek
az ro pontban?

c) Irja fel a t, paraméterti pontban az érinté egyenes egyenletét!
(Descartes koordinatakkal.)

Megoldas.

a) @(t) = 1 + 4 cos4t
m

iy (g) =1>0 és i(t) folytonos = 3 <8 J, %+ 5) , ahol &(t) >0
= itt z(t) szigorian monoton né

= J inverze: t=t(x) ésigy 3 f(x) =y(t(x)).

b) g(t) = 1 + 2 cos2t, y(g)zu\/i
$0=I(g):g+sing:1+g
RS X f’(1+g>i§;1+\/§>o

= [ lokalisan n§ z(-ban. (Nincs lokalis szélsGérték itt.)

. : LT

T = —16 sin4t , xgrg) = —iG

j = —4sin2t, y<§> = -5 = —2V2

i (1_'—%) — yxx;gym — —2V2 — (11+ v2)(-16) =16 + 14v2 > 0

Nines g -ban inflexios pontg7 mert nem teljesiil a sziikséges feltétel (f”(xg) # 0).
) s = ) + aw) o =) = wlte) + % (@ = a(t0) =

m 1
- g‘i‘ﬁ‘i‘(l—f‘\/ﬁ) (ZL’—(1+

™

8
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4. Egyvaltozos valos fiiggvények integralasa

4.1. Hatarozatlan integral

Sziikséges fogalmak: primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral.

1. Feladat:

1 1 (2 6
) /(2x—|—3)5dx :5/2-(2x+3)5dx:§@+0
f/‘f5
1 1 5,1 (2z+3)™
f/‘f_5
2 2 9 2
¢) /9x+1dx :§/9x+1dx:§1n|9x+1|+0
' f
2 2 5 2 (9x+1)*1
f/.f72
2 arctg 3w
) /9x2+1 dr /1+ 3 ¢
2 2 2 arctg\/gx
f d = - = - — C
)/9x2+3x 3/1+ dv=73 V3 "
2x 1 18z 1
8) /9x2+3 drl =3 /9x2+3 =g O +3) +C
f'1f

h) A kovetkezo két feladatot az el6z6 kettd mintéjara oldhatjuk meg.

2r+ 4
- ... of.
/9:n2+3cmj (HE)
Tx+5
de| = ... (WL
/9x2—|—3 v (HE)
2 1 2 1
D — | =2 ——— =2 | — 4z =
2 /9x2—|—6x+3 v /(3x+1)2+2 T /1+(3§+§1)2 v
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arctg 3x+1

V2

/ 18z + 8 da
922 + 6x + 3

Felhasznaljuk az el6z6 példa eredményét:

18z 4+ 6 2
I = — dx + —  _dz =
922 + 62 + 3 922 + 6x + 3
arctg3x+l
= In (92 + 6z + 3) + % + C

V2

Osszefoglalva az el6z6 példak tanulsagait

ar?+bxr +c

/ L—i_ﬂ dr  tipust integralok megoldasa

f(z) :=az*+bx +c, D = b* — dac

D >0 esetén részlettortekre bontassal dolgozunk. (Ezt késébb vessziik.)

D < 0 esetén az alabbi atalakitassal dolgozunk:

/ ar+f o /f x)
a:v2+bx+c ! f(z)

A megmaradt hatarozatlan integral meghatarozasa:

/——wm—kﬂMﬂ@H%{/ﬁEd

68

A nevezGben teljes négyzetté kiegészités és esetleges kiemelés utan a kovetkezd alakot

kapjuk:

B . 1 . arctg (...)
/ﬂ@d %/1+@yd S

Itt (...) : z—nek linearis fiiggvénye, igy a nevezébe konstans keriilt.

Ezzel a modszerrel oldja meg az alabbi feladatot!

922 + 62 + 3

/ﬂ de| = .- (HE)

ar+ 0

vax?+bx +c

Most attériink az

El6szor egyszertibb példakat csinalunk, majd ezt is megbeszéljiik altaldnosan.

dx tipusi integralok szamitasara.
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1) / ! dz
Va2 —4x —12

m) / v 2 de| =
Va2 —4x —12

(2% — 4o — 12)'/?

I,

N | —

1
P 1
2 2

f/ . f—1/2

+ C

)2

1

/ 1 1/ 1
= : dr = 1 TT—
Vi(r—2)2—-16 (xT—Q _
arch 22
—* +cC
4
/(zx—4) (22 — 4o —12)712 dz =

dx =

69

n) A kovetkezd példa megint az el6z6 két tipus egyesitése, azok eredményét felhasznéljuk:

4o — 2 _ 20 —4 + 3
Va2 —4xr —12 B Va?—dxr —12
1
:2(/(2x—4)(:n2—4x—12)_1/2d35+3/ d:x):
Va2 —4x —12
_ 9 <(£B2_4[E1_ 12)1/2 3.1 archle_Q> Lo
1 4 1
2 1
(X X J

Osszefoglalva az el6z6 példak tanulsagait:

ar+ 3
var? +bx+c

dz

tipusu integralok megoldasa

f(z) == az®+bxr+c

Az alabbi atalakitassal dolgozunk:

a:v—l—ﬁ 1/2
dr = k ) d k
f x /f x + ko \/_
f1/2
=k 1
/2 Vf

A megmaradt hatarozatlan integral kiszamitasa:

A nevezGben teljes négyzetté kiegészités és esetleges kiemelés utan a kovetkezd esetek

egyikét kapjuk:

dﬂfzk‘g

Vagy:

arcsin (...)

+C

dng
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arsh (...)

1 1
Vagy:

1 v = &y 1 v = ks arch (...)
/Fv(x) dv =4 /\/7(..)2_1 O

Itt (...) : x—nek linearis fiiggvénye.

Ezzel a modszerrel oldja meg az alabbi feladatot!

4
o) | 1) /f Y4y (HE)
Va?z+6x+11
3z +1
2. ——— dz Hf.
) V3 -2 -2z (HE)
2. Feladat:

Gyakorlo példak:

/cos (z) e dx = ---

/ 1
de = ---
(1 + x?) arctgzx

/

z lnx®

1

/

z In°zx

1
5

de = -

U/"___:if;___ ds —
(1 + eto)*

4.2.

Parcialis integralas

3. Feladat:
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/(395—1) sin (bx +3) de = 1

u=3x—1 , v =sin(5z +3)

o3 ’ U:—cos(5x+3)
)
— 5) 3 3
I=3x—-1) %—i—g/cos(fm—i-?)) dz =
1 3 sin (5 + 3
= — (3x—1) cos(bx+3) + = w%—(?
) ) )
/:173 In(2z) de =1
=23 | v=In(2x)
4
x , 1 1
YTy YTy x
4 1 4 1 4
[:—ln(2x)—zl/x3dx:xz1n(2x)—1%+0
/arcthx de =1 :/1-arctg2x dx
u=1 , v=arctgx
— ! __ 1
u=e o V=
2 1 8
I:CE’&I‘CthI'—/TZIZLmQd[L’:LUaI'Ctg2ZE—Z/T’imd[L’:

1
= r arctg2r — 1 In(1+ 42%) + C

/Ch2x sinbr dx = 1

u = ch 2z , v =sinbx
— cos b

u=2sh2r , v=
)

1 2
I = — ch2x cosbx + = /sh2a: cos bz dx

' =ch2r , v=sinbx
_ sh2x
==

ul

v =5 Ccosdx

1
I = 5 sh 2z sinbx — g /sh2x coshx dx

A két egyenletbdl kikiiszobolve a felleps idegen integralt kapjuk [ -re a végeredményt:

71
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4 5 1 )
I = 29 (_é_l ch2x cosbx + 3 sh 2z sm5x) + C

4. Feladat: Tovabbi gyakorlé feladatok:

) /ln(5x) de =7

b) /(2x—|—3) In(52) de =2

c) / (bx 4+ 2) sh (4z) dx =7

d) / 2? cos (3z) dx =?

e) /arcsin (2z) dz =7

f) / 4x arctg (2z) dz =7

4.3. Racionalis tortfiiggvények integralasa

5. Feladat:

1
/ T de =7
22+ 3x

Megoldas.

r+1 A B

S : 3
z (z+ 3) +Jc+3 z(@+3)

T
r+1= A(x+3) + Bx

2
r=-3: —2=-3B — B:g
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I= /(%iJr;xiS) de = 3 1n|xy + - 1nyx+3y + C
6. Feladat:
Megoldas.

/(x_2;c)4(rx1_3) do = /(xilz + :f?)) do =

1 1
:/(—5 + 7 ) dz = =5Injlz -2+ 7Thnjz-3| + C
T r—3

Ugyanis:
2v +1 A B
= (r—2)(x—3
(x —2)(x—3) 1:—2+x—3 ' (z=2)(z-3)
204+1 = A(x—3) + Bz —2)
r:=2: H=—-A — A=-5
r:=3: 7T=B = DB=T7

7. Feladat:

1
- _9
/m3+2m2 dr =

Megoldas.
1 A B C
m T2 i T * T +2
1 = A(z +2) + Bx(z +2) + Ca?
Most egyiitthato 0sszehasonlitéssal dolgozunk:
1= (B+C)a* + (A+2B)z + 24

Innen a kdvetkez6 linearis egyenletrendszer adodik:

2? (v +2)

2A=1
A+2B=0
B+C=0
1 1 1
Melynek megoldasa: A= 3 B = 1 C=-

11 11 1 1 1 27t
:/( ————— +Z )dx—ﬁm—l——lnm—k Injz+2| + C
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8. Feladat:

x+1 B
/<m—1>2<x—3> do =7

Megoldas.
r+1 A N B N c -1 N -1 N 1
(z—12@x-3) (v—12 z-1 =x-3 "~ (2-12 =x-1 2-3
— 1!
I:—%—ln|x—1|+ln|x—3|+0
9. Feladat:
3 o —15x
a) /x‘*—lﬁdx ‘ b) /l‘4—16 dz =1
Megoldas.
/
a) — alaku:
1 4 23 1
- dr = -~ In|z* — 1
4/x4—16 T =7 n|x 6] + C
" > —15
b) Altort, at kell alakitani: ﬁ =x + por f TG
r A B +Cx+D_ _1/16 1/16  —1/8 x
at—16 -2 z+2  22+4 7 x—-2 z+2  2*+4
/ L 1 1 N 1 1 11 2z q
e — — - == r =
6rx—2 16z+2 822244
LA S Y PR Y S PR RN Ny A S e
= — 4+ —Inlz— — In|z — — In(x
2 16 16 16

10. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok:

2
T
a) /$2_9 de =7

74
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b) | a) /ﬁ de =7 B) /x21_1dx—?

2 1
c) | a) /x?’x—l de =7 B) /x3—1 de =7

/:c5+2x4+:c3+3x2—2x—|—2

-9
PR dx =7

4.4. Hatarozott integral

11. Feladat:

™

/005295 de =7

0

Megoldas.

[ 1 in 2
I = cos’ dr = = x—l—sm T
SN—\— 2 2
0o 14 cos2z
2

cos2x integralja a megadott intervallumra 0-nak ad6dott, ami nem meglepd, mivel a fiigg-
vény 7 szerint periodikus és egy teljes periodusra integraltunk.

T 1 1

0

12. Feladat:

w/2
/ cos® z sinz dz =7

0

Megoldas.

/2 /2
I = / cosz (cos?z)? sin’z dz = / (cosa: sinx — 2cosx sin*z + cosx sin® x) der =
——

0 (1—sin? x)?2 0

sin® sin® sin”

3 5+7

w/2

1
B 3

_|_

O] N
3 =




4. EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK INTEGRALASA 76

13. Feladat:

2

/em_1| de =7

0

Megoldas.
1/2 2
I = /el_% dz —I—/eQI_1 dz =
0 1/2
(T L R 1 1
= ——el™® 4+ —e¥ =—=(1—e)+ = (e —1)
2 .2 " 2 2

14. Feladat: Tovabbi gyakorl6 feladatok:

™

a) / cos’z dor =7

w/2

2

b) /|x2—3x\ de =7

-1

4
c) /\/x2—4x—|-4 de =7
0

sign (22 —4) dz =7

N
o — .

1
e) /(:U—|—5) e 3 do =7
0
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4.5. Teruletszamitas

Az f(x) és g(x) "kozé" esé teriilet, ha x € [a,b] :
b

7= [ 1f@) - g(a)l do

a

15. Feladat:

Szamitsa ki az f(z) = 22 + 2z és az g(x) = 4 — x? gorbéje
kozotti teriiletet!

Megoldas.

Rajzoljuk fel az f(x) =z(x +2), g(z)=(2—2)(2+z) gorbéket.
Az abrabol lathato, hogy :

1 1
9 1
T:/(4—x2—(a:2—|—2x)) dx:/(—2x2—2x—|—4) dx:—§x3—x2—|—4x =...=9
-2
—2 -2

16. Feladat:

1
Mekkora az y = Inz gorbéje, valamint az y =0, z = —, x = e egyenesek
e

kozé es6 sikrész teriilete!

Megoldas.

Készitsiinlk abrat!
[$]

T:—/lnxdx+/lnxd$:...

1/e 1

Parcidlisan kell integralni...

17. Feladat:

Mekkora az f(r) = 2* — 4z + 3 gorbéje, valamint az y =0, 2 =0,z =5
egyenesek kozé esd sikrész teriilete!

Megoldas.
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4.6. Integralfiiggvény

18. Feladat:

f(z) = sg(x® — 5z +4)

a) Abrazolja a fiiggvényt!
b) Irja fel az

Flz) = / () dt

tn. integralfiiggvényt, ha = € [0, 3] !

Megoldas.
f(x) = sg((x—1)(z —4)) :

Abra

rxel0,1] : F(x):/ldt:x

0

1 T
re(l, 3 : F(az):/ldt+/—1dt:1—t|‘f:2—x

0 1
Tehat:

x, ha0 <z <1

F(z) =

2—x, hal<zxr <3

19. Feladat:

Flz) :/ () dt (z > 0)

integralt! Hol derivalhat6 az F' fiiggvény és mi a derivaltja?
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Megoldas.
Abra
rel0,1] : F(w)=/2tdt=t2‘§:x2
0

1 T
r>1: F(x):/Qtdt+/2dt:1+2t|”f:1+(2:U—2)

0 1
Tehat:

z2, ha0<z<1

F(z) =

2c—1, hal<zx

79

Az integrandusz ( f ) folytonossaga miatt F' derivalhato (integralszamitas I1. alaptétele) és

2¢, hazxz € [0,1]
Fl(z) = f(z) =
2, haz > 1
20. Feladat:
4z
G(x):/\/1+t8 dt, (x > 0); G'(x) =7
0

Megoldas.

1. megoldéas: megfelels helyettesitéssel integralfiiggvényt kapunk.

t: =4y — dt = 4du

t=0: u=0; t=4x : u==x

Elvégezve a helyettesitést:

G(x):/ I (@ -4 dt

Az integrandusz folytonossadga miatt G derivalhato (integralszamitéas I1. alaptétele) és

G'(x) = /T+ (da)-4

2. megoldas:

F(z) = / Vi+td dt = F'(x) = V1+2® (az integrandusz folytonos)
0
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Mivel G(x) = F(4xz), felhasznalhatjuk az Gsszetett fiiggvény derivalasi szabalyat:

G'(z)=F'(4z) -4 = /1 + (42)% -4

21. Feladat:

3

[1 T 1
F(x)zo/ﬁdt, G(:E)zo/ﬁdt, H(m):/mdt,(x%O)

x

Hatarozza meg a derivéltfiiggvényeket!

Megoldas.

1
ft) = folytonossaga miatt az F' integralfiiggvény derivalhato (integralszamitas II.

V14td
alaptétele) és
Fla)= ——
V14t
G(x) = F(z®) derivalhato fiiggvények Osszetétele
. 1
— G/(I) == F’(xs) . 31‘2 == \/ﬁ . 31‘2

1 , 1

H@) = F@) - F@) = H(@) = F) 302 - F) = o 3 =

22. Feladat:

4.7. Integralas helyettesitéssel

23. Feladat:

/\/ 22 —4 de =7 % = cht helyettesitéssel dolgozzon!
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Megoldas.
/ 2
X = 2/ (E) —1 dx :
2
Helyettesitéssel:
%:cht — x=2cht =— dx=2shtdt <t:arch§>
h2t — 1
2/ chzt—1-2shtdt:4/shztdt:4/CTdt:Z/(cth—l)dt:
h 2t
=2 <S2 —t) + C = 2(sht cht — t) + C = 2(\/ch®t—1 cht — t) + C
X =2 (x)Q 1.2 hi) + ¢ (”C>2 1 —2archs + C
e — — - —_ — T —_ — — J— — T —
2 g MG T3 ety
24. Feladat:
621 er
doe =7 b doe =7
a) /e%—i—l v ) /621’—1—1 v

Sziikség esetén alkalmazza az e® =t helyettesitést!

Megoldas.

a) Itt nem kell helyettesités. f'/f alaki :

1 2 % 1
= dz = = In(e** +1) + C
2/e2w+15” p (e +1) +
b) Helyettesitéssel:

1
=t = dax=-dt

X-/ £ 1dt—/ i dt—/t3 t+ t dt =
21t )2+ N 2 4+1 -

21
= — —— 4+ - In(?2+1 C
1 2+2 n(t+1) +
e4x e2m 1
X=— - — — In(e*® +1 C
1 5 T3 n(e* +1) +
25. Feladat:
9z
—— dx =7 t = v2 — 3z helyettesitéssel dolgozzon!
/\/2—3304—1 Y &
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Megoldas.

2

L, 9
- do = —Z ¢ dt
37— =3

(

3
2 —t?) 2 13— 2t 1
X : /3 —Zt dt:Z/ dt:2/ 2 —t—14+—) dt =
t4+1 3 t+1 t+1

3 2
=2 (=————t+Injt+1
(3 5 +n|+|>

Tr =

X = G (m)?’ - %(2—3:5) - \/2—3x+1n(\/2—3x+1)) + C

26. Feladat:

Va2 1+ 1
Va2 +x

Megoldas.

dr =7 t = /z helyettesitéssel dolgozzon!

t=Yr = z=t = dr=3t*dt

?+1 41 2
X : / + 3t2dt:3/ + dt—3/t—1+— dt =
t+1 t+1

t2

>

1
=3 <§W—€/§+2ln|€/§+1|) +C

27. Feladat:

| o= | e -

Sziikség esetén alkalmazza a ¢t = v/5x — 1 helyettesitést!

Megoldas.

28. Feladat: Tovabbi gyakorlé feladatok:
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621+5ex
N — e T —
a) /e2$+4e1‘+3 dz =1 e" =t

2 &
b) / S A
0

et + 1

? t =+/5—4x

[
c ——— dx =
—1 \/5—4$

4.8. Improprius integral

29. Feladat:

o0

4
/2— de =7
x?+2x+5

-1

Megoldas.
4 / 4 4 I 1
/—dmzlim —————— dr = — lim 5 dor =
-1 -1 -1 1+
2
‘ rz+ 1%
arctg 1
- lim — 2 = 2 lim a]fctgi — arctg0 | = 2.7 — &
w— 00 1 w— 00 2 2
2 -1

30. Feladat:

—4

1
/ — dx =7
24+ 2x —3

— 00

Megoldas.

—4 —4

1 1
————dx = 1 ——dz = ... =
/x2—|—2x—3 et x2+4+2r—3 o

—0o0
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-4

o1 1 1 o
_WEHJOOZ/ <$_1 _x—|—3> dx_wgn_looz (In|z—1] — In|z + 3|)

w

1 1 3
=1 wEI{lOO (In5—Inl — (njw—1] — Inflw+3|)) = 1 wlirilm (1115 + In Z—i—l) =
1
=1 (In5+1Inl) = — In5
31. Feladat:
/ arctg? 2x Ay —7
1+422 07
Megoldas.
0o wa
arctg? 2z , arctg? 2z
——— dx = lim 2 " dz =
1+4a2 w1 — —00 , Wz — 00 1+4a2
—o0 w1
1 7o
_ : 2 _
=5 NET
w1 Vv
f' 2 alaka
1 tg? 22| 1
= = lim arews s 2 lim (arctg® 2wy — arctg?2w;) =
9 wi— —00, ws — 00 3 w1 0 wi— —00,ws— 00
-5 (G- () =%
6 \\2 2 24
32. Feladat:

0

/ 0
V4 + 2z '

-2

Megoldas.
0 0

6 o 1 12 B

-2 =246 frf—1/2 alaka
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0

4 2) 1/2
P TN ) =6 lim (2 — v26) = 12
§— 040 1 §— 040
2 —2+46
33. Feladat:
1/e
1 2
/ n“x do =7
x
0
Megoldas.
1/e 5 (1/e

In° x

1 1 1
lim / ZIn®z dzr = lim = — lim (=) —In?d) =
§— 040 €T §—04+0 3 5 3 §—040 e

s
f' 2 alaka

Az improprius integral divergens.

34. Feladat:

2
[ =

——— dx =7
) dox — 22

Megoldas.
2 2

1 1 1 1
/ Vix — x? du 52040 2 / v — 9\ 2 dz 2 5 0%0
0 d 1 —

(=)
: . . 0—2 . 7T
= 52%1+0 <arcsm0 — aresin — ) = —arcsin (—1) = )

35. Feladat: Tovabbi gyakorlé feladatok:

X
T Q=2
) /9+4x2 v
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[ 5
b =
) /4+7x2
; 25
=7
c) /x3_5$2dx

x+1
f de =7 = -8
| = e

8

g) /e_‘/gE dr =7 Vo=t
0

4.9. Integralkritérium

36. Feladat: Vizsgélja meg konvergencia szempontjabol az aldbbi sorokat!

> 2 > 2
v b s
a); 3n Inn3 ); 3n In®n

Konvergencia esetén adjon becslést az s &~ s199 kozelités hibajara!
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