Bevezetés a szamitaselméletbe 2. tételsor

Zsolt Hegyi

A tételsor Fleiner Tamés jegyzetei, a "Szamitdstudomény alapjai” cim{ konyv (Katona Gyula Y., Recski An-
drés), valamint Szeszlér Déavid fantasztikus el6addsai alapjan késziilt.

Alljon itt egy névsor azokrél, akik a megjegyzéseikkel, tdmogatisukkal és munkdjukkal érdemben részt vet-
tek e tételsor létrehozasiban illetve javitasaban:
Balint Addm, Bereczki Mark, Bognar Marton, Bokros Balint, Braun Mérton, a CrySyS labor munkatérsai,
Hanusch Rébert, az IRC-s barati tarsasagom, Kormany Zsolt, a KSZK reszort tagjai, Miiller Andréds, Nagy
”Sid” Jend, Rostas Balazs.

Kellemes vizsgazast!
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1. tétel

FAKTORIALIS Definicié: Az n(n—1)(n—2)...-2-1 szorzatot n faktoridlisinak nevezziik. Definici6 szerint
0'=1.
Jel: n!

PERMUTACIO Definicié: Az n elem &sszes lehetséges sorrendjének a szama n! és ezt hivjik permutécié-
nak.

ISMETLESES PERMUTACIO Definici6: k; darab elsé tipusd elem, ..., k, darab n-edik tipust elem lehet-
séges sorbarendezésének a szama a ki + ko + ... + k,, ismétléses permutaciéi. Szamuk:

kil kol e - k!

VARIACIO Definici6: n-bél k elem 6sszes lehetséges sorrendben valé kivalasztdsa az n elem k-ad osztdlyt

.....

nn—1Dn—-2)..n—k+1) = &)

Ha k = n, akkor permutaciordl beszéliink.

ISMETLESES VARIACIO Definicié: n elembél k tagi sorozatok kivalasztésa, ahol egy-egy elem tébbszor

;;;;;

nk

KOMBINACIO Definicié: Egy n elemii halmaz k elemii részhalmazainak a széma: n elem k-ad osztalyt

kombinacidja. Szama:
(n) nin—1)(n—2)..(n—k+1)

k)~ k!
Az (Z) a binomialis egyttthaté.

ISMETLESES KOMBINACIO Definicié: n elembél k kivalasztésa, ha a sorrend nem szdmit, de az elemek
t0bbszor is szerepelhetnek: n elem k-ad osztalyt ismétléses kombinacidi. Szamuk:

1)

BINOMIALIS TETEL Tétel: Tetsz6leges valds x, y-ra és nemnegativ egész n-re:

n __ n n n n—1 n n—2_ 2 n n—k_ k n n
(z+y) <O>x +<1>x y+(2>x Y +<k)x Y +...+<n)y




PASCAL HAROMSZOG: A hiromszog csicsan lljon az O) egyitthato. Alatta alljon az (1> illetve a

( o

1) egyiitthaté. A piramis (k — 1)-edik sordban &lljanak a (g), (l;) (k ﬁ 1), (Z) egyiitthatok. A

legutébbi 4llitas alapjan a Pascal-hdromszég minden sordnak a sordsszege: 2°~!. Ez abbdl is beldthaté, hogy
minden sor 6sszege kétszerese az el6zonek, ugyanis az egyiitthatdkat gy is meg lehet kapni, hogy az Gj elem a
felette all6 két egylitthatd Gsszegébdl all Gssze.

BINOMIALIS OSSZEG Tétel: Minden n nemnegativ szdmra

(6) = () ()= ()= () -2 ()




2. tétel

GRAF Definicié: Egy graf rendezett par, G = (V,E), ahol V egy nem {ires halmaz, E pedig az ebbdl a
halmazbdl képezheté parok egy halmaza, V elemeit pontoknak v. csiicsoknak nevezziik, E elemeit pedig
éleknek. A csicsok szdmét v(G)-vel jeloljik, az élekét pedig e(G)-vel. A graf csicshalmazat V(G)-vel, az
élhalmazt pedig E(G)-vel jeloljiik.

HUROKEL, TOBBSZOROS EL Definicié: Ha az e € E a vy,vs parnak felel meg, akkor hurokélnek
nevezzilk azon éleket, melynek két végpontja ugyanazon pont (tehdt v; = vy). Ha két nem kiilonb6z8 nem
hurokélnek végpontjai azonosak, akkor a két élet parhuzamos v. tobbszoros élnek nevezziik.

EGYSZERU GRAF Definici6: Azokat a grafokat, melyek nem tartalmaznak hurokéleket és tobbszords éleket,
egyszeril grafnak neveziink.

KOMPLEMENTER GRAF Definici6: Egy G graf komplementerén azt a G grafot értjiik, amelyet akkor
kapunk, ha a G-t a K, () részgrafjanak tekintjiik és G-ben azon pontparok vannak dsszekotve, amelyek G-ben
nincsenek.

IZOMORFIA Definicié: G = (V,E) és G’'= (V',E’) gréifok izomorfak, ha van olyan egyértelmii megfeleltetés
(bijekeid), hogy G-ben pontosan akkor szomszédos két pont, a G’-ben a nekik megfeleld pontok szomszédosak,
és a szomszédos pontparok esetén ugyanannyi él fut kozottiik.

RESZGRAF Definicié: A G’ = (V',E’) graf a G = (V,E) részgrafja, ha a V' C V, E' C E valamint egy
pont és egy él pontosan akkor illeszkedik egyméasra G’-ben, ha a G-ben is illeszkeddk.

FESZITO RESZGRAF Definicié: G’ = (V' E) grif a G = (V,E) feszit6 részgrafja, ha G’ részgrafja G-nek
és V' =V.

FESZITETT RESZGRAF Definicié: Ha E’ pontosan azokbdl az E-beli élekbél 4ll, amelyeknek két végpontja
V’-ben van, és az E’ az 6sszes ilyen élet tartalmazza, akkor G’ a G graf V' altal feszitett részgrafja.

ELSOROZAT, UT, KOR Definici6: Egy (vo, €1,v1...Vk—1, €, Uk ) Sorozatot élsorozatnak nevezziik, ha e; a
v;_1-€t és v;-t Osszekoto él. Ha vy = vy, akkor az élsorozat zart. Ha a csiicsok mind kiilonb6zoek, akkor egy
utrol beszéliink. Ha a csicsok mind kiilonbozéek és az élsorozat zart, akkor pedig egy korrél.

OSSZEFUGGOSEG Definicié: G graf dsszefiiggd, ha barmely 2 cstcs kozott létezik élsorozat vagy tt.

KOMPONENS Definicié: G graf komponense olyan H feszitett részgrafja G-nek, amire teljesiil, hogy H
Osszefiiggd és barhogy egy tovabbi csticsot hozzatesziink, mar nem Gsszefliggo feszitett részgrafot kapunk.

FA Definicié: Az osszefiiggé kormentes grafokat fanak nevezziik. Amennyiben kérmentes egy graf, de nem
Osszefiiggd (tehat tobb fabol 4ll), akkor azt erdének nevezziik.



FA FOKSZAMA Tétel: Minden legaldbb 2 ponti faban van legaldbb 2 egy fokszamu pont.

Tekintsiik a faban taldlhaté leghosszabb utat, legyen ez (v1, v, ..., vk ), ekkor belathatjuk, hogy vy és vy
végpontok egyfokuak lesznek. T.f.h v, nem egy fokszamu, tehat belSle vezet még €l a fa valamely pontjaba.
Az 0t tobbi pontjiba nem vezethet, mivel a fa definicié alapjan kérmentes, és 0ij pontba sem vezethet, mivel
akkor egy hosszabb utat kapnank, amivel ellentmondéast kapunk.

FA ELEINEK SZAMA Tétel: n pontt fa éleinek szdma n-1.

Bizonyitas: Teljes indukciéval. n = 2-re az allitas trividlisan teljesiil. T.f.h. az allitds igaz minden
n < ng-ra. Az el6z6 tétel szerint minden ngy fiban van egy fokszamu pont, ezt hagyjuk el. Ha elhagyjuk ezt
a pontot és a hozza tartozé élet, akkor mivel a maradék ng — 1 fara mar igaz az allitds, lathato, hogy az ng
pontt eredeti fanak ng — 1 éle van.

Az F graf a G graf feszit6faja, ha F fa, és részgrafja G-nek.

FESZITOFA LETEZESE Tétel: Minden sszefiiggd G graf tartalmaz feszit6fat.

Ha G-ben van kor, akkor hagyjuk el a kor egy tetszéleges élét, ha a maradék grafban még mindig van kor,
akkor annak is hagyjuk el egy tetszoleges élét, folytatjuk, amig kormentes lesz a graf. Ha méar nincsen tobb
kor, akkor nézziink ra, hogy mit kaptunk - az 0sszefiiggéség nem sériil, mivel korok egy-egy élét hagytuk el,
és pontot se hagytunk el - tehat amit kaptunk, az lathatéan G graf feszitéfaja.



3. tétel

http://cs.bme.hu/bsz2/bfs.pdf

A BFS-algoritmus futasa soran a kovetkezdket tartjuk nyilvan:
e b(i)(i=1,2,3,...): az i-edikként bejart cstcs
e t(v)(v € V): v tdvolsdga s-t6l

o m(v)(v € V,v # s): v-t megel6zd csics az algoritmus dltal megtaldlt, s-bél v-be vezetd legrévidebb
aton

e j: az eddig bejart cstcsok szama

e k: a jelenleg aktiv csiics sorszdma a b(1),b(2), ... sorozatban.

BFS Algoritmus: Bemenete a BFS algoritmusnak: Egy G graf és egy s € V' cstcs.
Az algoritmus:

e 0. j=1k=1,0b(1) =s, t(s) =0, minden v # s-re t(v) = *

o 1. HA a b(k) csicsnak van olyan v szomszédja, amelyre ¢(v) = %, AKKOR:
~j=i+1
= b(j) =
— t(v) =t(b(k)) +1
- m(v) = b(k)

— Vissza az 1. 1épéshez.

v

Ha k = j, akkor STOP.
k=k+1

— Vissza az 1. 1épéshez.

Az algoritmus linearis futdsidej, tehat ¢ - e 1épésszam.

BFS-FA Definicié: A BFS algoritmus futtatdasa utan kapott F feszitéfat nevezziik BF'S fanak. F 6sszefiiggd,
ha az eredeti bemeneti graf is osszefiiggd volt, valamint F nem tartalmaz kort (a fa definici6ja miatt). Az is
megfigyelhetd, hogy barmely v € V cstcsra az s-et v-vel 6sszekdtd F-beli ut a legrévidebbek egyike az s-bol a
v-be vezeté G-beli utak koziil.

Kruskal Algoritmus: Bemenet: G graf és az élekhez tartozo w sulyfiiggvény. Az éleket rendezziik sorba
ugy, hogy a legalacsonyabb koltségliek legyenek elészor a sorban. A sorban kezdjiink el6re haladni. Ha
az él bevétele esetén a kapott graf kormentes marad, akkor vegyiik be. Ezt addig ismételjiikk, amig van
izolalt pont, vagy amig az élsorozat végére nem ériink. A kapott graf a G graf minimalis koltségii feszit6faja.

Ezt az eljardst mohé algoritmusnak nevezziik, mivel a végrehajtas sordn minden lépésben az ép-
pen akkor a legjobbnak t{in6 lehet&séget valasztjuk ki.

MINIMALIS SULYU FESZITOFA Definici6: Legyen G graf és annak éleihez rendelt w : E — R stlyfiig-
gvény. A grafnak azon feszit6fajat, melyre ez a sulyfiiggvény minimalis, a graf minimalis stuly1 feszit6fajanak
nevezziik.


http://cs.bme.hu/bsz2/bfs.pdf

Tétel: A Kruskal-algoritmus minimalis stulyu feszit6fat talal.

Két allitast kell bizonyitanunk - azt, hogy feszit6fat ad az algoritmus, és azt, hogy az minimélis. Kezdjiik

az elsével. Legyen G egy Osszefliggd, silyozott graf (tehat van sulyfiiggvény hozzdrendelve) és F legyen egy
részgrafja, amit az algoritmus produkal. F-ben nem lehet kér, mivel az algoritmus egy fat épit. F nem lehet
nem Osszefliggd sem, mivel az elsd él (amit az algoritmus taldl), ami 6sszekot két fiiggetlen komponenst F-ben
még nem hozhat létre kort. Tehat F feszit6graf.
A kovetkezo allitast teljes indukciéval bizonyitjuk be. Legyen H egy élhalmaz, amit az algoritmus a futdsa
soran general, a minimalis sulyd feszit6fanak ezt a H élhalmazt tartalmaznia kell, hiszen ebben vannak
minimalis silyu élek. Az els6 1épésnél az allitds igaz, hiszen H {ires, és minden grafnak részgrafja az iires
graf. A k-adik 1épésnél vegyiik az allitast igaznak és legyen T a minimélis silyu feszit6fa, ami tartalmazza
H-t. Ha az algoritmus &altal kivalasztott kovetkezo él, e, szinttigy benne van a T-ben, akkor az allitas szintugy
igaz a H + e élhalmazra. Kiilonben T + e élhalmazban 1étezik egy C kor, és ezen kiviil még létezik egy olyan
f él, ami befejezi a C kort, de nem része H-nak. (Ha nem létezne f, akkor e-t mar nem vehettiik volna be,
mivel kort produkdlt volna H + f-ben). Ekkor T — f + e szintigy egy fa, és azonos az osszstlya T-jével,
hiszen T-nek minimadlis az 6sszstlya, és f-nek a stlya nem lehet kisebb, mint e-nek, hiszen akkor e helyett
az f élet valasztotta volna az algoritmus. Tehdt T'— f + e egy minimaélis silyu feszitéfa. Ezek alapjan az
indukciods feltevést bebizonyitottuk, és az allitas igaz, amikor H egy feszitéfava valik, ami csak akkor igaz, ha
H egy minimélis sulyu feszitéfa.

Alkalmazas: Pontok - varosok, élek - utak, sily - hossz; Villamos hélézatok, Kirchhoff-torvények,
aramkori elemekhez stilyokat parositunk




4. tétel

SIKBARAJZOLHATOSAG Definici6: G sikbarajzolhaté graf, ha lerajzolhaté gy (a sikba), hogy az élei
a csucsokon kiviil sehol mashol ne keresztezzék egymaést.

TARTOMANYOK Definicié: G sikbarajzolt graf tartoményain azon sikrészeket értjitk, melyeket kozre-
fognak az élek. Csak sikbarajzolt grafok esetén beszélhetiink ezekrol!

GOMBRE RAJZOLHATOSAG Tétel: G graf pontosan akkor sikbrajzolhaté, ha gémbre rajzolhato.

Bizonyitas: Egy sikban 1évo graf leképezhetd gombfeliiletre oly mdédon, hogy ezt a gémbfeliiletet valame-
lyik pontjaval a sikra helyezziik, ezt a pontot tekintjiikk a déli pélusként, és az északi pdélusbol egyeneseket
hizunk a graf pontjaiba. Ezeknek a vonalaknak van metszéspontja a gémbon, ezek szolgaltatjak a kivant
vetitést. Ez az G.n. sztereografikus projekci6. Ezt visszafele is meg lehet ismételni.

EULER-FORMULA Tétel: Ha egy 0Osszefiigg6 sikbeli grafnak n cstcsa, e éle és t tartoméanya van
(beleértve a kiils§ tartomanyt is), akkor eleget tesz az Euler-formulédnak:

n+t=e+2

Bizonyitds: Tekintsiik a graf egy C korét (ha van) és ennek egy a élét. A C kor a sfkot két részre osztja.
Ezeket egyéb élek tovabbi tartomanyokra oszthatjak, de mindkét részben van egy olyan tartomany, melynek
a a hatara. Ha a-t elhagyjuk, a két tartomédny egyesiil, azaz a tartomanyok szama eggyel csokken. A csticsok
szdma nem valtozik, tehdt a elhagydsaval az n — e 4+ t érték nem valtozik. Ezt az eljarast addig folytassuk,
amig a grafban nem marad koér. Ekkor viszont méar csak egy feszitéfa maradt. Elég az allitast erre belatni,
ami trivialis, hiszen t =1 ése=n — 1.

BECSLES AZ ELEK SZAMARA Tétel: Ha G egyszerti, sikbarajzolhaté graf és pontjainak a szdma
legalabb 3, akkor az el6bbi jelolésekkel:
e<3n—06

Bizonyitas: Vegyiik G tetsz. sikbarajzolasat és jeloljiikk az egyes tartomanyokat hatarold élek szamat
c1, Co...ci-vel. Mivel a graf egyszerii, ezért minden tartomanyat legalabb 3 él hatarolja, tehat ¢; > 3. Nyil-
vanvald, hogy egy élhez legfeljebb 2 tartomany tartozik, tehat ha 6sszegezziik a tartomanyokat hatarold élek
szamat minden tartoméanyra, akkor legfeljebb 2e-t kaphatunk. Tehét:

t
B<ctet..ta=)» <2
=1

Az Euler-formulét felhasznalva:
3(e—n+2)<2e

Ebbdl atrendezéssel megkapjuk az eredményt.

BECSLES AZ ELEK SZAMARA Tétel: Ha G egyszerti, sikbarajzolhaté graf és minden kore legaldbb
4 hosszu, valamint legalabb 4 pontja van, akkor:

e<2n—4




Minden tartomanyt legalabb 4 él hatarol. Az eléz6 biz. gondolatmenete alapjan 4t < 2e és ez alapjan
megkapjuk a képletet.

BECSLES MINIMALIS FOKSZAMRA Tétel: Ha G egyszerti, sikbarajzolhaté graf, akkor
0 =mind(v) <5

azaz a minimalis fokszam legfeljebb 5.

Bizonyitas: Feltehetjiik, hogy a graf pontjainak a szdma legalabb 3. T.fh. § > 6. Mivel a fokszamok
Osszege egyenld az élszamok kétszeresével, 6n < 2e. Az élszam-becslés alapjan azonban 2e < 6n — 12, ezzel
ellentmondésra jutottunk, mivel 6n £ 6n — 12.



5. tétel

KURATOWSKI-GRAFOK Tétel: A Kuratowski-grafok, tehdt a K5 és a K3 3 nem rajzolhatéak sikba.

Bizonyitas: Ha K5 sikbarajzolhaté volna, akkor teljesiilne ré az élbecslés tétel. Azonban K5 pontjainak
szama b, éleinek szdma 10 és 10 £ 3-5 — 6 = 9, tehat K5 nem sikbarajzolhaté. A K33 minden korének
hossza legalabb 4. Ha volna 3 hosszu kor, legalabb 2 ”"kut” vagy "haz” kozott kellene annak mennie, ami
nem lehetséges. Igy tehdt a 2. élbecslés alkalmazhato. K3 3 pontjainak a szama 6, éleinek szdma 9 és
9£2-6—4=S8, tehdt K33 nem sikbarajzolhaté.

Erdemes megjegyezni, hogy ezeknek a topologikus izomorf megfelelsit (tehdt ha egy él helyett 2 hosszi ut
van) se lehet sikba lerajzolni. Ezeket gy tudjuk konstrudlni, hogy egy él helyett vagy egy 1j, 2-foka cstcesal
helyettesitiink, vagy egy 2-foku csticsot egy éllel.

TOPOLOGIKUS IZOMORFTA Definicié: A G és H grafok topologikusan izomorfak, ha a fentebb em-
litett transzforméaciok ismételt alkalmazasaval izomorf grafokba transzforméalhatéak.

KURATOWSKI-TETEL Tétel: Egy graf akkor és csak akkor sikbarajzolhatd, ha nem tartalmaz olyan
részgrafot, amely topologikusan izomorf lenne K3 3-al vagy Ks-el. A bizonyitas a sziikségességre fen-
tebb talalhaté.

FARY-WAGNER TETEL Tétel: Ha G egy egyszerfi, sikbarajzolhaté graf, akkor létezik olyan sikbeli
abréazolasa is, melyben minden élet egy egyenes szakasszal rajzoltunk le.

DUALIS Definicié: Egy G graf dudlisat tgy kapjuk meg, hogy G tartoményaihoz rendeliink pontokat (G*
pontjai) és G*-ban akkor kotiink ssze két pontot, ha a megfelel§ G-beli tartomanyoknak van k6zos hatdrvonala.

A dudlis grafban tehat nx =t és tx = n, valamint ex = e. A parhuzamos élekbdl "soros élek”, hurokélekbol
pedig elvago élek lesznek.

ELVAGO ELHALMAZ Definicié: G osszefiiggé graf, © € F(G). x elvigé élhalmaz, ha (V(G), E(G)\z) = G
és G’ nem 0Osszefliggld. x vagas, ha x elv. élhalmaz, de semelyik részhalmaza sem az.

VAGASOK ES KOROK Tétel: G dsszefiiggd és sikbarajzolt, ekkor ha C kor a G-ben, a C* vigis lesz
G dudlisdban, G*-ban és forditva, ha C vagds G-ben, a C* kor lesz a G*-ban.

FA DUALISON BELUL Tétel: G sszefiiggd, egyszerii graf, F ezen beliil feszitéfa. A G* duslison beliil
ez az F a sajat komplementereként fog megjelenni.

10



6. tétel

EULER-UT ES KOR Definicié: A G graf Euler-korének neveziink egy zart élsorozatot, ha az élsorozat
pontosan egyszer tartalmazza G Osszes élét. Ha az élsorozat nem feltétlentl zart, akkor Euler-utrdl beszélink.

EULER-KOR LETEZESE Tétel: G 6sszefiiggs grafban akkor és csak akkor 1étezik Euler-kor, ha G
minden pontjanak fokszama péaros.

El6szor lassuk be, hogy ha van a grafban E-kor, akkor minden pont foka paros. Induljunk el a graf
tetszOleges pontjabdl és jarjuk korbe az E-kor mentén. Minden pontban ugyanannyiszor mentiink be, mint
ahanyszor kimentiink, a ki-bemenések szdma a pont fokszdama. Ez biztosan paros. Masik irany jegyzet 29.
oldal, basz6djon meg ez a bizonyitas.

EULER-UT LETEZESE Tétel: Egy 6sszefiiggé G grafban akkor és csak akkor létezik Euler-ut, ha a
péaratlan fokszamu pontok szama 0 vagy 2.

Az el6z6 tétel bizonyitasa alapjan, ebben az esetben ha 0 a péaratlan fokszdmid pontok szadma, akkor
Euler-korrol is beszélhetiink, ha 2, akkor az élsorozat nem zart, a két végpontnak lesz eltéré a fokszama,
mivel ezt gy tudjuk képezni, hogy a két végpontot 6sszekotd élt elhagyjuk.

HAMILTON-UT ES KOR Definicié: Egy G grafban Hamilton-kérnek neveziink egy H kort, ha G minden
pontjat pontosan egyszer tartalmazza. Egy utat pedig Hamilton-tutnak neveziink, ha G minden pontjat pontosan
egyszer tartalmazza.

SZUKSEGES FELTETEL A H-KOR (UT) LETEZESEHEZ Tétel: Ha a G grafban létezik k olyan pont,
melyeket elhagyva a graf tobb mint k komponensre esik, akkor nem létezik a grafban H-kor. Ha t6bb mint
k+1 komponensre esik, akkor nem létezik a grafban H-ut se.

Indirekt t.f.h. van a grafban H-kor, ez legyen (vy, va, ..., vy) és legyen (vi,, Uiy, ..., Vi, ) 8z a k pont, amelyet
elhagyva a graf t6bb mint k komponensre esik. Az elhagyott pontok koézotti "ivek” biztosan Gsszefiiggd
komponenseket alkotnak. Pl. a (vi, 41, vi;+2, ..., Vi,—1) is Osszefliggd lesz, hiszen két szomszédos pontja kozott
az eredeti H-kor éle fut. Mivel épp k ilyen ivet kapunk, ezért nem lehet t6bb komponens k-nal (kevesebb
lehet, mivel kiilonb. fvek kozt futhatnak élek). U.a. bizonyitjuk ttra. Ha egy H-utbdl elhagyunk k pontot,
legfeljebb k+1 of. iv marad.

ELEGSEGES FELTETEL - ORE TETEL Tétel: Ha az n ponti G egyszerii grafban minden olyan
z,y € V(G) pontparra, amelyre z,y ¢ E(G) (nem szomszédosak), teljesiil az, hogy d(z) + d(y) > n, akkor
a grafban van H-kor.

Indirekt t.f.h. a graf kielégiti a feltételt, de nincs benne H-kor. Vegyiink hozza a grafhoz éleket gy, hogy
tovabbra se legyen benne H-kor. Ezt egészen addig csinaljuk, amig mar akarhogyan is vesziink hozzé egy
élet, lesz a grafban H-koér. Az igy kapott G’ grafra tovabbra is teljesiil a feltétel, hiszen 1j élek behtizdsaval
rossz pontpart” nem lehet 1étrehozni. Biztosan van két olyan pont, hogy z,y ¢ F(G’). Ennek a behizédsaval
mar lesz G’ + x, y-ban H-kor, tehat G’-ben van H-tut. Legyen ez P = 21, 29, ..., z, ahol 21 = x és z, = y. Ha
x szomszédos a P 0t valamely z; pontjaval, akkor y nem lehet Gsszekétve zp_1-el, mert akkor az egy H-kort
adna. Igy tehdt y nem lehet Gsszekotve legalabb d(x) ponttal, ezért

d(y) <n—1—d(z)

ami viszont ellentmondas, hisz x,y € E(G).
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ELEGSEGES FELTETEL - DIRAC TETEL Tétel: Ha egy n pontt G egyszerii grafban minden pont
foka legaldbb n/2, akkor a grafban létezik H-kor.

Ez az el6z8 tételbdl kovetkezik, hiszen ha minden pont foka legaldbb n/2, akkor teljesiil az Ore-tétel
feltétele, mivel barmely pontparra
d(z) +d(y) = n
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7. tétel

GRAFOK SZINEZESE Definicié: Egy G hurokmentes graf k szinnel szinezhet8, ha minden csticsot
ki lehet szinezni k szin felhaszndlasaval gy, hogy barmely két szomszédos csics szine kiilonbozé legyen. G
kromatikus szama x(G) = k, ha k szinnel meg lehet szinezni G-t, de k — l-gyel méar nem. FEgy ilyen
szinezésnél az azonos szinli pontok halmazat szinosztalynak nevezziik.

KLIKK Definicié: G egy teljes részgrafjat klikknek nevezziik. A G-ben taldlhaté maximalis méretii klikk
méretet, azaz pontszamat w(G)-vel jeloljik és a graf klikkszdmanak nevezziik.

Minden G grafra x(G) > w(G).

Bizonyitas: G pontjainak kiszinezésével a maximalis klikk pontjait is kiszinezziik, mégpedig kiilénb6z6
szinekkel. k nagysagu klikk esetén legalabb k szin kell.

MY CIELSKI-KONSTRUKCIO Tétel: Minden k > 2 egész szamra van olyan G}, graf, hogy w(Gy) = 2
és x(Gk) = k.

Bizonyitas: Ga-nek nyilvan megfelel a 2 pontot és egy élt tartalmazé graf. T.f.h. hogy mar megkon-
strudltuk a fenti tulajdonsdgokkal rendelkez6 Gy, grafot. Ebbol konstrualjuk meg a Gjiyi-et. Jeldljik Gy
pontjait vy, ve, ..., v,-nel. Vegyiink fel n + 1 darab 4j pontot, ui,us,...,u, és w-t, valamint az 4j éleket a
kovetkezOképp: Minden u;-t kosslink dssze v; minden Gg-beli szomszédjaval, de magaval a v;-vel ne. Végiil w-
t kossiik Gssze u;-val (de a t6bbi v ponttal ne). Beldtjuk, hogy az igy kapott Gy graf kielégiti a feltételeket.
Eloszor lassuk be, ha Gg-ban nem volt hdromszog, akkor Gyii1-ben sincs, azaz a klikkszama még mindig
2. T.fh. mégis van haromszdg a Giii1-ben. Ennek nyilvan nem lehet mindharom csticsa Gi-ban, mivel
ekkor volna mar haromszog Gi-ban is. Ha w a hdromszog egyik csicsa, az sem jé, mivel akkor a haromszog
mésik két csticsa u; és u; lehet, viszont ezek nem szomszédosak. Ha u; a hdromszog egyik csicsa, akkor a
maradék két cstics csak v, és v, lehet. Mivel azonban u; szomszédai megegyeznek a v; szomszédaival (kivéve
w), ezért v;-vel is szomszédosnak kellett volna lennie v, és v,-nak, ekkor létezett volna Gj-ban is hdromszog,
ami ellentmondds. Ebbdl kijon az, hogy x(Gr+1) < k + 1. Szinezziink ki minden v;-t valamilyen szinnel, az
u;-ket szinezziink ugyanolyanra (mivel v;-vel nem szomszédos) és w legyen a plusz egy szin, igy jol szineztiik
ki k+ 1 szinnel. T.fh. x(Gry1) = k. Jeloljik x pont szinét c(x)-el, a szineket pedig 1,2, ..., k-val. Azt is
feltehetjiik, hogy c¢(w) = k. Mivel w minden u; ponttal 6ssze van kotve, ezért az u; pontokat a 1,2,....k — 1
szinekkel szinezziik. Megadunk egy ¢’ szinezést a v; pontok &ltal feszitett részgrafon (Ez éppen Gj-val izomorf
részgraf). Ha c(v;) = k akkor legyen ¢/ (v;) = c(u;), kiilonben ¢ (v;) = ¢(v;), vagyis a k szinlieket szinezziik
at a "parjuk” szinére. Belatjuk, hogy ¢’ egy jo k — 1 szinezése Gj-nak, ami ellentmondas.
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8. tétel

MOHO SZINEZES Algoritmus: A mohé szinezés sorba rendezi a csticsokat (vy,vs...0,) és a v;.-hoz
azon legkisebb szint rendeli, amit a (vy,...v;—1) szomszédokhoz még nem rendelt. A mohé szinezés nem
feltétleniil a legoptimdlisabb szinezést adja.

x(G) ES A(G) VISZONYA Tétel: Minden G grafra teljesiil, hogy

x(G) < A(G) +1

Bizonyitds: A mohé szinezés segitségével bizonyitjuk. Szinezziik ki G pontjait (vy,ve, ..., v, ) Ugy, hogy az
i-edik 1épésben v;-t olyan szinre szinezziik, ami nem szerepel v; kiszinezett szomszédsiagiaban. Mivel v;-nek
legfeljebb A(G) kiszinezett szomszédja lehet, és mindegyik szomszéd legfeljebb egy-egy szint zér ki, ezért v;
szinezése elvégezhetd a rendelkezésre 4116 szinek valamelyikével (a kimaradé A(G) + 1)-edik). v, kiszinezése
utén G egy (A(G) + 1) szinezését kapjuk meg.

Erdemes megjegyezni, hogy x(G) = A(G) + 1 abban az esetben, ha teljes grafrél vagy hur nélkiili paratlan
korrol beszéliink.

BROOKS-TETEL Tétel: Ha G egyszerti, dsszefiiggd, nem teljes graf, nem pératlan hosszisigi kor,
akkor x(G) < A(G), tehdt a kromatikus szdm nem nagyobb, mint a maximélis fokszam.

INTERVALLUMGRAF Definici6: Legyenek I, = [a1,b1],Io = [ag,bo], ... korldtos zart intervallumok, és
minden a;, b; legyen pozitiv egész. Legyenek p1,ps, ... egy G graf pontjai és p;, p; akkor és csak akkor legyen él
G-ben, ha I, N I; # (. Az igy eléallé grafokat intervallumgrafnak nevezziik.

INTERVALLUMGRAF SZINEZESE Tétel: G intervallumgraf, emiatt:

Moho szinezéssel bizonyitjuk, méghozza tgy, hogy az intervallumokat bal végpontja szerint rendezem és
ezek alapjan névekvo sorrendben szinezem, akkor optimalis szinezést kapok. T.f.h. k szinnel szinez a mohd
algoritmus. A cél az, hogy beldssuk a kovetkezét:

k<w(@) <x(G) <k

. MAJD.

PAROS GRAF Definicié: Egy G grafot paros grafnak neveziink, ha G pontjainak V(G) halmazat két
részre, egy A és B halmazra tudjuk osztani gy, hogy G minden élének egyik végpontja A-ban, a mésik pedig
B-ben van. Ennek jelolése: G = (A, B). A K, p-vel jelolt teljes paros graf olyan G = (A, B) graf, ahol |A| = a
és |B| = b és minden A-beli pont 6ssze van kétve minden B-beli ponttal.

PAROSITAS LETEZESE Tétel: Egy G graf akkor és csak akkor paros graf, ha minden G-ben 16v8 kor
paros.

Bizonyitas: Ha G paros graf, és C egy kor G-ben, akkor C pontjai felvaltva vannak A-ban és B-ben, igy
[V (C)| nyilvdn paros. Ha G minden kore paros hosszii, akkor megadhatjuk az A és B halmazt. Valasszunk
egy tetszbleges v pontot, legyen ez A elsé pontja. v minden szomszédjat tegyiik bele B-be, majd ezeknek a
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mivel ha példaul lenne A-ban két szomszédos pont, akkor léteznie kéne a grafban paratlan koérnek, igy

szomszédjait rakjuk bele A-ba. Ezt folytassuk, amig ki nem fogyunk a pontokbdl. Ez biztosan j6 elosztés,
ellentmondésra jutndnk. Nem 6f. grafok esetén komponensenként hajtsuk végre.

KROMATIKUS SZAM ES PAROSITAS KAPCSOLATA Tétel: Egy legaldbb egy élt tartalmazé G graf
akkor és csak akkor pdros, ha x(G) = 2.

ziik. Ha a gréafnak van egy éle, akkor ennek a két végpontjat méar nem szinezhetjik egy szintire. A szinek

Ha a graf paros, akkor az egyik oldalon 1évé pontokat pirossal, méasik oldalon 1évéeket kékkel megszinez-
megfelelnek a két halmaznak, amire fel tudjuk bontani a paros grafokat.
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9. tétel

PAROSITAS Definicié: Pérositasnak vagy részleges parositasnak neveziink egy M élhalmazt, ha seme-
lyik két élnek nincsen kozos pontja. Az ilyen éleket fiiggetlen éleknek nevezziik. A részleges pérositas lefedi
éleinek végpontjait. Egy parositas teljes parositas, ha a graf minden pontjat lefedi.

FLEN/LEFOGO ELEK/PONTOK Definici6: Jeloljiik v(G)-vel a G grafban talalhat6 fiiggetlen élek max-
imélis szdmat. X C V(G) egy lefogé ponthalmaz, ha G minden élének legaldbb egyik végpontjat tartalmazza.
A lefogé pontok minimdlis szamét 7(G)-vel jeloljik. Y C E(G) lefogé élhalmaz, ha minden pontot lefog. A
lefogd élek minimélis szamat p(G) jeloli. X C V(G) fiiggetlen ponthalmaz, ha nincs benne két szomszédos
pont. A fiiggetlen pontok maximalis szdma «(G)

CUCCOS VISZONY TETEL Minden G gréfra:

Bizonyitas: Legyen M maximdlis méreti fiiggetlen élhalmaz. Mivel pusztdan M éleinek lefogdsahoz
legaldbb |M| pontra van sziikség, ezért 7(G) > |M| = v(G). Hasonl6an bizonyitjuk a mésodik Allitdst
is.

GALLAI TETEL I. Tétel: Minden olyan G grafra, mely hurokmentes:

7(G) + a(G) = v(G) =n

Bizonyitds: Egy X halmaz pontjai akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha a V(G)\X halmaz lefogd pon-
thalmaz. Hiszen ha X nem fliggetlen, akkor van két osszekotott pont, és igy V(G)\X nem fogja le ezt
az élt. Forditva, ha V(G)\X nem fog le egy huroktdl kiilonbozd élt, akkor X-ben ennek az élnek mind-
két végpontja szerepel. Tehdt 7(G) < |[V(G)\X]| teljesiil minden X fiiggetlen ponthalmazra. Ebbél pedig
kovetkezik, hogy a 7(G) + (@) < v(G). Hasonléan a(G) > |V(G)\Y| minden Y lefogdé ponthalmazra,
amibél 7(G) + a(G) > v(G) kovetkezik.

GALLAI TETEL IL Tétel: Minden olyan G grafra, melyben nincs izolalt pont:

v(G)+ p(G) =v(G) =n

Bizonyitds: Egy v(G) elemil X fiiggetlen élhalmaz lefog 2v(G) kilonb6z6 pontot. A t6bbi pont (mivel
nincs izoldlt) nyilvdn lefoghat6 v(G) — 2v(G) éllel, igy v(G) — v(G) > p(G). Mésrészt, ha Y egy minimélis
lefog6 élhalmaz, akkor Y néhdny (k darab) diszjunkt csillag egyesitése. Ha ugyanis Y tartalmazna kort,
akkor annak barmely élét, ha pedig 3 hosszi utat, akkor a kozepét el lehetne hagyni Y-bol, mert a tobbi él
még mindig lefognd az Gsszes pontot. Igy p(G) = v(G) — k. Minden csillaghdl kivalasztunk egy élt, az igy
kapott élhalmaz nyilvan fiiggetlen. Tehdt v(G) > k = v(G) — p(G).

TUTTE-TETEL Tétel: Egy G grafban akkor és csak akkor van teljes parositds, ha minden X C V(G)-re
cp(G — X) < |X|, azaz akdrhogy hagyunk el a grafbdl k pontot, a maradékban a paratlan komponensek
szama nem lehet tobb, mint k.
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Bizonyitds (csak sziikséges): Ha G-ben van teljes parositds, akkor nyilvdnvaléan teljesiil a feltétel. Hiszen
ha elhagyunk a grafbél X-et, akkor a péaratlan komponensek mindegyikébol az eredeti grafban indul ki
legaldbb egy pdrositasbeli él, és ezek az élek csak egy-egy (kiilonbo6zé) X-beli pontba mehetnek. Tehat
(G —X) <|X]|.
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10. tétel

PAROSITAS Definicié: Parositasnak, vagy részleges parositasnak neveziink egy M élhalmazt, ha seme-
lyik két élnek kozos pontja. Az ilyen éleket fliggetlen éleknek nevezziik. A részleges parositas lefedi éleinek
végpontjait. Egy parositas teljes parositas, ha a graf minden pontjat lefedi.

ALTERNALO UT Definici6: Hozzunk létre egy részleges parositést egy paros grafon beliil, ekkor a parositas
soran bevett élek legyenek az X élhalmaz elemei. Alternalé ttnak neveziink olyan élsorozatot, ami felvaltva
tartalmaz nem-X beli és X-beli élt.

JAVITO UT Definicié: G(A,B,E) paros grafban van mar parositds (nem teljes). P 1t javité tt, ha péarosi-
tatlan A-bol indul, parositatlan B-be érkezik és P alternalé ut. Ha ez a javité ut elkésziil, igy tudjuk bevenni,
hogy a "nem-X"-beli éleket bevessziik és a régebben X-beli éleket pedig nem.

JAVITO UTAS ALGORITMUS (MODOSITOTT BFS) Algoritmus: Bemenetként kapjuk meg M pérositést
valamint G(A,B,E) grafot. Ha létezik ebben a grafban javité 1t, akkor azt vegyiik be, ezt folytassuk addig,
amig létre tudunk hozni Gjabb és Gjabb javité utakat. Ha mar nem tudunk djabb élt bevenni a parositasba,
akkor alljunk le. Ebben az esetben mar maximélis a parositas. Az algoritmus mohé médon miikodik.

KONIG-TETEL Tétel: Ha G péros graf, akkor v(G) = 7(G). Ha G-ben nincs izoldlt pont, akkor
a(G) = p(G) is teljestl.

Bizonyitas: El6szor az els6 allitast bizonyitjuk. Legyen M egy olyan parositds, mely a javité utak mod-
szerével mar nem bévithet6. Legyen U = A — X, T” azon B-beli pontok halmaza, amelyek élerhetéek U-bél
alterndl6 tton. T pedig ezek péarjainak halmaza. Legyen Y = 7" U (X — T'). Ennek a halmaznak éppen | M|
pontja van. Ezek minden élt lefognak, hiszen N(T'UU) = T”, ugyantgy, mint a Hall-tétel bizonyitdsdban. gy
7(G) < |M| < v(G) amibdl viszont mér kovetkezik az &llitds a CUCCOS VISZONY (8. tétel) tétel alapjén.
Most mér konny{ beldtni a masodik 4llitdst is, Gallai két tétele miatt ugyanis v(G) + p(G) = 7(G) + a(Q)
és imént belattuk, hogy v(G) = 7(G).

HALL-TETEL Tétel: Egy G = (A, B) paros grafban akkor és csak akkor van A-t lefedd pérositds, ha
minden X C A részhalmazra |[N(X)| > |X| (ezt Hall-feltételnek nevezziik).

777 Bizonyitas: Ha létezik A-t fedd péarositds, akkor minden A-beli pontnak kiilonb6z6 parja van, tehét
tetszbleges X C A-ra. Azt kell igazolnunk, hogy v(G) > |A|. Legyen U minimélis (azaz 7(G) méretil) lefogd
ponthalmaz, és legyen Uy := U N A, Ug := U N B. Mivel U lefogja az X := A\Ua-bdl indul6 éleket, ezért
N(X) C U, tehat |(NX)| < |Up|. A Kénig-tétel ill. a Hall-feltétel miatt

v(G) =7(G) =|U| = [Ua| + |[Up| = |Ua| + IN(X)| = [Ua| + |X] = 4]

FROBENIUS-TETEL Tétel: Egy G = (4, B) péros grafban akkor és csak akkor van teljes parositas, ha
|A] = |B| és |[N(X)| > | X| minden X C A-ra.

A két feltétel sziikségessége nyilvanvalé. Ha viszont teljesiil a masodik feltétel, akkor a Hall-tétel miatt
van A-t fedé parositds. Mivel azonban |A| = |B|, ezért ez lefedi B-t is.
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11. tétel

REGULARIS GRAF Definicié: Egy grafot k-reguldrisnak neveziink, ha minden pont foka k. Egy grafra
azt mondjuk, hogy regularis, ha létezik olyan k, amire k-reguléris.

REGULARIS GRAFBAN TELJES PAROSITAS Definicié: Minden reguléris paros grafban létezik teljes
parositas.

Bizonyitas: Vegyiink egy paros grafot A, B pontosztillyal, ami k-reguldris. Eldszor lassuk be, hogy
ugyanaz az elemszama A és B-nek. A-bdl k - n él megy ki, B-be pedig k- m él megy. k-n = k- m, osszuk
le k-val — n = m. Hall-feltétel: |[N(A) > |A|. A-bOl k - |A] él megy ki, ezek a N(A) csicsokba mennek. Ez
annyit jelent, hogy egy N(A)-beli csicsba dtlagosan (k-|A|)\|N(A)| él megy, tehét (k-|A)\|N(A)| < k (mivel
egy csicsba maximum k él megy). Szorozzuk be |N(AJ-val és osszunk k-val. |A| < |N(A)|, Hall feltétel OK,
Frobenius-tétel OK, 1étezik teljes parositas.

ELSZINEZES Definicié: Egy G graf élei k szinnel szinezhet&ek, ha minden élt ki lehet szinezni k szinnel
gy, hogy barmely két szomszédos él szine kiilonbo6z6 legyen. G élkromatikus szama y.(G) = k, ha G élei k
szinnel szinezhet6ek, de k — 1-gyel mar nem.

VIZING-TETEL Tétel: Ha G egyszerti graf, akkor x.(G) < A(G) + 1. Bizonyitas 0.

ELKROMATIKUS SZAM Tétel: Tetsz6leges G grafra x.(G) > A(G) &ll.

Bizonyitas: Az egy cstuicsbol induld élek egymastodl kiilonbozé szint kapnak, és ez specidlisan a maximalis
fokszamu csicsokbdl indulé élekre is igaz.

KONIG-TETEL Tétel: Ha G péaros graf, akkor y.(G) = A(G)

Bizonyitds: Elég azt igazolni, hogy x.(G) < A(G) az eldzé allitds miatt. Létezik olyan H péros graf,
melynek G részgrafja, és H minden csticsanak fokszdma A(G). Ha sikeriil a A(G)-reguldris H graf éleit A(G)
szinnel kiszinezni, akkor egyuttal a G részgraf éleinek is megkapjuk egy ugyanennyi szinnel val6 szinezését. H
graf élszinezéséhez elegendd azt megmutatni, hogy tetszdleges reguléris paros grafban létezik teljes parosités,
ezt pedig mar bizonyitottuk egy fentebbi tételben.
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12. tétel

HALOZAT Definici6: Legyen G egy irdnyitott graf. Rendeljiink minden éléhez egy c(e) nemnegativ szé-
mot, amit az él kapacitasanak neveziink. Jeloljiink ki két pontot, s-et és t-t G-ben, melyet termel6nek és
fogyasztonak neveziink. Ekkor a (G,s,t,c) négyest halézatnak nevezziik.

FOLYAM, FOLYAMERTEK Definicié: Legyen f(e) az a "vizmennyiség”, ami az e élen folyik 4t. Ez az f
fiiggvény megengedett fiiggvény, ha f(e) < ¢(e) minden élre és

m(v) = Z{f(e)\e vegpontja v} — Z{f(e)|e kezdopontja v} =0

minden v € V(G)-re, kivéve az s és t pontokat. Egy megengedett fiiggvényt folyamnak hivunk. Koénnyen
belathatd, hogy m(t) = —m(s). Ezt a kozos értéket a folyam értékének nevezzik és my-el jeloljik. Egy élt
telitettnek hivunk egy folyamban, ha f(e) = c(e) és telitetlennek, ha f(e) < c(e).

VAGAS Definicié: Legyen s € X C V(G)\t, sem X, sem V(G) — X nem iires halmaz. Azoknak az éleknek
a C halmazét, melyeknek egyik végpontja X-beli, médsik V(G) — X-beli, a hdlézati folyam egy (s,t)-vagasdnak
nevezzik. A vagas értéke, c(C), azon éleken levS kapacitdsok 6sszege, melyek egy X-beli pontbdl egy V(G)—X-
beli pontba mutatnak. Ezeket eléremutaté éleknek nevezziik. Tehédt a vagas értékében nem jatszanak szerepet
a visszafelé mutaté élek, vagyis azok, melyek egy X-beli pontba mutatnak.

JAVITO UT HALOZATRA Algoritmus: Legyen a grafban s = vg,v1...v; egy ut, aminek most nem
kell feltétleniil az iranyitas szerint haladnia. Novelhetjiik a folyam értékét abban az esetben, ha minden
i=0,1,2,...,k — l-re vagy e; = (v;,vi41) és f(e;) < c(e;), vagy e; = (vi+1,v;) és f(e;) > 0. Ekkor az els§
tipust éleken noéveljik a folyam értékét, mig a masodik tipusiiakon csokkentjiik, igy az 6ssz folyamérték no.
Az ilyen utakat javité utaknak hivjuk.

Egy folyam értéke akkor és csak akkor maximalis, ha nincs javité ut s-bol t-be.

MAXIMALIS FOLYAM Tétel: Egy folyam értéke akkor és csak akkor maximélis, ha nincs javité 1t
s-bdl t-be.

Bizonyitds: Legyen P egy javit6 at. Ekkor P minden elsé tipusi élére a c(e) — f(e), masodik tipusi élére
pedig f(e) érték szigortian pozitiv. Legyen ezeknek minimuma d. Az els§ tipusa élekre noveljiik f(e)-t d-vel,
masodik tipustiakndl csokkentsiik f(e)-t d-vel. Ekkor a médositott folyam is megengedett marad, értéke
viszont d-vel nétt. T.f.h. nincs javité Ut s-bél t-be. Lehetnek azonban olyan pontok a grafban amelyek
elérhet6ek s-bél javité uton. Legyen az ilyen pontok halmaza X C V(G). Ekkor sem X, sem V(G) — X nem
tires, hiszen s € X,t € V(G) — X. Tekintsiink egy olyan e élt, mely egy X-beli x pontbdl egy nem X-beli
y-ba mutat. Ekkor f(e) = c(e), hiszen ellenkezd esetben az s-bél x-be vezetd javit6 1t e-vel meghosszabbitva
egy s-bdl y-ba vezetd javité utat szolgdltatna. Ugyanigy egy olyan élre, ami egy nem X-belibdl egy X-belibe
mutat, teljesiil, hogy f(e) = 0. Tehdt az X és V(G) — X kozott futé élek mind telitettek, és a visszafele
mutatoé éleket nem hasznaljuk, tehat ezen a vigason nem folyhat t6bb viz. Vagyis f maximalis folyam.

FORD-FULKERSON (MAXFLOW-MINCUT) TETEL Tétel: A maximélis folyam értéke egyenlé a
minimalis vagas értékével, azaz

maxz{mys|f egy folyam s — bol t — be} = min(c(C)|C vagas)

Bizonyitds: A maximaélis folyam nyilvin nem lehet nagyobb a minimélis vagasnal, hiszen ha minden
eléremutato él telitett, a visszafele mutaté éleken pedig 0 a folyam értéke, akkor ezen a vagason nem folyhat
at tobb viz. Az eléz6 tételben belattuk, hogy ha létezik egy f maximalis folyam, akkor 1étezik ilyen értéki
vagas. Azt, hogy maximélis értékii folyam mindig 1étezik, a kévetkezd tételben bizonyitjuk.
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EDMONDS-CARP TETEL Tétel: Ha mindig a legrovidebb javité utat vessziik, akkor a maximalis
folyam meghatarozasahoz sziikséges 1épések szdama feliilrol becsiilhet6 a pontok szdménak polinomjaval.
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13. tétel

EGESZERTEKUSEGI LEMMA Lemma: Ha (G,s,t,c) halézatban minden e él c(e) kapacitdsa egész
szam, akkor 1étezik olyan f maximalis folyam, hogy f a G graf minden élén egész értéket vesz fel. Az ilyen
folyamot egészfolyamnak nevezziik.

A FOLYAMPROBLEMA ALTALANOSITASATL: T.fh. a halézatban tobb termeld, s, sa, ..., sj, és tobb
fogyasztd, t1,ta, ..ty van. A feladat az Gsszes termel6tdl az 6sszes fogyasztdig eljutéd folyam maximalizaldsa.
Vegyiink fel két s’, t’ pontot, és kossiik 6ssze s’-t az Osszes termeldvel, t’-t pedig az Osszes fogyasztéval, az
élek kapacitasa ezek kozott pedig legyen oo.

Ekkor az s’ és a t'-t vessziik termelének és fogyasztonak, innen trividlis a megoldas.

Ha nem csak élekhez, hanem pontokhoz is rendelhetiink c(v) kapacitdsokat és megkoveteljitk, hogy
minden v-re Zu,vEE flu,v) < ¢(v) , akkor minden v pontot helyettesitsiink két ponttal, v’ és v’-vel. Ha
egy él az u pontbdl a v pontba mutatott, akkor helyette vegyiink fel egy u”-bol v’-be mutaté élet a hozza
tartozé kapacitassal egyiitt, ezen kiviil minden v’-b6l mutasson c(v) kapacitdsa él v”-be.

Amennyiben irdnyitatlan élek is szerepelnek a hdalézatban, akkor cseréljiikk le &ket két, Aatellenes
iranyitott éllel, mindkett6 kapacitasa legyen az iranyitatlan él kapacitasaval egyenlo.

DISZJUNKT FOLYAMOK: Ha a kapacitasok egész szamok, akkor van olyan maximalis folyam, melyben
minden élen a folyam értéke egész. Igy nyilvanvals, hogy ha a kapacitds minden élen 1 vagy 0, akkor van
olyan maximalis folyam, melynek minden élén a folyam értéke vagy 1 vagy 0. Ha elhagyjuk ez utobbi éleket,
akkor diszjunkt utakat kapunk s-bol t-be. Ezeknek a szamat tgy is meg tudjuk kapni, hogy vesziink egy
minimalis vagast és az élhalmazénak az elemszamaval lesz egyenl6 a diszjunkt utak szama.

DISZJUNKT UTAK Definicié: Vegyiik (G,s,t,c) folyamot, ezen belil vesziink utakat. Paronként éld-
iszjunkt utnak neveziink utakat, ha paronként nincsen kozos éliik. Bels6leg pontdiszjunkt utaknak
neveziink utakat, ha paronként nincs k6z6s pontjuk.

Diszjukt folyam algoritmus: Vegyiink tetszoleges halozatot, és futtassuk le a fentebb leirt modszert rajta ugy,
hogy vegylink egy minimdlis vagdst a hdlézatban. A visszaélek (tehdt amik a t-t tartalmazé halmazbdl az s-et
tartalmaz6 halmazba mennek) legyenek 0 értékiiek, egyébként pedig 1 értékiiek az élek. Ebben mér meg lehet
keresni a diszjunkt utakat.
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14. tétel

MENGER Tétel: Ha G egy irdnyitott graf, s,t € V(G), akkor az s-bdl t-be vezetd paronként élidegen
iranyftott utak maximalis szdma megegyezik az Gsszes irdnyitott s-t utat lefogd élek minimalis szdmaval.

Bizonyitas: Ha létezik G-ben k darab ilyen iranyitott s-t Ut, akkor az s-t utakat lefogd élek szama
nyilvanvaléan legalabb k. Nézziik az egyenlGtlenség masik oldalarél is. T.fh. az s-t utakat lefogd élek
minimalis szama k. Legyen minden él kapacitdsa 1. Az igy kapott hal6zatban a maximalis folyam értéke
legalabb k. Ekkor a Ford-Fulkerson tétel miatt a minimalis vagas értéke is legalabb k. Azt mér belattuk,
hogy van olyan max. folyam, ahol minden élen a folyamérték 0 vagy 1. Lassuk be, hogy G-ben van k
élidegen irdnyitott s-t at. Egy ilyen 1t legaldbb van, kiillonben nem lehetne k a folyam értéke. Az ebben
az utban szereplo élek kapacitdsat csokkentsiik nullara, igy a folyam értéke legalabb k-1 lesz. Folytassuk a
gondolatmenetet és kapunk k élidegen iranyitott s-t utat.

MENGER Tétel: Ha G egy irdnyitott graf, s,t € V(G) két nem szomszédos pont, akkor az s-bél t-be
vezetd, végpontoktdl eltekintve pontidegen irdnyitott utak maximalis szdma megegyezik az 0sszes irdnyitott
s-t utat s és t felhasznaldsa nélkiil lefogd pontok minimalis szdmaval.

Bizonyitas: Készitsiink egy uj G’ grafot. Minden pontot hizzunk szét két ponttd. Ha a G grafban egy
minimélis ponthalmaz lefogja az irdnyitott s-t utakat, akkor a lefogd pontoknak megfelel§ (v’, v”) pontok
is lefogdé ponthalmazt alkotnak s-t-re G’-ben. Kevesebb él nem elég a lefogashoz, mert ha a lefogé élek kozt
lennének (a”, b’) tipust élek, akkor ezeket helyettesitjiik (b’, b”)-vel, ha b’ # ¢, illetve (a’, a”)-val, ha b’ = t.
Igy pedig G-ben egy kisebb lefogd ponthalmazt nyernénk. Vagyis a G-beli lefogd pontok és a G’-beli lefogd
élek minimalis szama egyenld. Az is konnyen lathatd, hogy G-beli pontdiszjunkt utaknak G’-ben éldiszjunkt
utak felelnek meg és forditva, G’-beli élidegen utaknak G-ben pontidegen utaknak felelnek egy. Innen az
el6z6 tétel segitségével bizonyitjuk az allitast.

MENGER Tétel: Ha G egy irdnyitatlan graf, s,t € V(G), akkor az s-b6l t-be vezet élidegen irdanyitatlan
utak maximaélis szdma megegyezik az Osszes irdnyitatlan s-t utat lefogd élek minimélis szaméval.

Bizonyitas: Vezessiik vissza irdnyitott grafos probléméara. A bizonyitds a szamitaselmélet jegyzet 70.
oldalan talalhatd, hosszu.

MENGER Tétel: Ha G egy irdnyitatlan graf, s,t € V(G) két nem szomszédos pont, akkor az s-bdl
t-be vezetd, végpontoktdl eltekintve pontidegen irdnyitatlan utak maximalis szdma megegyezik az Osszes
irdnyitatlan s-t utat s és t felhasznalasa nélkil lefogé pontok minimélis szamaval.

| Bizonyitas: El6z6 tételhez hasonléan.

TOBBSZOROS OSSZEFUGGOSEG Definicié: Egy G grafot k-szorosan 8sszefiiggdnek neveziink, ha
legalabb k+1 pontja van, és akarhogy hagyunk el bel6le k-nal kevesebb pontot, a maradék graf osszefiiggd
marad. A graf k-szorosan élosszefiigg®, ha akarhogy hagyunk el beléle k-nal kevesebb élt, 6sszefiiggd grafot
kapunk. A k-szoros Osszefiiggéség "erésebb” a k-szoros élosszefiiggdségnél.

A G graf akkor és csak akkor k-szorosan Osszefiiggd, ha legalabb k41 pontja van, és barmely két pontja
kozott 1étezik k pontidegen tt. Hasonléan, G akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha barmely két
pontja kozott 1étezik k élidegen tt.

Bizonyitas: El6szor a masodik részt bizonyitjuk. Ha G k-szorosan élosszefiiggd, akkor az u-v utakat lefogd
élek minimélis szdma nyilvan legaldbb k. Igy Menger idevagd tétele szerint élidegen u-v utak maximalis szdma
legalabb k. Ennek a résznek a megforditasa is kovetkezik a Menger tételbdl. Ha G k-szorosan osszefiiggd,
akkor barmely két, u,v € V(G) pontot vilasztva legaldbb k darab, u-tdl és v-t6l kiilonb6z§ pontra van
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sziikség ahhoz, hogy lefogjuk az Osszes u és v kozotti utat (u-v éltdl eltekintve). Igy az utols6 Menger tétel
alapjan létezik u és v kozott k pontidegen ut. Ha G barmely két pontja kozott 1étezik k pontidegen tt, akkor
nyilvan nem lehet ezeket k-nal kevesebb ponttal lefogni, tehat a k-szoros Osszefiiggéség kovetkezik ebbdl.

MENGER Tétel: A legalabb 3 pontt G graf akkor és csak akkor 2-szeresen Osszefiiggd, ha tetszéleges
két pontjan at vezet kor. Igaz az is, hogy akkor és csak akkor 2-szeresen Osszefiiggd, ha barmely két élén at
vezet, kor.

Bizonyitas: Az elsé allitas trivialis, hiszen két pontidegen u-v Ut egyutt egy kort ad, amely atmegy u-n
és v-n. A masodik allitas pedig az els6bél kovetkezik. Lassuk be, hogy ha G 2-szeresen Osszefiiggo, akkor e,
f éleken keresztiil van kor. Vegyiink fel két pontot tigy, hogy ezekkel osszuk két részre az e illetve az f élt. Az
igy kapott graf is 2-szeresen Osszefiiggl. Az els6 allitds szerint ezen a két ponton &t is megy kor, és ez a kor
az eredeti grafban dtmegy e-n és f-en. A megforditas ismét nyilvavalo.
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15. tétel

Az algoritmusok futdsa soran a kovetkezOket tartjuk szdmon:
1(e) - az e él hossza
d(v) - a v pontba az s kezdépontbdl eddigi legrovidebb 1t hossza. d(s) = 0.
Kulcslépések:
(*) d(s) =0, minden v # s-re d(v) = 0
(**) Ha x-bél vezet egy e él y-ba és d(y) > d(x) + l(e), akkor d(y) = d(z) + I(e).

DIJKSTRA-ALGORITMUS Algoritmus: Az algoritmus:

0. S=s5,T=V\sés (*).

1. Minden S-beli pontb6l minden T-beli pontba vezetd e élre végezziik el (**) javitést.

2. A T-beli pontok koziil legyen vy az, amelyiken a d(v) érték a legkisebb. Tegyiik at vp-t T-bol S-be.
3. Ha T tres, STOP. Ha nem, vissza 1. 1épéshez.

Az algoritmus 1épésszama ¢ - n3, mivel az 1. 1épés k. elvégzésekor |S| =k, |T| = v — k, igy az Osszes (*¥*
g

hivasok szama Y k(v — k) = > kv — Y k? és ennek az 6sszege k3-hoz kozelit.
Az algoritmusnak létezik egy kedvezébb futdsi idejii valtozata, c - n? lépésszammal.
Az optimalizalt algoritmus:

0. S=35,T=V\s és (*), valamint vy = s.
1. Csak a vg-bdl a T-beli pontokba vezetd e élekre végezziik el a (**) javitést.
2. A T-beli pontok koziil legyen vg az, amelyiken a d(v) érték a legkisebb. Tegyiik 4t vo-t T-b&l S-be.

3. Ha T ires, STOP. Ha nem, vissza 1. 1épéshez.

FORD-ALGORITMUS Algoritmus: A Ford-algoritmus megengedi a negativ silyu éleket is, valamint
az algoritmus egyszeriibb, mint a Dijsktra-algoritmus.

0. Szadmozzuk meg az éleket 1-t6l e-ig, ezt rogzitsiik le (tetszbleges sorrend). Legyen ¢ =1 és (*).
1. A rogzitett sorrendben végezziik el a (¥*) javitdst minden élen.
2. i =14+ 1. Ha i > v, akkor STOP. Kiilonben folytassuk 1. 1épésnél.

Az algoritmus 1épésszama, c - e - v, ez jéval nagyobb altaldban, mint n?, ezt az drat kell megfizetniink a
negativ élhossz feature-ért. Mi torténik negativ kor esetén? Kzt valahogyan fel kell ismerni! A mddositott
2. 1épés, ami jelzi, ha negativ 6sszsilyt korbe keriiltiink:

2. Haaz 1. 1épés soran egyetlen javitds sem tortént, akkor STOP (és megvannak a minimadlis ithosszak).
Kiilonben ¢« =i+ 1. Ha i < v+ 1, folytassuk 1. 1épésnél, ha pedig i > v + 1, akkor STOP (és van
negativ osszstlyd kor).
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16. tétel

http://cs.bme.hu/bsz2/dfs.pdf

FLOYD-ALGORITMUS Algoritmus: A Floyd-algoritmus a grafban 1év6 6sszes pontpar kozt megadja a
tavolsagokat. Ezt a Ford-algoritmussal is megtehettiik volna, viszont annak a futdsi ideje az 6sszes pontbol
kiinditva ¢ - ev®-tel lett volna ardnyos. A Floyd-algoritmus ezt megteszi minddssze c - v3 alatt. A sikeres
futas feltétele az, hogy a grafban NE legyen negativ Osszsilyu kor.

T.fh. G irdnyitott graf a V(G) = vi,vs,...,v, pontokon. A v;-bél v;-be mutaté él hosszét, azaz sulyat,
jeloljiik 1(i,j)-vel és t.£h. a grafban nincs negativ Gsszsulyu irdnyitott kor. Ha nincs él v;-b6l v;-be, akkor
legyen (i, j) = oo. Tovabba I(i,i) = 0, minden i = 1,2,...,n-re. Jelolje d*) (i, ) a v;-bél v;-be vezetd
legrévidebb olyan irdnyitott 1t hosszat, mely csak k-nél szigorian kisebb pontokon megy at. Igy dV) (i,5) =
1(i,7) és d™t1) lesz az eredetileg keresett legrévidebb irdnyitott it hossza lesz v;-bél v;-be. Vildgos, hogy
a v;-bol vj-be vezetd legrovidebb olyan tt, ami csak k + 1-nél szigortan kisebb pontokon megy at, vagy
dtmegy v-n, vagy nem. Ha nem megy at, akkor d*tV(i,j) = d®)(4,5). Ha viszont &tmegy, akkor
d®HD (i, 5) = d® (i, k) + d®) (k, j). Csak azt kell megnézniink, mely esetben taldlunk révidebb utat. Ezek
utén mar vildgos, hogy az algoritmus lépésszama c - v3-bel ardnyos.

Az algoritmus:

« 0. Minden i,j rendezett parra legyen d (i, ) = (i, ) és k = 2.
e 1. Minden i,j rendezett parra

™ (i, j) = mindd® (i, j), dM (i, k) + d®(k, j)}

e 2. Ha k =n+ 1, akkor STOP. Kiilénben k = k + 1 és folytassuk 1. 1épésnél.

IRANYITOTT ACIKLIKUS GRAF Definicié: Egy G grafot akkor neveziink iranyitott aciclikus grafnak
(DAG), ha irdnyitott élei vannak és nem tartalmaz kort.

TOPOLOGIKUS ELRENDEZES Definici6: Legyen G egy irdnyitott graf. G topologikus elrendezése a
csicsoknak egy olyan vy, v, ..., v, sorrendje, melyben @ — y € E esetén x elébb van, mint y (azaz ha x =
v,y = vj, akkor i < j)

TOPOLOGIKUS ELRENDEZES Lemma: Ha G irdnyitott graf aciklikus, akkor létezik benne nyels
(olyan pont, amibél nincsen kimend él).

Bizonyitas: Legyen P a leghosszabb iranyitott utak egyike, v legyen a végpontja. T.fh. v nem nyeld.
Jarjuk be az utat topologikus sorrendben. Az eléz§ allitds annyit jelent, hogy P vagy nem a legutolsé
elem a topologikus elrendezésben (ellentmondas) vagy egy, a topologikus sorrendben elérébb 1évé ponthoz
csatlakozik vissza (ellentmond4s).

TOPOLOGIKUS ELRENDEZES Tétel: Egy G irdnyitott grafhoz akkor és csak akkor létezik topologikus
elrendezés, ha az aciklikus.

Bizonyitas: A sziikségeset trividlis bizonyitani, viszont az elégségességet nem. Az el6bbi lemma allitdsat
felhasznaljuk a bizonyitashoz. Keressiink ebben a grafban egy nyelGcstcsot, ez a v, csics. Ezt dobjuk ki.
Ekkor G\v,-ben v,_; lesz nyel6. Ezt is dobjuk ki. Ismételjiik, amig semmi se marad. Amit "kidobtunk”,
ha forditva sorba rendezziik (tehdt a legvégén lesz az elészor kidobott elem), akkor az egy topologikus
sorbarendezése lesz G-nek. A DF'S is general egy ilyet a futdsa sordn, ha nincs benne visszaél (tehét ha nincs
benne kor).
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LEGROVIDEBB ES LEGHOSSZABB UT KERESESE DAG-BAN Algoritmus: A topologikus rendezést
hasznélva linedris id6ben, tehdt n + e-vel ardnyos 1épésszamban megoldhaté a leghosszabb/legrovidebb 1t
keresése. Input legyen a G irdnyitott graf és annak egy topologikus sorrendje (s).

Az algoritmus:

e 0. t(s) =0, minden v # s-re t(v) = 0o, w: E(G) — R stlyfiiggvény.

¢ 1. FOR i=2 TO n DO:
HA Je = 150} él melyre t(v;) # oo AKKOR: t(v;) = min/maz(t(v;) + w(e) : e = v;05, t(vj) # 00)
END FOR
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17. tétel

http://cs.bme.hu/bsz2/dfs.pdf

A DFS algoritmus a kovetkez6 adatokat tartja szamon:

o d(v): a v cstcs mélységi szdma

o f(v): a v cstics befejezési szdma

o m(v): a v-t megel6z8 cstics - tehdt amibdl a v-t a bejards elérte
e a: a jelenleg aktiv csics

o g: az aktualis gyOkérpont

e D: az eddigi legnagyobb mélységi szam

o F': az eddigi legnagyobb befejezési szam

DFS Algoritmus: Bemenet: Egy n csticst G irdnyitott graf és egy s € V cstcs.

e 0. d(s) =1, minden v # s-re d(v) = *, minden v-re f(v) = *, minden v-re m(v) = x, a = s, g = s,

D=1,F=0.
o 1.
HA 1étezik olyan e = ab él, melyre d(v) = %, AKKOR:
- D=D+1
—dv)=D
—m(v)=a
— a="v

— 1. lépéshez vissza

o 2.

F=F+1

fla)=F

HA a # g, AKKOR a = m(a) és 1. 1épéshez vissza
~ HA D = n, AKKOR STOP.

— Vélasszunk olyan v csticsot, melyre d(v) = .

— g=v, a=wv, 1. lépéshez vissza.

DFS-ERDO Definicié: s csticsbdl inditva G irdnyitott grafban lefuttatuk a DFS algoritmust. A futéshoz
tartozé DFS erdd F. Legyen e = w0 a G-nek tetszoleges éle. Ekkor

o e-t faélnek nevezziik, ha e € E(F).
o e-t eléreélnek nevezziik, ha nem faél, de F-ben van u-bdl v-be irdnyitott it (vagyis v leszérmazottja u-nak).
o e-t visszaélnek nevezziik, ha F-ben van v-bél u-ba irdnyitott it (tehdt v 8se u-nak).

o e-t keresztélnek nevezziik, ha F-ben sem u-bdl v-be, se v-b6l u-ba nincs irdnyitott 1t.

DFS ES ACIKLIKUSSAG Tétel: Ha G irdnyitott graf aciklikus, a DFS futtatdsakor nem keletkezik
visszél. Ha nincs visszél, akkor f(v) szerinti csokkend sorrend a topologikus sorrend.
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Bizonyitas: Ha keletkezik visszél és e = b ilyen, akkor G irdnyitott graf nyilvan tartalmaz iranyitott
kort: az F DFS-erd§ tartalmaz v-bél u-ba irdnyitott utat (mert e visszél), amit e-vel kiegészitve irdnyitott
korré zarhatunk. Tegyiik fel ezért, hogy nem keletkezik visszaél. Ha megmutatjuk a tétel 2. allitdsat, hogy
a csucsoknak a befejezési szamozas szerinti forditott sorrendje topologikus rendezés, akkor ebbél nyilvan
kovetkezik G aciklikussiga is. Azt kell megmutatnunk, hogy G minden e = ut élére f(v) < f(u). Mivel
feltettiik, hogy visszaél nem keletkezett, ezért e lehet faél, keresztél vagy eloreél. Ha e faél vagy eloreél, akkor
a DF'S eljaras soran u els6 aktivva vildsakor az u befejezéséig tarto szakasza sordn érte el v-t, igy ennek soran
kellett befejeznie azt, tehat a v-t elébb fejezte be u-ndl, tehat f(v) < f(u). Ha pedig e keresztél, akkor e
vizsgélatdnak a pillanatdban f(v) mar kapott értéket, u viszont épp aktiv cstcs volt, igy ekkor még f(u) = *
volt. Mivel az eljards egyre nagyobb befejezési szamokat ad, ezért f(v) < f(u) erre is teljesiilni fog.

29



	1. tétel
	2. tétel
	3. tétel
	4. tétel
	5. tétel
	6. tétel
	7. tétel
	8. tétel
	9. tétel
	10. tétel
	11. tétel
	12. tétel
	13. tétel
	14. tétel
	15. tétel
	16. tétel
	17. tétel

