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Elsé tétel BSZ II. tételek

Elso tétel

Szélességi keresés haszalata az 0sszefiiggdség eldontésére,
Euler-séta és -korséta, 1étezésiik sziikséges és elégséges
feltétele. Hamilton-korok és -utak. Sziikséges feltétel
Hamilton-kor /Gt 1étezésére. Elégséges feltételek: Dirac
és Ore tétele.

Euler-korséta (-séta)
Definicié: A G=(V,E) graf Euler sétdja (Euler korsétdja) a G graf egy olyan
(kor)sétdja, amely G minden élét (pontosan egyszer) tartalmazza.

Tétel: Ha a G=(V,E) graf véges és osszefiiggd, akkor

1. G-nek pontosan akkor van Euler-korsétdja, ha G minden csécsa paros
foku, illetve

2. G-nek pontosan akkor van Fuler-sétdja, ha G-nek 0 vagy 2 db péaratlan
foku csticsa van.

Bizonyitds:

1. (a) Szikségesség: A séta éleit az dthaladds szerint irdnyitva minden csticsba
annyi él megy be, amennyi ki. A cstcs foka ezek Gsszege, ami paros
Szam.

(b) Elégségesség: G-re élszam szerinti indukciéval. 0 éli grafban igaz.
Tegyiik fel hogy m éliinél kevesebb éli grafokra mar bizonyitottuk
az allitast. Legyen G-nek m éle. Ekkor G-ben létezik egy C kor,
mert minde foka paros, barhonnan indulunk el (bérmely csticsbdl)
biztosan visszajutunk oda. Hagyjuk el a C kort. Ekkor G olyan kom-
ponensekre esik szét, ahol minden csics foka paros (V komponens-
b&l pontosan 2 élt hagytunk el). Igy az indukcids feltevés alapjan
(<m éliink van) van benniikk Euler-kérséta. Ebbél ugy kapjuk G
Euler-korsétdjat, ha a C kér mentén haladva minden komponensbe
érkezéskor annak Euler-korsétdjan haladunk tovabb, majd ha azzal
végeztiink folytatjuk az utat C mentén. Igy megkapjuk G Euler-
korsétajat.

2. Ha G V foka péros, akkor 1. miatt 1étezik Euler-korsétdja, emiatt Euler-
sétdja is. Ha 2 paratlan foka van, huzzunk be egy élet a kettd kozott,
ekkor 1. miatt van Euler-korsétdaja. A behtzott élet utolsonak véve és
elhagyva pedig G Euler-sétdjat kapjuk. (Nem kell G-nek egyszeriinek
lennie, padrhuzamos éllel is miikodik.)
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Elso tétel BSZ 1II. tételek

Hamilton-kor (-1t)

Definicié: A G graf Hamilton-kore (-ttja) a G egy olyan kore (dtja), mely G
minden csicsédt tartalmazza. Mivel egy korben (itban) szereplé minden cstcs
kiilénbo6z6, ezért a Hamilton-korben (-utban) is minden cstics pontosan egyszer
szerepel.

Tétel: Ha a véges G grafban 1étezik Hamilton-kor (-ut), akkor a G tet-
sz6leges k pontjat torolve a graf legfeljebb k (k+1) komponensre esik
szét. Bizonyitds: Ha G Hamilton-kor (-at) akkor vildgos, ha pedig
tovabbi élei is vannak, akkor nem eshet szét tobb komponensre. Ez a
feltétel szitkséges a Hamilton-kor (-Ut) 1étezéséhez, de nem elégséges.
Pl: a Petersen-grafnak nincs Hamilton-kore, mégis teljesiti az allitast.

Elégséges tételek a Hamilton-kor 1étezésére (erdsségi sorrendben vis-
szafelé kovetkeznek egymdasbol)

Dirac tétele: Ha az m > 3 pontud, egyszerii G graf minden pontjanak foka
legaldbb 5, akkor G-nek van Hamilton-kore.

Ore tétele: Ha az n > 3 ponti, egyszerli G graf olyan, hogy barmely 2 nem-
szomszédos csucs fokszamosszege legalabb n, akkor G-nek létezik Hamilton-kore.

Pdésa tétele: Ha az n > 3 pontd, egyszeri G graf fokszama d; < ds ... < d,, és
minden k < 5 esetén dy > k + 1, akkor G-nek létezik Hamilton-kore.

Ore tételének bizonyitisa: Legyen G egy ellenpélda a tételre. Ekkor - mivel
tovabbi élek behiizdsa nem rontja el az Ore-tulajdonsagot - feltételezhetjiik,
hogy egy 1j él behuzasa létrehoz egy Hamilton-kort, azaz G barmely két nem-
szomszédos csticsa kozott vezet Hamilton-it. Igy, ha u és v nem szomszédos
cstcsok, akkor 1étezik egy P Hamilton-ut u-bél v-be: u = wvi,va,...,v, =
v. Ekkor ha v, a graf éle, akkor wgp_,v, nem lehet a graf éle, mert
V1, U2y« oy Vk—1,Un, Un_1,---,Vk, U1 a graf egy Hamilton-kore lenne, pedig G-
ben nincs Hamilton-kér. Ha igy vi(= u) szomszédai a vj,,viy,...,0;,, csic-
sok, akkor v,-nek nem lehet szomszédja a v;, —1,vi,—1,. .., v;,,—1 csucsok koziil
egy sem, azaz a v, szomszédainak szdma legfeliecbb n — 1 — m lesz. Igy
d(v1) +d(v2) <m+n—1—m=mn—1<n, ellentmonddsra jutottunk, tehit a
tétel igaz.
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Elsé tétel BSZ II. tételek

Szélességi keresés/bejaras (Breadth-first search)

1. Kiindulunk egy vg gyokérbdl, és bejarjuk vy bejaratlan szomszédait. Legyenek
ezek v1,va,..., V.

2. Ha méar nem tudjuk vy bejaratlan szomszédait bejarni, bejarjuk v; be-
jaratlan szomszédait (vg+1, Vkt2,- .-, Vk+l)

3. Ezutén vs bejaratlan szomszédait, majd a soron kiévetkezbket az elobbiek
alapjan. A még bejaratlan pontokat mindig a sor végére tessziik.

4. Ha méar nem tudunk t6bb pontot bejarni, akkor valasztunk egy 4j gyokeret,
és onnan folyatatjuk.

Ha nem tudtuk a grafot egy gyokérbél bejarni, akkor nem &sszefiiggo.
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Misodik tétel BSZ II. tételek

Masodik tétel

Paros graf fogalma, kapcsolat a paratlan korokkel. Parosita-
sok a paros grafban, a javitoutak médszere, Hall és Frobe-
nius tételei.

Paros graf
Definicid: A G graf paros graf, ha G két szinnel kiszinezhetd, azaz ha x(G) < 2.

Ez azzal ekvivalens, hogy: a G graf pontosan akkor paros, ha a cstcsai két
diszjunkt halmazba oszthatéak gy, hogy egy halmazon belil nem fut él.

Allitdsok:
1. Minden péaros hosszt koér paros graf. (Felvaltva szinezés)
2. Ha egy paros graf paros, akkor minden részgrafja is paros.
3. Péros graf nem tartalmazhat paratlan kort (Legaldabb 3 szin kell hozzd)

Tétel: A G véges graf pontosan akkor paros, ha G nem tartalmaz paratlan kort.
Kévetkezmény: Minden fa péaros graf.

Bizonyitds:
1. Sziikségesség: 3. &allitas a szinezés miatt.

2. Elégségesség: Tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz paratlan kért. Mivel élek

csak komponensen beliil futnak, feltehetjiikk hogy G Osszefiiggd. Legyen F
a G egy feszitofaja, és v a G egy testszbleges pontja, a fa gyokere. Legyen
A a v-t6l az F fan péaros tdvolsidgra 1évé pontok halmaza, B a paratlanra
1év6ké. F minden éle A és B kozott fut (mert fa), de megmutathat6, hogy
ez G-re is igaz. Ha teljesiil akkor 2-szinezhet$ = paros.
Tegyiik fel, hogy G egy éle zy az A halmazok (B-re ugyanigy) beliil fut.
Ekkor létezne G-ben paratlan hussza korséta: zy...v...z. Ebbdl el-
hagyva xy...v és v...x koz0s részét, amely kétszer szerepel a korsétaban
(paros hosszl) egy paratlan kort kapunk. Ez ellentmondéds = G péros.

Parositas

Definicié: A G=(V,E) graf éleinek M részhalmaza fiiggetlen, mas széval M

(részleges) parositds, ha az M-beli élek végpontjai kiilonbozdek, azaz G minden

csucsabdl legfeljebb egy M-beli él indul.

Az M pérositas teljes parositds, ha M G minden pontjat fedi, azaz G minden

csucsara illeszkedik egy M-beli él.

Definicié: A G=(V,E) grif X C V ponthalmaz szomszédainak halmazit
N(X) jeloli, ahol N(X) = {v €V : 3z € X, melyre zv € E}.

Frobenius tétele: A G véges, paros grafnak pontosan akkor 1étezik teljes parositasa,

ha |A| = |B| és | X| < |N(X)| minden X C A ponthalmazra, ahol A és B a két
diszjunkt csticsosztaly G-ben.
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Masodik tétel BSZ II. tételek

Hall tétele: A G véges, paros grafnak pontosan akkor létezik A-t fedd parositésa,
ha |X| < |N(X)| minden X C A ponthalmazra. A és B a két diszjunkt cstic-
sosztaly G-ben.

Frobenius tételének bizonyitdsa:

1. Egyik irdny: Ha van G-ben teljes pérositds, akkor |A| = |B| teljesiil,
tovabbé a teljes parositas egyuttal fedi az A szinosztalyt is, igy A Hall
tétel miatt | X| < |N(X)| teljesiil minden X C A ponthalmazra.

2. Mdsik irdny: Teljesil az |A| = |B| és a Hall feltétel. Ekkor a Hall tétel
miatt G-ben létezik egy A-t fed6 M pérosités, és |A| = |B| miatt M fedi
B-t is, tehat M teljes parositas.

Hall tételének bizonyitdsa:

1. Sziikségesség: Ha létezik A-t fed6 parositas, akkor minden A-beli pontnak
kiilonbo6z6 parja van, tehdt X C A esetén |X| < |N(X)|

2. Elégségesség: Tegyiik fel, hogy |X| < |N(X)| minden X C A-ra. Azt
kell igazolni, hogy v(G) > |A| (igy lefogja A-t mert A-n belil nem fut
él). Legyen U minimalis (azaz 7(G) méretii) lefog6 ponthalmaz, és legyen
Uy = UnN A (azaz a lefogd pontok koziil az A-beliek) és U = U N B (a
B-beliek). Mivel U mindent lefog, igy X = A\ Ua-bdl induld éleket is
lefogja, ezért N(X) C Up, mert ezeket nem Uy pontjai fogjak le, vagyis
csak Up-i lehetnek az Sket lefogdk. Tgy |N(X)| < |Up|. Ekkor v(G) =
T(GQ) = |U| = |Ua|+|Ug| = |Ua| + |IN(X)| > |Ua| +|X| = |A]. A feltevés
(Hall feltétel) és a Konig tétel miatt {gy mivel v(G) > |A| ezért G-ben
létezik A-t fed6 parositas.

v(G): maximélis fiiggetlen élhalmaz (maximadlis parositds)
7(G): minimalis lefogé ponthalmaz

Kénig tétele: Ha G véges, paros graf, akkor v(G) = 7(G).
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Misodik tétel BSZ II. tételek

Javitéutas algoritmus: (paros grafokra)
1. Kiindulunk egy péarositasbél (lehet az tires is) és ezt javithatjuk.

2. Ha mar talaltunk egy M parositast, akkor tekintjiik az M-hez tartozé
segédgrafot: M éleit B-bél A-ba irdnyitjuk, G t6bbi élét A-bdl B-be.

3. Ebben a grafban egy olyan irdnyitott utat keresiink, amely egy A-beli
M szerint fedetlen pontbdl indul, és ugyancsak M szerint fedetlen B-beli
pontba érkezik. Ha taldlunk ilyen utat, akkor ezen ut éleit, amelyek M-
ben szerepelnek elhagyjuk M-bél, amelyek pedig nem szerepelnek M-ben
azokat bevessziik. Igy M elemszaméat noveltitk. Addig ugrunk vissza a 2.
lépésre, amig taldlunk javitoutat.

4. Ha mér nem létezik t6bb javitéut, M maximaélis, és megadhaté egy | M|
csucsot tartalmazoé lefogé ponthalmaz is.
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Harmadik tétel BSZ II. tételek

Harmadik tétel

Konig tételei. Parositasok tetszoleges grafban. Tutte
tétele (csak sziikségesség bizonyitasaval). Gallai tételei.

Konig tételei
Definiciok: G grafra
v(G): maximalis fiiggetlen élhalmaz (maximalis parositas)
7(G): minimalis lefogé ponthalmaz
(G): maximalis fiiggetlen ponthalmaz
(G): minimélis lefog6 élhalmaz

> Q

Kénig tétele pdros grafokra: Ha G véges, paros graf, akkor v(G) = 7(G).

Bizonyitds Menger tételével: Vegyilk a G péaros grafot A és B osztalyokkal,
és vegylnk hozza két pontot (s,t) igy, hogy s-t kossiik Ossze az Gsszes A-beli,
t-t az Osszes B-beli ponttal. Legyen ez a G’ graf. Latszik, hogy a G’ beli pontdis-
zjunkt s—t utak szdma egyenl6 a G-beli fiiggetlen élek szaméaval. (Elen keresztiil
lesz 1t, pontdiszjunkt utaknak nincs kozos éle) Vagyis v(G) = kg(s,t). G'-ben
s és t nem szomszédok = Menger 4 tétele szerint a pontdiszjunkt s — ¢ utak
szama megegyezik a minden s — t utat lefogd és s-t6l és t-tél kiillonb6z6 pontok
minimélis szimaval. G cstcsainak egy U részhalmaza akkor fogja pontosan le G
minden élét, ha U G’ minden s —¢ utjat lefogja, vagyis 7(G) = kg (s,t) = v(Q).

Kénig II. tétele: Ha G véges, paros grafnak nincs izoldlt pontja, akkor a(G) =
p(G).

Bizonyitds: Paros grafban nem lehet hurokél, igy Konig eléz6, valamint Gal-
lai 2. tételébél: a(G) =n —7(G) =n —v(G) = p(G).

Gallai tételei
Gallai tételei: Legyen G n pontu graf.

1. Ha G-ben nincs hurokél, akkor 7(G) + a(G) = n.
2. Ha G-nek nincsen izoldlt pontja, akkor v(G) 4+ p(G) = n.
Bizonyitds:

1. Ha egy U C V(G) lefogé ponthalmaz, akkor V(G) \ U fliggetlen ponthal-
maz. Ebbdl adédik hogy 7(G) + a(G) = n.

2. A v(G) diszjunkt él 2v(G) pontot fog le. A maradék n — 2v(G) pont
pedig lefoghaté egy-egy 14j éllel (hiszen nincs izoldlt pont), azaz v(G) +
n—2v(G) = n—v(G) éllel minden pont lefoghaté. Innen p(G) < n—v(G),
amibdl v(G) 4+ p(G) < n adédik.

Mésrészrél egy él maximum 2 pontot fog le, ezért egy v(G) élei biztosan
szerepelnek p(G)-ben, hiszen ha nem {gy lenne, csokkenteni lehetne p(G)-
beli elemek szamat. A lefedetlen pontok kozt pedig nem lehetnek szomszé-
dosak, hiszen akkor az Gket Gsszekoté élet bevehetnénk v(G)-be, viszont
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Harmadik tétel BSZ II. tételek

v(G) maximalis. Ebbdl kovetkezik, hogy minden eddig le nem fogott pon-
tot egy-egy 1j éllel tudunk lefogni, igy p(G) = v(G) + (n — 2v(G)) =
n — v(QG), ez pedig atrendezve a tétel allitasa.

Tutte tétele

Tutte tétele: A véges G grafnak pontosan akkor van teljes péarositdsa, ha tet-
sz6leges X C V(G) esetén a keletkezd paratlan komponensek szdma (¢, (G — X))
kevesebb az elhagyott cstcsok szdmédndl. (c,(G — X) < |X])

Bizonyitds (sziikségesség): Ha G-nek van teljes parositdsa, és X C V(G), akkor
G — X minden péaratlan komponensének van olyan v pontja, hogy a v-t fedo
parositasél nem a komponensen belill van. Ennek a parositasélnek a masik vég-
pontja igy biztosan X-ben van. Tehdt minden paratlan komponenshez tartozik
egy X-beli pont. Igy, ha tbb a paratlan komponens mint | X|, akkor a grafban
nem lehet teljes parositas.

Berge tétele: A G graf M parositasa pontosan akkor maximélis, ha nem létezik
M-hez javitout.

Petersen tétele: Minden véges 3-regularis 2-él6sszefiiggd grafnak van teljes parositasa.

11. oldal



Negyedik tétel BSZ II. tételek

Negyedik tétel

Grafok szinezése. x(G) fogalma, és viszonya w(G)-hez,
illetve A(G)-hez, mohé szinezés. Mycielski konstrukciéja.

Grafok szinezése

Definicio: A G graf k szinnel szinezhets, ha minden cstcsa kiszinezhet$ a k
adott szin valamelyikére tgy, hogy barmely két szomszédos csics méas szinl
legyen. A G graf kromatikus szdma x(G) = k, ha G k szinnel kiszinezhetd, de
k-1 szinnel mar nem.

Tulajdonsagok:

1. Ha G k-szinezhetd, akkor nincs benne hurokél (a definicié szerint nem
tudndnk kiszinezni a hurokél végpontjat)

2. A G graf k szinezése egy olyan ¢ leképezés, amelyre c(u) = c¢(v) = uv ¢
E(G) teljesiil.

3. A G graf egy (adott szinezéshez tartozd) szinosztélydnak csicsai kozott
nem fut él.

Definicio: A G graf klikkje a G teljes részgrafja. A G graf w(G)-vel jelolt
klikkszdama G legnagyobb klikkjének pontszama, azaz a legnagyobb olyan k
szam, amelyre G-nek van k pontt teljes részgrafja, de k+1 pontd méar nincs.

Definicié: A G grafra A(G) a graf legnagyobb (fokszdmu pontjanak a) fok-
szama.

Tétel: Minden irdnyitatlan, véges G grifra w(G) < x(G) < A(G) + 1.

Bizonyitds: n pontu teljes graf csak n szinnel szinezhetd. G kiszinezésekor
G legnagyobb klikkjét is kiszinezziik, vagyis annak a pontszdma alulrél becstili
x(G)-t.

A mohé szinezés pedig mutatja, hogy barmely G graf A(G)+1 szinnel szinezhetd.

Mohé szinezés: Szinezziikk G pontjait vy, vs, ..., v, sorrendben tgy, hogy az i-
edik lépésben v;-t olyan szinnel szinezziik, amely nem szerepel v; kiszinezett
szomszédain (csak akkor vegyiink fel j szint, ha v;-nek van minden eddigi
hasznalt szin(i szomszédja). Mivel v;-nek legfeljebb A(G) kiszinezett szomszédja
lehet, és mindegyik szomszéd legfeljebb 1 szint zar ki, v; szinezésése elvégezhet6
a A(G) + 1 szin valamelyikével, vagyis G (A(G) + 1)-szinezheté.
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Negyedik tétel BSZ 1II. tételek

Tétel: Minden irdnyitatlan, véges G grifra x(G)-a(G) > n, ahol n G cstucsainak
szama.

Bizonyitds: Ha G gréfot kiszineztiikk x(G) szinnel, akkor minden szinosztély
legfeljebb a(G) méretli, vagyis G-t felbontottuk x(G)db maximum «(G) méretli

c sz

Tétel: Ha a G véges graf osszefiiggd, és G nem reguldris, akkor x(G) < A(G).

Mycielski konstrukcié
Mycielski tétele: Tetszbleges k > 2 pozitiv egészhez létezik olyan G graf, ame-
lyre x(G) =k és w(G) = 2.

Bizonyitds: A Mycielski konstrukciéval. Gy graf, k paraméter szerinti in-
dukciéval. A Gy, = K5 megfelel§ graf, tehit k = 2-re az 4llitds igaz. Tegyiik fel,
hogy k-ra a Gy grafot mar el tudtuk késziteni. Legyen Gy1 az a graf, amely:

1. V(Ggg1) = {v1,v2, ..., vp }U{u1, ug, . . ., up }U{w}, ahol u; és w az edigiek-
t6l és egymastdl eltérd 0j csicsok.

2. E(Gk+1) = {wul,wu2, [N ,wun} U {viuj,vjui L VU5 S E(Gk)} @] E(Gk)

Azaz kossiik Ossze az Osszes u-t w-vel, valamint minden G-beli él (6nmagan
kiviil) két élért felelds Gp41-ben.

Gr41-ben nincs haromszog, mert az u-k nem szomszédosak, és w nem szom-
szédos egy v-vel sem. Igy V lehetséges hiromszog legalabb két pontja v-beli.
A harmadik pont nem lehet v-beli az indukciés feltevés miatt, nem lehet a w
sem, mert az egy v-vel sem szomszédos, és u sem lehet, mert a konstrukcio
alapjan egyik u sincs 6sszekotve a neki megfeleld v-vel (u;v; ¢ E(Gri1)). Igy
w(Gk+1) = 2.

Kell még, hogy Giy1 (k+1) kromatikus k szerinti indukciét hasznélunk. k = 2-
re x(K3) = 2 miatt az 4llitds igaz. Gy kiszinezhetd k+1 szinnel Ggy, hogy a v;-
ket egy G, szerint j6 k-szinezéssel kiszinezziik, minden wu;-t v; szinére szineziink,
w pedig megkapja a k + 1-edik szint.

Kell, hogy G411 nem szinezheté k-szinnel.

Indirekt: Tegyiik fel, hogy szinezhet6. Ekkor vegyiink fel egy jé ilyen k-szinezést.
Szinezzik at az 6sszes w-ével megegyezo szinl v;-t u; szinére. Ezaltal minden v;
egy w-ét0l kilonbo6z6 szint kap. Tehat a Gy pontjai k — 1 szint kaptak. Viszont
tudjuk, hogy Gy kiszinezésére k-1 szin kevés, az indukcids feltevés miatt.
Ebbdl kovetkezik hogy volt két azonos szinii szomszédos cstucs, mondjuk v; és
vj. Ezek az eredeti szinezésben kiilénb6z6 szint kaptak, igy egyikiik (mondjuk
v;) a w-vel azonos szint kapott, és ezért szineztiikk 4t az u; szinére. Azonban
v; és u; is szomszédosak Gjyi-ben, tehdt eredeti sziniik kiilénb6z6 volt. Igy
az atszinezés utdn sem fordulhat eld, hogy v; és v; azonos szint kapott. Ez az
ellentmondas igazolja az indukcids allitast, azaz x(Gry1) = k + 1.
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Otodik tétel

Sikba rajzolhaté grafok kromatikus szama, Otszintétel.

Algoritmus intervallumgrafok optimaélis szinezésére. Elkro-
matikus szam: x.(G) viszonya A(G)-hez, Vizing-tétel(bizonyitas
nélkiil)

Grafok élszinezése

Definicio: A G graf k-élszinezhetd, ha G élei k szinnel szinezhetdek tgy, hogy
szomszédos élei kiilonbozd szint kapnak. A G graf élkromatikus szdma x.(G) =
k, ha G k-élszinezhetd, de nem (k — 1)-élszinezhetd.

Definicié: A G graf élgrafja az az L(G) graf, aminek a csicsai G éleinek felelnek
meg, és L(G) két cstcsa akkor szomszédos, ha a G megfelel§ éleinek van kézos
végpontja.

G graf pontosan akkor k-élszinezhetd, ha L(G) k-szinezhetd. Tetsz8leges G
graf esetén x.(G) = x(L(G))

Tétel: Tetszbleges G grifra w(L(G)) > A(G), tovabbd ha A(G) > 3, akkor
w(L(GQ)) = A(G).

Bizonyitds: Az egy cstcsbdl indulé éleknek megfelel§ pontok klikket alkotnak
L(G)-ben. Miésfelél L(G) minden klikkje vagy G egy csticsbél indulé néhany
élének, vagy G egy haromszogének felel meg.

Kovetekezmény: Tetszbleges G grafra x.(G) > A(G) (L(G)-ben a kromatikus
szdmot w(L(G)) alulrdl becsiili).

Tétel (Kénig tétel): Ha G péros graf, akkor x.(G) = A(G).

Bizonyitds: Létezik olyan H pédros graf, aminek G részgréifja, és H A(G) reg-
uldris. Reguléris, paros graf pedig élszinezhet6 a "regularitdasival', itt A(G) =r
(r a regularitas). Keressiink benne egy teljes parositdst, szinezziik ki egy szin-
nel, majd vegyiik ki a grafbdl. Ezt addig ismételjiik, amig készen nem lesziink.
(Teljes parositas létezése Hall-feltételbél. Egy szinosztaly k pont — k- r él —
ebbdl minden szinosztaly legfeljebb r szin fogadhat be — legalabb k pontra van
szitkség: |[N(X)| > |X]|.)

Vizing tétele: Ha G véges, egyszerli graf, akkor x.(G) < A(G) + 1
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Otszin-tétel
Négyszin-tétel: Minden egyszerti, sikbarajzolhaté graf 4-szinezheto.
Otszin-tétel: Minden egyszert, sfkbarajzolhaté graf 5-szinezhetd, azaz x(G) < 5

Bizonyitds: Indukciéval. Legfeljebb 3 pontu grafokra a tétel igaz. Tegyiik
fel, hogy legfeljebb n — 1 pontu grafokra mar igazoltuk az allitast. Vegyiik az
n(> 3) pontu grafot (ami sikbarajzolhaté és egyszer(l). G élszdma legfeljebb
3n — 6, igy fokszamosszege maximum 6n — 12. Ezért G-nek létezik egy legfel-
jebb 5-fokt csicsa, a v cstics. Ezt elhagyva a (G-v) graf az indukeids feltevég
miatt 5-szinezhetd.

Ekkor G-ben ha v fokszama < 4, akkor a grafot ki tudjuk szinezni 5 szinnel
(v-nek az 5. szint adva). Ha v fokszdma 5, és minden szomszédja kiilonboz
szinfi, vegyiik az 1,3 szinek &ltal feszitett részgrafot. Ha ebben a grafban v
két szomszédja kiilonb6z6 komponensben van, akkor az egyik komponensben
1év6 csiicsok szinét felcserélhetjiik, és igy v megkaphatja ezt a szint, vagyis G
5-szinezhet6. Ha v két szomszédja egy komponensben van az 1,3 szinek altal
feszitett részgrafban, akkor 1étezik olyan 1t a két csics kozott, amely csak 1-es
és 3-as szineket hasznal. Most tekintsiik a 2,4 szinek &ltal feszitett részgrafot.
Ebben a részgrafban v 2 és 4 szinii szomszédja biztosan nincsen egy komponens-
ben, hiszen G sikbarajzolhatdsaga és a 1 és 3 szomszéd kozott vezetd, csak 1,3
szinti Gt miatt a 2 és 4 szind szomszéd kozott nem vezethet csak 2 és 4 szinl
cstcsokon 4t haladé ut. Igy a két szomszéd a feszitett részgrafban biztosan
kiilénb6z8 komponensben vannak. Igy feleserélhetjik az egyik komponensben
1év6 cstcsok szinét a maéasik szinére, és igy lesz v-nek két azonos szinti szom-
szédja, vagyis tudunk neki egy 5. szint adni. Ezzel bizonyitottuk az indukcios
lépést. G 5-szinezhezo.

Intervallumgraf szinezése

Definicio: Intervallumgraf: Legyenek az I, Io, ... valés intervallumok a G graf
cstcsai, és I;1; kozott pontosan akkor fusson él, ha I; N I; # @.

Intervallumgrdf optimdlis szinezése: Moho szinezés algoritmusaval. Meghatarozunk
egy sorrendet, és minden csticsot olyan szintire szineziink, ami nem mond ellent

a kordbbi intervallumszinezésnek. Ezt megtehetjiikk w(G) szinnel, ahol G az
intervallumgrafunk. Ha w(G) + 1 szint kellene haszndlnunk, az azt jelentené,
hogy az éppen szinezni kivant intervallumnak mér van kozos pontja w(G) mésik
intervallummal, ami ellentmondés, hiszen ekkor w(G) eggyel tobb lenne.

Tétel: Ha G intervallumgraf, akkor x(G) = w(G).
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Hatodik tétel

Halézat, halézati folyam és vagas fogalma, folyam értéke,
vagas kapacitasa. Algoritmus maximalis folyam és min-
imalis vagas megkeresésére, Ford-Fulkerson tétel, Edmons-
Karp tétel (bizonyitas nélkiil), egészértékiiségi lemma. A
folyamprobléma altalanositasa.

Halozatok

Definicid: Hél6zatnak neveziink egy olyan (G, s,t, c) négyest, amelyben G egy
irdnyitott graf, amelynek s és ¢ kiilonboz6 csticsai, tovibba G minden e élét
jellemzi egy nemnegativ c(e) szdm, az él igynevezett kapacitisa.

Definicio: A (G, s,t,c) halézatban folyamnak mondunk egy olyan f figgvényt,
mely G minden éléhez egy szamot rendel gy, hogy:

1. 0 < f(e) < c(e) teljesiil G minden élére (kapacitdst nem lépheti tul)

2.3 {f(w) ruv € E(G)} = > {f(vu) : vu € E(G)} fennall G minden s-t6l
és t-t6] kilonb6z6 csicséra. (amennyi befolyik, annyi folyik ki)

Definicio: Az f folyam my folyamnagysaga vagy folyamértéke az a netté folyam-
mennyiség, ami s-bok kifolyik: my = > {f(sv) : sv € E(G)} = > {f(vs) : vs €
E(G)}. (Az s-be befoly6 folyammenyiséget le kell vonni!)

Definicio: Legyen X a G csucsainak egy s — t tartalmazé, de t-t6l diszjunkt
részhalmaza. Az X és V(G) \ X kozott futd élek halmazat (G-ben) a halézat
egy st-vagasanak nevezziik. Az X &ltal meghatarozott st-vagas kapacitasa az
X-bol V(G) \ X-be futé élek kapacitdsanak osszege, azaz > {c(zv) : x € X &
veV(Q)}.

Tétel: Ha f a (G, s,t,c) hilézat egy folyama, és s € X C V(G) \ {t}, akkor
my =y {flav) :z € X Fv e V(G)} =>A{f(vz) : 2 € X Fv € V(G)},
valamint my < > {c(av) 1z € X Fv € V(G)}

Vagyis f folyamnagysdga meghatdrozhaté gy, hogy egy viagdsra X-b6l V(G)\ X-
be futé éleken haladé Gsszfolyammennyiségbdl levonjuk a V(G) \ X-bdl X-be
tovabbitott folyammennyiséget.

Bizonyitds: Felhaszndalva a folyam két definicidbeli tulajdonsagat:
my = Y {f(s0) v € V(G)} = S{f(vs) v € V(G)\ X} =
= 2 {f(av) v e V(G)} = 2 {f(ve) s v e V(G)} =

zeX

= gx{f(m) rv e V(G \ X} =3 {f(vr) ;v e V(G)\ X} =

=S {f(zv):ze X FveV(@}->Af(vz):2 € X ZveV(G)}
<> He(zv):z e X Fv e V(Q)}

(Egymaés utédn alkalmazzuk a két definicidbeli tulajdonsdgot)

Ford-Fulkerson tétel: Ha (G, s,t, c) egy véges halézat, akkor 1étezik egy f folyam
és egy s € X C V(G) \ {t} részhalmaz ugy, hogy az my folyamnagysag azonos
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az X Aaltal definidlt st-vagas kapacitdsdval. (Vagyis létezik maximélis folyam,
és minimalis vagés, és ezek egyenl6ek.)

Bizonyitds: Javitoutas algoritmus felhasznalasdval. Legyen f maximalis nagysagu
folyam. Vezessiik be a (Gy, s,t, cs) halézatot a Gy = (V(G), Ef)) segédgrafon,

melyre Ey : E;l‘”e U E}’issza, vagyis G g-nek vannak eldre és visszaélei, ahol egy

eloreél kapacitdsa legyen a rajta még "atviheté' mennyiég f szerint, a visszaél

kapacitasa pedig legyen az élen mar atvitt mennyiség f szerint, vagyis:

cr(uv) c(uv) — f(uv), ha uv eléreél
V) =
! f(uv), ha uv visszaél

Igy az eléreéleken még novelhetd a folyam, a visszaéleken pedig csokkenthetd.
Ha tehdt van egy P ordnyitott 4t Gy-ben s-bél t-be (= javitéut), akkor P
eléreélein e-nal megnovelve f-et, P visszaéleinek megforditottjain e-nal csokkentve
f-et egy, a Kirchoff-szabalyt teljesitdé f’-t kapunk. Ha e-t alkalmasan valasztjuk
(P 1t éleinek kapacitdsai kozil a legkisebbre noveliink), akkor az eredeti kapac-
itasfeltételek is fennmaradnak, tehat f’ folyam lesz, melynek nagysiga my =
m¢ + € > my, ellentmondésban van m ¢ maximalitdsaval.

Ezt a mddszert egy kiindulé folyambol (példdul 0 nagysdgibol) egymds utdn
alkalmazva, az f’-kkel tovabb haladva el6bb-utébb megkapjuk a maximé&lis
folyamot, amennyiben a hélézat kapacitdsai egész nagysaguak. Ez a javito utas
algoritmus.

Legyen X a G-ben (az el6bb leirt maximadlis f-re) az s-bél elérhetd pontok hal-
maza. A fentiek alapjan ¢t ¢ X azaz X csakugyan st-vagdst hatdroz meg. (Nem
tudtuk a folyamot névelni — vagyis s-bél t-be eljutni). Mivel X-b6l nem 1ép ki
él G-ben, ezért minden X-b6l V(G) \ X-be vezetd t uv élére f(uv) = c(uv),
és minden V(G) \ X-b6l X-be vezeté uv élen f(uv) = 0. Ha tehat e vagas
segitségével hatdrozzik meg az m; folyamnagysagot, akkor

my=>{flazv) :x € X FveV(@}->{flvz) :z e X Fv e V(G)} =
SHc(av) 1z € X Zv e V(G)}

Ez pedig éppen az X altal meghatarozott st vagas kapacitdsa.

Ezek alapjan és ha minden él kapacitasa egész, az el6zdleg leirt javitéutas al-
goritmus el6bb-ut6bb a maximalis folyamnagysdgot adja (a folyammal egyiitt),
hiszen barmely vagaskapacitas feliilrol korlatoz, és ha a segédgrafon nem tudunk
novelni, tudunk mutatni egy a folyamértékkel egyenl6 kapacitast vagast a halozat-
ban. Mivel minden e-nal ndvelésnél egy egész értékkel noveljitkk a folyamot, a
maximalis folyamértéke is egész lesz.

Ez bizonyitja az aldbbi lemmat.

Tétel: Ha a (G, s, t, ¢) hdlézatban minden él kapacitdsa egész szam, akkor 1étezik
olyan maximdlis f folyam, amely a G graf minden élén egész értéket vesz fel.

Tétel: Edmonds-Karp tétel: Ha a (G, s,t,c) halézatban a maximdlis folyamot

a javitoutas algoritmussal keressiik, és mindig egy legkevesebb élbél all6 javitont
mentén noveliink, akkor a maximalis folyam meghatarozasdhoz sziikséges 1épésszam
feliilrél becsiilhetd |v(G)| polinomjéval.

A folyamatprobléma altalanositasai:
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1. Tébb forrasbol tobb nyeldbe vezet a folyam, de nincs megkotés arra,
hogy melyik forrasb6l melyik nyelébe kell érkeznie a folyamnak. Van
81,89, ..., 8 forrdsunk, és t1,to,.. ., t; nyelonk. Ekkor vegyiink fel egy 1j
s és t cstucsot, majd az s-bdl az Osszes s;-be iranyitsunk egy-egy végtelen
kapacitdst élet (elég ha tobb, mint az s;-b&l kimnend élek 6sszkapacitdsa),
valamint minden ¢;-b6l egy-egy végtelen kapacitdsu élet t-be (itt is elég a
talléphetetlen). Ezutdn legyen s az egyediili forras, ¢ az egyediili nyeld.
Igy egy 4ltaldnos halézatot kaptunk.

2. A pontoknak is van kapacitiasa. Ez a probléma is visszavezetheté a szoka-
sos folyamproblémara. Minden kapacitassal rendelkezé v csticsbél egy vpe
és wvy; csucsot képziink, a v-be futd éleket a vy cstcsba, a v-bél kifutd
éleket a vy; csticsbdl vezetjiikk. Tovabba vezetiink egy élet a vy, csiicsbdl a
v; csucsba, amelynek kapacitdsa a v kapacitasa.

3. Ha megengediink irdnyitatlan éleket is, akkor igy vezethetjik vissza a
felvesziink két ellentétesen iranyitott ¢ kapacitasa élt.
Ha azt szeretnénk hogy egyszerre mindkét iranyba ne haladhasson a folyam,
akkor csak olyan folyamokat tekintsiink, ahol legalabb az egyik él kapac-
itdsa nulla.
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Hetedik tétel

Menger pontparok kozotti diszjunkt utakra vontkozo tételei.
To6bbszoros osszefiiggoség és élosszefiiggdség fogalma, Menger
vonatkozo6 tételei.

Diszjunkt utak

Definicio: A G irdnyitott vagy irdnyitatlan graf u pontjabdl v pontjaba futé
P és @ ttjait éldiszjunktnak vagy élidegennek nevezziik, ha E(P)NE(Q) = &
Ugyanigy pontdiszjunktnak vagy pontidegennek, ha V(P) NV (Q) = {u, v}
Eldiszjunkt utak maximélis szdma: A(u,v)

Pontdiszjunkt utak maximalis szdma: x(u,v)

Definicio: Azt mondjuk, hogy a G graf U ponthalmaza (ill F élhalmaza) lefog
minden uv utat, ha a G-U (ill G-F) grafban nem létezik u-bol v-be 1t.

Menger tételei:

1. Ha u és v a G irdnyitott graf kiilonb6z6 csicsai, akkor az élidegen uv-utak
(Mg (u,v)) maximdlis szdma azonos az uv-utakat lefogd élek minimalis
szaméaval.

2. Ha u és v a G irdnyitott graf kiilonb6z6, nem szomszédos cstcsai, akkor
a pontidegen wv-utak maximdlis szdma (kg (u,v)) azonos az uv-utakat
lefogd, u-tol és v-t0l kiilonbozd csiicsok minimalis szamaval.

3. Ha u és v a G iranyitatlan graf kiillonb6z6 cstcsai, akkor az élidegen uwv-
utak (A\g(u, v)) maximalis szdma azonos az uv-utakat lefogé élek minimalis
szamaval.

4. Ha u és v a G iranyfitatlan graf kiilonb6z6, nem szomszédos csticsai, akkor
a pontidegen wv-utak maximalis szdma (kg (u,v)) azonos az uv-utakat
lefogd, u-tol és v-t0l kiilonbozé csiicsok minimalis szamaval.

Bizonyitds: A lefogb élek, illetve pontok szdma mindig legaldbb annyi, mint a
szoban forgd utak szama, hiszen minden ilyen Ut egy-egy kiilénbo6z6 élt, vagy
csucsot tartalmaz a lefogokbdl. Azt kell igy bizonyitani, hogy a lefogd elemek
szdma legfeljebb annyi, mint a diszjunkt utak szama (vagy forditva).

1. Vegyiik a (G, u, v, 1) halézatot, ahol minden él kapacitdsa 1. Legyen ebben
f egy maximalis nagysagu folyam, és X egy olyan ponthalmaz, amely egy
minimalis wv vigast hatdroz meg. Az egészértékiiség lemma miatt my
egész, ez legyen k. Ezenkivill az is igaz, hogy minden élen 1 vagy 0 folyik,
és hogy X egy olyan vagast hatdroz meg, amelynek kapacitasa k. Ezt azt
jelenti, hogy X-bdl pontosan k él 1ép ki. Ezeket elhagyva nem tudunk
V(G)\ X-be eljutni, tehat ez a k él minden uwv-utat lefog. Valamint mivel
ez egy minimdlis vidgds volt (és minden kapacitds 1), ez a k lefogd él egy
az uv-utakat lefogéd minimalis szamu él. Még azt kell megmutatni, hogy
létezik k éldiszjunkt at G-ben. Tekintsiik a leirt k nagysagu f folyamot, és
legyen E' G azon éleinek halmaza, amelyben 1 egységnyi folyam folyik. A
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Kirchoff-szabély miatt ekkor minden u-tél és v-tél kiillonb6z6 csicsra igaz,
hogy E’ pontosan annyi éle megy bele, mint amennyi kijon bel6le. Abbdl
pedig, hogy f nagysaga k az kévetkezik, hogy u-nak k-val t&bb kiéle van,
mint beéle, v-nek pedig forditva. Vegyik a G*(V, E*) gréafot, ahol az E*
élhalmaz E’-n kiviil tartalmaz még k db vu parhuzamos élet. Ekkor G*
minden csticsdnak megyezik a kifoka, és a befoka. Azokat a csticsokat ne
vegylk figyelembe amelyek izolaltak, a tobbire pedig igaz, hogy van benne
Euler-korséta, az irdnyitott grafokra vonatkozo Euler-korséta tétel miatt.
Ha most elhagyjuk a k& parhuzamos élt, ez a komponens k db éldiszjunkt
uv-sétara esik szét. Minden ilyen wwv-sétabdl kivalaszthatoé egy-egy wwv
irdnyitott Ut, vagyus mutattunk k éldiszjunkt utat. (Kész a legfeljebb
ag is) Vagyis az éldiszjunkt irdnyitott uv-utak maximalis szdma legaldbb
annyi, mint az 6sszes irdnyitott uv utat lefogo élek minimalis szdma. Ebbol
adodik Menger 1. tétele.

2. Huzzunk szét minden u-tdl és v-t0l kiillonb6z6 csticsot G-ben két csticesa.
(z csicsbol beélek — xpe — xx; — kiélek) Ezt minden nem u, nem v
cstcesra elvégezve az {gy kapott G gréfban k éldiszjunkt uv-ut pontosan k
pontdiszjunkt uv-titnak felel meg G-ben, és viszont. Igy Menger 1. tételét
alkalmazva G'-re, lesz G'-nek rkg(u,v) éle, amelyek G’ minden uv 1tjat
lefogjak, minden ilyen élnek pedig valaszthaté egy nem u, nem v végpontja
(G-ben). Igy legfeljebb kg (u,v) jeldltik G-nek, és ezek a pontok minden
G-beli uv utat lefognak.

3. Készitsink G’ irdnyitott grafot G-bél, gy, hogy G minden élét oda és
vissza is irdnyitjuk. Ekkor Menger 1. tétele miatt G’'-ben létezik Ag(u,v)
és, ami minden G’-beli uv-utat lefog, mert G’-nek pontosan Ag(u,v) éld-
iszjunkt uv-utja van. Ez azért van, mert ha G-ben g (u,v) éldiszjunkt ut
van, ezek irdnyitott megfeleldi jok lesznek G’-ben valamint ha G’-ben van
k darab éldiszjunkt iranyitott ut, akkor van k darab ilyen ugy is, hogy
nem haszndlnak ellentétesen irdnyitott éleket. (Ha hasznalnak, akkor
egyenértékiiek 2 olyannal, amelyek nem haszndlnak = felcserélhetdek)
Vagyis G’-ben k darab irdnyitott wv-ut, G-ben ugyanennyi éldiszjunkt
uv-utnak felel meg. Az 1. Menger tétel miatt 1étezd Mg (u,v) G'-beli él
G-beli iranyitatlan megfeleldje pedig minden G-beli éldiszjunkt uwv-utat
lefog, és ez az élhalmaz is lefgeljebb Ag(u,v) méretii.

4. Alkalmazzuk itt is a 3. Menger tétel bizonyitasbeli konstrukciéjat. Lat-
szik, hogy itt a G'-beli irdnyitott pontdiszjunkt uv-utak maximélis szdma
kg(u,v). A 2. Menger tétel alapjan G'-nek k¢ (u,v) pontja fogja le ezen
utakat. Ezek pedig G-ben is jok lesznek.
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Tobbszoros osszefiiggoség

Definicio: Az irdnyitatlan G graf k-szorosan 6sszefiiggd, ha G-nek legalabb k+1
pontja van, és G Osszefiiggd marad, barhogyan is hagyunk el beléle legfeljebb
k — 1 pontot. A maximélis k-t, amire G k-Osszefliggd k(G) jeloli.

Definicio: A G iranyitatlan graf k-szorosan élosszefliggd, ha G Gsszefiiggd marad,
barhogyan is hagyunk el beléle legfeljebb k — 1 élt. A maximalis k-t, melyre G
k-élosszefiiggd marad A\(G) jeloli.

Tétel: Egy egyszert, irdnyitatlan G grag pontosan akkor k-0sszefiiggs, ha G-nek
legaldbb k + 1 pontja van, és G barmelykét kiilonb6z6 pontja kozott 1étezik k
pontidegen ut. G pontosan akkor k-élosszefiiggd, ha G bamely két kiillonb6z6
pontja kozott vezet k élidegen tt.

Bizonyitds: Az irdnyitatlan Menger tételekb6l adddik: ha barmely két pont
kozott van k éldiszjunkt, illetve k pontdiszjunkt ut, akkor G nem eshet szét
k-nél kevesebb él, illetve pont elhagydsaval. (Egyik irdny)

Ha G k-élosszefiiggd, akkor semelyik két pont kozti utakat sem fogja le k-nél
kevesebb él (hiszen akkor G szétesne), {gy Menger 3. tételébdl adddik, hogy
barmely két pont kozott 1étezik k éldiszjunkt ut. A pontosszefiiggéséghez, ha
uv nem szomszédosak adddik a tétel Menger 4. tételébdl. (Az el6z6 gon-
dolatmenetbdl) Ha szomszédosak, hagyjuk el az Oket Gsszekotd élet. Ezutin
Menger 4. tételét haszndlva, majd a végén az elhagyott élet visszahiizva adédik
a tétel dllitasa. (Ha tobb éllel is 6ssze vannak kotbe, hagyjuk el mindet)

(A 4. tételt tigy hasznaljuk, hogy kiveszziik a grafbdl a kg (u,v) pontot, igy
szétesik, majd visszahizzuk az elhagyott élt.)

Menger tétele: Ha G legaldbb 3 ponti graf, akkor az alabbi allitdsok ekvi-
valensek:

1. G 2-6sszefiigg6d

2. G barmely 2 pontjan at vezet kor.

3. Ha G-nek nincs izolalt pontja, G barmely 2 élén at vezet kor.
Bizonyitds:

e 1 = 2: G 2-0sszefiiggd, barmely 2 pontja kozott van 2 pontidegen it =
ez egy kor.

c sz

kozott van két pontidegen 1t.

e 3 = 2: Ha u-n és v-n keresztiil akarunk kort taldlni, elég egy u-ra és egy
v-re illeszked6 kort talalni, ami 3. miatt 1étezik.

e 1 = 3: G 2-0sszefiiggd marad, ha két élét felosztjuk 1-1 ponttal. 2. miatt
létezik az osztopontokon keresztiil kor, ami éppen egy a felosztott éleken
keresztili kornek felel meg.

Dirac tétele: Ha G k-0sszefiiggo, és k > 2, akkor G barmely k pontjan keresztiil
talalhat6 kor G-ben.
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Nyolcadik tétel

Oszthatésag, primszamok, a szamelmélet alaptétele (bi-
zonyitas nélkiil). Oszték szdmanak meghatarozasa. Primek
szama 7(n) nagysagrendje (bizonyitas nélkiil), hézag lehet-
séges nagysaga egymast kévet6 primek kozott. Euklidészi
algoritmus. Kongruencia fogalma, alapmiiveletek kon-
gruenciakkal.

Oszthatésag, primszamok

Definicio: Az a,b egész szamokrol azt mondjuk, hogy a osztja b-t, illetve b
az a tObbszorése (alb), ha b = a - ¢ valamely c¢ egész szdmra. Vildgos, hogy
n # 0 esetén +1, +n|n, ezek az n trividlis oszt6i. n nemtrividlis osztéit valddi
osztéknak nevezziik.

Definicid: A p € Z szdm felbonthatatlan, ha |p| # 1 és p-t csak trividlis médon
tudjuk egészek szorzataként elGallitani.

Tétel: Barmely z egész szam eldall felbonthatatlan szamok szorzataként, ha
|z| > 1.

Bizonyitds: |z| szerinti teljes indukciéval. |z| = 2 esetén z felbonthatatlan,
és mint egytényez0s szorzat megfelel. Tegyiik fel, hogy k-ig mar bizonyitottuk.
Legyen ekkor |z| = k + 1. Ha z felbonthatatlan, akkor z megfelel, ha nem
az, akkor z nemtrividlisan felbomlik z = a - b szorzatra, ahol 1 < |a| < k és
1 < |b] < k. Az indukcids feltevésben a és b is el6éll felbonthatatlan szdmok
szorzataként, ezért a szorzatukra, z-re is igaz.

A szdmelmélet alaptétele: Ha z egy egész szam, és igaz ré, hogy |z| > 1, akkor z
el6all felbonthatlan szamok szorzataként, és a z ilyen el6allitasai csak a tényezék
sorrendjében és el6jelében kiilonbozhetnek.

Definicié: A p € 7Z szdm prim, ha |p| > 1 és teszOleges a,b € Z-re teljesiil,
hogy plab = pla vagy plb.

Kovetkezmény:
1. Ha a p egész szam prim, akkor p felbonthatatlan.
2. Ha a p egész szam felbonthatalan, akkor prim.
Bizonyitds:

1. Tegyiik fel, hogy p prim, és p felbomlik p = a - b alakban. Ekkor mivel
prim pla vagy p|b = legyen most pla. Ekkor a = p - k és p # 0 # a miatt
lp| < la| < la| - |b] = |abl. Vagyis a = £p. Igy p barmely felbontdsa
trivialis, azaz p felbonthatatlan.
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2. Tegyiik fel, hogy p felbonthatatlan, és plab.ekkor z = % egész. Igy a

z felbonthatatlanok szorzataként torténd elallitdsat p-vel megszorozva
ab egy ilyen el6allitasat kapjuk. A szamelmélet alaptétele szerint ekkor
ab barmely ilyen felbontdsidban szerepel a p, vagyis pla vagy p|b vagy
mindkett6. Ez pedig éppen p primtulajdonsigat igazolja.

Allitds: A d € N szam pontosan akkor osztéja az n € N szamnak, ha d kanon-
ikus alakjaban kizarélag n kanonikus alakjaban szerepl6 primek szerepelnek, és
minden ilyen p; kitev6je legfeljebb annyi d-ben, mint n-ben.

Tétel: Legyen n = [[,_, p;"* az n szam kanonikus alakja. Az n pozitiv osztéinak
pitt 1
pi—1

szdma d(n) = Hle(ai+1). Az n pozitiv osztdinak osszege o(n) = Hle

Bizonyitds: d|n-hez tartozik egy d' = Hle %, ahol a f;-k a d kanonikus
p;
alakjaban szerepelnek. Minden osztéhoz egy kitevésorozat tartozik a szamelmélet

alaptétele miatt, igy minden «; (a;+1) értékben befolydsolja a lehetséges szprza-
tokat (a; +1-a; +2-...)

Definicio: Legyen a,b € Z olyan, hogy a # 0 vagy b # 0 teljesiil. Az a és
b szdmok (a, b)-vel jelolt legnagyobb kozos osztdja a legnagyobb olyan szém,
ami osztéja a-nak és b-nek is.

e a és b relativ primek, ha (a,b) =1

e a és b € Z szamok legkisebb k6z6s tobbszordse az a legkisebb n € N szam,
amire a|n és bln teljesiil. Jele [a, b].

Allitds: Ha a és b egészek, akkor (a,b) = (a — b, b).

Bizonyitds: Legyen d a és b kozos osztdja, azaz dla és d|b. Ekkor d|a — b
(a=d-c1;0=d-co5a—b=d(c1 — c2)) és d|b, vagyis d (a — b)-nek és b-nek is
a kozos osztdja. Ha pedig d|(a — b) és d|b akkor dla — b+ b = a, tehat ekkor d
a-nak is és b-nek is osztdja, vagyis a és b szamok kozos o0sztdi ugyanazok, mint
a — b és b szamoké. Ezek kozott pedig van legnagyobb.

Kovetkezmény: Ha a és b egészek, akkor (a,b) = (a — b,b) = (a — 2b,b) =
(a — kb,b).
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Euklidészi algoritmus, kongruenciak

Euklidészi algoritmus: a,b egészeknek meghatéarozza az (a,b) legnagyobb koézos
osztdjat.

Mikédés: (most legyen a > b) (ag > a1 > ... > a;)

ay=aa; =ba;y; = a;—1; mod a;,

vagyis a kdvetkezo elem mindig az el6z6 elem mostanival osztva vett maradéka.
(9;6;9 mod 6 = 3;6 mod 3 = 0) (a maradék mindig 0 < a;41 < a;)

Az eljaras akkor ér véget, ha ai11 = 0, ekkor (a,b) = ak.

Helyessége: Az algoritmus azért ér véget, mert nemnegativ egészek cstkkend
sorozata (az elsé két elem még lehet egyenls). Mivel a;11 = a;—1 — ¢;—1a;, ezért
(a,b) = (ap,a1) = (a0 —q1a1,a1) = (az,a1) = (a1, a2) = (a1 —qaz) = (az,a3) =

ce. = (ak,ak_H) = (ak,O) = ag

Tétel: Teszbleges a > b egész szamokhoz 1éteznek olyan k és [ egészek, ame-
lyekre (a,b) = k-a+1-b teljesil.

Bizonyitds: Teljes indukciéval. a9 = 1-a+0-bre ésa; = 0-a+1- bre
igaz. ag,ai,...,a;-re mar bebizonyitottuk. a;,41 = a;—1 — qia;. Itt a;-re és
a;—1-re mar bebizonyitottuk = a kett6 kiilonbsége is egészkombinacié.

Tétel: Végtelen primszam van.

Bizonyitds: n! + 1.

Tétel: Tetszbleges n € N-re 1étezik olyan N, amire az N +1, N +1,...,N +n
szamok Osszetett szadmok.

Bizonyitds: Legyen N = (n + 1)! + 1. Ekkor tetszlleges 2 < k < n + 1 es-
etén klin + 1) +k = N+ (kK — 1), tehdt N + 1,N + 1,...,N 4+ n szdmok
mindegyike Gsszetett.

Csebisev tétel: Tetsz6leges n pozitiv egészre létezik p prim, hogy n < p < 2n.

Dirichlet tétel: Ha a és d relativ prim, akkor az a,a + d,a + 2d, ... szamtani
sorozatban végtelen sok prim fordul elé.

Nagy primszdmtétel:

Tehdt x-ig kb. = prim van.

Goldbach sejtés: Minden 2-nél nagyobb paros szam el6all két prim Gsszegeként.
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Kongruenciak

Definicio: a,b,m € Z, 0 < m esetén azt mondjuk, hogy a kongruens b modulo
m(a = b(m)), ha mla — b.

Mveletek:

1.

Ha a = b(m) és ¢ = d(m) akkor a + ¢ = b+ d(m) és ac = bd(m), azaz két
kongruencia 6sszeadhaté és 6sszeszorozhato.

Ha d|a és d|bés a = b(m), akkor § = %(ﬁ), azaz kongruencia osztdsakor

a modulust is osztjuk az osztd és a modulus legnagyobb kozos osztdjaval.

Bizonyitds:

1.

Tudjuk, hogy m|a — b és m|c — d. Ezért mla —b+c—d=a+c— (b+d),
azaz a + ¢ = b+ d(m).
Az is igaz, hogy m|c(a — b) + b(c — d) = ac — bd, azaz ac = bd(m)

. Legyen a = d/d, b = V/d, D = (m,d), d = d'D és m = m’D. Ekkor

az a = b(m) felithat6 a’d’D = b'd’ D(m’D) alakban, ami definicié szerint
m'D|a'd’'D—V'd'D = (¢’ =V)d' D, azaz m’|(a’ —b')d'. Mivel D az m ésa d
legnagyobb kozos osztéja, ezért az m' = 5, d' = % szdmoknak méar nem
lehet k6z0s primosztéjuk. Tehat m/|(a” — ') is igaz, ami pedig o’ = 2(m’),

azaz § = g((T%)'

Kévetkezmény:
1. Az a = b(m) kongruencia pontosan akkor teljesiil, ha a + k = b+ k(m)
2. Ha d relativ prim az m-hez, akkor az a = b(m) kongruencia ekvivalens az
ad = bd(m) kongruencidval.
3. Ha a d > 0 rogzitett egész, akkor az a = b(m) kongruencia ekvivalens az
ad = bd(m) kongruencigval.
Bizonyitds:
1. £k =+k(m) = a+ k=b+k(m) ha a =b(m)
2. Az osztasbol visszavezetve: szorozzunk be a d = d(m) kongruencidval,
osszuk le d-vel: %d = bfj(ﬁ)

3.

a =b(m) = mla — b= md|(a —b)d = md|ad — bd = ad = bd(md)
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Kilencedik tétel

Linearis kongruenciak: a megoldhatdésag sziikséges és elégséges
feltétele, a megoldasok szama. Euklidészi algoritmus hasznalata
linearis kongruenciak megoldasara.

Linearis kongruenciak

Definicié: Linedris kongruencidn egy ax = b(m) kongruenciit értiink, ahol a
és b adott egészek, m pedig adott pozitiv egész. A linearis kongruencia azt
jelenti, hogy meghatarozzuk mindazok egészeket, amelyeket x helyébe irva a
kongruencia teljestil.

Tétel: Az ax = b(m) kongruencia pontosan akkor oldhaté meg, ha (a,m)|b.
A kongruencia megolddshalmaza (a,m) darab maradékosztaly modulo m.

Bizonyitds:

1. Sziikségesség: Legyen d = (a,m), a = a’d, m = m’d. Ekkor az ax = b(m),
ha megoldhat6, akkor d|m|az—b és d|a|az, vagyis d|ax—(ax—b) = b = d|b.

2. FElégségesség: Tegyiik fel, hogy d|b, azaz b = b/d. (d = (m,d)|b) Ekkor az
ax = b(m) leosztésa d-vel ekvivalens 1épés, vagyis o'z = V/(m'), ezutdn
mivel d = (m,a), ezért (a’,m’) = 1. Az Euklidészi algoritmusbdl kovezkezé
tétel miatt ekkor (a’,m’) felirhat6 ka’ + Im’ alakban, ahol k és | egészek.
Ebben a felirdsban k és m’ legnagyobb kozos osztdja 1, hiszen ha nem
igy lenne, akkor pla’k 4+ Im’ = 1 allna. (1-nek nincs primosztdja) Ekkor
az o'z = b'(m’) kongruencia k-val szorzdsa ekvivalens dtalakitds, hiszen
k és m/ relativ primek. Igy a’kx = b'k(m’). k felirdsa alapjén ekkor
(1—Im")x = b'k(m'). Ehhez az Im’z = 0(m’) kongruencidt hozzdadva azt
kapjuk, hogy = = b'k(m). Vagyis a kongruencia megolddsai pontosan azok
az egészek, amelyek modulo m’ kb'-vel egy maradékosztdlyba tartoznak.
Ekkor a megolddsok modulo m szerint: mivel m = m’d, ezért minden
m’ szerinti maradékosztély pontosan d darab m szerinti maradékosztaly
uni6ja. A bizonyitds esetében ezek: = = kb'(m’), vagyis x = kb'(m),z =
kb 4+ m/(m),z = kb +2m/(m),...,z = kb + (d — 1)m/(m).

A tétel bizonyitasaban leirt médszer az euklidészi algoritmussal dolgozik. A
lépések a bizonyitas szerint d-t és k, l-et kell meghatarozni.

Egy mésik hasonlé médszer: Vegyiik fel a megoldandé ax = b(m) kongruencia
mellé az ma = m(m) kongruencidt. Ez minden z-re j6 megoldéds. A kett6t kon-
gruenciarendszerként kezelve folytassuk. Hasonléan az euklidészi algoritmushoz
minden lépésben a nagyobb egyiitthatdji kongruenciabdl vonjuk le a masik egy
tobbszorosét, hogy anndl igy mar kisebb legyen az egyiitthatéja. Ezutan a két
kisebb egyiitthatoju kongruenciaval folytassuk, addig amig 0 egyiitthatét nem
kapunk. Ekkopr az el6z8 kongruencia a megoldds. Ennek egyiitthatéja (a,m)
lesz.
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Tizedik tétel

Teljes és redukalt maradékrendszer fogalma, Euler-féle (-
fliggvény és kiszamitisa (bizonyitas csak primhatvanyokra).
Euler-Fermat tétel, kis Fermat-tétel.

Linearis kongruenciak

Definicié: Rogzitett m > 1 egész esetén az m elemli T = {aj,a2,...,am}
halmazt modulo m teljes maradékrendszerének (TMR) nevezziik, ha T minden
m szerinti maradékosztdlyabdl pontosan egy elemet tartalmaz. Az R C Z hal-
maz pedig redukdlt maradékrendszer (RMR) modulo m, ha R minden m-hez
relativ prim m szerinti maradékosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz.

A modulo m RMR méretét, azaz azoknak az m szerinti maradékosztalyoknak a
szédmat, amelyik m-hez relativ prim szdmot tartalmaznak o(m)-mel jeloljik.
Mdas megfogalmazdsban:

p(m) = az 1 és m kozé (zart) esé m-hez relativ primek szdma.

Ha m prim, akkor 1 és m kozott minden egész szam relativ prim m-hez, vagyis
p(m)=m—1.

Ha m primhatvdny vagyis p® valamely p primre, akkor a és m pontosak akkor
relativ primek, ha p fa. A p-vel oszthaté m-nél kisebb szdmok szdma pedig %.
Vagyis (m) = p* —p

a—1

Ha (m,n) =1 akkor ¢(m - n) = p(m) - p(n).

Tétel: Legyen (a,m) = 1 és k € Z. Ha R = {ri,ra,...,Ty(m)} redukélt
maradékrendszer modulo m és T = {t1,ta,...,tn} pedig teljes maradékrend-
szer modulo m, akkor a - R = {ary,ary,...,ary(m)} is RMR modulo m, aT =
{aty,aty, ... aty} és T+ k = {t1 + k,ta + k,...,t,, +k} pedig TMR modulo
m.

Bizonyitas: Az ar;-k paronként kiilonbozé redukéalt maradékosztalyba tartoz-
nak, hiszen ha ar; = arj(m), akkor mivel (a,m) = 1 oszthatunk a-val, és
r; = rj(m), ez pedig ellentmondés kiilénb6z6 i,j-re. Ekkor viszont minden re-
dukélt maradékosztélybol szerepel elem, a mennyiség miatt. (Kell még, hogy ar;
relativ prim m-hez, ez azért van igy, mert (a,m) =1). A TMR-re ez hasonléan
belathatd: at; = atj(m) = t; =t;(m) =i = j, valamint t; + k = ¢t; + k(m).
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Euler-Fermat tétel, kis Fermat-tétel
Euler-Fermat tétel: Ha (a,m) = 1 akkor a#("™ = 1(m).

Bizonyitds: Legyen R = {ri,72,...,74(m)} RMR modulo m. Az el6z6 tétel
szerint a - R = {ary,ary, ..., arym)} is RMR modulo m. Mivel kongruencidkat
lehet szorozni, ezért [, r; = [, ari(m), vagyis [[,r; = a®™ [], ri(m). Mivel
(m, [[;7:) =1, ezért a modulus véltoztatasa nélkiil leoszthatunk [[, r;-vel, igy
az a?(™ = 1(m) allitds adédik, ami maga a tétel.

Kovetkezmény:
kis Fermat-tétel: Ha p prim, akkor barmely a egészre a? = a(p).

Bizonyitds: FEuler-Fermat tételbol:

a®?®P) = 1(p

5
=
I
=
\
-

Ha (a,p) = 1, akkor
a? = a(p)

Ha (a,p) # 1, akkor p primtulajdonsiga miatt p|a igy

Wilson tétel: Ha p prim, akkor (p — 1)! = —1(p)

Bizonyitds: 1 < a < p — 1-hez tartozik 1 < b < p — 1, hogy ab = 1(p),
mert az = 1(p)-nek pontosan 1 megolddsa van. Ez lehet 6nmaga is, de csak
1-re, vagy (p — 1)-re lesz igy. A faktoridlis elemeit igy pérba allitva a szorzat

1p§3-1-(p—1)5p—15—1(p).
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Tizenegyedik tétel

Szamelmélet és algoritmusok: 6sszeadas, szorzas, maradékos
osztas, hatvanyozas lépésszama. Modulo m hatvanyozas
polinomialis id6ében. Primtesztelés, Carmichael szamok.
Nyilvanos kulcsu titkositas és digitalis alairas, megavalGsitas
az RSA moddszer segitségével.

Algoritmusok

Algoritmus bonyolultsiga: Egy n hosszi bementi algoritmus meghataroz egy f :
N — N fiiggvényt, ahol n bemenetre f(n) adja meg az algoritmus 1épésszadmat.
Ha ez a fliggvény polinomialis az algoritmus jo, mig ha exponencialis akkor rossz.

Algoritmusok lépésszama: A bemenetek n és m.

o Osszeadds: Irasbeli 6sszeadds miiveletigénye minden helyiértéknél legfel-
jebb kettd (esetleg dtvitt maradék). Igy a lépésszdm 2-maz(logn,logm) <
2 - (logn + logm) = linedris = polinomiélis (kivonds hasonléan).

e Szorzds: Irasbeli szorzas logn db Gsszeaddssal elégezhetd, ahol minden
Osszeadandd m egy egyjegyl szammal szorzott tobbszordse, egy ilyen
szorzas pedig 2 log m 1épésben elvégezhets. Igy alépésigény 2(log n)(logm) <
(logn + logm)?, vagyis polinomialis.

e Hatvdnyozds: Az n™ szam szamjegyeinek szama logn - 21°6™  vagyis k- 2!,
ha k és [ a két bemenet hossza. Igy a végeredményt még leirni sem tudjuk
a bemenet hosszanak polinomjaval becsiilt idében.

o Maradékos osztds: Az irdsbeli osztds elvégezhetd polinomidlis idében (a
soron kovetkez8 hdnyados megbecsiilése a nehezebb rész), aminek a végén
megkapjuk a maradékot.

o Modulo m hatvinyozds: a*(m) értékét szeretnénk kiszdmitani. Irjuk fel
k-t kettes szdmrendszerben, ezutdn szamitjuk ki az n; szamokat ugy,
hogy no = n(m),n; = n*(m),...,n; = n*(m) és 0 < n; < n — 1.
Ekkor az n;1 = n?(m), vagyis az el6z6bdl a kovetkezét egy szorzdssal és
egy maradékos osztassal kaphatjuk, és n; mérete mindig legfeljebb logm
lesz. Igy egy n; kiszédmitésa egy legfeljebb logm nagysigt szdm négyze-
tre emelését, majd egy maximum 2logm nagysigi maradékos osztasat
igényli. A szilikséges n;-k kiszdmitasdhoz ezt log k-szor kell megtenni. Az
n* meghatarozasat pedig n* = [[;°, n*?" = [[;2, n*i(m) alapjén tovabbi

legfeljebb log k db, legfeljebb logm méretli szam szorzasaval és logk db,

legfeljebb 2logm méretii szdm maradékos osztésaval kapjuk. Igy a mod

m hatvanyozas Osszességében is polinomidlis eljaras.

o Fuklidészi algoritmus: Polinomiélis idoben fut. Egy 1épés a;11 = a;—1 —
q;a;. Egy Iflaradékos osztds, valamint a;yo < %G ezért ag 1épésbdl végez
az eljaras. Igy polinomialis.
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Primtesztelés
Primtesztelés: polinomidlis idében n € N szamrdl

Fermat-teszt: Euler-Fermat tétel: ha (k,n) = 1, akkor k" ! = 1(n), ha n
prim.

n druldja: k € N szdm, ha k"~! # 1(n) = n nem prim

n leleplezdje: k € N szam, ha (k,n) # 1, itt is igaz hogy k"~! # 1(n), hiszen
k ¢ RMR mod n

n cinkosa: k € N, ha k" tequivl(n), ha n dsszetett

Allitds: Ha q<c <cp < ... < ¢ <nazn szdm cinkosai, és a az n egy
aruldja, akkpr acy,acy,...,ac; az n szdm paronként (mod n) kiilonbozé aruldi,
vagyis ha van aruld, akkor legalabb annyi arulé van, mint cinkos.

Bizonyitds: Ha ac; = ac;(n), akkor (a,n) = 1 miatt ¢; = c§n), vagyis ¢; =
¢j, tehdt aci-k kiilonbézd meradéosztalyokbdl valéak. Mivel af ™! = 1(n) és

a1 # 1(n), ezért a" " = (ac;)" ! £ 1(n), tehat az ac;-k tényleg aruldk.

Igy a Fermat-teszt lépései:
e Valasszunk ki egy 0 < k < n szamot

e Ha k arul6ja vagy leleplezdje n-nek, azaz k" ~* # 1(n), akkor kész vagyunk,
n Osszetett

e ha k cinkos, akkor n-rél azt valdszinisitjiik, hogy prim.

A Fermat-teszt hibazhat, de az el6z6 allitds szerint hibdja csak az lehet, ha
egy Osszetett szamot primnek mond. Ha n-nek van aruléja, akkor a hiba
valbszintlisége % Igy m-szer ismételve az eljarast a hiba valoszintisége 21 A
tobbszor megismételt Fermat-teszt pedig polinomialis idében miikodik.

A Fermat-teszt hibdja: Csak akkor miikodik, ha n-nek létezik aruléja. Azonban
léteznek olyan szamok, amelyeknek csak cinkosai és leleplez6i vannak. Fzek az
alprimek, vagy Charmichael szamok. Ezeket az ismételt Fermat-teszt is majd-
nem biztosan primnek talélja.
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Miller-Robin teszt: A Fermat-teszt azt ellen6rzi, hogy k"~! = 1(n), azonban a
primekre ennél t&bb is igaz. Ha n prim, akkor n — 1 = 2 . ¢, ahol ¢ paratlan
alakban felirva és az (x +y)(z — y) = 2% — y? azonossagot tobbszor alkalmazva:

el o 1=k -1 = (k2T ) (k2 T4 1) =
=k T )R T DR T+ ) = =
= (k7 — 1) (k7 + 1) (k2 + 1)(k% + 1) ... (k2 9+ 1)

Tehat ha n = p prim, akkor p a fenti egyenlet jobboldalanak valamelyik tényez6jét
is osztja, a primtulajdonsdg miatt. Igy hidba oszthaté a baloldal n-cl, ha a
jobboldal egyetlen tényezGje sem oszthaté m-el, n Osszetett, és k az n szam
Charmichael értelemben vett artuléja. Igaz, hogy minden Osszetett szam re-
dukalt maradékrendszerének %—része Charmichael értelemben vett aruld. Ezért
a Miller-Robin teszt egy Osszetett szamrdl legalabb % val6szintiséggel megal-

lapitja, hogy nem prim. Az algoritmus tényezénként vizsgal (inq =7 —1(n)).
Titkositas
Nyilvanos kulcsi titkositas: Egyiranyu fuggvények létezésére épit.

Egyiranyi figgvény: f : {1,2,...,n} = {1,2,...,n} fiiggvény, ha f bijekcid,
mely hatékonyan szamithatd, azonban az f~' leképezés kiszamitdsa, csupan f
ismeretében reménytelen.

Elképzelhetd, hogy ' kiszamitaséra is 1étezik hatékony eljaras, azonban ennek
megtaldlasa pusztan f ismeretében reménytelen. Az ilyen fiiggvényeket kiskapus
eqyiranyt figgvénynek nevezzik.

Egy rendszernél rogzitiink egy > -val jelolt ABC-t: A kédoland6 tizenet (M) t
bettibdl all, azaz M € Zt. Ha az iizenet hosszabb, blokkokra vagjuk. Legyenek
% szavai 1 és | 3 |F kozotti természetes szamok.

Ekkor a nyilvdos kulesi titkositas egy olyan kiskapus egyirdnyd f : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n} fiiggvény irja le, melyre n > | Zt |. Ezt a leképezést egy nyilvanos
kulcs segitségével egyértelmiien megadjuk, és barki szamara hozzaférhetévé tessziik.
Feltessziik tovabbd, hogy a cimezett (A) képes f~! hatékony kiszdmitasara, azaz
rendelkezik az f~! titkos kulccsal. Ekkor ha kiildiink A-nak egy M iizenetet a
titkos kulccsal f(M), azt csak 6 tudja hatékonyan visszafejteni f~1(f(M)) = M.
Barki mas azonban, aki nem rendelkezik a titkos kulccsal, nem tudja az tizenet
tartalmat visszafejteni.

Digitdlis aldirds: Minden szereplonek van egy nyilvanos kulcsa f4, fg,..., egy
kiskapus egyiranyu fiiggvény, amelynek az inverzét fgl, fgl,... csak az egyes
szerepl6k ismerik, vagyis titkosak. Ha A aldir egy M {izenetet, akkor fXI(M )-et
kiildi tovabb. Erre rdalkalmazva a nyilvanos fa-t barki lathatja, hogy 0 irta-e
az M flizenetet, ehhez pedig nincs sziikség a titkos kulcsara.
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RSA titkositas

RSA rendszer: ("A" a cimzett) "A" vélaszt véletlenszertien (sokjegyii) p és ¢
primeket.

n=p-q m=pn)=ep) elq = (p—1)(q—1) é egy | szdimot gy, hogy
0<l<nés(I,m)=1. Ezutdn "A" kozhirré teszi a nyilvinos kulcsokat: n-t
és [-t, a tobbi titok (p,q,m). Valamint legyen f(M) = M' (mod n). Ezutin,
ha valaki az M tzenetet szeretné elkiildeni f(M)-et kiildi. "A" ekkor igy fejti
vissza az lizenetet: kiszdmolja azt a d-t, amelyre Id = 1(m) (vagyis | multip-
likativ inverzét (mod n), mivel d = [=1(m)). Ez a d a titkos kulcs, mert egy
ilyen d van, mert (I,m) = 1. Az elkiildott M iizenet most M'(n) = X, erre
X9 — (f(M))d = (Xl)d = Xl — xlm+1l — xlm  y¥ _— (Xm)l X =1.X=
X (mod n)

Vagyis f~1(M) = M%(mod n).

Ezek a miiveletek hatékonyak, hiszen a mod n havényozas (f és f~1), a szorzds
(n és m), a maradékos osztds és az Euklidészi algoritmus (d) is polinomidlis
id6ben végezhetbek.

Az RSA-hoz tartozik még a p és ¢ kivalasztasanak modszere. Ezt egy maghataro-

zott szamjegy véletlen szam generalasaval torténuk, amelyrdl a hatékony primtesztelési
algoritmussal (Fermat-teszt, Miller-Robin teszt) dontjiik el, hogy prim-e, és ezt

addig ismétlik, amig ketto primet nem talalnak.

A kiskapu abbdl szarmazik, hogy n-t nem tudjuk kozvetleniil faktorizalni, igy

m~et sem tudjuk meghatarozni, azonban p és q ismeretében d is hatékonyan
szamithato.

Ha [-t jol valasztjuk, akkor pedig [ ismeretébdl d meghatarozasa hasonléan ne-

héz, mint n-bdl p és g-é.

32. oldal



Tizenkettedik tétel BSZ II. tételek

Tizenkettedik tétel

Miivelet fogalma, csoport, Abel-csoport. Példak: cso-
portok szamokon, matrixokon, rajzok szimmetriacsoportja,
diédercsoport. Példak véges, végtelen, kommutativ és
nem kommutativ csoportra mind a négy lehetséges var-
iaciéban.

Muvelet

Definicio: A H halmazon értelmezett n-valtozds miiveleten egy tetszoleges
f + H" — H leképezést értiink, azaz midnen, H elemeibdl képzett rendezett
n-eshez H-nak egy bizonyos elemét rendeljiik.

Lényegében: Ha a H halmazon értelmezett, akkor H elemeibdl képezzen H-ba,
azaz ne vezessen ki H-bol. (Skaldris szorzas nem miivelet, mert a skaldr és a a
vektor nem ugyanott vannak.)

Asszociativitas: A H halmazon értelemzett * miivelet asszociativ, ha tetszéleges
T,y,2 € Hra zx (y*2z) = (T *y) x 2.

Kommutativitds: Ugyanigy egy H halmazon értelmezett * miivelet kommutativ,
ha tetszéleges x,y € H-ra x xy =y * x.

Példdk:
e R-en a + asszociativ és kommutativ.
e R*-on a hatvinyozds egyik sem.
e R — R val6s fiiggvények kompozicidja asszociativ, de nem kommutativ.

e R-en vett szamtani kozép kommutativ, de nem asszociaitiv.

Félcsoport, csoport

Definicié: Az S = (H,x*) struktira félcsoport, ha * miivelet H-n és asszoci-
ativ. Ha kommutativ is, akkor Abel-félcsoport.

Definicio: Legyen x kétvaltozés miivelet H-n. Az e € H a x miivelet egységeleme,
ha exh =h+e = h a H tetszbleges h elemére.

Megjegyzés: Ha az S struktira = miiveletének van egységeleme, akkor egyetlen
egységeleme van.

Bizonyitds: Tegyiik fel hogy e, e’ € H egységelemek, ekkor e = e x ¢’ = ¢'.

Definicié: Ha az S = (H,x) struktirdban e € H a x miivelet egységeleme,
akkor h' a h inverze a x miiveletre, ha h,h' € H és hxh' =h' xh =e.
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Definicié: Az S = (G, *) struktira csoport, ha

1.
2.
3.

S félcsoport
a *x miveletnek létezik egységeleme

minden g € G-re létezik g inverze a * miveletre.

Az S = (G, *) struktura Abel-csoport, ha csoport és a * miivelet kommutativ

1S.

Példdk:

1.

(R, 4+),(Z, +)(R\ {0}, -), (R"** +) csoportok, ahol R"*¥ jelsli az n x k-as
valés matrixokat.

Jelolje Z,, a modulo n maradékosztalyok halmazat, és +, a modulo n
osszeadast. Ekkor (Z,,,+,) csoport. A 0 maradékosztdly az egységelem.

A Z,, halmazon a modulo n szorzas is asszociativ miivelet, és az 1 maradékosztaly
egységeleme, azonban a 0 maradékosztalynak nincs inverze. Igy (Zny n)
egységelemes félcsoport. Ha Z7 jeloli az RMR(n)-eket, akkor viszont
(Zy» , -n) csoport. Inverz az Euler-Fermat tételbdl. (Kommutativ is!)

Nim osszeadds a nemnegativ egészeken Aben-csoport (a Nim b = ag
bitenként XOR by).

(R™*k .Y félesoport, az (R™** szimmetrikus matrixok, -) Abel-félcsoport
(az el6z6 félcsoport részfélesoportja). (ha det = 0 nincs inverze, igy nem
csoport)

Részesoport: S = (H,x*) csoport az S’ = (H', %) az S részcsoportja, ha
H' C H és a * miivelet H'-n is.

Megfigyelés: Ha a G csoport, akkor G minden elemének egyértelmi in-
verze van.

Bizonyitds: Tegyiik fel hogy = és y a g € G inverzei, és e az egységelem.
Ekkor x = ze = z(gy) = (xg)y = ey = y.

R7”*™ .Y csoport, ha R?*™ jeloli a nemnulla determindsi matrixokat, és
* 9, ) * Y
- a matrixszorzas.

Definicio: Két csoport izomorf, ha van kdztiik miivelettarté bijekcid, azaz 1étezik
egy ¢ : G — H bijekcid, amire tetszéleges g, g’ € G esetén ¢(g-g') = ¢(g) *P(g’)
(- G-n, * H-n mfivelet)

Tetszoleges G csoport részcsoportjainak metszete is G részcsoportja.

Diédercsoport: Szimmetridk alkotta csoportok: Legyen X egy halmaz, és tek-
intsitk f : X — X bijekciénak egy olyan F nem iires halmazat, ami zart a
kompozicidra, vagyis f,g € F estén fog € FVx € X, tovibbd minden f € F
bijekcié f~1 inverze is F-ben van. A o asszociativ, valamint a kritériumok miatt
van egység és inverz, igy e miatt (F, o) csoport. Az egységelem az id identitds.
(identikus leképezés)
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Az egyik lefgontosabb példa a fenti szimmetriacsoportra a D, diédercsoport,
amikoris X a sik egy szabalyos n oldali sokszoge, és D,, csoport elemei az X
egybevagosagai, melyek az X sokszoget fixen hagyjak. A csoportmiivelet az
egybevagosigok egymads utani elvégzése. Ilyen egybevagdsagok:

e identikus leképezés: id

e a sokszog kézéppontja koriili 27“ szogll f forgatas
e a sokszOg egy szimmetriatengelyére valé tiikrozés ¢

Diédercsoport n > 2-re nem kommutativ. Az f és a t szimmetridk a sokszog
minden szimmetridjat generaljdk. A D,, diédercsoportnak 2n eleme van.
tot=1id, f* =id,fot=1to fr1

Példdul (a szabélyos haromszoégre) Ds diédercsoport elemei: id, f,t, f2,to f2 =
t/, t o f — t//

Permutdcidcsoport: Az S, szimmetrikus csoport {1,2,...,n} halmaz permutd-
ciéi alkotta csoport a fliggvénykompozicié miiveletre nézve.

Példdk csoportokra:
e véges:

— kommutativ: ((0,1,...,n—1),4+,), (RMR(n), )

— nem kommutativ: Diédercsoportok, Permutacidécsoportok

e végtelen

— kommutativ: (R,+),(Z,+), (R \ {0},
— nem kommutativ: (R?*" ) (f: R — R, 0)

R2*™ a nemnulla determindnst n x n-es matrixok.
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Tizenharmadik tétel

Elem rendje, részcsoport, ciklikus csoport, példak. Mel-

lékosztaly fogalma, példak, Lagrange tétele, kovetkezménye

az elemek rendjére vonatkozéan. A szimmetrikus cso-
port. Csoportok izomorfidja, Cayley tétele (bizonyitas
nélkiil).

Ciklikus csoport, elemek rendje

Definicié: Két csoport (G és H) izomorf, ha van koztiik miivelettarté bijek-
cid, azaz létezik ¢ : G — H bijekcid, amire tetszlleges g,g' € G esetén

P(g-9") = ¢(g) * o(g').

Definicié: A G csoport H részhalmaza a G részcsoportja (H < G), ha H maga
is csoport a G csoportmiiveletére.

Definicié: Tetszéleges K C G éltal generdlt (K) csoport a G csoport K-t tar-
talmazé részesoportjainak metszete. (Ekkor (K) a G egy részcsoportja.)

Definicié: Az olyan csoportot, amit valamely eleme general, ciklikus csoportnak
neveziink.
A G csoport g elemének rendje a g altal generdlt (g) részcsoport elemszama.

Az elem rendjének definiciéja tgy is kimondhat6, hogy a legkisebb n szém,
amelyre g" = e. Ha ugyanis létezik ilyen n, akkor g=! = ¢g"~!(inverze), és
a g,9%,¢%...,g" elemek kiilonboézéek (ha g = g7 akkor g*7 = e), ezért (g)
n-elemii. Ha pedig nem létezik ilyen n, akkor a g, g2, ¢°, ... elemek mind kiilén-
bozéek, ezért (g) végtelen.

Ha G végtelen, akkor a generdtorelemek semelyik hatvinya sem egységelem,
mert egyébként csak véges sok elemet generdlna. (g, 92, g°,...)

Ha pedig g € G generator, akkor G minden eleme el6all g*(= g-g-g-. . .-gli—szer])
alakban, ahol i € Z

Definicié: A csoport rendje a csoport elemszdma. (=egy generédtor rendjével)

Tétel: A véges ciklikus csoportot az elemszama izomorfia erejéig mehatarozza.
(G és H g € G, h € H generatorok = ¢(g') = h® izomorfia)

Példdk:

o Véges: Az n elemi ciklikus csoport jele C,,. C,, = Z,(izomor f), ahol Z,
a (Z,,+), ahol Z,, a modulo n maradékosztélyok halmaza. Igy leirhatd
minden ciklikus csoport.

o Végtelen: Ha G végtelen ciklikus csoport, akkor a g generdtorelem egyik
hatvanya sem egységelem, mert egyébként g véges csoportot generalna.
Mivel a g altal generalt e, g%, g~% elemek részcsoportot alkotnak, ezért g
éppen a részcsoportot generalja, igy ez a részcsoport maga a G. Vagyis
minden végtelen ciklikus csoport a (Z,+) csoporttal izomorf.
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Tétel: Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitds: Legyen G ciklikus csoport, melynek generatoreleme g, és legyen
H < G részcsoport. Tekintsiik a minimdlis 0 < k-t, amire ¢g* € H, ekkor
g* generalja H-t, vagyis H ciklikus, mert g* generdlja az e, g**, g~** elemeket
tetsz6leges pozitiv egész i-re. Tegyiik fel, hogy ¢' € H-t nem generalja. Ekkor
| = ak+7r innen: gk,gl c Hgl'((gk)fl)a — gakJrr.gfak _ gakJrrfak =g eH=
H ciklikus.

Definicid: Az S,, szimmetrikus csoport {1,2,...,n} halmaz permutéciéi alkotta
csoport a fliggvénykompozicié miiveletre nézve.

Ha i€ {1,2,...,n},0 € S, akkor az i,0(i),02(i),. .. elemek (vagyis amelyekbe
o i-t elviszi) ¢ o szerinti orbitjat alkotjdk. Az orbitot alkot6 sorozatban az ele-
mek ciklikusan ismétlédnek, azaz o71%(i) = 07 (i), ahol k az orbit mérete. gy
az (i,0(i),0%(),...,0" 1(i)) ciklikussorrend a o permutécié egy ciklusa. Ez
alapjan:

Tétel: Minden permutéaci6 felirhaté diszjunkt ciklusok szorzataként.

Tétel: Ha a o ciklusai ki, ks, ..., k; méretiiek, akkor o rendje a ki, ko,..., kK
szamok legkisebb k6z0s tobbszorose.

Definicio: Transzpozicié egy olyan permutdcié, aminek a fixpontjain kiviil csak
egy kételemii ciklusa van.

Tétel: A transzpozicidk generaljak az S, szimmetrikus csoportot.
Bizonyitds: (i1,ia,...,1i) elédll az (i1,4x)(i1,9k-1) - . . (i1, i2) transzpozicidk szorzataként.

Tétel: S, generalasdhoz legaldbb n-1 transzpozici6 kell. (1,2),(1,3),...,(1,n)
jo is.
Definicio: Az S, szimmetrikus csoport részcsoportjit permuticidcsoportnak

nevezzik.

Cayley tétele: Minden véges G csoport izomorf egy alkalmas permutacidécso-
porttal.

Bizonyitds alapja: G n-edrendii, elemei {1,2,3,...,n}. Ekkor G minden g

elemének megfeleltetheté egy o, permutécié: og4(i) = g - ¢ (A - a G csoport-
miivelete)

37. oldal



Tizenharmadik tétel BSZ II. tételek

Lagrange tétel

Definicio: A G csoport K és H részhalmazainak komplexusszorzatan

HK ={hk:he H ke K} CG

halmazt értjik. Ha H < G és g € G, akkor a gH (Hg) komplexusszorzat a H
részcsoport baloldali (jobboldali) mellékosztdlya. Ha a € gH(q € Hg), akkor
a-t a gH(Hg) mellékosztély reprezentdnsianak nevezziik.

Példdk: Tetszbleges n > 1 pozitiv egész esetén H = (nZ,+) < (Z,+) = G,
ahol nZ = {nz : z € Z} az n t6bbszorosét jeloli. Egy adott k € Z esetén a G
csoport k szerinti baloldali mellékosztalya, a k 4+ nZ halmaz lesz, vagyis azon
egészek, amelyek k-val kongruensek modulo n.

Megfigyelés: Legyen H < G > g, ¢’. Ekkor:
1. g€ Hyg
2. ¢ e Hg= Hg=H¢g
3. Hg=Hg vagy HgNHy = @
1. |H| = |Hg
Bizonyitds:
l.eeH=g=e-g€ Hg

2. ¢ € Hg= ¢ = h-g valamely h € G-re. Ekkor Hg' = H(hg) = (Hh)g C
Hg és g=h~1g’, amibél az el6z6 elgondolds alapjan Hg C Hg'

3. Hadg* € Hgn Hy', akkor Hg = Hg* = Hg' (2) miatt.

4. Ha h,h' € H és h = h' akkor hg # h'g, ezért h — hg bijekcié H és Hg
kozott.

Kovetkezmény:
Lagrange tétel: Ha H < G, akkor |H| | |G|. Specidlisan, G barmely g elemének
rendje ({(g) < G) osztja G rendjét.

Bizonyitds: Az eléz6 megfigyelésbél G eléall néhdny H szerinti (jobboldali) mel-
lékosztély tinidjaként és minden mellékosztaly |H| elemet tartalmaz.

Kovetkezmény: Ha G csoport, akkor barmely g € G elemének rendje a G cso-
port rendjének osztdja.

Kovetkezmény: Minden primrendii csoport ciklikus.

Bizonyitds: Barmely | # g € G elem a Lagrange tétel miatt generalja G-t
= G ciklikus.
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Tizennegyedik tétel

Gyitri, ferdetest és test fogalma. Nullosztémentes gytri,
ferdetest nullosztémentessége. Példak: Z,Q,R,C,Z,

Definicié: Az (R,{+,}) algebrai strukttra gyfirti, ha (R, +) Abel-csoport, (R, -)
félcsoport, tovabbé teljesiilnek a disztributiv azonossdgok a(b + ¢) = ab + ac,
illetve (a + b)c = ac + be (Ya,b,c € R). Ha réviden csak R gyfirit mondunk,
akkor konvenci6 szerint R két miivelete 4 és - a fentiek szerint.

Az R gyliri kommutativ, ha a szorzds is kommutativ. Az R gy(ir( 6sszeaddsa-
nak egységelemét nullelemnek nevezziik, és 0-val jeloljiik. Az R gytiriiben az
a € R elem inverzét az Gsszeadasra —a-val jeloli. Az R gytirii egységelemes, ha
a szorzasra is van egységeleme, amit 1 jeldli.

Megfigyelés: Ha R gyfir(i, és a,b € R, akkor Oa = a0 = 0, illetve (—a)b =
—ab = a(-b).

Bizonyitds: A disztributivitds miatt 0 = 0a + (—0a) = (0 4+ 0)a + (—0a)
0a + 0a — 0a = Oa. Innen —ab = —ab+0 = —ab+ 0b = —ab+ (a + (—a))b =
—ab+ ab+ (—a)b = (—a)b. a0 és —ab = a(—b) ugyanigy.

Példdk:

1. Z,Q,R,C gyfiriik. N nem az, mert az Osszeaddsra nem csoport (nincs
inverz).

2. n € N-re (nZ) is gyftrti.
mod m maradékosztélyok is gytiriik (m-enként)
n X n-es matrixok is gyfirtit alkotnak (Q, R, C)-n

egész egyiitthatds polinomok is

AU T

a Gauss egészek (a + bi ahol a,b € Z) is
7. H halmaz hatvanyhalmata a szimmetrikus kiilonbségre és a metszetre.

Definicio: Az R gytirtiben az a # 0 elem nulloszt, ha 1étezik olyan 0 # b € R,
amire ab = 0. Az R gy{lrt nullosztémentes, ha nincs benne nulloszt6. Az R
gylrl integritdsi tartomany ha kommutativ és nullosztémentes.

Példdk:
1. nZ kommutativ és nulloszté mentes (tehat integritsi tartoméany)

2. Z, nem integritdsi tartomdny, ha n 6sszetett (van ab = 0(n)), azonban az,
ha n prim.

3. Boole gyliri minden valddi részhalmata nulloszt6, mert AN (H \ A) = &

Definicié: Az R gylir(i részgyliriije az (R, {+,-}) olyan részstruktirdja, ami
gylrii. (nZ,Z-re)
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Definicié: A T gyfitli ferdetest, ha (T \ {0},-) csoport. Ha a szorzds kom-
mutativ is, akkor T test.

Példdk:
1. Q,R,C testek.

2. Ha p prim, akkor Z,, test, aminek a szokésos jel6lése Fj,, ha m nem prim,
akkor Z,,-ben van nulloszto, igy nem test.

3. A valds polinomok hanyadosteste:

R(z) = {2 : p,q € Rlz],q¢ # 0}. A miiveletek £ + T = 1)83—7;‘(17 illetve
p.r _pr

q s

qs
4. Ha {a+bv2: a,b € Q} halmaz is test v/2 helyett v/ is j6, ahol 0 < ¢t € Q.

Tétel: Minden test nullosztémentes. Minden ferdetest is.

Bizonyitds: a-b=0
e Ha a = 0 akkor kész
e Haa #0,akkora-b=0,a"'-a-b=0a"", b=0.

Tétel: Minden véges integritasi tartoméany test.

Bizonyitds: A végesség sziikséges, hiszen nZ integritasi tartomény, de nem test.
Integritasi tartomanyon a szorzas kommutativ = csak az egységelem és az in-
verz létezése kell. Legyen R véges integritdsi tartomény, és legyen 0 # a € R.
Ha ab = ab’, akkor 0 = ab+ (—ab’) = ab+ a(=V') = a(b+ (=b')), és a nullosztd-
mentesség miatt b + (—b') = 0, vagyis b = V', igy az ary,ars, ... elemek mind
killonbozéek ahol R = {ry,rs,...}. Ekkor R végessége miatt a teljes halmaz
eléall.

R = {ar : r € R}. Igy van olyan r is, amelyre ae = a. Ekkor viszont ab =
(ae)b = a(eb) = a(be), azaz 0 = a(be) + (—ab) = a(be) + a(—b) = a(be + (—b)),
ahol a nullosztomentesség miatt be = eb = b. Tehat e egységelem a szorzasra R-
en. RY eleme eléall ar alakban (igy er alakban is) amire ar = e, tehdt barmely
0 # a-nak létezik inverze.
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