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Attérés masik bazisra, hasonlosag



A baziscsere matrixszorzatos alakja

P Attérés standard bazisra: B = {(1,2,3),(0,2,3),(3,5,8) } az R®
egy bazisa. irjuk fel vg standard bazisbeli koordinatas alakjat
egyetlen matrixszorzassal. (PL. v = (3,2, 1))

M vi = (3,2,—1) azt jelenti, hogy

1 o] [3 0 10 3][ 3 0
V=3|2|4+2|2|—|5| =|5|,azazv=1|2 2 5 21 =15
3 3] |8 7 3 3 8| =1 7
Legyen vg = (X,V,Z2). Ekkor
E 0 3 1 0 3] [x
V=X 2| +Yy|2|+z|5| =12 2 5| |y|.
3 3 8 3 3 8| |z




A baziscsere matrixszorzatos alakja 2

D Attérés matrixa
Legyen B = {by,b,,...,b,} a V egy bazisa és C egy V-t
tartalmazo vektortér egy bazisa (pl. a V vektortére). Az

Tees=[[bilc | [balc |-+ | [bnlc]
matrixot a B bazisrol a C-re valo attérés matrixanak nevezzuik.

A Koordinatak valtozasa a bazis cseréjénél

Ha B a V vektortér bazisa, és C egy V-t tartalmazo tér bazisa,
akkor barmely v € V vektorra

Ve = TeBVs5.



B Legyen [V]z = (v1,V2,...,Vy). A koordinatas alak jelentése
szerint
vV =viby + by + ... +vyby.

Ennek koordinatas alakja a C bazishan
Ve = Vq[bﬂc + Vz[bz]c + ...+ Vn[bn]c

= [[bi]e [ [ba]e | -~ [ [bnlc] Vs

= TcBVB.



P & azR*standard bazisa, és B = {(1,1,0,-2),(2,3,3,-2)}.
vektorok altal kifeszitett altér. Irjuk fel az Te._g matrixot és
adjuk mega (—1,1)p és a (—3,2)p vektorok £-beli koordinatas
alakjat!

M Az attérés matrixa

1 2

1 3

Tee =[[bile | [b2e] = S
=D =2

lgy a két vektor koordinatas alakja a standard bazisban
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Linearis transzformacio matrixa kiilonbozo bazisokban

Legyen L : V — V egy linearis transzformacio, A és B a V két
bazisa. Az L matrixa e bazisokban L4 €s Lg.

X5 —5 . [IX]5 X5 ———— [Lx5
Cpena CBea Cpea Dacs = |Cgl4
XA I [LX].4 XA T [Lx].a
LeCBeuXa = CpealaXa LaXxa = DacBLeCpeaXa

LsCpea = Coala La =Dac5LsCra = Cgl 4L5Coen



Valami hasonlo a Rubik-kockan

C71
.

C
.

-
e

D Azn x n-es A matrix hasonlo a B matrixhoz, ha létezik olyan
invertalhatd C matrix, hogy B = C~'AC. Jeldlés: A ~ B.



Hasonlosag

T Hasonlo matrixok hatasa
Két matrix pontosan akkor hasonlo, ha van ket olyan bazis,
melyekben ugyanannak a linearis leképezésnek a matrixai.

B B= CEJ_BAC&_B.
(Ugy tekintjik A-t, hogy az £ bazisban matrixa az L linearis
transzformacionak. A B bazis alljon a C oszlopaibol, igy B épp
az L matrixa a B bazsiban.)
T Hasonlosagra invarians tulajdonsagok Ha A és B hasonlo
matrixok, azaz A ~ B, akkor
1. r(A) =r(B),
2. dim(N(A)) = dim(N (B)), azaz null(A) = null(B),
3. det(A) = det(B),
4

. trace(A) = trace(B). .



Valos euklideszi ter




Skalaris szorzat masik bazisban

P Legyen B ={(2,0,1),(1,1,0),(0,—1,1)}. Milyen képlettel
szamolhato ki az x - y skalaris szorzat, ha a két vektor B-beli
koordinatas alakjat ismerjuk?

J Az x vektor B-beli koordinatas alakja xz, a standard alak xg.

M Ekkor Xe = Ac.pXg. Igy

Xy = XeYe = (AeXs) AcBYB = Xp(AtsAccB)YB = X5BYB.

Esetunkben
2 1 0 5 2 1
Ascs=10 1 =1|, AL gAscn=12 2 —1
70 1 (R )

K Mit tudunk a B = ATA matrixrol?
Szimmetrikus, invertalhato, de ez még keveés.
12



A skalaris szorzas alaptulajdonsagai R"-ben

T Legyen u, v éswazR" harom tetszéleges vektora, és legyen ¢
egy teszbleges valos. Ekkor

a u-v=v-u a muvelet folcserélhet6 (kommutativ)
b) u-(v+w)=u-v+u-w disztributiv
c¢) (cu)-v=c(u-v) a két szorzas kompatibilis

d) u-u>0 és u-u=0 pontosan akkor teljesil, ha u = 0.
m A d) pont szerint egy masik bazisban felirva a skalaris szorzast,
x"Bx > 0 kell ¥x # 0 vektorra.

D AB e R™" szimmetrikus matrixot pozitiv definitnek nev., ha
VX #0:x'Bx > 0.

13



Valos euklideszi tér

D Legyen V egy tetszoleges valos vektortér, és legyen
(L):VxV—=R

olyan fliggvény, melyre barmely u,v,w € V vektorok és c € R
skalar esetén

S1 (u,v) = (v, u) szimmetrikus  kommutativ
S2 (cu,v) = c(u,v) homogén kompat. szorz.
S3 (u,v+w) = (u,v)+ (u,w) additiv disztributiv
Sk (u,u) >0, hau#0  pozitiv definit

E (.,.) figgvényt a V-n értelmezett skalaris szorzasnak, a
skalaris szorzassal ellatott V vektorteret euklideszi ternek nev.
m Nem vihetd at komplex vagy véges testekre modositas nélkil!
D Bilinearis fv.: kétvaltozos, mindkét valtozojaban linearis fv. 14



Péeldak valos euklideszi térekre

P (x,y) = x"(ATA)y skalaris szorzas R"-ben, ha A invertalhato.
(Latni fogjuk, hogy (x,y) = x"By pontosan akkor skalaris
szorzas, ha B pozitiv definit, és hogy B pontosan akkor pozitiv
definit, ha van olyan invertalhato A, hogy B = ATA))

P AzZX= (Xo,X1,...,Xn,...) sorozatok, melyekre >5° ;x% < oco.
vektorteret alkotnak, melyen skalaris szorzast definial
(X, y) = 32°° s XnYn. (£2-tér).

P Az |a, b] intervallumon folytonos fuggvenyek C[a, b] vektorterén
azf,g € Cla, b] fuggvenyekre az (f,g) = fabfg skalaris szorzas.
(E tér altere a polinomok tere, az is euklideszi tér e
skalarszorzassal.)

P Az [pf? < oo feltételnek eleget tevo fliggvények az
(f,9) = [ fg = [7°,fg skalaris szorzassal Euklideszi-teret
alkotnak (L2-tér). 15



Tavolsag és szog valos euklideszi térben

D L'u,v e Vg két tetszbleges vektor.
1. Az u vektor hosszan (abszolat értékén, normajan)
onmagaval vett skalaris szorzatanak gyokét ertjuk, azaz

uf = [Jull = +/(u, u). (1)

2. Az u és v vektorok (hajlas)szogének koszinusza:

)
cos(UV)2 = Tl 2

3. Amh az u és v vektorok merdlegesek egymasra, ha
(u,v) = 0. (3)
4. A két vektor (végpontjanak) tavolsaga

d(u,v) = flu—v]| (4)



Koordinatas alakok

P u=1(2,3,4,14),v=(4,6,-10,10), w = (0,3,6,—2), |u| =7,
d(u,v) =7, cos(u,w), =7
M Az (1), a (4) és a (2) képletekkel:

|u| = V22 + 32 + 42 1142 = v/225 = 15,
d(u,v) = /(2 — 472 + (3= 6)2 + (4 — (=10))2 + (14 — 10)2
= V2 +32 412+ 42 =15
 2-043-344-6414-(<2) 1

cos(U,w), = =_.
15 . \/02 +324 62 4 (—2)2 21




Merolegesség és norma absztrakt térben

P Mekkora szoget zar be a sin és cos fliggvény a 2r szerint
periodikus folytonos fliggvények euklideszi terében, ahol

G = [ fo.
0

. . . 272m . . .
M Mivel f027r sin cos = {Sg‘ }O = 0, ezert merolegesek egymasra.

- Mivel (sin, sin) = [2™ sin? xdx = B(X — sianosX)KTr =, Igy az
lull = /7u, Uy képletbdl || sin || = m =

- Hasonléképp || cos || = m —

m Eszerint az f sin és az f CoS fuggvenyek e térben egymasra
merdleges egységvektorok.

m A Fourier-sorfejtés azon alapul, hogy az
{2\f \fsmx, \FCOSX, fsm2X, fcos 2x, ... } fuggvények
paronként merdleges egységvektorok e terben. 18



Skalaris szorzat és abszolut érték (norma) kapcsolata

T Polarizacios formulak: Tetszéleges u,v € R™ vektorokra
(u,) = 7 (lu+IP = Ju—vIP) s
(u,v) = 5 (lu+vIP = lull = vIP) (6)
B Az abszolt érték (1)-beli definicidja alapjan
% (||u +v|]> = |lu —sz) = %(<u+v,u+v) —(u—v,u—v))
= % (s u) 4 (U, v) 4 (v, u) 4 (v, V) = (U, u) + (U, V) + (v, u) = (v, V)

= 26 (u,) = (uv).

A masik formula hasonloan bizonyithato.

19



Ortonormalt és ortogonalis bazis




OR és ONR linearis fiiggetlensége

D A paronként merdleges vektorokbol allo vektorrendszert
ortogonalis rendszernek (OR), az egységvektorokbol allo OR-t
ortonormalt rendszernek (ONR) nevezziik.

A Egy valos euklideszi térben ha a {vi, vy, ...,V,} vektorrendszer
vektorai zérusvektortol kiillonbozéek és OR-t alkotnak, akkor

1. fuggetlenek,
2. {v;/|[vil[} ONR.

B TFH vmely ¢y, ,..,, Cp konstansokra civq + Covy + - -+ + CpVp = 0.
Mivel i # j esetén (v;,v;) = 0, ezért a v; vektorral beszorozva
Ci {vj,v;) = 0, amibol (v;,v;) # 0 miatt kovetkezik, hogy ¢; = 0.
) Vi vy) < v Y, >

[Ivill vyl Ivill ™ vl

K Egy zérusvektort nem tartalmazd OR, vagy ONR mindig bazisa

az altala kifeszitett altérnek. (Tovabbiakban ONB)

20



Komplex euklideszi tér




Mi lehet a skalaris szorzas C"-ben?

m A Y zw; nem mukodik:
(1>1)(171)
(1,i) - (1,i) = —1—1= -2

?

1-1=0

m Otletado kérdés: az 1-dimenzios térben mi az abszolat érték?
Az = a+ib szam abszoldt értékének négyzete zz, és nem 72!
Eszerintz = (z1,22,...,2n) €saw = (Wq, Ws, ..., W,) vektorok
skalaris szorzatanak egy lehetséges definicioja

Z-W=2Z{Wq +20W; + - - - + ZyWp, vagy

Z-W=2Z1Wq + 2oWp + - - - + ZpWh.

21



Komplex matrix adjungaltja

D Az A komplex matrix adjungaltjan (vagy Hermite-féle
transzponaltjan) elemenkénti konjugaltjanak transzponaltjat
értjik. Az A adjungaltjat A*, vagy Hermite neve utan A" jeloli,
tehat A" = A",

m semmi koze a ,klasszikus adjungalthoz”, mely egy négyzetes
matrix elojeles aldeterminansai matrixanak transzponaltja!

P [—11 1;1]H = 11%]: [1—1i i]H = {1:1}

T Az adjungalt tulajdonsagai Legyenek A és B komplex matrixok,
¢ komplex szam. Ekkor

1. (AHH = A
2. (A+B)H =A" B,
3. (cA)" = cAH

4. (AB)M = BHA".
m Az adjungalt a ,valos transzponalt” kiterjesztése. 2



Skalaris szorzas definicioja

D Komplex vektorok skalaris szorzata A C"-beli z = (1,22, . . -, Zp)
ésw = (W, Wy, ..., W,) vektorok skalaris szorzatan a
Z-W:=Z1Wq + oW + - - - + Zow, = z'w komplex skalart értjik.

P (1,i) és (i,i) szorzatai:

ol
1 1

|-I-
|-
|-

(1) (1) = 7]

,1) - G 1) = ] [

T
—

(1,1) - (i, ) = ?]

(,1)- (1,1 = ] r

T
—

H
=
— [k M= =
Il
—-
|
.

N
l
Y
_|_

-
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A komplex skalaris szorzas tulajdonsagai

T Legyenu,v,w € C", és legyen c € C. Ekkor

1. u-v=v-u

2 u-(V+w)=u-v+u-w,

3. (cu)-v==c(u-v)esu-(cv) =c(u-v),

4 u-u>0hau#0ésu-u=0hau=0.
m Kiterjesztése a valos skalaris szorzatnak!

m A harmadik tulajdonsagban felsoroltak barmelyike kovetkezik
a masikbol az elso alapjan.

m Komplex vektor onmagaval vett skalaris szorzata valos!

24



Komplex euklideszi tér

D L' V¢ egy vektorter, és (.,.) : V x V — C olyan fuggvény, melyre
barmely u,v,w € V vektorok és c € C skalar esetén

C1 (u,v) = (v, u) konjugalt szimmetria

2 (u,cv) = c(u,v) homogenitas a 2. valtozoban
(3 (u,v+w) = (u,v) + (u,w) additivitas

Ch (u,u) >0, hau#0  pozitiv definitség

E (.,.) fuggvényt a V-n ertelmezett komplex skalaris
szorzasnak, a skalaris szorzassal ellatott V vektorteret komplex
euklideszi téernek, vagy C folotti euklideszi ternek nevezzuk.

25



Komplex euklideszi tér

m Az elso valtozoban a szorzas nem homogeén, hisz

(cu,v) = (v,cu) = c(v,u) = c(v,u) = C(u,v).

A komplex skalaris szorzas az elsé valtozoban nem linearis,
hanem Un. konjugalt linearis. Maga a komplex skalaris szorzas
igy nem bilinearis (hanem (n. szeszkvilinearis, vagy
masféllinearis).

m A komplex skalaris szorzas definicioja a valos skalaris
altalanositasa, annak nem mond ellent.

26



Tavolsag és a meroleges vetités komplex terekben

D Komplex vektorok hossza, tavolsaga, merdlegessége: Legyen V

tetszoleges valos vagy komplex vektortér. Az u € V vektor

hossza, abszolut ertéke vagy normaja |Ju]| = |u] = v/(u, u)

(V = C" esetén /u - u), két vektor tavolsaga megegyezik

kalonbséglk hosszaval, azaz u,v € V eseten d(u,v) = ||lu — v||.

Két vektort merdlegesnek tekintlink, ha skalaris szorzatuk 0.

Két vektor szoge nem definialhato a szokasos modon.

Az x € V vektornak az e € V egységvektor egyenesére eso

merdleges vetilete: e (e,x) (C"-ben e(e - x) = (ee)x), x ra

merdleges Osszetevdje: x — e (e, x) (C"-ben (I — eeM)x).

(e {e,x),x— e (e,x)) = |{e,x)2 — |(e,x)[> = 0.

A Az e normalvektord hipersikra valo meroleges vetités matrixa
| — eeM, a merdleges tiikrozés matrixa | — 2ee™, ahol e e C"
egységvektor. 27
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CBS- vagy CS-egyenlotlenség

T

Cauchy-Bunyakovszkij-Schwartz-egyenlétlenség

Legyen V egy valos vagy komplex euklideszi tér. Tetszéleges
X,y € V vektorra

|06 Y < (X[l -

Egyenloség pontosan akkor all fenn, ha x és y linearisan
0sszefliggdk, azaz ha egyik vektor a masik skalarszorosa.

28



B" Ha x = 0, akkor a tétel allitasanak mindkét része nyilvan igaz,
hisz egyenldség all fenn, és a két vektor linearisan 0sszefliggo.

- Hax # 0, akkor legyen e = ﬁ

- Az y vektor e-re meroleges 0sszetevoje: y — e (e,y) . E vektor

hosszanak négyzete nagyobb vagy egyenlé 0-nal:

0<|ly—el(ey]
=(y—e(ey),y—e(ey))
(e,

S y,y) — (y.efe,y)) — (e (ey),y) + (e (e,y), e (e,y))
2y — (e,y) (v.e) — (&,y) (e, y) + (&, y) (e,y) (e, &)
= Hy” - <e7y> <e7y> - <e7y> <e7y> + <e7y> <e7y>

= |lyl”* - I{e,y)?

o 1P

= IyIP = S

Ebbol atrendezéssel |(x,y)| < |Ix]| |ly]| v/

- Egyenoség akkor all fenn, hay — e (e,y) =0 ~ x ésy lin.o.f 2
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