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1. feladat (10 pont)

a) lim
n→∞

3n + 22n+1

6n−1 + 5
= ?

b) Konvergens-e az alábbi sor?
∞∑

n=1

3n + 22n+1

6n−1 + 5

Megoldás:

a) an =
3n + 2 · 4n

1

6
· 6n + 5

=

(
1

2

)n

+ 2 ·
(

2

3

)n

1

6
+ 5 ·

(
1

6

)n −→ 0 + 0
1

6
+ 0

= 0

b) an <
4n + 2 · 4n

1

6
· 6n

= 18

(
2

3

)n

18
∞∑

n=1

(
2

3

)n

konvergens geometriai sor

(
q =

2

3

)
=⇒

∞∑
n=1

an konvergens.

2. feladat (24 pont)

f(x) =





arctg
1

2x− 1
, ha x ≤ 0

sin (πx)

x
, ha x > 0

a) A jobb és baloldali határértékek kiszámı́tásával döntsön, hogy hol és milyen szakadása

van a függvénynek!

lim
x→±∞

f(x) = ?

b) Létezik-e f ′(0) ?

Írja fel f ′(x) -et, ahol az létezik!

c) Indokolja meg, hogy a (−∞, 0] intervallumon létezik f−1 !

Írja fel az inverzfüggvényt, adja meg az értelmezési tartományát és az értékkészletét!

Megoldás:

a) lim
x→−0

f(x) = lim
x→−0

arctg
1

2x− 1
= arctg (−1) = −π

4

lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

sin (πx)

x
= lim

x→+0

sin (πx)

π x
π = π 6= f(−0)



=⇒ véges ugrása van f -nek x = 0 -ban (elsőfajú szakadás).

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

arctg
1

2x− 1
= arctg 0 = 0

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

sin (πx)︸ ︷︷ ︸
korlátos

1

x︸︷︷︸
↓
0

= 0

b)

f nem folytonos x = 0 -ban =⇒ f ′(0) @

f ′(x) =





1

1 +

(
1

2x− 1

)2

−1

(2x− 1)2 2 , ha x < 0

π x cos (πx)− sin (πx)

x2
, ha x > 0

c) f ′(x) < 0, ha x ∈ (−∞, 0] =⇒ f szigorúan monoton csökken itt =⇒ ∃f−1

Df = (−∞, 0] , Rf = [−π

4
, 0)

y = arctg
1

2x− 1
−→ tg y =

1

2x− 1
−→ x =

1

2

(
1

tg y
+ 1

)

Tehát f−1(x) =
1

2

(
1

tg x
+ 1

)
, Df−1 = Rf = [−π

4
, 0), Rf−1 = Df = (−∞, 0]

3. feladat (10 pont)

Paraméteres megadású görbe feĺırhatósága y = f(x) alakban, f ′(x) meghatározása.

Írja fel és bizonýıtsa be a témával kapcsolatban tanult tételeket!

Megoldás:

L. Segédlet!

4. feladat (8 pont)

A kétszer differenciálható y(x) függvény kieléǵıti az

x y3 + 2 y4 − 1 = 0

implicit függvénykapcsolatot és y(−1) = 1 .

Van-e lokális szélsőértéke illetve inflexiós pontja a függvénynek az x = −1 pontban?

Megoldás:

Mindkét oldalt x szerint deriválva:

y3 + x 3 y2 y′ + 8 y3 y′ = 0



Behelyetteśıtve: x = −1, y = 1 :

y′(−1) = −1

5
6= 0 =⇒ nincs lokális szélsőérték itt

Újra deriválva:

3 y2 y′ + 3 y2 y′ + x 6y y′ y′ + x 3y2 y′′ + 24y2 y′ y′ + 8y3 y′′ = 0

Behellyetteśıtve: x = −1, y = 1, y′ = −1

5
:

y′′(−1) =
8

125
6= 0 =⇒ nincs inflexiós pont itt

(A szükséges feltételek nem teljesültek.)

5. feladat (12 pont)*

a)

∫
(x− 3) e2x dx = ? b)

∫
(x− 3) ex2−6x dx = ?

Megoldás:

a) Parciális integrálás:∫
(x− 3)

u = x− 3

u′ = 1

e2x

v′ = e2x

v =
1
2

e2x

dx =
1

2
(x− 3) e2x − 1

2

∫
e2x dx =

1

2
(x− 3) e2x − 1

4
e2x + C

b) f ′ ef alakú:

1

2

∫
(2x− 6) ex2−6x dx =

1

2
ex2−6x + C

6. feladat (8 pont)*

a)

∫
1

5x2 + 10
dx = ? b)

∫
2x

5x2 + 10
dx = ?

Megoldás:

a)

∫
1

5x2 + 10
dx =

1

10

∫
1

1 + (
x√
2
)2

dx =
1

10

arctg
x√
2

1√
2

+ C



b)
f ′

f
alakú:

∫
2x

5x2 + 10
dx =

2

10

∫
10x

5x2 + 10
dx =

1

5
ln (5x2 + 10) + C

7. feladat (13 pont)*∫
ex

e2x + 5 ex + 6
dx = ? (ex = t helyetteśıtéssel dolgozzon!)

Megoldás:

ex := t −→ x = ln t −→ dx =
1

t
dt

I −→
∫

t

t2 + 5t + 6
· 1

t
dt =

∫ (
1

t + 2
− 1

t + 3

)
dt = ln |t + 2| − ln |t + 3|+ C

Ugyanis
1

(t + 2)(t + 3)
=

A

t + 2
+

B

t + 3

1 = A(t + 3) + B(t + 2) −→ t = −3 : B = −1 , t = −2 : A = 1

Ennek megfelelően a megoldás:

I = ln (ex + 2)− ln (ex + 3) + C

8. feladat (15 pont)

a) Milyen α -ra konvergens az
1∫

0

1

xα
dx

integrál? Álĺıtását bizonýıtsa be!

b) * (5 pontos) Konvergens-e az alábbi integrál?
1∫

0

cos2 (x3)
3
√

x2 (x + 1)2
dx

Megoldás:

a) L. Segédlet!

b) 0 <

1∫

0

cos2 (x3)
3
√

x2 (x + 1)2
dx <

1∫

0

1
3
√

x2 · 1 dx =

1∫

0

1

x
2
3

dx

Mivel α =
2

3
< 1 , a majoráló integrál konvergens, tehát a vizsgált integrál is konvergens.



Pótfeladat (csak az elégséges vizsgához jav́ıtjuk ki):

9. feladat (10 pont)

a) lim
x→0

arsh 5x2

arcsin 3x2
= ?

b) lim
x→∞

2 ex − e4x + 3

5 e4x + 3 e3x + 7
= ?

Megoldás:

a)
0

0
alakú és a L’Hospital szabály alkalmazható:

lim
x→0

arsh 5x2

arcsin 3x2
= lim

x→0

1√
1 + 25x4

10x

1√
1− 9x4

6x
=

10

6
=

5

3

b) Most a L’Hospital szabály alkalmazása nem vezet eredményre.

lim
x→∞

2 ex − e4x + 3

5 e4x + 3 e3x + 7
=

2 e−3x − 1 + 3e−4x

5 + 3 e−x + 7 e−4x
=
−1

5

A *-gal jelölt feladatokból legalább 15 pontot el kell érni!


