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A. Folytonos idejli (FI) rendszerek

Ismétlés (JR1):

Lineadris, invarians, gerjesztés-valasz stabilis rendszer:

Ha a vizsgalt rendszeriinkre ezek igazak, akkor az u(t)
gerjesztés és a ra adott y(t) valasz csak amplitidéban
és kezdd fazisban tér el egymastdl, korfrekvenciaban
nem, vagyis:

u(t) = Ucos (wt + @)
y(t) = Ycos (wt + p)
megj.1: a fellilvonas jeldli a csucsértéket.

megj.2: linedris: ha u (t) = y;(t) és u,(t) - y,(¢t),
akkor ¢yuy (t) + cou, (8) = 14 (8) + 2y, (t)
invarians: ha u(t) — y(t), akkoru(t +T) » y(t + T)
megj.2: ezt talan ugy konnyd elképzelni, hogy ha én

pofan vagog valakit egyszer, akkor rohadtul vissza fog
Utni, de j6 fej, ezért 6 is csak egyszer teszi ezt meg.
Viszont mas erével fog Utni, és a karjat is mas sz6gbdl
fogja inditani, viszont az Utés sebessége valtozatlan
marad.



Komplex leirdsa a figgvénynek:

ElGszor is le tudom irni komplex fazorral, de ez csak a
csucsértéket és a kezdéfazist fogja tartalmazni:

|u(t) o U=1Ue?

Ha a komplett idéfiggvényt akarom leirni, akkor

komplex idéfliggvénnyel tehetem meg, ami mar az
id6fliggést és korfrekvenciat is tartalmazza:

|u(t) = Re{ﬁej"’ef“’t}|

megj.1: a kapcsos zarojelben 1évé kifejezés a komplex

id6fuggvény.

megj.2: vegyik észre, hogy az els6 Gsszefliggésben
csak nyil van, nem egyenl6ség, vagyis az csak
megfeleltetés, hogy az id6fliggvénybdl leirhatd a fazor,
de az maximalisan nem definidlja a fuggvényiinket,
még ismerniink kell kiilén a korfrekvenciat.

megj.3: a masodik dsszefliggésnél a valds rész az euler
relacidébdl kovetkezik, miszerint:

e/* = cos(x) + jsin(x)

amibdl egybdl latszik, hogy az eredeti figgvénylinket a
valds rész irja le.



Atviteli karakterisztika:

ElGszor definidljuk az atviteli tényez6t. Az atviteli
tényez6 a valasz és gerjesztés komplex fazorjanak
hanyadosa. Az atviteli karakterisztika ezt az
egyltthatot adja meg a korfrekvencia fliggvényében:

F_ 7 .\ Y(jw)
H = 7™ H(jw) = U@
megj.: Visszatérve a pofonos példara, az Aatviteli

karakterisztika megadja, hogy egy adott ember ha egy
adott er@sségl pofont kap, mekkorat Gt vissza. Akinek
idegesit6 a pofonos analdgia, annak el6re is bocsanat,
gyakran fogok vele élni.



I. Periddikus allanddsult allapot

A lényege ennek a tamakdrnek, hogy olyan specialis
rendszerekkel foglalkozunk, amelyekre periddikus
gerjesztést adva, kelléen hosszu (néhany
id6allanddnyi) edd utan periddikus valaszt kapunk.
Alapvet6en két féle rendszert kilonboztetiink meg.
Tisztan szinuszos gerjesztésre tisztan szinuszos valaszt
add és altalanos periodikus gerjesztésre valami
ismeretlen alaku periddikus valaszt adé rendszert.
Periddikus jel definidlasa:

Egy jel periddikus, ha eleget tesz az aldbbi kitételnek:
[u@® = u(t+kT),k=0,+1,+2, ...

vagyis T periddusonként ugyanaz ismétlGdik.

Kapcsolédd mennyiségek:

. . 2
Alapkorfrekvencia: |w = ?n

megj.1: az alapkorfrekvencia, az alapharmadnikus
korfrekvencia, a p-dik felharmdnikus korfrekvencidja
felirhatdé pw alakban (felharmdnikusokat lasd Fourier-
sorfejtésnél).

megj.2: a korfrekvenciat legkdonyebben ugy lehet
elképzelni (ne aggddj, nem fogok poérgdé pofonnal



analdgiat vonni), hogy ugyebar a szinuszos jel a
komplex fazor egyik komplex tengelyre valé
vetlletébdl all el6 (rajzold le és latni fogod). A
korfrekvencia pedig az a korfrekvencia, amilyen
gyorsan ez a fazor forog.

Allandé 6sszetevd (Uyp): ez gyakorlatilag a jel offsetje.

Ha van ilyen allandé 6sszetevénk, akkor a jel alak nem
valtozik ahhoz képest, mintha nem lenne, csak
eltolodik fliggblegesen U, értékkel. U, adja a p-dik
felharmdnikus amplitudéjat.

1. Fourier-sorfejtés:

a.) Alapgondolat: Ennél a borzalomndl az alapgondolat

a kovetkez6. Egy periddikus jel felirhatd szinuszos jelek
szuperpozicidjaként (6sszegeként). Ennek az az el6nye,
hogy barmilyen periddikus folyamat vizsgalata
visszavezethetd szinuszos folyamatok vizsgdlatara, ami
joval  egyszerlibb és kézzel foghatdbb. Ez
matematikailag a kovetkez6képp naz ki:

|u(t) = Up + Xp-1 (U} cos(pwyt) + Up sin (pa)ot))|

Ez az N-ed redn(i Fourier-polinom, ahol U} és U} a
Fourier-egyltthatok. N tetsz6legesen nagy egész szam,
amibdl kovetkezik, hogy végtelen sok jel 6sszegébdl all
el6 a tényleges jelink. N itt egy elegend6en nagy



érték, amit mi hatarozunk meg, fliggben attél, hogy
mennyire pontos kozelitést kivanunk elérni.
b.) Egyiitthaték megvalasztasa:

A célunk, hogy az uy(t) kozelitett fliggvény hibdja az
eredeti jelhez képest minimalis legyen. Ez
matematikailag azt jelenti, hogy a 2N+1 egyltthatoét
(allandé Osszetevd plusz N szinuszos és N koszinuszos
tag) akkor tekintiink optimalisnak, ha a

En = = [} [u(®) — uy(t)]2dt

négyzetes kdzéphiba minimalis. Ennek a kritériumnak
az az egyik el6nye, hogy az egyitthatdkra formula
adhatd, a masik pedig, hogy az egyltthatéok nem
figgnek N-tSl. Ami annyit jelent, hogy ha kitaldlom,
hogy nekem 3-ad rendd F-polinom nem elég, hanem
kell nekem még egy, akkor nem kell az 0Gsszes
egyltthatdt Gjra kiszdmolnom, hanem a mar meglévék
felhasznalhatdk. Ez a magyzetes hiba tehat minimalis,
ha:

Uo = [ u(t)dt

U = ;fOTu(t) cos(pw,t) dt, U = %fOT sin(pw,t) dt
k=1,2,..




Ennek egy rakds jo tulajdonsagai vannak. Bérmely
intervallumra szamithatok az integralok, ami jol jon, ha
valamilyen szimmetria van a jelben. Minél nagyobb N
szamot vdlasztunk, a négyzetes kozéphiba annal
jobban csokken, vagyis E,, = 0, ha N = oo. Viszont, ha
u(t) nem folytonos, akkor a szakadasi helyek
kornyezetében a hiba nem csékkenthetd egy bizonyos
korlat ald, ami hatrany, viszont a gyakorlatban
kihasznalhatdé. Ugyanis nem fogok id6t és energiat
forditani arra, hogy 15-6d rend6 polinomot felirjak, ha
5 utdn mar a hibam alig csokken. Végilis mérnokok
leszlink, a mérnok meg egyszerd(sit.

c.) Fourier-sor alakjai: (N — o)

Valds alak (mar volt, de leirom még egyszer):

|u(t) = Up + X1 (U} cos(pwyt) + Uy sin (pwot))|
Komplex alak:

ut) =32 o U;):ejwopt
Ug = [ u(t)eiwort dt
k=012,..; US, = (Up)"

Mérnoki valds alak:
u(t) = Uy + Xp=1 Uycos (pwot + @)

U = \J(UDH? + (UB)? = 2|U5|, ¢, = arg (Uy)




2. Periddikus jelek jellemzéi:

a.) Egyszerii kozépérték:

T
Uy = %fo u(t)dt

b.) Abszolut k6zépérték:
1 (T

c.) Négyzetes kozépérték (effektiv érték):

T
Ups = /%fo u2(t)dt

megj.. definicié szerint a feszlltség/aram effektiv

értéke az az egyen fesziltség/aram, amelyet egy
ellendlldsra raadva ugyanaz a hatdsos teljesitmény
disszipalddik, mint az eredeti jel esetén.

d.) Alaktényez6k:

U
Forma™: [k, = —
Ua
. U
Csucs™: |k, = -2
YUess

e.) Jellemzk Fourier-sorbdl (mérnoki alakbél):

Egyszer(i k6zépérték: U,

Effektiv érték: (U, = U2 +235., U2




k= JEp=2Up

Torzitasi tényezd:
Uers

Gibbs-jelenség:

Mint mar korabban emlitettem, ha a jelnek szakadasa
van, akkor a négyzetes kozéphibank egy bizonyos
értéknél nem lehet kisebb. Erre ad példat a Gibbs-
jelenség, ami akkor kévetkezik be, ha egy véges ugras
van a jelben. llyenkor a fellépé tullovés nem lehet
kisebb, mint maganak az ugrdsnak a 9%-a,
barmennyire is kozelitjilk meg a jelet F-soraval.

3. Rendszer-anailizis Fourier-sorral:

Itt az id6 egy kis pofonos magyarazatra. Hianyzott, mi?
Szoval ezt az egész Fourier-soros felbontast ugy lehet
elképzelni, hogy verekszik két ember. Az egyik adja a
gerjesztést, a masik petig reagal az Utésekre
valamilyen valasszal. A probléma az, hogy mindkét
embernek végtelen végtagja van, amivel verekszik, és
fogalmunk sincs, hogy éppen melyik végtaggal mit
csinal. A célunk az, hogy vesszik a gerjeszt6é
emberiinknek N darab végtagjat és arrdl el tudjuk
mondani, hogy milyen gyorsan (it, mekkorat és az elsé
Utést honnan inditotta. Es mivel tudjuk az atviteli
karakterisztikat, igy testrészenként meg tudjuk



mondani, hogy a visszalit6 emberiink egy adott
testrészt8l elszenvedett Utés utdn ugyanazzal a
testrésszel hogy Ut vissza. Na ezutan az algoritmusunk
matematikailag:

1. Atviteli karakterisztika kiértékelése a meghatdrozott

F-sorunk minden korfrekvencidjara:
|H(jw)w=0,w0,2w0,...,Nw0 |

2. A valasz komplex fazorjainak meghatdrozasa:
|7, =T, - HOpw)|

3. Id6fuiggvény felirdsa (szuperpozicid linearitds miatt):
[y(®) = Yo + Zp-1 Yycos (pwot + @)
2. Kétpdlus teljesitmények kiszamitasa:

Miel6tt definialnank matematkilag a teljesitményt,
definidljuk a fesziiltség és aram id6figgvényét a
kovetkezbképp:

u(t) =Up + Xp-1 Up cos(pwot + p,,)
() =Il+X5-11p cos(pwt + Pp — (pp)

ahol @, az u(t) és i(t) kozotti faziskildnbség




a.) Pillanatnyi teljesitmény:

p(t) = u@®)i(t)

Fourier-soros alakra valo atiras:

p(t) = Uyly + U, Z;":l Iy cos(pwot +pp — (pp) +
I Xp=1Up cos(pwot + pp) +
Yp=12p=1Up Iy cos(pa)ot + pp)cos(pwot +pp — gop)

b.) Hatasos teljesitmény:

A fenti kifejezés elég undoritd, de halistennek ritkan
van szikségink a teljesitmény id&flggvényére.
Sokszor elég tudnunk a hatdsos teljesitményt, ami a
teljesitmény egy periddusara vett id6 beli atlaga.

1T
P =], p(t)dt

Fourier-soros alakra vald atiras:

1 T
;fo Uolodt = Uolo

%fOT cos (pwot + 8)dt = 0,8 tetszleges

1T 0,p#q
Ffo cos (pwot + 8,)cos (pwot + §,)dt = 11 p=g
2’

o 1 T
Lo Uplp - cos(pwot + py) -
1
: cos(pwgt +pp — (pp) dt = > Uply cos(<pp)
1y
P =Uyl, + Zzpzl UplLycos (¢,)




Na csak hogy értsik mi tortént itt az el6bb. Ugye
integralni  lehet  tagonként  szépen.  El8szor
bebizonyitottuk, hogy a hatdsos teljesitmény
egyendsszetevije megegyezik a pillanatnyi
teljesitmény  egyenGsszetevGjével. Ez  egyszerd
integralds. Utana vettik a pillanatnyi teljesitmény
koszinuszos Osszetevéit, ami mivel ugyanannyit tolt a
pozitiv tartomanyban, mint negativban, igy az altala
lefedett tertlet nulla, tehat azok nem szamitanak a
végsé formuldban. Utana kiintegrdltuk, a koszinus
négyzetes tagot, ami adta a fent lévé formulat. A ketté
Osszege pedig kiadta a végs6 hatasos teljesitményt.
Ennél tobbet szerintem nem kell tudni errél a
levezetésrdl. Kbnyvben még ennyi sincs.



Il. Analizis a frekvenciatartomanyban

Az alapgondolat az, hogy igaz a haldzati egyenletek
felirdsat id6tartomanyban érdemes elvégezni, sok
esetben (szamitastechnikaban, méréstechnikaban)
érdemesebb az id&fliggvényhez rendelt masik
fliggvénnyel leirni a vdaltozokat és ugy felirni az
egyenleteket. Erre ad megoldast a
frekvenciatartomanybeli leirdsa a jeleknek, ami sokkal
konnyebbé tesz bizonyos rendszerek (pl. sz(irék)
leirasat. Az itt elvégzett szamitasok utan igaz kénnyen
vissza tudjuk alakitani a fliggvénylinket idétartomany
beli fliggvénnyé, de sok esetben az informacidkat is
konnyen megszerezhetjik a frekvenciatartomany beli
fliggvénybdl. Ennek a modszernek nagy elénye, hogy
az id6tartomany beli differencidl egyenletekbdl
algebrai egyenletek lesznek, amit jével egyszeriibb
megoldani. Gyakorlatilag a Fourier-sorfejtésnél is ezt
csinaltuk, hiszen a jellinket szét szedtik adott
frekvenciaju szinuszos jelekké. Itt ennek a mddszernek
az altaldnositdsa fog megtorténni, és az egész jelet a
frekvencia fliggvényében irjuk le.



1. Fourier-transzformacid:

a.) Algebrai definicié:

Legyen a periddikus jel Fourier sora a kovetkezé:
x(t) = Yoo X - €Kt
X5 =242 x(ye o

-1/,
A Fourier-sorfejtésnek az a problémaja, hogy nem
periddikus jelnél nem miuikédik. Ekkor — az x(t)
aperiddikus jelhez olyan x(t,T) periddikus jelet
rendellnk, ahol [-T/2,T/2] intervallumon a megegyezik
az x(t) jellel, vagyis a jelbdl levagunk egy darabot és azt
ismételjik. Viszont a T periédus id6t a végtelenhez
tartatva megkapjuk az eredeti jelet. Ezutdn a
TX; = X(jw,) megfeleltetés és T végtelenbe
tartatdsa utdn megkapjuk az Uj Fourier-egyttthatot.
X(w) = [ x (e ext
Ennek segitségével mar elGallithatd az eredeti jel
Fourier-sora.

x(t,T) = X% X (jwk)el okt

Ami T novekedésével kovetkezé integralba megy at,
aminek annal kisebb a hibaja, minél nagyobb T.

x(t) = if_oowX(jw)ef‘“tdw

Ez a jel inverz Fourier-transzformaltja.



Tehat  Osszegezve a Fourier-trannszformacio:
X(w) = [~ x(@®eI@tdt
x(t) = if_mmX(jw)ej“’tdw

megj.1: az els6 Osszefliggéssel a jel spektruma, csak
akkor szamithatd, ha a jel abszélut vagy négyzetesen
integralhatd.

megj.2: Ha az els6 Osszefliiggéssel szamitott
spektrumot visszahelyettesitjiuk a masodik
Osszefliggésbe, akkor kapunk egy x'(t) jelet, ami
megegyezik x(t)-vel, ha a jel folytonos. Ha x(t)
szakadasos, akkor a bal és jobb oldali hatarérték
szamtani kozepét adja ki. Ennek egyik szemléletes
mellékhatasa, hogy ha egy négyszog jelet fejtlink
Fourier-sorba és valamilyen programmal kirajzoltatjuk,
akkor barhany rendd sorbafejtését is végezzik el a
jelnek, az ugrdsnal a kozelitd jeliink a felénél fogja az
az eredeti jel fel- és lefutd élét metszeni. Nézzétek
meg a www.falstad.com honlapon.

Jeldlés: ‘T{x(t)} =X(w), FH{X(w)} = x(t)|




b.) A Fourier-transzformacio tételei:

a) Linearis:

|?{C1x1(t) + ()} = en X1 () + szz(fw)l
£) Ha x(t) valds:

X (—jw) = X" (jw)|
kévetkezményei:

[ X(Gw)l paros fv.
arg(X(jw)) paratlan fv

y1) Ha x(t) val6s, péros:

X(jw) = 2Re{f0oo x(t)e /@tdt}
¥2) Ha x(t) valds, paratlan:
X(jw) = 2j - Im{fooox(t)e‘j“’tdt}
0) Eltoldsi tétel:

|T{x(t -T}= X(]'w)e‘j“’T‘

Levezetés:

fjooo x(t —T)e J@tqt = fjooo x(uw)e /o@Dy =

e JoT f_oooox(u)e‘j“’“du = e 1T X(jw)




€) Modulaciés tétel (Eltoldsi tétel dudlisa):

Ha egy x(t) jellel beszorzunk egy w, kérfrekvencidju
szinuszos jelet, akkor az igy el6allé x(t)e/“okomplex
amplitudé-modulalt jel spektruma a jel spektrumabdl
frekvenciatartomanybeli eltolassal adadik.
[Flx(®)e/) = X(j(w — )|

Ebbdl Euler-relacioval kovetkezik az alabbi:

FLx(t)cos (wot)} = x(j(w+wo)):x(j(w—wo))

T{X(t)sin ((Uot)} — X(j(w+w0))—'X(j(w—wo))

2]
Skalazasi tétel:
1 LW
Fi{x(mt)} = MX (] ;),m >0

m>1: x(t) keskenyedik, X (jw) szélesedik.

m<1: x(t) szélesedik, X (jw) keskenyedik.
Derivalt-tétel:

[F'(0) = jo - X(w)]

Levezetés:

2 %' e etdt = [x(£)e "], —

%, x(De i@t (—jw)dt = x(c0)e IO —

x(—0)e/*® + jw fjooo x(t)e tdt = jo - X(jw)




9) Konvolucié-tétel:
A konvolucié definico szerint:

h(t) xu(t) = [ h(t — Du(r)dr
Ha mindkét jel abszolut integralhatd, akkor igaz, hogy:
[F{h(®) * u(t)} = Hjw)U(jw)|

c.) Elemi jelek spektruma:

a) Négyszégimpulzus:

_ (T —iot _ eJoT _g-jwT sin (wT)
Flor(®)} = [, le7/®tdt = =T
T — 0 esetén megkapjuk a Dirac-impulzust

B) Dirac-impulzus:
A Dirac-impulzusban minden frekvenciakomponens

ugyanazzal a sullyal vesz részt:

FEWY = [ s@®e*tdt [° 8(t)1dt =1
y) Korlatos jel:

F(1} = [7 le7/otdt = 2n8(w)
0) El6jel flggvény spektruma:

Fisign(t)} = jiw

£) Egységugras:

{s(t) 7(1“““”“))} na(m)+jiw




&1) Belépb exponencidlis jel:
Mivel belépé jel, lehet 0-tél integralni.

(a+1m)t
—aty — (® ,-at e Jotdr = e Tl =
Fle(De ™} = [e dt = |
- __t
—(a+jw)-_ a+jw

&2) Mindkét iranyba lecsengd exponencidlis jel:

llyenkor szét lehet szedni az integralt minusz
végtelentdl 0-ig és 0-t6l minusz végtelenig vald

intergalasra, és ilyenkor [t| helyére t és -t keril.
Innentél viszont tudjuk, e** a minusz végtelenben és

e~ % a végtelenben is 0.

1

Fle) = J°,

e®eTiotdt + [" e~ eTotdt =

2a

atjw

B (a+jw)?

a—jw

u) Szinuszos jelek:

ejw0t+e—jwot}

F{cos(wot)} = T{ .

3 (Fle/ot + Fleoo}) =
n((?(w —wy) +8(w — wo))

—jm(8(w — wy) + 8(w — wy))]

|T{sin(w0t)} ==




2. A spektralis leirds alkalmazasa:

a.) A rendszer valaszanak szamitasa:

Még mindig linearis, invarians, GV-stabilis
rendszerekrdl beszélink. Ebben az esetben a Fourier-
transzformacié jol hazsndlhatd a vdlasz szamitasara,
hiszen, mint kordbban mondtuk, a differencial
egyenletekbdl algebrai egyenletek alnak el§. Tehat
gyakorlatilag, most levezetjik a konvollcio tételt.
El6zetes elmondom, hogy milyen matematikai triikkel
fogunk operalni. Ugyebdr az integral olyasmi mint az
Osszegzés. Fogjuk egy mondjuk x(t) fuggvény nagyon
kicsi dx darabkdit és azt ’Osszegezziik’ egy adott
intervallumon. Ezt hasznaljuk ki most is, mert ha az
integrdl jelet elhadjuk, vagyis nem 0Osszegziink, akkor
megkapjuk a kis dx darabkdinkat. Na és most maga a
levezetés.
El6szor is elBallitjuk a gerjesztést a spektrum
segitségével:

1 e} . i
u(t) = ;f_m U(jw)e/“ dw
Ezt dgy is értelmezhetjik, hogy a gerjesztésiink
kiilonb6z6  frekvencidju  szinuszos komponensek
szuperpizicidja:
du(t) = Me"‘”



ahol a [w,w + dw] nagyon kicsi intervallumba esé

komplex amplituddja a jelnek Yiwde

. Mivel tudjuk,
hogy a szinuszos gerjesztére adott valasz kifejezhet6 a
az atviteli karakterisztika w korfrekvencian felvett
értékének ismeretében:

dy(t) =

H(jo) —"”;*jjd‘“ elot

Y(ja))da) 'w

=H(w)du(t) =

Ebbdl jél latszik, hogy a valasz spektruma kifejezhetd
az atviteli karakterisztika és a gerjesztés spektrumanak
ismeretében:

|Y(ja)) = H(ja))U(ja))l

Az atviteli karakterisztikat a kovetkez6 képp tudjuk

definidlni:
|H(jw) = K(w)e/?@|
Ahol K (w) az amplitudé-spektrum, ¢ (w) pedig a fazis-

spektrum. Ennek segitségével a vdlasz:
Y ()l = K(w)|U(w)l
arg(Y (jw)) = ¢p(w) +arg (U(jw))

Most gyakorlatilag annyit csinaltunk, hogy az atviteli

karakterisztikdt szét szedtik komplex amplitiudd
hosszanak és fazisanak frekvencia fliggvényére, és



ezzel jellemeztik kilon a valasz amplutadojat és
fazisat. Ugyebar az argumentum fliggvény a komplex
szam szogét adja meg.

b.) Sdvszélességek:

a) A jel sdvszélessége:

Egy jel savszélessége azt a frekvencia intervallumot
adja meg, amelyen kivil a jel amplituddspektruma
elhanyagolhatd. Két féle értelmezése van:
Amplitudé-spektrumon alapuld értelmezés:

Egy x(t) jel sdvszélessége az a (w4, w,) frekvenciasdv,
amleyen kivdl a jel |X (jw)| aplitudé-spektruma kisebb
maximumanak egy megadott részénél:

|X(jw)| >0- |X(jw)|max
0fw<w, w<w<xo0<o<1

megj.. gyakran szoktdk a Aw = w, — w; mennyiséget
a jel sdvszélességének nevezni.
B) A rendszer sdvszélessége:

Az atviteli karakterisztika (wg,, wp) atereszt-savja,
illetve (w.,wy) zaré-sdvja az a korfrekvencia-
intervallum, amelyben K(w) amplituddkarakterisztika
artdke nem  kisebb, illetve nem nagyobb
maximumanak egy-egy elGirt tort részénél.



Atereszt8-sav:
1
Vez+l

Zaro-sav:

K(w)max < K((/)) < K(w)max! Wq Sw< Wp

1

Vez+1

0 < K(w) < nK(@)max, W < ® < wp; N =

¥) Tolerancia sémak:

sz

El6szor definidljuk a sz(iré fogalmat, ugyanis altalaban
sz(ir6 tolerancia sémajardl beszélink. Legtagabb

sz

megfogalmazasban a szlir6 olyan rendszer, melynek

e

viselkedése el@irt. Eszerint, te is amikor vizsgaidGszak
van, sz(ir6ként m(ikodsz. Viselkedésed elGirt, miszerint
Ulsz a valagodon és tanulsz, a kiils6 behatasokat meg
,mint példaul a tdrsadalom nyomadsat, hogy ‘nem j6 az
neked, ha atmész a vizsgan, gyere inkdbb sérozni’,
kiszlirod, vagy a felel&sség tudatot szlirdd ki, és addig
iszol, amig a memariad folytonosbdl diszkrétté nem
valik, j6 nagy mintavételezési periddusidével.

Mi viszont ennél sokkal sziikebb megfogalmazassal
fogunk élni. A sz(ir6 olyan linearis, invarians, GV-
stabilis rendszer, amelynek K(w) amplitudé-
karakterisztikdjara, valamilyen elGirds vonatkozik.
Magyarul a szlir6 viselkedését a frekvencia-

tartomanyban irjuk le.



A savszélességnél definidlt mennyiségeket alkalmazva
a sz(rd toleranciasémaja leirja, hogy mely frekvencia-
intervallumon van a zarés-savja, és melyiken az
atereszté-savja. Abrat a Fodor kényv 315. oldaldn
talaltok.

c.) Alakhii atvitel:
Ha egy u(t gerjesztést, alakhlen akarunk atvinni egy

linearis, invarians, kauzalis, stabilis rendszeren, akkor
az atvitel akkor idedlisan alakhd, ha:

lvo() = Cu(t—T);C>0,T >0

Csak, hogy ne vadoljon meg senki azzal, hogy nem

csinalok mast, mint lemasolom a kdnyvet és kiteszem a
netre, elmondom ez mit jelent. Egész egyszerlien
annyit, hogy ha rdadok egy gerjesztést a rendszerre,
akkor ugyanolyan alakd valaszt fogok kapni, csak
esetleg mas amplituddval és id6ben egy kicsit eltolva,
mivel valésagban nulla id6 alatt ritkdn megy at egy jel
egy rendszeren.

Erre id6tartomanyban van egy csinos kis kritérium,
miszerint a feladat idealis megoldasa egy olyan
rendszer, amelynek impulzusvalasza:

[ho(t) = C5(t — T)]




Ez igy els6 korben nem olyan meglepd, annyit
csindltunk, hogy u(t) helyére beirtuk a Dirac-impulzust.
Amit itt érdemes viszont megjegyezni, hogy ha egy
rendszer impulzusvdlasza alakh(, abbdl kovetkezik,
hogy barmilyen gerjesztésre alakhl valaszt kapunk.
Ennek az oka szerintem ott bujik meg, hogy az Dirac-
impulzus olyan jel, amelyben minden frekvenciaju
komponens szerepel, méghozza ugyanolyan sullyal.
Ezzel viszont csak az a probléma, hogy nehéz eldonteni
két rendszer kozul, hogy melyiknek hasonlit impulzusra
az impulzusvélasza leginkdbb. Ugyhogy megyiink
tovabb, hatha taldlunk jobb megoldast.

A fenti feltételbél kovetkezik a  frekvencia-
tartomanybeli idedlis megoldas:

|Ho(jw) = Ce*T;¢ > 0,T >0
Ebbdél latszik, hogy az alakh( atvitel kozelitéleg akkor

biztositott, ha az amplitudo-karakterisztika kozelitéleg
allandd, a fazis-karakterisztika pedig kozelitGleg
linearis.

Es itt értiink el a lényeghez. Ugyanis igaz, hogy ezt
biztositani a teljes frekvencia-tartomanyra elég
nehézkes, de nem is sziikséges. Ugyanis, ha az atviteli
karakterisztika az (wg, wp) intervallumon beldl



allandd, a fazis-karakterisztika pedig linedris(vagyis ez
a sdvszélessége), és a gerjeszt6 jelem spektruma
(w1, w,) intervallumon kivil elhanyagolhato, akkor az
atvitelem alakhi lesz abban az esetben, ha (wg, wp)
intervallum magaba foglalja a (w4, w;) intervallumot.
Es hogy miért nem kezdtem mindjart ezzel? Amit itt
latni kell az az, hogy igaz, tudjuk mi a feltétele
id6tartomanyban az alakhd atvitelnek, azt a feltétel
nagyon nehéz kezelni (pl. kimérni). Viszont frekvencia-
tartomdnyban egy konnyen ellenérizhetd feltételt
kaptunk.

3. A jel energiaja frekvencia-tartomdnyban:

a.) Parseval-tétel:

Egy jel abszolut értékének négyzete gyakran aranyos a
teljesitménnyel, id6 szerinti integralja pedig az
energidval. Tehat egy x(t) jel energidja abszolut
értékének négyzetének integraljat jelenti. Ha ez véges,
akkor kifejezhet6 a jel amplitudd-spektrumanak
ismeretében a Parseval-tétellel:

Ey = [T lx(®)2dt; Ey = — [ 1X(j0)I? do

Ahol |X(jw)|? a jel energia-spektruma. Ha a jel valds,
akkor ez a spektrum paros flggvény.Tovabba az



|X(jw)|?dw mennyiség ardnyos a jel (w,w + dw)
frekvenciasavba esé energiajaval.

Ebbdl annyit érdemes megjegyezni, hogy 6nmagaban
nem lehet beszélni egy jel energiajardl egy adott
frekvencian, csak egy frekvenciasavban. Tehat ha a jel
energia-spektrumat  veszem (integralom)  egy
intervallumra akkor megkapom a jel energiajat azon az
intervallumon.

b.) Energiaatviteli karakterisztika:

Az el6bbiekhez hasonldan a valasz energia-spektruma
kifejezhet6 a gerjesztés energi-spektrumanak és a
rendszer energiatviteli karakterisztikajanak
ismeretében:

1Y G)I? = |H(w) P|U(jw)|? = K2(w)|U (jw)|?]

4. Diszkrét Fourier-transzformacio:




I1l. Analizis a complex frekvencia-
tartomanyban

A Fourier-transzformaciéval az a probléma, hogy a
nem abszolut integralhato jelek,

nem stabilis haldzatok vagy rendszerek kezelése
nehézkes. Erre vezették be a Laplace-transzformaciot,
amivel ezen nehézségek nagy része athidalhatd. Itt a
kitétel csak az, hogy kauzilis legyen a rendszer. Az
hogy egy rendszer kauzalis csak annyit jelent, hogy ha
adok valakinek egy pofont, akkor annak a pofon utan
kezdel sajogni az arca nem pedig elGtte, vagyis a
rendszer nem jdsol. Tudni kell viszont, hogy ez csak
egy fogalom. Akauzdlis rendszer fizikailag nem
megvaldsithatd, ezt csak arra vezették be, hogy ha
Sanyi bejon reggel az irodaba, hogy 'Gyerekek, megvan
a megoldas! Olcsé és a hatdsfoka is majdnem 100%’,
akkor tudjuk neki mondani, hogy ’Sanyikdm, ez a
rendszer akauzalis. Na (ljél le gondolkozni még egy
kicsit.’



1. A Laplace-transzformacid:

A Laplce-transzformacid definicio szerint a kdvetkez8:

X(s) = f_ozx(t)e‘“dt

A -0 egyrészt azt jelenti, hogy minden jelet belépGként
kezel, tovabba, hogy ha a jelnek van §(t) 6sszetevdje,
akkor azt is figyelembe kell venni. Tehat Lehet nem
belépd jelet is Laplace-transzformalni, csak nem
érdemes, mert a negativ informacié elvész. Viszont
nagy elény, hogy x(t)}-nek nem kell abszolut
integralhaténak lennie. Az s jelenti a komplex
korfrekvenciat: s = jw + o

Jelolés: |L{x()} = X(s), L7H{X(5)} = e(D)x(t)]

a.) A Laplace-transzformacid tételei:

a) Linedris:

|L{C1x1(t) + ()} = e Xa(5) + C2X2(5)|

B) Csillapitasi tétel:

[L{e " x (D)} = X(s + V)]

Kovetkezménye:

L{e(t)e "} = —

s+y




v) Eltoldsi tétel:

|L{e(t — T)x(t = T)} = e=TX(s5), T > 0|
&) Derivalt-tétel:

|L{x’(t)} =sX(s) — x(—0)|

Levezetés (hasonld, mint a F-transzformacidnal):

f_(x; x'(t)e stdt = [x(t)e™5t]%, — f_&; x(t)(=s)e st
x(0)e™® = 0,x(—0)e” = x(-0) —»
L{x' ()} = —x(=0) = (=s)X(s)

€) Integralasi tétel: (parcialis integralassal)

t 1
c{ff x@dr} = 1x(s)
&) Szorzas hatvany fuggvénnyel: (s szerinti differencial)

Litx(@®)} = - % (S)

Altalanositva:

Litnx ()} = (-1 2D

X(s)
ds™

1) Konvolucio-tétel:

A konvoltcido kauzdlis rendszerekre és belépd
gerjesztésre:

h(®) xu(t) = [* h(t — Du()de




Tehat, ha h(t) és u(t) is belépd, akkor:

|L{h(t) x u(®)} = H(s)U(s)|

megj.: Az integralasnal a felsé hatar azért lehet t, mert
a rendszer kauzalis, vagyis h(t) belépd. Az alsé hatar

pedig azért lehet —co helyett -0, mert a gerjesztés is
belépé.

9) Kezdeti- és végérték tétel:
x(4+0) = limg_,,{sX(s)}
x(+00) = limg,o{sX(s)}, Re{p:}
megj.: A végérték esetén a feltétel annyit jelent, hogy

minden pdélusnak a bl félsikon kell lennie.
b) Elemi jelek Laplace-transzformaltja:

a)|L{6@®)}=1
B)|Lle®)} = [7 e(t)edt = [—]

)
0

1

| L{e(®)e V)= = —

s+y

5) L{t-e(t)}=§.§=i

s2

el)| L{e(t)cos (wt)} = L{E(t) M} _

> (et} + Liz(t)e ™) =

1( 1 1 )_1 2s s
2 \s—jw st+jw 252+w?2  s24+w?




€2) |L{e(t)sin (wt)} = -+ = ——

s2+w?

&) Ablakozott jelek:
[x(®) = [e(t = Ty) — e(t — TIF )]

ElGszor is értelmezzik ezt a kifejezést. Az ablakozott jel

annyit tesz, hogy egy tetsz6leges f(t) fliggvényt
megszorzok egy olyan egységugrassal, amelynek 0 az
értéke mindenutt, kivéve a (T,,T,) intervallumon beliil,
ahol 1. Tehat az eredeti jelemet csak ezen az
intervallumon értelmezem, azon kivdil 0, beliil pedig az
eredeti jel.

A probléma itt az, hogy az eltolasi tétel kdzvetlendil
nem alkalmazhatd, mivel az f(t) jelink nincs eltolva,
meg ugye egyszerre kéne két iranyba eltolni. llyenkor
alkalmazhaté a koévetkezé maodszer.

at akkor felbontjuk a

+aTy—

Ha példaul az f(t) jel igy all el6: e~

zatojelet és egyszerlien megszorozzuk e aTi_yel az

+aT,—aT;

elsd tagot, e -vel pedig a masik tagot, és maris

hasznalhato az eltolasi tétel.



c) Kiegészit6 megjegyzések:

a) Konvergencia-abszcissza:

Tudom, ez egy olyan kifejezésnek hangzik, amit még
karomkodasnak sem hasznalnal nyugodt
lelkiismerettel, de nem olyan bonyolult, s6t
meglehet8sen fontos. Igazabdl ezzel lehet megérteni,
hogy mi is valdjaban a o az s kifejezésében. ElGszor
elmagyardazom agy, ahogy szerintem megérthet6,
aztan ugy, ahogy a kényvben is van.

El6szor térjink vissza a Fourier-transzformaciohoz.
Ugye azzal az volt a baj, hogy nem abszolut
integralhatd jeleknél nem mikodott, vagy csak nagyon
nehézkesen. llyen példaul az egységugras. Jol latszik,
hogy egyszer( integraltja végtelent eredményez. Itt
jon a képbe Laplace, aki elGallt egy elegans
megolddssal. Rajott, hogy ha taldlnank egy fliggényt,
ami 0-hoz tartatna az eredeti fliggvény értékét, akkor
abszolut integralhatévd valna. Erre tokéletesen
alkalmas az exponencialis fliggvény.



Vegylk az egységugrast el6 megint. Az egység ugras
Fourier-transzformaltjat ugye tudjuk:

Fle®} = [~ e(t)e/tdt

Szorozzuk meg a jeliinket egy e ¢ fiiggvénnyel, ahol o
valami valasztott érték (majd kés6bb latjuk, hogy
barmi nem lehet).

Fle(t)} = f_woos(t)e“”e‘j“’tdt

Osszevonva mar majdnem megkapjuk a Laplace-
integralt.

Fle®} = [7 e(®e Uortde = [* e(t)estdt

Mar majdnem kész vagyunk, csak egy probléma akad.
Igaz a fuggvénylink most mar nulldhoz tart t - oo
esetén, viszont t - —oo még mindig végtelenhez,
tehat a fenti integral végtelent ad. Ezért kikotjlik, hogy
belépd jelenek tekintiink minden jelet és -0-tdl
integralunk.

L{g()} = [ e(Detdt

Emlitettem, hogy o nem lehet barmi, és itt j6n képbe
a konvergencia-abszcissza. Ugyanis o sokféle érték
lehet (egységugrast is nem egyfajta exponencialis
flggvény tartatja a nulldhoz), viszont van egy alsé
hatara, a legkisebb olyan o, ahol az igy kapott s-linket



az integralba helyettesitve végtelentdl eltéré értéket
kapunk. Mivel mint a témakor cime is mutatja, ez az s
a komplex frekvencia, tehat a komplex szamsikon
tudjuk 3abrdzolni, ahol jw a képzetes rész o pedig a
valés. A konvergencia-abszcissza tehat a komplex
szamsikon az az g, pontba huzott fligg6leges tengely,
amelytél jobbra minden valasztott s-el a Laplace-
integral konvergens (vagyis végtelentdl eltérd értéket
ad), balra pedig divergens.

Ezutdn remélem konnyen érthetd lesz a kdnyvben is
szereplé definicid. Egy x(t) jelnek akkor létezik X(s)
Laplace-transzformadltja, ha a Laplace-integral az s
valamely értékére konvergens. Ha az integral valamely
s, értékre létezik, akkor Iétezik mindazon s értékekre
is, amelyekre Re(s) > Re{s;}. A konvergenciit
biztosité o, = Re{s,;} értékek alsé hatara a o,
konvergencia-abszcissza. A Laplace-integral a Re > g,
félsikban konvergens és ott egy regularis X(s)
fuggvényt allit eld.

megj.: Ertelmezett két oldali Laplace-transzformalt is,
mivel a Laplace-integraal kiterjesztheté az analitikus
folytatas elve alapjan kiterjeszthet6 az egész komplex
szamsikra, kivéve a szinguldris pontjait, amelyek a



konvergencia-abszcisszatél balra taldlhaték. Ha X(s)
raciondlis és meromorf (vagyis a szingularitasai a p;
polusok), akkor a konvergencia-abszcissza:

0o = max [Re(p;)]

B) Kapcsolat a Fourier-transzformdciéval:

Ez gyakorlatilag az, amit a konvergencia-abszcissza
bevezetGjében mondtam el.

y) Inverzids integral:

Itt az a cél, hogy X(s)-hez akarunk egy x(t) fliggvényt
rendelni az inverz Laplace-transzformaciéval. Ennek

altalanos kifejezése:

x(t) = %jfﬁjooX(s)e“ds,o > 0,

o—joo

Magyarul az integralast a komplex szamsikkal (és ezzel
egyltt a konvergencia-abszcisszaval is) parhuzamos
egyenes mentén végezzik el. Vagyis a g-ank allandé, a
korfrekvenciank megy minusz végtelentdl végtelenig. A
modszer lényege, hogy ha X(s) meromorf, akkor t
pozitiv esetére az egyenes egy véges szakaszat (vagyis
egy meghatarozott frekvencia-intervallumot) a bal
falsikon zart gorbévé alakitjuk, alkalmazzuk a
reziduum-tételt, majd a kor sugardval végtelenhez
tartunk. Ha t negativ, akkor a félkért a jobb félsikon
zarjuk, ekkor az inverzids integral nullat, vagyis belépé



jelet eredményez. A pontos matematikai hatterét nem
értem, de véleményem szerint amit ebbdl le kell szlrni
az annyi, hogy ez az inverz Laplace-transzformacio
kifejezése, ami bizonyos feltételek esetén egy
egszer(ibb matematikai modszerrel szamithata.

2. Inverz Laplace-transzformacio:

Az onverz transzformaltat altaldanosan egy integrallal
tudjuk elGallitani, mint kordbban lattuk. Ez viszont elég
nehézkes feladat, ezért a legtobb gyakorlati esetben
nem érdemes haszndlni. Az aldbbiakban néhdany
gyakorlatban alkalmazhato triikkot targyalunk.

a.) Rdnézésre:

Ez a legegyszer(ibb eset. Mivel korabban sok elemi
flggvény transzformdltjat kiszdmoltuk, ezért sokszor
latszik a flggvénylnkén egybdl, hogy milyen jelek
transzformaltjabol adédott.

b.) X(s) valddi periddikus tortfiiggvény:

Egy tortfiggvény akkor valddi tortfliiggvény, ha egy
M(s) és egy nala nagyobb fokszamu N(s) polinom
hanyadosa:

_ M(s) _ bp_15""Y+bp_ps™ 2+-+byst+bg
X(S) TON(s) | sMtap_qs"l4an_pst2+-+agsl+ag




Ekkor N(s)-t atirjuk gyoktényezGs felbontasba:
N(s) = (s —p)(s —pz) (s —pn)

ahol p; a polusokat jeloli.

Ezutan részlettortekre bontjuk X(s)-t:

c c C
X(S)=—1+—1+"‘+ n

s=p1  S-P2 s—pn
Ezt remélem mindenki felismeri. Innentél

alkalmazhaté tagonként a csillapitasi tétel:

x(t) = L7HX(s)} = e(t)[C,ePtt + CreP2t + - +
Cnep"t]

Most mar csak a feladatunk a C-k meghatarozasa:
a) Letakardsos médszer:

Ezt talan egy példaval tudom a legegyszerlibben
szemléltetni.
Egy harompdlusu rendszert keressik a kovetkezd

alakban:
A B C
H(s) =
(s) (s-p1)  (s-p2) (s-p3)
Pl. az 'A’-t Ugy hatdrozzuk meg, hogy az eredeti

alakban letakarjuk az (s-p;)-t és a maradék s-ek helyére
behelyettesitjik p;-t (szamlaldba és nevezébe is). Az
igy kialakuld tort adja ki ‘A’-t. igy kell 'B’-t és 'C’-t is
meghatarozni.



B) Tobbszords gyokok:

Itt is vegylink egy példat:
H(S) — N — A B

(s+5)2  (s+5)2 ' s+5
Ekkor a két tagot kézos nevezére hozzuk és egyenlGvé

tesszlik az eredeti alakban Iév6 szamlaloval:

As +5A+ Bs?+10Bs + 25B = s
s?B+s(A+10B) + (54+25B) =s

Ezutan az azonos egyltthatdju tagokat egyenlévé
tessziik paronként és igy egy linaris egyenlet rendszert
kapunk (az s>es taggal nem tudunk mit kezdeni, mert
abbdl nem hatdrozhaté meg semmi):

A+10B =0

5A+25B =1

y) Komplex pdlusok:

A komplex poélusokrél tudjuk, hogy mindenképpen
komplex konjugalt parokat fognak alkotni. Ugyanugy
kiszdmoljuk 6ket, majd az Euler-relacié segitségével
koszinuszos alakra hozzuk.

c.) X(s) nem valddi tortfiiggvény:

Ugyebar ez azt jelenti, hogy:

G
X)) =53



alakd fuggvény esetén G(s) fokszama megegyezik N(s)
fokszamaval. llyankor a kovetkezd atalakitast akarjuk

elvégezni:
_ M(s)
X(s)—A+N(S)
Ahol A egy konstans, % meg mar valodi

tortfiggvény. Erre az datalakitidsra szolgal a polinom
osztds, amit bevallok Gszintén sosem volt tlirelmem
megtanulni. Az esetek tobbségében a kovetkezd
egyszerld megoldas is mukodik. G(s)-t és N(s)-t is
meghagyjuk  eredeti alakban, nem irjuk &t
gyoktényezds felbontasra. llyenkor megnézziik, hogy
G(s) legnagyobb fokd tagjanak mekkora az
egyltthatdja, az lesz az A. Ezutan atirjuk a
flggvénylinket a kdvetkez6 alakra:

__ AN(s)+M(s)
X(s) = e
vagyis G(s)-bél kiszediink AN(s)-t. Ezutan mar latszik a
végeredmény:
X(s) = ANGs) | M) _ M(s)

N(s) N(s) - N(s)



3. A Laplace-transzformacio alkalmazasa:

Mint az a Fourier-transzformdciéra is igaz volt, a
Laplace-transzformacié nagy elénye, hogy
differencidlegyenletbdl algebrai egyenletet kapunk.
Kotottségként viszont meg kellett adnunk, hogy a
rendszer kauzalis legyen, a gerjesztés pedig belépé
legyen. Most atvesszik a kilonb6z6 moddszereket,
amivel lehetséges a rendszer-analizis s-tartomanyban.
a.) Eljaras
1. Haldzati egyenletek felirasa id6 tartomanyban (pl.
allapotvaltozos leirds).
2. Attérés komplex frekvencia-tartomanyba Laplace-
transzformacio segitségével.
3. Algebrai egyenletek megoldasa.
Inverz Laplace-transzfirmacio segitségével
visszatérés idétartomanyba.
b.) Halézati egyenletek koézvetleniil az  s-
tartomanyban:
o (sszekapcsolasi kényszerek (Kirchoff-tdrvények):

‘Zhurak Ur(s) =0, Zvégat I (s) = 0|




e Komponensek

impedanciak):

-Ellendllas:

-Tekercs:

-Kapacitas:

karakterisztikai

UR®S) _

() R =Zg(s)
Ur(s) _ _
m =sL = ZL(S)
Uc(s) _ 1 _
Ic(s) T sc ZC(S)

c.) Atviteli fiiggvény:

(operatoros

Linearis, invaridns, kauzdlis rendszer esetén a belépd

gerjesztésre adott belépd valasz.

Ly@®)} _
H(s) = Liu®)}

Y
U(s)

megj.: A £ jel azt jelenti, hogy definicid szerint.

d.) A valasz szamitasa:

ly(®) = LHH(s)U(s)}]

megj.: példak az drai jegyzetben, meg a haziban, amit

ugye magatoktdl csindltatok?



IV. Rendszerjellemz6 fiiggvények

A rendszerjellemzé fliggvanyek olyan filiggvények,

amelyek leirjdk egy rendszer gerjesztés-vilasz

kapcsolatat, vagyis ismeretében tetsz6leges u(t)

esetén kiszamithatd y(t).

Szempontok:

e Enyhe feltételek mellett alkalmazhaté (pl. GV
stab., kauzilis,...)

e Egyszer(ien alkalmazhaté

e Abrazolhaté

e A haldézatbdl kdnnyen felirhaté

1. Impulzusvalasz:

A rendszer Dirac-impulzusra adott valasza.
[u(®) =6 - y() = h(®)]
Jel6lése: (id6tartomanyban értelmezett)

Feltétel: Linearis, invarians haldzatokra lehet felirni.

(Kauzalitas és GV-stabilitas nem feltétel)
Alkalmazds: ennek segitségével tudjuk a vdlaszt
szamitani. Gerjesztés és valasz konvolucidja:

y(®) = h(®) *u(®) = [ h(t — Du(r)dr




Mérése: Egyszerlien mérhets, csak egy megfelelGen
rovid impulzust kell elGallitani, és kirajzoltatni a
vélaszt.

Abrazolas: Egyértelmi

megj.1: segitségével meghatarozhatdé, hogy GV-
stabilis-e az adott rendszer, ugyanis GV-stabilitas
szlikséges és elégséges feltétele, hogy az impulzus
vélasz abzolut integralhatd legyen. (GV-stab.: barmely
korlatos gerjesztésre korlatos a valasz)

[ZH@®)dt < o

megj.2: a rendszer haldzati reprezentdacidjabdl
kdzvetleniil nem hatdrozhaté meg, el6bb meg kell
hataroznunk az allapotvaltozos leirdst, atviteli
karakterisztikat vagy atviteli fliggvényt.

megj.3: Meghatarozhaté az egségugrasra adott
ugrasvalasz altalanos derivalasaval.

2. Atviteli karakterisztika:

A rendszer gerjesztés- és valasz sepktrumdnak a

hanyadosa. (Frekvencia filiggvényében megadja az
atviteli egyltthatot.)

Jelolése: H(jw)=zg,:§ (frekvencia-tartomanyban

értelmezett)



Feltétel: a vizsgdlt rendszer GV-stabilis legyen.
Szédmitdsa: ha ez el6bbi feltétel teljesil, akkor az
impulzusvalasz Fourier-transzformaltjaként elGall az
atviteli karakterisztika.

|F{8()} = 1= U(jw) > H(jw) =Y (jw) = F{h(D)}]

Mérése: Kimérjik a szinuszos allanddsult allapotot

velemilyen kis korfrekvencia mellett (vagyis a rendszer
szinuszos gerjesztésére adott valaszt), utdna noveljik a
gerjesztés korfrekvencidjat, és megfelel6en sok
diszkrét értékbdl ki tudjuk fejezni.

Abrazolasa: Bode- vagy Nyquist-diagramm.

Bode: a Bode-diagramm két gorbébdl all. Az egyik
gorbén dbrazoljuk az amplitido-karakterisztikat a
frekvencia flggvényében, a masikon a fazis-
karakterisztikat szintén a frekvencia figgvényében.
megj.: dltaldaban szokas logaritmikus egységekben
felvenni a frekvencia tengelyt, hiszen ilyenkor két pont
kozotti 10-szeres szorzo kiilonbség ad egy egységet.
Magyarul 1 és 10 kozott ugyanannyi a tavolsag, mint
1000 és 10000 kozott, aminek kdvetkezménye, hogy
sokkal nagyobb frekvecia-intervallumot tudunk
lefedni. Ez nagyon el6nyds itt, hiszen ha csak a
hangfrekvencids tartomdanyt nézzik az is 20Hz-20kHz,



amit linedris |éptékekben nem tul felhazsnalébarat
abrazolni.

Nyquist: A Nyquist-diagramm gyakorlatilag a Bode két
diagrammjanak az 0©sszevondsa. Ezt a diagrammot
ugyanis a komlex koordinata rendszerben abrazoljuk,
ahol ugye egy adott pontnak van hossza (amplitido) és
szoge (fazis).

3. Atviteli fiiggvény:

A rendszer gerjesztés- és valasz  Laplace-
transzformaltjanak a hanyadosa.

Jeldlése: H(s) = ZZ; (komplex  frekvencia-

tartomanyban értelmezett)

Feltétele: a gerjesztés belépd legyen és a rendszer
kauzalis legyen.

Szamitasa: ha az el6bbi feltételek teljestilnek, akkor az
impulzusvalasz Laplace-transzformaltjaként all el6.
[L{8(®)} =1=U(s) > H(s) = Y(s) = L{R(D)}]

Meérése: Kozvetlenil nem mérhetd.

Abrazolasa: Pélus-zérus eloszlasal dbrazoljuk. Nagyon
egyszer(. ElGszor is az atviteli fliggvény szamlaldjat és
nevezgjét is felirjuk gyoktényezds felbontasban, igy
Iatni fogjuk a zérusokat (szamlald gyokei) és pdlusokat



(nevez6 gyokei). Ezutan felvesszik a komplex
koordinata rendszer és abrazoljuk a zérusokat korrel
jeldlve, a pdlusokat pedig x-el.

megj.: segitségével meghatarozhatd, hogy GV-stabilis-
e a rendszer. A GV-stabilitasnak sziikséges és elégséges
feltétele (amellett, hogy h(t) abszolit integralhato),
hogy:

Vi—re Re{p;} < 0|

4. Rendszerjellemz6 fiiggvények kapcsolata:

Most roviden Osszefoglaljuk, hogy lehet egyik
rendszerjellemzé fuggvényrél a masikra attérni.

Tovabbra is mindegyikre igaz, hogy csak linearis,
invarians rendszerre létezik.

h(t)

jw—>'s

H(jw) —| H(s

s—ojw

A




5. Kapcsolat az allapotvaltozds leirassal:

AVL normél alakja: (emlékeztetsil JR1)
x=A-x+Bu

y=C"-x+Du

a.) Impulzusvalasz:
h(t) = D5(t) + e(t)CTe'B

ahol:
At
e=

1Le
A-Apl
Hp Ipqtl)L /1

megj.: A; a rendszermatrix (4) i-dik sajatértéke, amit a
kovetkezd egyenlet megoldasaval hatarozhatunk meg:

det(AL—A4)=0

b.) Atviteli fiiggvény:

Itt az egész levezetést nézziik. El6szér is Laplace-
transzformaljuk az allapotvaltozds leirdst és feltesszik,
hogy: x(0)=0. Ez szerintem azért kell, mert az integral s-
el vald szorzdsba megy at, viszont még kivonddna
bel6le x(-0). Ezt ne vegyétek szent irasnak, csak
megérzés. Tehat az AVL-t atirjuk s-tartomanyba:



sX(s) = A-X(s) + BU(s)
Y(s) = €T X(s) + DU

Ezutan csinalunk egy kis egyenlet rendezést:
sX(s) — A-X(s) = BU(s),s > s1

(s1-4)x(s) = BUGs)
x(s) = (s1 - 4)
Y(s) = U(s) - (gT (sé - /:1)

Es innen latszik is a végeredmény:

-1
BU(s)

1
§+D)

H(s)=CT (sé - é)_l B+D

c.) Atviteli karakterisztika:
Ha GV-stabil a rendszer, akkor s = jw helyettesitéssel
mUikodik az el6bb levezetett formula:

H(jw) = C7 (jol - 4)

1
B+D




6. Specialis rendszerek:

a.) Mindent ateresztd rendszer:

A mindent atereszt6 rendszer egy olyan linearis,
invarians, kauzalis, GV-stabilis rendszer, aminek az
amplitidé-spektruma allandé minden korfrekvencian.
Ez annyit tesz, hogy barmilyen frekvencidju gerjesztést
atvisz ugyanolyan erdsitéssel. Ebbél a definicidbdl az
kovetkezik, hogy a gerjesztés amplitudd-spektruma
aranyos a valasz amplitidé-spektrumaval, a fazis-
spektrumra nincsen megkétés.

A mindent atereszt§ rendszernek minden zérusa a
jobb félsikon van, minden pélusa pedig a bal félsikon,
tovdbba a podlusok és zérusok egymassal komplex-
konjugalt pdrokat alkotnak, amirél tudjuk, hogy egy
komplex konjugalt parnak az abszolut értékei
megegyeznek a szogik pedig egymasnak (-1)-szeresei.
Kovetkezésképp ha az atviteli-karakterisztikanak
vesszik az abszolut értékét (vagyis az elGallitjuk az
amplitadé-karakterisztikat) akkor a fazisinformacid
eltlinik, vagyis a szamlalo és nevezs egyenld lesz.

A rendszer egy altalanos alakja:

H(S) — AH?=1(5+pD

?:1(5+pi)




Atviteli karakterisztikdval pedig:

ML Ag(w)e ()
I, Ay (w)ed T=i())

H(jjw) =A

megj.1: mint |atszik ez a levezetés akkor is érvényes
lenne, ha minden pdlus is a jobb félsikon lenne, viszont
akkor nem lenne a rendszer GV-stabilis.

megj.2: llyen mindent atereszt6 rendszer példaul
a memodriamentes mindent atereszté rendszer,
aminek mar az alap atviteli-karakterisztikdja is
konstans. H(jw) = K,

b.) Minimalfazisu rendszer:

A minimalfazisu rendszer egy olyan linearis,
invarians, kauzalis, GV-stabilis rendszer, amelynek
minden pélusa a bal félsikon van és nincsen
zérusas a jobb félsikon.

Na most egy kis magyarazat, hogy megértsiik, mit
is takar az, hogy minimalfazis. Hogyha felrugjuk a
definicidban elGirt feltételeket és barmelyik i-dik
zérust atteszem a jobb félsikra (z; = —z;’), akkor
az atviteli karakterisztika a kovetkezGképp fog
valtozni:



jo —z; = Aj(@)e) 5 jo -z =
Ai(w)ej(n—ai(w))

Tehdt az amplitiddkarakterisztika nem valtozik,
viszont a fazis-karakterisztikdm nagyobb lesz, ami
altaldban nem kedvez6 (pl. ha egy rendszer fazis-
karakterisztikaja atlépi a 180 fokot akkor pozitiv
visszacsatolas Iéphet fel és elszall a rendszer). Tehat
Osszegezve, azonos amplitudé-karakterisztikaju
rendszerek kozll a minimalfazisunak a legkisebb a
faziskarakterisztikaja.

megj.: beszélhetlink még szigorian minimalfazisu
rendszerrdl, aminél nem engedjiik meg, hogy barmely
zérus is a képzetes tengelyen legyen, vagyis minden
zérus a bal félsikon van. Ebben az esetben mar az
amplitudo-karakterisztika  is  rendszer  jellemzd
fuggvény, mert Bode tételével egyértelmien
eléllithatd beldle a fazis-karakterisztika:

o In K(A)—In K (w) da

pw) =2, 0




V. Jelfolyam tipusu haldzatok

Hogy ezt az el6add miért a folytonos idejli tamakorhoz
vette, pontosan nem értem. Valdszinlileg azért, mert
van diszkrét és folytonos idejli jelfolyat haldzat, csak
el6adason lathatdlag csak diszkkrét idejlrdl volt szo6.
Szivem szerint én mar a diszkréthez raknam, de akkor
felrigndm a vazlatmenetet, Ugyhogy ide veszem én is.
Nem megyek bele részleteibe, mert nem fontos, de
alapvet6en itt arrdl van sz6, hogy van nekiink egy
objektumunk, példaul valamilyen elektronikus
eszkoziink. Erre az objektumra tudunk mi definialni
haldozatot, amiben valtozdkkal vesszik figyelmbe a
tényleges objektumban szamunkra fontos
torténéseket. Két alapvetd valtozd a gerjesztés és a
hozzd tartozé valasz, de ezen kivil mas is lehet.
Viszont a haldzatban értelmezettek lehetnek olyan
valtozok is, amelyeknek az objektumban nem felelnek
meg fizikai mennyiségek. Tehat magyarul a lényeg,
hogy az objektum mi(ik6dését le tudjuk irni igy vagy
ugy.

Halézatot tudunk még objektumott modellezd
rendszerhez is rendelni. Ebbdl a szempontbdl a haldzat



egy specialis modell, amibél matematikai modellek
felirhaték, vagy forditva. Viszont a rendszer és a
halézat kozott nincsen lényeges kilonbség. Igaz
szigorlian véve a rendszer kétféle valtozot tartalmaz:
gerjesztést és valaszt. Viszont egy rendszer felépilhet
részrendszerekb8l és akkor meg mar ugyanott
vagyunk. Ugyanis a hdlézat elméleti definicidja, hogy
meghatarozott komponensek meghatarozott
szabalyok szerinti osszekapcsolasa. Es itt el is jutottunk
ahhoz, hogy irhatjuk fel egy haldzat teljes egyenlet
rendszerét, ami végs6 soron maradéktalanul leirja a
halézatunk mikodését. Két dolog kell. A hdldzati
komponensek karakterisztikai, vagyis gerjesztés-valasz
kapcsolata, tovdbba sziikséglink van az 6sszekapcsolasi
kényszerekre, vagyis hogy effektive hogy kotottiik
Ossze a szeremcsétlen kis komponenseinket.

Tudom, sok volt itt a fogalom, ami 6sszekeverhetd de
ez nem olyan fontos inkdbb csak amolyan bevezeté. A
lényeg, hogy vannak objektumaink, amit le tudunk irni
egy haldzattal (pl kapcsolasi rajz), a halézatot meg a
fent emlitett mddon tudjuk matematikailag leirni.
Ennyi a Iényeg. A targy keretein belll egy bemenetd,
egy kimenet( halézatokkal fogunk foglalkozni.



1. A halézat komponensei:

Ahogy az el6bb elmondta, a hdlézat komponensérdl
tudjuk, mi a bemeneti valtozdja, kimeneti valtozdja és
a kett6 kozotti kapcsolat. Matematikailag, ha a
bemenetem p;, a kimenetem q;, akkor a komponens
leirhatd a kovetkez6 képpen:

ami az elem karkterisztikaja.

Specidlis komponensek:

-Forrds (az adott gerjesztés): [q; = u

-Nyel6 (a keresett vélasz):

2. Osszekapcsolasi szabalyok:

a.) Osszegz6 csomoépont:

Kimenete a bemenetek dsszege:

b.) Szétagazé csomdpont:

Minden kimenete a bemenet:

3. Visszacsatolt rendszer:

Errél itt csak annyit irok, hogy olyan rendszer, ahol
valamely komponens kimenete vissza van csatova a
bemenetre akdr egy masik komponensen keresztil is.



