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¢ Nullad- és elsérendii nyelvek szintaxisa (a nyelvek szimbolumai, formulak, termek).

0. rend(i nyelvek
- {téletvaltozok: Xo, Xi, X, ...
- logikai 0sszekot6 jelek: =, A, Vv, =, &
- tagolo jelek: (, ) (azérdjelek)
1. Rendii nyelvek
(1) nem valtoztathaté komponensek:
individum valtozok: X, Xi, X,
logikai 6sszekotd jelek: =, A, v, =, &, V, 3, =
tagold jelek: (,), (zérojelek és vesszd)
(2) valtoztathaté komponensek:
- fiiggvényszimbolumok,
- konstansszimbdélumok (= 0-viltozés fliggvényszimbadlumok),
- relaciészimb6lumok.

s Kiértékelések, strukturak, a nullad- és elsérendii formulak jelentése.

Definicio A k : {valtozok} — {i, h} fiiggvényeket kiértékeléseknek nevezziik. A
kiértékelés tehat minden egyes valtozohoz igazsagértéket rendel.
Definicié.: TERM (elem kiilénirds)
(1) ha t valtoz6, vagy konstansszimbdlum, akkor term;
(2) ha f n-valtozos fiiggvényszimbolum, ti, ..., t, term, akkor f(t,, ..., t,) is term;
(3) Minden term az el6z6 két szabaly véges sok alkalmazasaval all el6.

Definicié. Elsréendii formula:
(D haty, ..., t, term, R n valtozos relacié szimbdlum, akkor R(ty, ..., t,)
és t;=t, is formulédk (atomi formulak);
(2) ha @,y formula, x valtozé, akkor =@, QAY, OVY, 0=y, @<=y, IXO,
Vxe, [(¢)]is formulak ;
(3) Minden formula az el6z6 két szabaly véges sok alkalmazasaval all elG.

Definicié Legyent = (I,J, K, p,0) tipus. A = (A, R;, f;,Cr)icr jesrck egy t
tipusu struktiira, ha A egy nemiires (alap)halmaz, és mindeni € I, 5 € J, k € K-ra
R; C AP egy p(i) valtozés relacio, f; : A%V — A egy §(j) valtozés fiiggvény,
C}, € A konstans.

< Legyen X nulladrendii formulahalmaz, ¢ nulladrendii formula. irjuk le ¢

e rers

definiciojat (NEM kell megadni az axiomasémakat és a kovetkeztetési szabalyt.) (6
pont)

o = ;?. o

Definicié. Modus Ponens: 3

Definicid. Legyen X formulahalmaz, ¢ formula.

Yo ha van olyan véges ay,..., «,, formulasorozat, hogy o, = ¢ és mindent
—_——
$b6l ¢ levezethet

i < n-re:
e «; axiéma, vagy
e ; € X, vagy

e «; Modus Ponens-el megkaphaté korabbi ar;-kbél.

% Legyen X nulladrendii formulahalmaz, ¢ nulladrendii formula. irjukle X |= ¢

e rers

definiciojat (NEM kell megadni az axiomasémakat és a kovetkeztetési szabalyt.) (6
pont)



Definicié. Legyen ¥ formulahalmaz, ¢ formula, A struktira.

e AEY | haminden p € Xra A p.
(——
Y igaz A-ban

% lgazoljuk, hogy a {—,A,V} miivelethalmaz funkcionalisan teljes. (9 pont)
1.1. Tétel. {— A, V} funkcionalisan teljes.

Bizonyitas Legven f : {i, h}" — {i, h} tetszoleges. Ha s € {i, h}", akkor
legyen

_Ja; hasj. koordinatdja igaz
—x; hasj. koordinatdja hamis

f a kovetkezo formula tablazata:
18 .8 8 (e PR £ 1 I
\/S:f(s):i(l1 AT AN *) (diszjunktiv 11c_nr1na1f‘o1ma. DNF.)
A zardjelen beliili rész csak s-ben lesz igaz. Rogzitett s-re of A .. A al:
elemei konjunkcio. |

s Az itéletkalkulus axiomai, kovetkeztetési szabalya.
Definicié. Axiéma sémak:
l.a=8=a,
2. (a=B=7=(a=8)=(a=7),
3. (ra=p)= (—ra=p)=a.

a, 3, v forumla valtozok.

Axiomak: a, 3, v helyére tetszoleges formuldkat irhatunk.

K/ r O I
«» Itéletkalkaulus helyességi tétele
Helyesség: Helyes-e a nulladrendti logika? Ha egy formula valamely formulahalmazbdl
(szintaktikailag) levezethetd, akkor az vajon ugyenezen formulahalmaznak szemantikai
kdvetkezménye-e, €s forditva?

Tétel: Ha {F1, F2, ..., Fn} G akkor {F1, F2, .., Fn} = G. (Helyesség)

Teljesség: Ha valamely formula egy formulahalmaznak szemantikai kévetkezménye, akkor vajon
levezethetd-e ezen formulahalmazbol?

Tétel: Ha{F1, F2, ..., Fn} |=G, akkor {F1,F2, ..., Fn} - G. (Teljesség)

Definicio: Azt mondjuk, hogy az {F1, F2, ...Fn} formulahalmazbol levezethet6 a G formula, ha van
olyan @1, ¢2, ¢3...0k formulasorozat, amelyre a ¢k formulak :

- F-bél valék vagy
- axiomak vagy
- Modus Ponenssel keletkezett a megel6zo formulakbol
Jeldlés: {F1,F2,...Fn} —G
Teljességi tétel Ekvivalensek:
1. Y E 6.

2. Lk 6.

« Adjunk meg egy DNF-t, mely ekvivalens az XxA(y < z) formulaval. (A DNF elemi
konjunkciok diszjunkcioja.) (6 pont)



Ekvivalencia felbontasa: X A ((YAZ)V(—yA—z))
A disztributiv V-ra: (XAyAZz) V (XA—yA—z)

% Irjuk le a Dedukciés tétel allitasat és bizonyitasat. (9 pont)

Tétel. (Dedukcits tétel) Legven ¥ formulha halmaz, ¢, ¢ formula. Ekkor a kivetkezdk
ckvivalensek:
1. X F o =1,

2. XU {O} Fa;
(Iinplikicid levezethetd, ha ¥ U {0} F.)

Bizonyitas.

o (1) = (2): (1) és clozd allitas (2) (monotonitas) miatt

L YXU{o}Fop=4
2. XU{o}F o
3. MP(1,2): YU {¢} F .

Bizonyitas (1) = (2): lasd el6zd eldadas. (2) = (1): ha ¥ U {¢} F «, akkor van olyan véges
ajp ... ay, formulasorozat, hogy «v,, = v €s Vi < n-re

axioma vagy
o € XU {0} (azaz a; € ¥ vagy a; = ¢) vagy
van k, [ < i : o; megkaphato Modus Ponenssel ay,, a;-bol.

i-re vonatkoz¢ teljes indukcioval megmutatjuk, hogy > - ¢ = «; (1 = n-re ez éppen (1)).

i =1 esetén
cv; axioma esetén:
Y Fay; = ¢ = oy (ez az els6 axioma egy példanya)
ap axidoma
& = a1 Modus Ponenssel kaphato az el6z6 kettobol.
cr; € ¥ hasonloan:
Y Fa; = ¢ = o (ez az els6 axioma egy példanya)
ap €%
@ = a1 Modus Ponenssel kaphaté az el6zo kettobol.
ha oy = ¢

ko= dezért X o= .



Indukeios lépés  Tegyiik fel, hogy ha j < 4, akkor X - & = o (kell X - ¢ = o)
ha o; axidma vagy o; € X U {&}, akkor ¢ = 1 esethez hasnoldéan X - ¢ = .

ha «; Modus Ponenssel jon oy, ay-bol (k, [ < i), akkor ap = ay = ay és az indukcids feltevés
miatt X F o= qrazazX - o= (g = ;) s L H o = o

Ekkor a 2. axiomat kétszer kombinalva a modus ponens-sel:
(=== (p=>q)=0=q
(O = Qg) = 0= q;

O = ;.
O

% A Ded operator lezarasi operator, és alaptulajdonsagait (vagyis azt a 3 allitast, melyek
szerint Ded egy lezarasi operacio).

Definicié. Legyen X formulahalmaz, Ded(X) = {¢: Z F ¢}.

a= 3, a
B

Definicié. Modus Ponens:

Definicié. Legyen ¥ formulahalmaz, ¢ formula.

ko ha van olyan véges ay, ..., v, formulasorozat, hogy «,, = ¢ és mindent

E-bél ¢ levezethetd
t < n-re:

e «; axidma, vagy
e o, € X, vagy

« «; Modus Ponens-el megkaphatd kordbbi a;-kbdl.

% Irjuk le a struktirak elemi ekvivalencidjanak definiciéjat. (6 pont)

Definicio: Legyen A elsérendii struktiira. A elmélete:

TH(A)={¢: A= 0}.

Legyen B struktira. A=.B elemi ekvivalens, ha TH(A) = TH(B).

% Az izomorfizmus fogalma. Izomorf strukturak elemien ekvivalensek.

Definicio:
tA=(AR . F 6l ) i 1B=(B.R%. 12} )
jed JjeJ
kekK k=&

A=B (izomorfok), ha létezik @ : A—>B bijekcié tgy, hogy
Va, a,...a.€ 4, Vi€l Vjes, VkEKra

(a;. a,...a,) €R{ pontosan akkor, ha (p(a1).p(az)...p(ay)) ER}
Pt (@1...a0) = £ (9ar)... ¢(ay))
plei) = ck
Tétel:
(1) Ha A=B, akkor A=,85.

(2) (1) visszafele nem igaz. S6t, ha o végtelen struktira, akkor van olyan oA’, amire

A =e A, de AFA (azaz a végtelen struktirdk elsérendben izomorfizmus erejéig
leirhatatlanok.)

% Irjuk le a felszallo Lowenheim-Skolem tétel allitasat.



Felszallé Lowenheim-Skolem-tétel. Legyen r végtelen szamossiag. Minden végtelen struktira
elemien beagyazhato egy legalabb & méretid struktaraba. ™

Egyiittesen a két Lowenheim-Skolem-tételbél adodik, hogy

Kovetkezmény. Ha egy elméletnek van végtelen modellje, akkor [t|w-t6l kezdve felfele minden
szdmossdgra van akkora modellje. n

Tehat nem remélhetjiik, hogy olyan konkrét és fontos végtelen struktirdkat, mint a természe-
tes szamok vagy a valos test, izomorfia erejéig lehetne axiomatizalni elsérendid apparatussal. A
Léwenheim-Skolem tételek volt az egyik elsd olyan jellegi eredmény, ami behatarolta az elsérendd
nyelv kifejezderejét.

A Lowenheim-Skolem-tételek a teljesség problematikijahoz is kindlnak egy tamadasi feliiletet: ha
K egy szdmossag, akkor egy elmélet k-kategorikus, ha izomorfia erejéig egyetlen £ méretii modellje
van. A Lowenheim-Skolem-tételekbdl egyvenesen kivetkezik a

% Legyen A=(N,<) és legyen B=(R,<) (a rendezések a szokasosak). Elemien ekvivalensek-e
az A és B strukturak? Indokoljunk. (9 pont)

Igen, a felszall6 Lowenheim - Skolem tételt kell alkalmazni. A két struktira viszont nem izomorf.

s Igazoljuk, hogy a valds szamok teste és a komplex szamok teste nem elemien ekvivalens
egymassal.

(Két modell elemien ekvivalens, ha a leirds szintjén megkiilonbdztethetetlenek, azaz ugyanazokat az allitasokat
teszik igazza. Ezeknek a modell tipusoknak egy részhalmaza az, amikor két struktira izomorf is; ekkor a két
struktura kozott van egy bijekcio. Ugyanakkor, ha két végtelen struktira elemien ekvivalens, akkor nem biztos,
hogy izomorfak. Ha ugyanis egy T elméletnek van végtelen modellje, és K az elméletnél nagyobb egyenld
szamossag, akkor biztos van K szamossagu modellje is, ez Lowenheim-Skolem tétel felszallo aga. A Lowenheim-
Skolem tétel felszalldé aga miatt megallapithatjuk, hogy két elemien ekvivalens struktura univerzumaik
szamossagaban eltérhet. Ugyanakkor mégis van koztiik hasonldsag; két modell pontosan akkor elemien ekvivalens,
ha vannak omega hosszu izomorf ultralancaik (Frayne), vagy izomorf ultrahatvanyaik.)

¢ Legyenek A és B elemien ekvivalens, véges alaphalmazu strukturak, melyek kozos
nyelve csak véges sok relacio-, fiiggvény-, és konstansszimbolumot tartalmaz.
Igazoljuk, hogy ekkor A és B izomorfak.

% Irjuk le a Helyességi Tétel allitasat és bizonyitasat. (9 pont)

Tétel: Legyen X formulahalmaz, ¢ formula. Ha o (¢ levezethetd X-bol) , akkor ¢ (¢ kdvetkezik X-bol).
Biz.
(2) = (1): tegyiik fel, hogy 2. szerint: L ~ ¢. Ekkor van olyan véges formula sorozat (Q...
a,), hogy o, = ¢ és az Gsszes t6bbi a-re (1 =i < n):
® (; axioma, vagy
e €L, vagy
e ; modus ponens-sel kaphato korabbi a;—kbol.
Ezutan i szerinti indukciéval megmutatjuk, hogy X & o; minden i-re (igy X = O
azaz Lk ).
(*) Vegyiik észre, hogy a modus ponens helyes: {P, P=Q} = Q:
Ha 0=P, 0=P=Q akkor 0-ban igaz a Q (0= Q).

Legyen o olyan interpretacio, hogy 0k E. Ekkor elég megmutatmunk, hogy O=ai.
Indukciés alaplépés: o, vagy axioma, ekkor O k «; (tablazattal ellendrizhetd, hogy az
axiémak minden interpretacioban igazak), vagy €X.

Tegyiik fel, hogy minden j(<i)-re Okqj.

Q; vagy axioma, vagy €% (mint az alaplépésnél), vagy modus ponens-sel jon korabbi
a—kbol. Utébbi esetben van jk<i: ow=0c4=0;, az indukcié miatt G={ct, O}, azaz
o={a = oy, oy, igy (*) miatt O={ag).

% Irjuk le az elsérendii nyelvek Herbrand-univerzumanak definiciéjat.


https://hu.wikipedia.org/wiki/Bijekci%C3%B3
https://hu.wikipedia.org/w/index.php?title=L%C3%B6wenheim-Skolem_t%C3%A9tel&action=edit&redlink=1
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2.2. Definicié (Herbrand-univerzum). Legyen I elsérendii formulahalmaz.
Ha T-ban nincs konstans szimbdlum akkor hozzdveszink egyet. (ha van konstans
szimbdlum, akkor nem veszink hozzd). Legyen L' az igy kapott nyelv. Ekkor
I’ Herbrand-univerzuma L' vdltozé mentes term-jei.

¢ Az L nyelvben ¢ konstansszimbolum f 1-valtozos, g pedig 2-valtozoés
fiiggvényszimboélum (és L-ben nincsenek mas konstans- és fiiggvényszimbolumok).
Irjuk le L Herbrand-univerzumanak osszes olyan elemét, melyben legfeljebb 2
fiiggvényszimbolum van. (6 pont)

c|f(c) [ f(f(c)) [ f(a(c, c) ) [ g(c, €) | 9(f(c). ¢) [ g(c, f(c) ) [ a( (e, ¢), €) | g(c, g(c, ©) )

% Irjuk le a Kompaktsagi Tétel mindkét alakjanak allitasat és bizonyitasat. (9 pont)
Tétel: Kompaktsagi tétel elso alakja

Legyen ¥ (nulladrendii vagy elsérendii) formulahalmaz, ¢ formula.
Ekvivalensek:

1) Zkeo.

(2) van olyan véges £’CX: ¥’ k ¢.

Bizonyitas: (2)=(1) trivialis.
(1)=(2): tegylik fel, hogy X = ¢, ekkor a teljességi tétel miatt: X+ @.
Legyen a, o,...0, egy ilyen levezetés (a,= @), ebben X-nak csak véges sok
eleme van, ezért ¥°'= TN {0, 0b...0.} véges és ugyanez a sorozat (o1, 0... Ok)
mutatja, hogy %’ + ¢@. Veégil a teljességi tétel miatt X’ & o.

Tétel: Kompaktsagi tétel masodik alakja

Legyen X (nulladrendii vagy elsérendii) formulahalmaz.
Ekvivalensek:

(1) X-nak van modellje.

(2)  6sszes VEGES részének van modellje.

Bizonyitas: (1)=(2) trivialis.
(2)=(1): tegyiik fel, hogy ¥ 6sszes VEGES részének van modellje, de Z-nak
nincs. A teljességi tétel (c) pontja miatt X ellentmondasos kell legyen. Ekkor
létezik o formula, amire ¥ + o, ¥ + Ta, igy van véges £°C5: 8’ Fa és ' + Ta
(tigy, mint az els6 kompaktsagi tétel bizonyitasaban). A teljességi tétel miatt
Yka, ¥ Ta. ¥ véges, igy (X'-nek is) van A modellje: A =X’. Tehdt A a és
A k la, ami viszont nem lehetséges, ellentmondasra jutunk.

% Irjuk le a Skolemizalas algoritmusat (a modszer helyességét nem kell bizonyitani). (6
pont)

2.1. Lemma. Az algoritmus Skolem formdra hozdsra:

1. Hozzuk prenex formdra.

2. Az 1-lépéses skolemizaldst ismételgessiik, mig van ,,37.

Hozzuk prenex-alakdra.

2. Az “3” kvantorokat kiiszoboljiik ki az alabbiak szerint:
VX, VX, ... ¥X,Jy esetén vegyiink fel egy m-valtozos j f fliggvényszimbolumot (Skolem fgv.) — m=0
esetén f konstans szimbolum
— toroljik “Iy” -t és masutt y elé6fordulésait cseréljik f(x., X., ... X.)-re.

=



¢ Igazoljuk, hogy egy nulladrendii rezolucios kalkulus cafolati teljességét (azaz azt, hogy
egy nulladrendii klozhalmaz pontosan akkor kielégithetetlen, ha levezetheto beldle az
iires kl6z).

Def: 2 formulahalmaz kielégithetetlen, ha nincs olyan k kiértékelés, melyre Kl=X,

Tétel:

(1) ha 2 ellentmondasos, akkor kielégithetetlen (teljességi tétel miatt visszafele is igaz)
(2) Ekvivalensek:

ORI
() DA kielégithetetlen.

Biz: (1): ha 2 ellentmondasos, akkor van & :
T|- @ g T |-Q | Teljességi tétel miatt = =a ¢ Zl=—a,
Tegyiik fel, hogy van olyan k: KI=% Ekkor kI=a ¢ kK|=—a fgy ellentmondasra jutottunk.
2% = pont akkor, ha Z A~ ellentmondésos g ZKJ{_@kielégithetetlen.

Elemi diszjunkcio ~ kloz.

KNF-t azonositunk a benne szerepld klozok halmazéaval

Kl6zt azonositunk a benne szerepld atomi formulak és negalt atomi formulak halmazaval.

Ures kloz: [] . Ez kielégithetetlen, mert nem érhet el, hogy min. 1 diszjunkcios komponense igazza valjon (mivel
nincs diszjunkcids komponense).

I' kielégithetéségének vizsgalatanal feltehetd, hogy I elemei klozok

¢ Igazoljuk, hogy egy nulladrendii klozhalmaz pontosan csak akkor Kkielégithetetlen, ha
szemantikus faja minden agan van egy cafolo csucs.

Def: Szemantikus fa: olyan teljes binaris fa, amelynek szintjeit azonositottuk az itélet-valtozokkal, agai
megfelelnek az interpretacionak.

-Ha C kloz, akkor C illesztése a szemantikus fara:

Sorra vessziik a szinteket: ha a szinthez tartozo itélet valtozo: negalatlanul / negalva / sehogy sem szerepel C-ben,
ennek megfelelGen: jobbra / balra / mindkét iranyba megyiink tovabb

Az igy elért csticsok C cafolo csucsai.

Def: Szemantikus fa zart, ha minden agan van cafold cstcs.

Tétel: ~ Ekvivalensek:
(1) I kielégithetetlen
(2) I' szemantikus f4ja zart

Def: Legyen C=C; Vv I—, C':CLIV_L-, ahol L és 'L ellentétesen negalt atomi formulak.

1 1
C ¢s C rezolvense: C1 V C;

Tétel:  Legyen I' klozhalmaz, c kloz.
I' |- ¢ (I b6l rezoliicioval levezethetd c), ha van olyan véges Ci1++1Crklézsorozat, hogy Cn = C, és minden i-re
C; €I vagy korabbi Cj-k rezolvense.



