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P6tl6 zarthelyi dolgozat
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi utmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
taté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az ttmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az ttmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodo
gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példaul az anyagban szerepl6 ismeretek, definicidk, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megolddsa volna kaphat6. Ha egy megold6 egy
feladatra tobb, egymastol 1ényegesen kiilonbozé megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre ad-
haté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibéat tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldd melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljik
(akkor is, ha ez a pontszam 0). Az utmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is
oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel,
ha az elszdmolas lényegesen egyszertisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon
feladatrészekért, amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Legyenek A és B olyan események, melyekre P(A | B) = P(B | A) = ;. Legyen tovabbé C
olyan esemény, amelyre az A és C' illetve a B és C' eseménypérok fiiggetlenek, és tegytik fel,

hogy egyszerre mindharom esemény nem kovetkezhet be. Szamoljuk ki az A, B és C' események
valészintiségét, ha tudjuk, hogy P(AU B) = % és PLAUBUC) = i%

Megoldas:
(2 pont) Definici6 szerint 1 =P(A | B) = (ég?)
(1 pont) tehat P(B) = 2P(AN B)

(1 pont) ugyanigy P(A) = 2P(AN B)

(1 pont) amibdl egyrészt P(A) = P(B) is kovetkezik,
( )

(2 pont) §

(

1 pont) masrészt a Poincaré-formulat alkalmazva
pont P(AUB) = IP’(A)—HP’( ) P(AN B)
1 pont) amlbol a fentick alapjén: 2 = P(AU B) = 2 IP(A)
(1-1 pont) igy P(A) = 1 és mivel egyenloek, ezért P(B) =
A Poincaré-formulat alkalmazva

(2 pont)
19
10
(2 pont) P(AN BN C) =0, hiszen egyszerre nem kovetkezhetnek be.

(2 pont) A fiiggetlenség miatt P(ANC) =P(A) -P(C) és P(BNC) =P(B) - P(C)
A fenti egyenlet tehat igy alakul

(1 pont)

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)—-P(BNC)-P(CNA)+P(ANBNC)
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(2 pont) ahonnan P(C) = +

2. Harom rekeszben vannak a K6banyai és Borsodi sorok a presszéban. Az els6ben 12 — 12, a
masodikban 16 Kébanyai és 8 Borsodi, a harmadikban 6 K6banyai és 18 Borsodi. A kocsmaros
nem szeret feleslegesen mozogni, ezért % valészintiséggel a hozza legkozelebbi elsé rekeszbdl
vesz ki egy iiveget véletlenszertien, % valoszinliséggel a kdvetkezd, masodik rekeszbol valaszt
egy iiveget véletlenszertien és % valoszinliséggel megy csak a el a harmadik rekeszig és emel ki
onnan egyet véletlenszeriien.

(a) Mekkora valészintiséggel kap a sort rendel6 vendég Borsodit?
(b) Mekkora a valdszintisége, hogy a kocsmaros elfaradt egészen a harmadik rekeszig és onnan
adott egy iiveg sort feltéve, hogy Borsodit kapott a vendég?

Megoldds:
Tekintsiik a kovetkezo eseményeket:
2 pont) B=Borsodit kap a vendég, A;=a kocsmaros az i. rekeszbdl vesz ki egy sort, 1 = 1,2,3

a) P(A)) = 3, P(Ay) = 3, P(A3) = ¢ adottak, a kérdezett valésziniiség P(B)
1 pont) A telJes Valoszmuseg tetelebol
pont) P(B) = P(B|A;) (Al) + P(B|Ay) P( 2) + P(B|A;) P(A3)

(
(
(
(2 12 1 18 _ 3
(2-2-2 pont) P(B|A;) = 53 (B|A2) 2 =3 P(BJ4;) =32 =3
(2 pont) Behelyette31tve ]P’(B) =i-1+3-5+%.1
(1 pont) P(B) = 22 (~ 0,4861)
(b)
(1 pont) A kérdezett val6szintiség P(Asz|B)
(1 pont) Bayes-tételbol
P(B|As) P(As)
2 t) P(As|B
( pon ) ( 3| ) P(B)
1.3 9
(2 pont) behelyettesitve: P(A3|B) = Sg5* = 3 (~0,2571)
72

3. Vélasszunk két szamot egymadstdl fiiggetlentil a (0, 3) intervallumon. Mennyi a val6szintisége,

hogy a két szam hanyadosa % és 3 kozé esik?

pont) A véletlen kisérlet megegyezik egy pont valasztasaval a [0, 3] x [0, 3] négyzetben.
pont) Ez az ) eseménytér.
pont) A kedvezé teriilet ezen téglalapnak az y = %z és az y = 3z egyenes kozé esoO része.

3 pont) jé abra
T
4 pont) Geometriai valosziniiségi mez6 esetén a valdszintiség= ke;”ezo
Q
pont) To =3-3=9

(2
(2
(2
(
(
(2
(

1 pont) Most célszeri a nem kedvezé teriiletet kiszdmolni, ami két derékszogii hdromszog
egyenként % tertiletiiek.

(1 pOHt) Tkedvezo = TQ - Tkedvezotlen

(1 pont) Tkedvezo =9 - 2% =6

(Ha mésképp szamolja ki jol a kedvezd teriilet nagysagat, akkor is jarnak a pontok.)
(2 pont) A kérdezett valosziniiség tehdt g = ;
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4.

6.*

Tegyiik fel, hogy az X valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye

0, ha = <0,
Fx(x) = —, ha0<z<c,
1, ha ¢ < z,

ahol ¢ > 0 egy pozitiv valos szam.
Hatarozzuk meg c értékét, ha tudjuk, hogy X varhato értéke 1.

Megoldads:

2
2 pont) fx(x) = 1 (2)* 2
2

(
( )
( )
( pont):%\/—x had<x<c
(2 pont) fx(x) =0 kiilonben
(2pont) 1=EX = [jz 2\/c—xd£l:
(2 pont) = [5 5,/%dx
37¢
(2 pont) = 3= [”‘”32 dx
2 1o
(2 pont) =1 lcgc% =3
(2 pont) tehat ¢ =3

Egy tarsasjatékban a soron koévetkezo jatékos a sajat korében dob egy kockaval, és a dobas
eredményének megfeleléen 1ép, kivéve, ha hatost dob. Hatos esetén 1jra dob a kockéaval, és
ezt egészen addig ismétli, amig 6-0stol kiillonboz6 eredmény adodik. Végil a jatékos 1épéseinek
szama az adott korben dobott Osszes szam Gsszege.

Hatarozzuk meg az egy jatékos altal egy korben megtett 1épések szamanak varhaté értékét.

Megoldas:
Jelolje X a kockadobasok szamat, Y az utolsé dobas értékét és Z a jatékos 1épéseinek szamat.
(3 pont) X ~ Geo ( ) (2 pont, hogy geometriai, 1 pont a paraméter)

(3 pont) P(Y =i) = £, hai € {1,2,3,4,5}

(3 pont) Z = ( —1)-6+Y

(3 pont) E(Z) =E(6(X —1)+Y)=6E(X)-6+E()
(2 pont) E(X) = ¢, mert geometriai

(2 pont) E(Y)=>;i-P(Y =1)

(2pont) E(Y) = £14 42+ i3+ 4+ 35=3

(2 pont) E(Z) =2 =4,2

Tegyiik fel, hogy repiilés kozben egy repiilégép motorjai egymastél (teljesen) fiiggetlentl 1-p va-
l6szintiséggel hibasodnak meg. Ha egy repiilének a repiiléshez a motorjainak legaldbb felére van
szitksége, milyen p értékekre biztonsagosabb egy 6tmotoros repiilogép, mint egy harommotoros?

Megoldads:

A harommotoros gép akkor tud repilni, ha legalabb 2 motorja miikodik, azaz legfeljebb 1
hibasodik meg. Legyen X a harommotoros gépben repiilés kozben meghibiasod6 motorok szama.
(1 pont) X ~ B(3,1—p)

(ha ez nem szerepel, de jol szamolja a valészintiséget, akkor nem kell levonni)

(3 pont) P(a hdrommotoros tud repiilni)=P(X < 1) =P(X = 1) +P(X = 0) = 3(1 —p)p* +p*
Az 6tmotoros gép akkor tud repiilni, ha legaldbb 3 motorja miikodik, azaz legfeljebb 2 hibasodik
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meg. Legyen Y az 6tmotoros gépben repiilés kozben meghibasodé motorok szama.

(1 pont) X ~ B(5,1—p)

(ha ez nem szerepel, de jol szamolja a valészintiséget, akkor nem kell levonni)

(3 pont) P(az 6tmotoros tud repiilni)=P(Y < 2) = P(Y =2)+PY = 1)+ PY = 0) =
10(1 — p)*p® +5(1 — p)p* +p°

(2 pont) Az 6tmotoros biztonsagosabb, ha 10(1 — p)?p® + 5(1 — p)p* + p° > 3(1 — p)p? + p*

(1 pont) azaz, ha 10(1 — p)*p +5(1 —p)p* +p*> > 3(1 —p) +p

(1 pont) atrendezve, ha 10(1 — p)?p +5(1 — p)p*> + p> +2p —3 >0

(1 pont) atrendezve, ha 6p® — 15p> +12p — 3 > 0

(3 pont) a baloldal szorzatta alakithato: 3(p — 1)%(2p — 1)

(1 pont) az els6 tényez6 a négyzeten van, igy nem lehet negativ, és 0 is csak akkor ha p = 1,
tehat

(2 pont) a pozitivitéas feltétele, hogy 2p —1 > 0és p < 1

(1 pont) azaz a feltétel: 3 <p <1



