
Algel I. gyakorlatNagyságrendek és vegyes feladatok2012. szeptember 7.1. Tegyük fel, hogy van egy számítógépes progra-munk, ami egy k méret¶ feladaton a jelenlegi gé-pünkön 1 nap alatt fut le. Beszereztünk egy száz-szor gyorsabb számítógépet. Ugyanazon prog-rammal mekkora feladatot lehet az új gépen egynap alatt megoldani, ha a program lépésszáma nméret¶ feladat esetén (a) n-nel, (b) n3-bel, illetve(
) 2n-nel arányos?2. Jelöljük T (n)-nel egy algoritmus legnagyobb le-hetséges lépésszámát az n méret¶ inputokon.Tudjuk, hogy T (1) = 2 és T (n) = T (n − 1) + 3,amennyiben n ≥ 2. Adjuk meg T (n)-t zárt alak-ban!3. Jelöljük T (n)-nel egy algoritmus legnagyobb le-hetséges lépésszámát az n méret¶ inputokon.Tudjuk, hogy T (1) = 2 és T (n) = 3 ·T (n−1)+1,amennyiben n ≥ 2. Adjuk meg T (n)-t zárt alak-ban!4. Egy f fokú létrán bizonyos fokok annyira rozo-gák, hogy ha rálépünk, leszakadnak. Szeren
séretudjuk, hogy melyik fokok ilyenek, hova nem sza-bad lépnünk. Egy lépéssel legfeljebb 3 fokot tu-dunk lépni. Adjunk algoritmust ami meghatá-rozza, hogy a létra aljától fel tudunk-e jutni alétra legfels® fokára! (Feltehet®, hogy a legfels®fokra rá szabad lépni.) Az algoritmus lépésszámalegyen c · f , ahol c valami �x konstans.5. Adott n 
hip, melyek képesek egymás tesztelésérea következ® módon: ha összekap
solunk két 
hi-pet, mindkét 
hip nyilatkozik a másikról, hogyhibásnak találta-e. Egy hibátlan 
hip korrektülfelismeri, hogy a másik hibás-e, míg egy hibás
hip akármilyen választ adhat. Tegyük fel, hogya 
hipek több, mint a fele korrekt. Adjunk algo-ritmust, mely n-nél kevesebb fenti tesztet hasz-nálva kikeres egy jó 
hipet!6. Adjunk hatékony algoritmust, amely egy G =
(V ;E) irányítatlan gráfban talál egy olyan S ⊂
V ponthalmazt, melyre az (S;V \S) mérete (azazaz S és V \S közötti élek száma) legalább |E|/2!7. Tudjuk, hogy minden hömpör® surjan
s. Mitmondhatunk az alábbi állitások igazságáról?(a) Ha valami nem hömpör®,akkor az surjan
s.(b) Ha valami hömpör®, akkor az nem surjan
s.(
) Ha valami nem surjan
s, akkor az hömpör®.(d) Ha valami nem surjan
s, akkoraz nem höm-pör®.

(e) Ha valami surjan
s, akkor az nem hömpör®.8. [ZH: 2012. már
ius 26.℄ Tudjuk, hogy az
f(n), g(n) pozitív értékeket felvev® függvényekreigaz, hogy f(n) = O(g(n)). Következik-e ebb®l,hogy 2012logn + f(n) = O( 1

2012
n2012 + g(n))?9. [PPZH: 2012. május 17.℄ Tudjuk, hogyaz f(n), g(n) függvényekre igaz, hogy f(n) =

Θ(n2 log n + 5n) és g(n) = Θ(n log n + n5).Következik-e ebb®l, hogy f(n) = O(g(n))?10. Bizonyítsuk be, hogy(a) log2 f(n) = Θ(log100 f(n)) (f(n) > 0),(b) f(x) = akx
k + ak−1x

k−1 + · · · + a0 (ak 6=
0) ⇒ f(n) = Θ(nk),(
) 2n+1 = O(2n), de 22n 6= O(2n),(d) max(f(n), g(n)) = Θ(f(n) +
g(n)) (f(n), g(n) > 0)!11. Igaz-e, hogy(a) ha f = O(g) és g = O(h), akkor f = O(h);(b) ha f = Ω(g) és g = Ω(h), akkor f = Ω(h)?12. [Vizsga: 2007. június 19.℄ Az alábbi függ-vényeket rendezze olyan sorozatba, hogy ha fiután közvetlenül fj következik a sorban, akkor

fi(n) = O(fj(n)) teljesüljön!
f1(n) = 2100n−250n, f2(n) = 2007n3, f3(n) = 33n13. [Vizsga: 2007. június 12.℄ Egy A algoritmus-ról azt tudjuk, hogy n hosszú bemeneteken a lé-pésszáma O(n log n). Lehetséges-e, hogy(a) van olyan x bemenet, amin a lépésszáma

x3?(b) minden x bemeneten legfeljebb 2007|x| lé-pést használ? (Szokás szerint |x| az x szóhosszát jelöli.)14. [Vizsga: 2007. június 5.℄ Jelölje egy algorit-mus maximális lépésszámát az n hosszú bemene-teken L(n). Azt tudjuk, hogy minden n = 2k > 4páros számra L(2k) ≤ L(2k − 2) + 1 teljesül, éshogy L(4) = 10. Következik-e ebb®l, hogy az al-goritmus lépésszáma O(n)?15. Jelöljük T (n)-nel egy algoritmus legnagyobb le-hetséges lépésszámát az n méret¶ inputokon.Tudjuk, hogy T (n) ≤ 10, ha n ≤ 5 és T (n) ≤
T (n − 1) + n/3, ha n > 5. Ekkor mit tudunkmondani T (n) = O(n), T (n) = O(n2) és T (n) =
O(n3) egyenl®ségek helyességér®l?



Algel II. gyakorlatDinamikus programozás2012. szeptember 14.www.
s.bme.hu/∼akorosi1. Oldjuk meg a hátizsák-problémát az alábbit eset-ben! Legyen n = 4, a tárgyak súlyai s1 = 7, s2 =
5, s3 = 4, s4 = 1 és értékei v1 = 20, v2 = 14, v3 =
10, v4 = 1, a súlykorlát b = 10.2. [ZH: 2008. már
ius 28.℄ Egy n×nméret¶ táb-lázat minden eleme egy egész szám. A táblázatbal alsó sarkából akarunk eljutni a jobb fels® sar-kába úgy, hogy egy lépésben a táblázatban vagyfelfelé vagy jobbra egyet lépünk. Azt szeretnénk,hogy a lépegetés során látott elemek növekv® sor-rendben kövessék egymást. Egy ilyen út értéke abenne szerepl® számok összege. Adjon O(n2) fu-tási idej¶ algoritmust, ami meghatározza, hogyaz adott táblázatban a szabályok szerinti utakértékei között mekkora a legnagyobb!3. Adott egy fa, melynek 
sú
saihoz súlyok vannakrendelve. Adjunk lineáris algoritmust, ami meg-határozza a fában található maximális súlyú füg-getlen ponthalmaz súlyát!4. [Vizsga: 2007. június 12.℄ Egy n és egy mkarakterb®l álló szövegben meg akarjuk találni alegnagyobb azonos darabot, azaz ha az egyik szö-veg a1a2 · · · an és a másik b1b2 · · · bm, akkor olyan
1 ≤ i ≤ n és 1 ≤ j ≤ m indexeket keresünk, hogy

ai+1 = bj+1, ai+2 = bj+2, . . . , ai+t = bj+tteljesüljön a lehet® legnagyobb t számra. Adjonerre a feladatra O(mn) lépést használó algorit-must!5. [Vizsga: 2007. május 29.℄ Legyen w =
w1w2 · · ·wn egy n bet¶b®l álló szó. Hívjuk rész-szónak w egy tetsz®leges wiwi+1 · · ·wi+k darab-ját (1 ≤ i ≤ n−1, 1 ≤ k ≤ n−i). Adjunk algorit-must, ami O(n) lépésben meghatározza az összes
a-val kezd®d® és b-re végz®d® részszó számát.6. Legyenek a1, a2, . . . , an tetsz®leges egész számokés m < n2 egész. Adjunk algoritmust, amelya bináris alakjukkal megadott a1, a2, . . . , an és
m számokról eldönti polinom id®ben, hogy az
a1, a2, . . . , an számok közül kiválasztható-e né-hány úgy, hogy az összegük m-mel osztva egyetadjon maradékul!7. Adjunk algoritmust, ami egy n 
sú
sú fában li-neáris id®ben meghatározza a fában lev® leg-hosszabb út hosszát!

8. [Vizsga: 2009. június 11.℄ A véges hosszú 0-1 sorozatok egy részét valamilyen szempontbóljónak tekintjük, a többit rossznak. Van egy A al-goritmusunk, mely adott n hosszú 0-1 sorozatról
O(log(n!)) lépésben megmondja, hogy a sorozatjó vagy rossz.Adjon olyan eljárást, mely A-t felhasználva, haadott egy m hosszú 0-1 sorozat, y = y1y2 · · · ym,akkor eldönti, hogy y el®áll-e néhány jó soro-zat egymás után f¶zéséb®l. Az eljárás lépésszámaösszesen legyen O(m4).9. [ZH:2012.04.25℄ Egy n-szer n-es táblázat min-den ko
kájában egy (nem feltétlenül pozitív)egész szám van írva vagy rózsaszínnel vagy sárgá-val Sétát szeretnénk tenni a táblázatban, bárholindulhat és végz®dhet, egy lépésben vagy balra,vagy felfelé léphetünk egyet, de 
sak akkor, haközben színt is váltunk. Adjon algoritmust, ami
O(n2) lépésben megtalálja a legértékesebb sé-tát (a séta értéke az érintet mezök értékeinek azösszege)!10. [Vizsga: 2012.06.14℄ Két ügynök érkezik Csil-lagvárosba. A város úthálózatát egy n + 1 
sú-
sú irányítatlan 
sillag írja le, ahol a központi
v0 ponthoz 
satlakoznak a v1, v2, . . . , vn 
sú
sok,ezekre az élekre ismert, hogy hány per
ig tartvégig utazni rajtuk. Minden vi 
sú
shoz tarto-zik még egy hi szám is, ekkora bevételt lehet el-érni a 
sú
s meglátogatásával. Az ügynökök egy-mástól függetlenül haladnak, de mindketten a v0-ból indulnak és ott is fejezik be, egy vi 
sú
sbalegfeljebb egyikük látogat el, és legfeljebb egy-szer, az utazásra összesen fejenként legfeljebb Tper
ük van. Javasoljon O(nT 2) költségü algorit-must, mely meghatározza a kett®jük által közö-sen elérhet® maximális hasznot!11. Egy n szóból álló szöveget kell sorokra tördelni.A szöveg i-edik szava ℓi karakterb®l áll, egy sor skarakter hosszú. Ha egy sor a szöveg i-edik sza-vával kezd®dik és a j-edik szóval végz®dik, ak-kor az elválasztó szóközöket is �gyelembe véve
t = s−(ℓi+ℓi+1+· · ·+ℓj+j−i) üres hely marada sor végén. Egy ilyen sor hibája legyen t2. A tör-delés hibája a nem üres sorok hibáinak összege.Adjunk O(n2) lépéses algoritmust egy legkisebbhibájú tördelés meghatározására! (A szavak sor-rendje rögzített.)12. Adottak M1,M2, . . . ,Mn munkák
H1,H2, . . . ,H3 határid®kkel és P1, P2, . . . , Pnpro�tokkal. Mindegyik munka elvégzése ponto-san 1 napunkba kerül. Adjunk O(n2) lépésszámúalgoritmust, amely meghatározza, hogy melymunkákat vállaljuk el a pro�t maximalizálásaérdekében!



Algel III. gyakorlatBejárások, párosítások2012. szeptember 21.www.
s.bme.hu/∼akorosi1. Hogy néz ki egy irányítatlan teljes gráf szélességibejárása?2. Egészítsük ki maximális párosítássá a megadottpárosítást a javítóutas módszerrel az alábbi pá-ros gráfban!
3. Éllistával adott a súlyozott él¶ G(V,E) gráf. Te-gyük fel, hogy az élek súlyai az 1, 2, 3 számokközül valók. Javasoljunk O(n+ e) költség¶ algo-ritmust az s ∈ V pontból az összes további v ∈ Vpontokba viv® legrövidebb utak hosszának meg-határozására!4. Legfeljebb hány komponensb®l állhat egy irányí-tott gráf szélességi bejárása során keletkez® erd®?5. [ZH: 2009. április 24.℄ Egy kezd® autóvezet®a városban való közlekedése során szeretne gya-korlatának megfelel® útvonalat választani. Az út-hálózat egy irányítatlan gráfként van megadva, a
sú
sok a keresztez®dések, az élek az utak, a 
sú-
soknál adott, hogy nehéz-e számára a kereszte-z®dés. (Az hogy nehéz, a keresztez®dés tulajdon-sága, nem azon múlik, merr®l érkezik oda és ésmerre akar rajta áthaladni.) Írjon le egy algorit-must, amivel meg lehet határozni, hogy az autósaz egyik adott 
sú
snál lev® otthonából mely 
sú-
sokba tud autóval úgy eljutni, hogy útja soránkét nehéz 
sú
s soha nem jön közvetlenül egymásután. Az algoritmus lépésszáma éllistás megadásesetén legyen O(n+ e), ahol n a 
sú
sok és e azélek száma.6. Adott éllistával egy n pontú, e él¶ G össze-függ® irányítatlan gráf. Adjunk O(e) költség¶ al-goritmust olyan X ⊂ V (G) központi ponthal-maz keresésére, melyre |X| ≤ n/2 teljesül! Az

X ⊆ V (G) egy központi ponthalmaz, ha G min-den pontja vagy X-beli, vagy egyetlen éllel elér-het® valamelyik X-beli pontból.7. [ZH: 2007. április 27.℄ Kutyasétáltatáskor egyparkban egy gazda rögzített, egyenes szakaszok-ból álló útvonalon halad, aminek töréspontjai

t1, . . . , tn, a bejáratot jelölje t0, a kijáratot tn+1.A kutyája szabadon szaladgál, de a ti pontok-ban találkozik a gazdájával. A ti és ti+1 pon-tokban való találkozás között a kutya szeretneegy fát is meglátogatni (minden i = 0, 1, . . . , nesetén legfeljebb egyet-egyet). Legyenek adottakaz s(ti, ti+1) távolságok (0 ≤ i ≤ n), valamintminden fának az összes ti ponttól vett távol-sága. Tegyük fel, hogy két találkozás között akutya legfeljebb kétszer akkora távolságot tudmegtenni, mint a gazda. Adjon algoritmust, amisegít a kutyának eldönteni, hogy mikor melyikfát látogassa meg ha a kutya 
élja, hogy minéltöbb fánál járjon. Az algoritmus lépésszáma le-gyen O(n2f + nf2), ahol f a parkban lev® fákszámát jelöli.8. [ZH:2012.030.26℄ Egy városban 17 busztársa-ság közlekedik, az egyes társaságok buszait 
sak atársaság saját buszbérletével lehet használni. Ne-künk maximum két társaság bérletére van pén-zünk (a bérletek ugyanannyiba kerülnek). A vá-ros buszhálózatát ismerjük: bármely két megál-lóra adott, hogy van-e közöttük közvetlen járat(amelyik közben nem áll meg máshol) és ha igen,akkor melyik társaság üzemelteti (lehet több tár-sasásgnak is járata ugyanott). Adjunk O(n2) lé-pésszámú eljárást, ami n buszmegálló esetén el-dönti, hogy melyik két bérletet vegyük meg, hogya lehet® legtöbb buszmegállóba el tudjunk jutnia lakásunkhoz legközelebb es® megállóból gyalog-lás nélkül. (Az átszállások számára nin
s korlá-tozás.)9. [PZH:2012.04.25℄ Ürhajónkkal egy véges, egydimenziós univerzumban ragadtunk, amelynekpontjait 0 és r közötti egész koordinátákkal azo-nosítjuk. A közlekedést a 0 ≤ x1, . . . , xn ≤ r ko-ordinátákon elhelyezett tükörteleportok segítik:egy-egy tükörteleport aktiválásakor ürhajónk po-zí
iója tükröz®dik a teleport pozí
iójára, azazpéldául az y koordinátáról a 2xi − y koordiná-tára jutunk (vagy megsemmisülünk, ha ezzel ki-lépnénk az univerzumból). Az s koordinátáról ki-indulva szeretnénk a t koordinátán található -menekülést jelent® - féregjárathoz jutni. Adjon
O(r2) lépésszámú algoritmust, amely meghatá-rozza, hogy ehhez legkevesebb hányszor kell te-leportálnunk!10. [PPZH:2012.05.17℄ Éllistával adott egy n 
sú-
sú irányítatlan barátsági gráf, ahol minden pontfogszáma legfeljebb √

n. Nevezzünk két embertkett®-barátnak, ha vagy barátok, vagy van közösbarátjuk. Adjon O(n2) lépésszámú megoldást an-nak az embernek a meghatározására, akinek alegtöbb kett®-barátja van! Ha több ilyen is van,akkor keressük meg az összeset.



Algel IV. gyakorlatLegrövidebb utak2012. szeptember 28.1. Határozzuk meg az alábbi gráfban Dijkstra-algoritmussal a legrövidebb s-b®l induló utakata többi 
sú
sba, nyomon követve az algoritmust!
2. Határozzuk meg az alábbi gráfban Bellmann-Ford algoritmussal a legrövidebb s-b®l indulóutakat a többi 
sú
sba, nyomon követve az al-goritmust!
3. [Vizsga: 2009. június 4.℄ Az alábbi gráfon aFloyd-algoritmust futtatjuk. Az algoritmus során(a 4. javítási menet végén) az F4 tartalmazza azismert úthosszakat.
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Hogyan változik a táblázat amikor minden 
sú
s-párra újra elvégezzük a frissítést?4. ZH: 2012.03.26 Egy irányított gráf 
sú
shal-maza {A,B,C,D,E, F}, az élek és súlyaik pedigaz alábbiak: s(A,B) = 2, s(A,C) = 7, s(A,D) =

3, s(A,F ) = 6, s(C,E) = 3, s(D,B) = −2,
s(D,C) = −4, s(D,E) = −2, s(E,F ) = 4.Futtassa ezen a gráfon a Bellman-Ford algorit-must az A 
sú
sból vett legrövidebb utak hosszá-nak meghatározására.5. [ZH: 2009. ápri-lis 24.℄ Dijsktra-algoritmussal hatá-rozza meg az alábbigráfban az A pontbólaz összes többi pontbamen® legrövidebb utakhosszát az x pozitív va-lós paraméter függvé-nyében. Minden lépés-nél írja fel a távolságo-kat tartalmazó D tömb

állapotát és a KÉSZhalmaz elemeit.
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x6. Adjuk meg az összesolyan minimális él-számú irányított gráfot(élsúlyokkal együtt),amely(ek)re az alábbitáblázat a Dijkstra al-goritmusban szerepl®
D[ ] tömb változásaitmutathatja. Adjuk mega legrövidebb utakat

tartalmazó P [ ] tömbállapotait is!
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0 2 5 6 7 67. Egy G gráfban pontosan egy él súlya negatív,és nin
s a gráfban negatív összsúlyú irányítottkör. Adjunk O(n2) lépésszámú algoritmust az
s ∈ V (G) pontból az összes többi pontba vezet®legrövidebb utak meghatározására!8. Legyen G = (V,E) mátrixszal adott n pontú,súlyozott él¶ irányított gráf! Tegyük fel, hogy Gnem tartalmaz negatív összhosszúságú irányítottkört, továbbá azt, hogy a G-beli egyszer¶ irányí-tott utak legfeljebb 25 élb®l állnak. Javasoljunk
O(n2) költség¶ módszert az 1 ∈ V pontból azösszes további v ∈ V pontokba viv® legrövidebbutak hosszának a meghatározására!9. Vizsga: 2012.06.07 Egy város úthálózata adja-
en
ia mátrixával adott n 
sú
sú irányított gráfírja le. A gráf egyik 
sú
sában lév® állatkertb®l ötelefánt szökött meg, ezeket szeren
sére elfogták,a város öt különböz® pontján tartják ®ket ketre
-ben. Szeretnénk egy elefántszállító autóval min-det begy¶jteni, de az elefántok és az autó is ne-héz, nem minden úton tudunk vele haladni. Min-den élre ismert, hogy ott hány elefánttal tudunkközlekedni és élhez tartozó út hossza is. Adjon
O(n2) lépésszámú algoritmust, ami eldönti(az ál-latkertb®l indulva és érkezve), és ha igen megadegy legrövidebb útvonalat is.



Algel V. gyakorlatKupa
 és rendezés2012. október 12.1. Építsünk kupa
ot a következ® tömbb®l:
[4, 11, 9, 10, 5, 6]. Ezután szúrjuk be a kö-vetkez® számokat: 8, 1, 2, 16. Levezetésként
sináljunk 3 MINTÖR-t!2. [ZH: 2012.03.26℄ Egy szalagon n = 2k külön-böz® súlyú 
somag várakozik, ezeket szeretnénksorbarendezni súly szerint növekv®en. Két eszkö-zünk van ehhez: egy mérlegel® szerkezet, ami asorban elöl álló és egy tetsz®leges másik 
somag-ról megmondja, hogy melyik a nehezebb (anél-kül, hogy a 
somagok helyzetén változtatna) ésegy daru, ami tetsz®leges 
somagot a sor vé-gére tud rakni (ekkor persze a hátrarakott 
so-mag utáni 
somagok mind egy-egy hellyel el®-rébb 
súsznak). Adjon olyan eljárást, ami a fentikét m¶veletb®l O(nk)-t használva sorbarakja az
n = 2k 
somagot. A fenti két eszközön kívül mástnem tehetünk a 
somagokkal, pl. nem rakhatjukle ®ket a szalagról, nem mérhetjük meg egyesé-vel a súlyukat, de azt pl. nyilvántarthatjuk, hogymelyik 
somagokat mozgattuk eddig.3. [ZH: 2010. április 19.℄ Igaz-e, hogy az A[1] =
3, A[2] = 15, A[3] = 10, A[4] = 25, A[5] = 29,
A[6] = 17, A[8] = 28, A[9] = 30 tömb egy kupa-
ot tartalmaz? Ha igen, rajzolja le a kupa
ot ésa rajzon hajtsa végre a BESZÚR(11) m¶veletet!4. [Vizsga: 2008. május 27.℄ Egy kupa
ba be-raktunk egy új x elemet, majd végrehajtottunkegy MINTÖR m¶veletet. Mikor fordul el®, hogyvégül az eredeti kupa
ot kapjuk vissza?5. Adott egy n elemet tartalmazó kupa
 és egy kkul
s. Keressük meg a kupa
 k-nál kisebb ele-meit! Ha m ilyen elem van, akkor az algoritmus
O(m) elemi lépést használhat.6. Adjunk konstans szorzó erejéig optimális köl-tésg¶ algoritmust az alábbi problémára!INPUT: Egy A[1 : n] tömb, amely eredetilegaz 1, . . . , n számokat tartalmazta kupa
ba ren-dezve, de öt elem megsérült, és a helyére ∗ ke-rült.FELADAT: Találjuk meg a tömb összes olyankitöltését, ami lehetett az eredeti!7. Tervezzünk olyan adatszerkezetet, ami egy ren-dezett halmaz elemeinek tárolására szolgál. Amegvalósítandó m¶veletek: Felépít(n): n elemb®lfelépíti a struktúrát; Mintör, Maxtör: a min. il-letve max. elem törlése; Beszúr(x): az x elemet

a struktúrába illeszti. Az egyes m¶veletek költ-sége ne legyen több, mint Felépít: O(n); Mintör,Maxtör, Beszúr: O(log n), ahol n a tárolt elemekszáma.8. [ZH: 2004. már
ius 29.℄ Az A[1 . . . n] tömbbenegész számokat tárolunk, ugyanaz a szám több-ször is szerepelhet. Határozzuk meg O(n log n)lépésben az összes olyan számot, amelyik egynéltöbbször fordul el® a tömbben.9. [ZH: 2009. április 24.℄ Adottak a p0 =
(0, 0), p1 = (x1, y1), . . . pn = (xn, yn), pn+1 =
(100, 0) pontok a síkban (n ≥ 1) úgy, hogy
1 ≤ i ≤ n esetén xi és yi ra
ionális számok,
0 < xi < 100, és semelyik három pont nem esikegy egyenesbe. Egyenes szakaszokkal akarjuk eze-ket a pontokat valamilyen sorrendben összekötniúgy, hogy egy n+2 
sú
sú zárt töröttvonalat kap-junk, amiben a behúzott szakaszok nem metszikegymást. Adjon egy O(n log n) lépésszámú algo-ritmust annak meghatározására, melyik pontotmelyikkel kössük össze!10. Legyen adott egy egészekb®l álló A[1 : n] tömbvalamint egy b egész szám. Szeretnénk haté-konyan eldönteni, hogy van-e két olyan i, j ∈
{1, . . . , n} index, melyekre A[i] + A[j] = b. Old-juk meg ezt a feladatot O(n log n) id®ben!11. [Vizsga: 2009. június 11.℄ Adott a szám-egyenesen n intervallum, [a1, b1], . . . , [an, bn]. Aztakarjuk tudni, hogy együtt milyen hosszú résztfednek le a számegyenesb®l (azaz, hogy mennyiaz ∪n

i=1
[ai, bi] összhossza). Adjon O(n log n) lé-péses algoritmust ennek a hossznak a meghatá-rozására!12. Adottak a sík egész koordinátájú P1 =

(x1, y1), . . . , Pn = (xn, yn) koordinátájú pont-jai. Javasoljunk O(n) költség¶ módszert olyan
Pi 6= Pj pontok kiválasztására, amelyeken át-men® egyenes által meghatározott félsíkok közülaz egyik tartalmazza az összes pontot!13. [Vizsga: 2004. június 10.℄ Az n méret¶ (nemfeltétlenül rendezett) A tömb elemei különböz®pozitív egész számok. Adjon algoritmust, amelymeghatároz egy 1 ≤ k ≤ n számot és kiválaszt
k különböz® elemet az A tömbb®l úgy, hogy akiválasztott elemek összege nem több, mint k3.Ha nin
s ilyen k, akkor az algoritmus jelezzeezt a tényt! Az algoritmus lépésszáma legyen
O(n log n)! (Két szám összehasonlítása, össze-adása vagy szorzása egy lépésnek számít.)14. Hány összehasonlításra van sz¶kségünk, hogy nelem közül a két legkisebbet meghatározásozhas-suk?



Algel VI. gyakorlatRendezés, keres®fák2012. október 19.1. Rendezzük a következ® lán
okat a radix rendezés segítségével: abc, acb, bca, bbc, acc, bac, baa!2. [ZH: 2007. április 27.℄ A valós számokból álló a2
1
. . . a2n sorozat egy darabig n®, utána 
sökken. Adjon

O(n) összehasonlítást használó algoritmust, ami rendezi az a1, . . . an sorozat!3. Az A[1 : n] tömbben egy rendezett univerzum n különböz® eleme volt, nagyság szerint növekv® sor-rendben. Valaki id®közben megkeverte a tömb elemeit, de 
sak annyira, hogy minden egyes elem újhelye az eredetit®l legfeljebb 5 távolságra esik. Adjunk O(n) futásidej¶ algoritmust az eredeti állapothelyreállítására!4. A (növekv®en) rendezett A[1 : n] tömb k elemét valaki megváltoztatta. A változtatások helyeit nemismerjük. Javasoljunk O(n+ k log k) költség¶ algoritmust az így módosított tömb rendezésére!5. Adott egy dobozban n különböz® méret¶ anya
savar, valamint egy másik dobozban a hozzájuk ill®apa
savarok. Kizárólag a következ® összehasonlítási lehet®ségünk van: egy apa
savarhoz hozzápróbá-lunk egy anya
savart. A próbának háromféle kimenete lehet: apa<anya, apa=anya, apa>anya, annakmegfelel®en, hogy az apa
savar küls® átmér®je hogyan viszonyul az anya
savar bels® átmér®jéhez. Sze-retnénk minden anya
savarhoz megtalálni a megfelel® apa
savart. Adjunk erre a feladatra átlagosan
O(n log n) összehasonlítást felhasználó módszert!6. [ZH: 2004. már
ius 29.℄ Egy bináris keres®fában 
supa különböz® egész számot tárolunk. Lehetséges-e, hogy egy KERES(x) hívás során a keresési út mentén a 20, 18, 3, 15, 5, 8, 9 kul
sokat látjuk ebben asorrendben? Ha nem lehetséges, indokolja meg miért nem, ha pedig lehetséges, határozza meg az összesolyan x egész számot, amire ez megtörténhet.7. [ZH: 2009. április 24.℄ Egy bináris fa 
sú
sai 0 és 9 közötti egész számokkal vannak meg
ímkézve.Az inorder bejárás során a 
ímkék sorrendje: 9, 3, 1, 0, 4, 2, 7, 6, 8, 5, a postorder bejárásnál pedig 9,1, 4, 0, 3, x, 7, 5, y, 2. Mi lehet az x és mi az y?8. Egy bináris keres®fa 
sú
sait egy, a gyökért®l egy levélig men® út szerint három osztályba soroljuk: Baz úttól balra lev®, U az útra es®, J pedig az úttól jobbra lev® 
sú
sok halmazát jelöli. Igaz-e mindig,hogy minden B-beli 
sú
s kul
sa kisebb tetsz®leges U -beli 
sú
s kul
sánál, és minden U -belis 
sú
skul
sa kisebb tetsz®leges J-beli 
sú
s kul
sánál?9. Adott n pont a síkon, melyek páronként mindkét koordinátájukban különböznek. Bizonyítsuk be, hogypontosan egy bináris fa létezik, melynek 
sú
sai az adott n pont, és az els® koordináta szerint a keres®fatulajdonsággal, a második szerint a kupa
 tulajdonsággal rendelkezik! (A kupa
 tulajdonságba mostnem értjük bele, hogy a fa teljes bináris fa legyen.)10. [Vizsga: 2009. május 28.℄ Adott egy n 
sú
sú bináris keres®fa. Ennek minden v 
sú
sára meg akarjukhatározni, hogy a v gyöker¶ részfában hány darab v-nél kisebb elem van tárolva. Adjon algoritmust,ami ezt a feladatot O(n) lépésben megoldja!11. Adott egy n = 2k − 1 pontú teljes bináris keres®fa. A fában tárolt elemek egészek az I = [1, 2k]intervallumból, és egy szám legfeljebb egyszer fordul el® a fában. Utóbbi feltétel szerint pontosanegy olyan i egész szám van 1 és 2k között, amely nin
s a fában. Adjunk egy hatékony módszert imeghatározására!12. Egy fában az x 
sú
s súlya legyen x leszármazottainak száma. Egy bináris fát szigorúan binárisnakmondunk, ha a levelek kivételével minden 
sú
snak pontosan 2 �a van. Tegyük fel, hogy egy szigorúanbináris fa minden x 
sú
sára fennáll, hogy

1

2
<

súly(bal(x))

súly(jobb(x))
< 2.Bizonyítsuk be, hogy ez 
sakis egy teljes fa lehet, azaz ha k szintje van, akkor a 
sú
sok száma 2k − 1.(Ez nem kifejezetten keres®fázós feladat, de úgy általában érdekes.)



Algel VIII. gyakorlat

2-3 és B-fák

2012. március 28.

1. Építsünk 2-3 fát a következ® elemekb®l, ebben a sorrendben: D, B, E, A, C, F, G! Ezután töröljük D-t
és B-t!

2. Egy 2-3 fának 109 levele van. Mekkora a szintjeinek minimális, ill. maximális száma? És ha B20 fát
használnánk?

3. [ZH: 2009. április 24.] Egy 2-3 fa gyökerének három �a van, a benne szerepl® két érték 40 és 50.
Mennyi lehet a tárolt elemek minimális, illetve maximális száma, ha tudjuk, hogy csak pozitív egész
számokat tárol a fa?

4. [Vizsga: 2009. június 17.] Az MSc-re jelentkez®knek a felvételit alkotó 3 témakör mindegyikéb®l
lesz egy írásbeli pontszámuk (P1, P2, P3), és keletkezik egy felvélteli pontszámuk is (FP ). Tegyük fel,
hogy a Pi-k 1 és 30 közötti egészek, míg az FP tetsz®leges pozitív egész szám lehet. Adjon meg egy
olyan adatszerkezetet, amivel a következ® m¶veletek az adott id®ben végrehajthatóak (n a jelentkez®k
számát jelöli)!
BESZÚR(P1, P2, P3, FP ): az adott pontszámok beillesztése � O(log n)
KERES(p): a pontosan p felvételi ponttal (FP = p) rendelkez® jelentkez®k számát határozza meg �
O(log n)
KORLÁT(i, q): az írásbelin az i-edik témakörb®l legalább q pontot elért jelentkez®k számát határozza
meg � O(1)

5. Az [1, 178] intervallum összes egészei egy 2-3 fában helyezkednek el. Tudjuk, hogy a gyökérben két kulcs
van, és ezek közül az els® 17. Mi lehet a második? Miért?

6. Az S1 és S2 kulcshalmazokat kiegészített 2-3 fákban tároljuk. Ezek az eredeti 2-3 fától annyiban
különböznek csak, hogy minden csúcsban nyilván van tartva az onnan induló részfa magassága. Tudjuk
továbbá, hogy az S1-beli kulcsok mind kisebbek, mint az S2-beliek. Javasoljunk hatékony algoritmust
a két fa egyesítésére!

7. [ZH: 2009. június 4.] Mutassa meg, hogyan kell a 2-3 fa BESZÚR eljárását módosítani, ha a fa
minden v csúcsában a szokásos dolgokon kívül azt is nyilvántartjuk, hogy hány levél van a v gyöker¶
részfában!

8. [PZH: 2008. május 9.] Vázolja a 2-3 fának (és m¶veleteinek) egy olyan módosítását, amiben továbbra
is van KERES, BESZÚR, TÖRÖL, MIN, MAX m¶velet, és ezeken kívül van még RANG és K-ADIK
m¶velet is, ahol RANG(x) azt adja vissza, hogy a tárolt elemek között az x a rendezés szerint hányadik
elem, a K-ADIK(i) pedig, hogy a rendezés szerint a tárolt elemek közül melyik az i-edik. A módosítás
során a felsorolt szokásos m¶veletek lépésszámának nagyságrendje ne változzon, és mindkét új m¶velet
lépésszáma legyen O(log n), ahol n a tárolt elemek száma.

9. [Vizsga: 2003. március 31.] Tervezzen adatstruktúrát a következ® feltételekkel. Természetes számo-
kat kell tárolni, egy szám többször is szerepelhet. A szükséges m¶veletek:
BESZÚR(i): i egy újabb példányát tároljuk
TÖRÖL(i): i egy példányát töröljük
MINDTÖRÖL(i): i összes példányát töröljük
DARAB(i): visszaadja, hogy hány példány van i-b®l
ELEM(K): megmondja, a nagyság szerinti rendezésben a K-adik elem értékét.
Az adatstruktúra legyen olyan, hogy ha m-féle elemet tárolunk, akkor mindegyik m¶velet lépésigénye
O(logm).
(Például ha a tárolt elemek 1, 1, 3, 3, 3, 8, akkor DARAB(1) = 2, ELEM(4) = 3 és m = 3.)

10. [ZH: 2004. március 29.] Egy kezdetben üres 2-3 fába az 1, 2, . . . , n számokat szúrtuk be ebben a
sorrendben. Bizonyítsa be, hogy a keletkezett fában a harmadfokú csúcsok száma O(log n).



Algel IX. gyakorlatHash, DAG2012. november 10.1. Nyitott 
ímzéssel hash-eltünk egy 11 elem¶ táb-lába a h(k) = k (mod 11) hash-függvény segítsé-gével. A következ® kul
sok érkeztek (a megadottsorrendben): 10, 22, 31, 4, 15, 28, 17, 88, 59. Adjukmeg a tábla végs® állapotát a következ® két pró-bamódszerre:(a) lineáris próba;(b) kvadratikus maradék próba!2. Mi a baja a h(k) = k2 (mod 7) hash-függvénynek, ha a tábla 7 méret¶?3. [Vizsga: 2010. január 21.℄ Kett®s hashelésthasználva szúrja be egy kezdetben üres, M = 11méret¶ táblába a következ® kul
sokat (ebben asorrendben): 26, 3, 48, 14, 15, 7. A használt hashfüggvény legyen
h(k) = (k (mod M)),a próbasorozat hash függvénye pedig

h′(k) = 1 + (k (mod M − 5)).Minden beszúrás után rajzolja le a tábla pilla-natnyi állapotát!4. A T [0 : M − 1] táblában 2n elemet helyeztünk elaz els® 3n helyen egy ismeretlen hash-függvénysegítségével. A táblában minden 3i index¶ helyüresen maradt (0 ≤ i ≤ n). Legfeljebb hány üt-közés lehetett, ha az ütközések feloldására(a) lineáris próbát használtunk?(b) kvadratikus próbát használtunk?5. [ZH: 2005. április 8.℄ Egy m méret¶ hash-táblában már van néhány elem. Adjon O(m)lépésszámú algoritmust, amely meghatározza,hogy egy újabb elem lineáris próbával történ®beszúrásakor maximum hány ütközés történhet.6. [Vizsga: 2008. június 3.℄ Az 1 és 91 közöttiösszes 3-mal osztható egész számot valamilyensorrendben egy M méret¶ hash-táblába raktuka h(x) = x (mod M) hash-függvény segítségé-vel, lineáris próbával. Ennek során hány ütközésfordulhatott el®, ha M = 35, illetve ha M = 36?7. A 6 pontú irányított G gráf 
sú
sait jelölje
x, y, z, u, v, w. A gráf egy mélységi bejárásánál amélységi, ill. a befejezési számok a következ®k:
x : 1, 6; y : 2, 4; z : 6, 5; u : 3, 3; v : 4, 1; w : 5, 2.Adjuk meg a bejáráshoz tartozó mélységi feszí-t®fa éleit! Rekonstruálható-e G az el®z® számokismeretében?

8. [Vizsga: 2008. május 27.℄ Éllistával adott egy
n pontú e él? irányított gráf. Azt szeretnénktudni, hogy van-e benne olyan minden pontottartalmazó részgráf, ami egy, a gyökerét?l a le-velek felé irányított fa. Adjon O(ne+ n2) lépés-számú algoritmust, ami ha van, talál egy ilyenrészgráfot.9. [Vizsga: 2010. június 3.℄ Egy falutörténetírója n korábbi lakosról gy¶jtött informá
iókat.A kérdésekre kapott válaszok a következ® típu-súak voltak:

• Si személy meghalt Sj születése el®tt;
• Si személy élete során született Sj ;
• Si személy korábban született, mint Sj ;
• Si korábban halt meg, mint Sj .Egy Si, Sj párra nem biztos, hogy szerepel min-den választípus, és olyan pár is lehet, amelyegyetlen válaszban sem szerepel együtt. Mivel azemberek id®nként rosszul emlékeznek, nem biz-tos, hogy minden kapott informá
ió helyes. Ad-jon algoritmust, amivel k db fenti típusú válasz-ról O(n+k) lépésben eldönthet®, hogy van-e kö-zöttük ellentmondás.10. [ZH: 2005. április 8.℄ Cirkuszi akrobaták egy-más vállára állva minél nagyobb tornyot szeret-nének létrehozni (a toronyban minden szinten
sak egy akrobata lesz). Esztétikai és gyakorlatiszempontok miatt egy ember vállára 
sak egyolyan állhat, aki nála ala
sonyabb és könnyebbis. A 
irkuszban n akrobata van, adott mind-egyikük magassága és súlya. Adjon algoritmust,amely O(n2) lépésben megadja a lehetséges leg-több emberb®l álló torony összeállítását.11. [ZH: 2007. április 27.℄ Tekintsük az olyan Girányított gráfokat, amelyekben ha eltekintünkaz élek irányításától, akkor a kapott irányítat-lan G′ gráf összefügg®. A G gráf egy mélységibejárásánál maximálisan hány olyan 
sú
s lehet,melyek mélységi és befejezési száma megegyezik?12. [Vizsga: 2007. június 19.℄ Egy el®re rögzítettútvonalon úgy indulunk el, hogy az autó L li-teres tankja tele van. Úti
élunkhoz úgy akarunkeljutni, hogy legalább egy fél tanknyi benzin ma-radjon az autóban. Tudjuk, hogy az utunkba es®

n benzinkút közül melyikben mennyibe kerül abenzin, továbbá, hogy két szomszédos benzinkútközött, valamint a kiindulóponttól az els® ben-zinkútig, illetve az utolsó benzinkúttól a 
élun-kig mennyi benzint fogyaszt az autó. Ha megál-lunk egy benzinkútnál, akkor mindig tele tanko-lunk. Adjon algoritmust, ami O(Ln2) lépésbenmegmondja, hogy hol álljunk meg tankolni hogyutunk során a benzinköltség minimális legyen.



Algel X. gyakorlatFeszít® gráfok2012. november 16.1. Mennyi az alábbi gráfban a minimális feszí-t®fa súlya? Hány különböz® minimális feszít®favan? (Gyakorlásképpen mindhárom módszerrel� Prim, Kruskal, Bor·vka � 
sináljuk meg afeszít®fa-keresést!)
2. Egy teljes gráf ponthalmaza

x1, x2, . . . , xk, y1, y2, . . . , yl. Az (xi, xj) élekköltsége (súlya) 1, az (yi, yj) éleké 2, az (xi, yj)éleké 3. Mennyibe kerül a legol
sóbb feszít®fa?Hány különböz® minimális feszít®fa van?3. [Vizsga: 2005. június 23.℄ Irányítatlan gráf tá-rolására adjon meg egy adatszerkezetet az alábbim¶veletekkel:ÚJCSÚCS(v): a gráfhoz hozzáad egy új 
sú
sot;ÚJÉL(u, v): a már létez® u és v 
sú
sok közé fel-vesz egy élet;VANÚT(u, v): igen értéket ad vissza, ha vezet az
u és v 
sú
sok között út, egyébként pedig nem ér-téket.Ha a tárolt gráfnak n 
sú
sa van, akkor mindhá-rom m¶velet lépésszáma legyen O(log n).4. [Vizsga: 2010. május 27.℄ Adott egy G =
(V,E) irányítatlan, összefügg®, súlyozott gráf azéllistájával valamint egy f ∈ E él. Tegyük fel,hogy a gráfban minden él súlya különböz®. Ad-jon O(|V | + |E|) lépésszámú algoritmust annakeldöntésére, hogy van-e olyan minimális feszít®fa
G-ben, amely tartalmazza az f élet!5. [Vizsga: 2008. június 3.℄ Éllistával adott a
G = (V,E) egyszer¶, összefügg® gráf. A gráf éleisúlyozottak, a súlyfüggvény c : E → {−1, 1}.Adjon algoritmust, ami G-ben O(|V | + |E|) lé-pésben meghatározza, hogy mennyi a minimálissúlya egy olyan részgráfnak, ami G minden pont-ját tartalmazza és összefügg®.6. Mátrixával adott egy G irányítatlan súlyozottgráf. Adott még a G-nek egy F minimális súlyúfeszít®fája, és az F -nek egy f éle. Adjon O(n2)lépésszámú algoritmust, ami meghatározza, hogyaz f él súlyát meddig lehet úgy felemelni, hogyaz F a gráf minimális feszít®fája maradjon.

7. [Vizsga: 2008. május 27.℄ Éllistával adott egyegyszer¶, összefügg®, súlyozott irányítatlan G =
(V,E) gráf amiben nin
s két egyforma súlyú él.Adjon O(|V | · |E|) lépésszámú algoritmust, amimegadja a gráfban a második legkisebb súlyú fe-szít®fát.8. Legyen adva egy (egyszer¶, irányítatlan, össze-függ®) n 
sú
sú G gráf éllistával, az élek súlyozá-sával együtt. Tegyük fel, hogy a G-b®l a v1 
sú
s,valamint a v1-re illeszked® élek elhagyásával ke-letkez® G′ gráf még mindig összefügg®, és adotta G′ egy minimális költség¶ feszít®fája. Adjunk
O(n log n) futási idej¶ algoritmust a G gráf egyminimális költség¶ feszít®fájának elkészítésére!9. Éllistával adott egy összefügg®, egyszer¶, irányí-tatlan, n 
sú
sú, e él¶ G gráf 
supa különböz®élsúllyal. Adjunk egy olyan O(e) költség¶ algorit-must, ami a G gráf egy minimális feszít®fájánaklegalább 2

3
n élét el®állítja! (Azaz egy olyan élhal-mazt keresünk, ami biztosan része egy minimálisköltség¶ feszít®fának.)10. Hány éle van az n pontú egyszer¶ összefügg®gráfnak, ha pontosan 3 különböz® feszít®fájavan?11. Bizonyítsuk be, hogy a piros-kék algoritmus ak-kor is helyesen m¶ködik, ha egy feszít®fa költsé-gét az élsúlyok összege helyett az élsúlyok maxi-mumával de�niáljuk!12. [Vizsga: 2007. június 5.℄ Útépítéskor a kör-nyéken sok helyen felszedték a járdát. Az épít®k1-t®l n-ig megszámozták a fontos pontokat (ka-pualj, útkeresztez®dés, stb.). A környék állapo-tát két n × n táblázat írja le. A J táblázatban

J [i, j] = 1, ha az i és j pontok az ut
án szomszé-dosak és megmaradt az ezeket összeköt® részena járda, egyébként az érték 0. A P táblázat azideiglenesen elhelyezhet® pallókat írja le: ha az
i és j pontok összeköthet®ek egy pallóval, akkor
P [i, j] ennek a pallónak a költsége. Amennyibena két pont nem köthet® össze egy pallóval, akkora táblázatban ∗ szerepel. (Minden palló pontosankét pontot érint.) Szeretnénk biztosítani, hogymindenhonnan mindenhova el tudjunk jutni (holjárdán hol pallón haladva). Az épít®k 
élja, hogyúgy válasszák meg a pallók helyét, hogy minélkevesebb pallót kelljen használniuk, és ezen be-lül a pallók értékeinek összege minimális legyen.Írjon le egy algoritmust, ami O(n2) lépésben ja-vasol egy ilyen elhelyezést. (Egy pontra tetsz®le-gesen sok palló illeszkedhet, és a gyalogosok azegy pontra illeszked® pallók bármelyikér®l bár-melyikére át tudnak lépni.)



Algel XI. gyakorlatP?NP2012. november 30.Feladatok1. Adjunk Karp-reduk
iót a 3-SZÍN nyelvr®l a 4-SZÍN nyelvre!2. Bizonyítsuk be, hogy P -beli az olyan négy szín-nel színezhet® G gráfokból álló nyelv, melyekreigaz, hogy G 
sú
sai kiszínezhet®k a piros, zöld,sárga, kék színekkel úgy, hogy pontosan egy 
sú
slegyen piros és pontosan két 
sú
s legyen kék!3. [Vizsga: 2007. május 29.℄ A G irányítatlangráf minden x pontjához tartozik egy s(x) súly.Célunk, hogy olyan feszít®fát találjunk a gráf-ban, amiben a levelekhez tartozó súlyok összegeminimális. Fogalmazza meg a feladathoz tartozónyelvet és vagy lássa be róla, hogy P -ben vanvagy azt, hogy NP -teljes.4. Tegyük fel, hogy van egy olyan F eljárásunk,ami egy input G gráfra és k számra 1 lépés alattmegmondja, hogy van-e G-ben legalább k méret¶független ponthalmaz. Tervezzünk olyan algorit-must, ami polinomid®ben(a) meghatározza α(G)-t!(b) talál egy α(G) méret¶ független ponthal-mazt!5. [Vizsga: 2008. június 10.℄ Tegyük fel, hogy
P 6= NP . Az alábbi feltételek közül melyikb®lkövetkezik és melyikb®l nem következik hogy az
X eldöntési probléma nem P -beli?(a) Egy NP -teljes Y problémára X Karp-redukálható.(b) Egy NP -teljes Y probléma Karp-redukálható X-re.(
) az X probléma NP -beli.6. Mi az alábbi problémák bonyolultsága, ha az in-put egy G(V,E) gráf (|V | = n, |E| = e)? Termé-szetesen bizonyítsuk is be!(a) Van-e G-ben egy legalább 15 pontú teljesrészgráf?(b) Van-e G-ben legalább n/100 hosszúságúkör?(
) Van-e G-ben olyan feszít®fa, amelyben amaximális fokszám legfeljebb 2?(d) Van-e G-ben olyan feszít®fa, amelyben amaximális fokszám legfeljebb 3?

7. Bizonyítsuk be, hogy a leghosszabb út megha-tározása egy irányított, élsúlyozott G gráfban
NP -teljes! (Pontosabban az ehhez tartozó eldön-tési probléma.) Másképpen: bizonyítsuk be, hogy
L = {(G, k) | G irányított, élsúlyozott gráf, vanbenne legalább k súlyú út} NP -teljes!8. [Vizsga: 2007. június 12.℄ Tudjuk, hogy asíkgráfokból álló nyelv P-ben van. Legyen a SÍK-MAXKLIKK nyelv a következ®:
{(G, k) | G egy síkgráf, amiben van k pontú klikk}Mutassa meg, hogy ez a nyelv NP-teljes, vagymutassa meg, hogy a nyelv P-ben van.9. [Vizsga: 2009. május 28.℄ P -beli vagy NP -teljes az alábbi probléma? Adott egy G = (V,E)irányítatlan gráf és az a kérdés, hogy van-e olyan
C kör a gráfban, melyhez minden v 6∈ C 
sú
sbólvezet él.10. [Vizsga: 2010. május 27.℄ Az árvíz több he-lyen fenyegeti a gátakat, tudjuk, hogy n kriti-kus hely van. Ezek közül az i-ediknél a gát meg-felel® meger®sítéséhez hi darab homokzsák kell.Ha az er®sítés nem történik meg (vagy 
sak ke-vesebb homokzsákkal), akkor az i-edik helyen kikárt okoz a folyó. Adottak a hi és ki pozitív szá-mok, továbbá a gátak meger®sítéséhez összesenrendelkezésre álló homokzsákok Z száma (Z > 0egész). Azt szeretnénk meghatározni, hogy ennyihomokzsákkal hogyan tudjuk a kárt minimali-zálni, ha feltesszük, hogy a meg nem er®sítettpontokon keletkez® károk összeadódnak.Fogalmazza meg a feladatot eldöntési probléma-ként és vagy adjon rá polinomiális algoritmustvagy igazolja, hogy a probléma NP-teljes!11. [Vizsga: 2010. május 27.℄ Az X probléma be-menete egy binárisan felírt N > 0 egész szám, ésakkor lesz a válasz igen, ha N nem 2-hatvány.Az Y probléma bemenete egy G egyszer¶ gráf, ésakkor lesz a válasz igen, ha G 
sú
sainak színe-zéséhez 3-nál több szín kell. Ha feltesszük, hogy
P 6= NP , akkor van-e X ≺ Y , illetve Y ≺ XKarp-reduk
ió?12. [Vizsga: 2010. június 17.℄ Az X problémábanadott egy G dag és egy k pozitív egész szám, akérdés, hogy van-e G-ben legalább k él¶ út. Igaz-e, hogy X ≺ 3SZÍN, illetve, hogy 3SZÍN ≺ X?13. [Vizsga: 2007. június 12.℄ Igazolja, hogy ha a3SZÍN nyelv benne van coNP -ben, akkor NP =
coNP .


