A Szamitastudomany alapjai
2. ZH 2011. XI. 24. 81

A rendelkezésre 4ll6 munkaidé 90 perc.
Kérjiik, minden résztvevé nevét, NEPTUN kdédjat és gyakorlatvezetdje nevéta dolgozat minden lapjanak jobb
fels6 sarkdban olvashatéoan és helyesen tiintesse fel, mert ennek hidnyaban a dolgozatot nem értékeljiik.
Minden egyes feladat helyes megoldasa 10 pontot ér. A dolgozatok értékelése: 0-23 pont: 1, 24-32 pont: 2, 33-41 pont:
3, 42-50 pont: 4, 51-60 pont: 5. A puszta (indoklas nélkiili) eredménykozlést nem értékeljitk. A megindokolt részered-
ményért ardnyos pontszam jar. Az évvégi jegy kiszamitdsakor a két (legaldbb elégséges) zh dsszesitett pontszamét
vessziik figyelembe.
[részeren és papirokon kiviil semmilyen segédeszkoz hasznalata sem megengedett, igy tilos az irott vagy nyomtatott
jegyzet, a szdmold- és szamitdgép ill. mobiltelefon hasznalata, tovabbé a dolgozatiras kozbeni egyiittmiikodés.

Feladatok

1. Legyen a G = (V, E) graf csticshalmaza V' = {27,28,...,33}, dl
pedig akkor fusson két csucs kozott, ha indexeik relativ primek: £ =

{ij : (i,4) = 1}. Rajzoljuk le G diagramjat, inditsunk a 27" csticshol
szélességi bejarast, valamint hatarozzuk meg a bejarashoz tartozo fat
és a tobbi cstucsnak a 277 csucstol valo tavolsagat.

2. Az alabbi abran lathaté G graftban az élekre irt szamok az egyes élek
kapacitasat jelentik. Hatarozzunk meg az Gsszes iranyitott st utat le-
fogd élhalmazok koziil egy minimalis Osszkapacitasut.

3. A villamosmérnok-hallgatok szamara betizemeltek néhany szamitogé-
pet. Minden hallgatonak legalabb 10 gépre van belépési jogosultsaga,
minden gépen pedig legfeljebb 7 hallgatonak van felhasznaloi fidkja.
[gaz-e, hogy ekkor bizonyosan leiiltethetiink minden villamosmérnok-
hallgatot egy-egy kiilonbozo szamitoégéphez gy, hogy mindenki olyan
géphez iiljon, amire be tud 1épni?

4. Tegytik fel, hogy G olyan graf, amire A(G) < 3 és G-nek legfeljebb 5

harmadfoku cstcsa van. Bizonyitsuk be, hogy
GG sikbarajzolhato. b

5. Hatarozzuk meg a fenti dbran lathato PERT !
probléma legrovidebb végrehajtasi idejét, és ’

allapitsuk meg, mik a kritikus tevékenységek.

6. Tegyiik fel, hogy az n > 5 egész szam pozitiv osztoinak dsszege o(n) =
n + 1. Mutassuk meg, hogy n szomszédainak pozitiv osztoi Osszegére
on—1)4+0o(n+1) > 3n+ 6 teljesiil.

Gyakorlatvezeték és gyakorlatok Acs Bernadett (K IB 138, Bérczi Kristéf (K, E 407), Csdkany Rita (K-Cs, IB 134),
Drétos Marton (K, IB 138, J 302), Faller Bedta (K, IB 139), Gobolos-Szabé Julianna (K-Cs, IB 140), K6rosi Attila
(Cs, IB 141), Mihdlka Eva Zsuzsanna (Cs, IB 138), Recski Andras (K, IE 217.1), Salanki Agnes (K, E 406), Soltész
Déniel (Cs, IB 142), Szolnoki Lénard (Cs, IB 139), Varga Kitti (K, IB 140)
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A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. Legyen a G = (V, E) graf csicshalmaza V' = {27,28, ..., 33}, él pedig akkor fusson két csics kozott,
ha indexeik relativ primek: E = {ij : (i,7) = 1}. Rajzoljuk le G diagramjat, inditsunk a ,,27” csticsbol
szélességi bejarast, valamint hatarozzuk meg a bejarashoz tartozd fat és a tobbi csicsnak a 277
csucstol vald tavolsagat.

6 33

27 5
Az 4bran ldthaté G diagramja. (3 pont) 1 39

Az é6ran tanult BFS algoritmust futtatva a nagyobb, kék sza-
mok jelzik az egyes csticsok szélességi szdmozdsat (azaz az el- 4
érési sorrendet), a vastagon hizott élek pedig azt mutatjdk, 98
hogy az adott csicsot melyik masik csicsbdl értiik el. (5 pont)

A 277 csucestol mért tavolsagok a BFS fan mért tavolsagok- 7
kal azonosak, azaz a 28,29, 31 és 32 cstcsok 1, mig a 30 és 33 29

csucsok 2 tavolsdgra vannak. (2 pont) 3 30

31

2. Az alabbi dbran lathaté G grafban az élekre irt szamok az egyes élek kapacitasat jelentik. Hatarozzunk
meg az Gsszes iranyitott st utat lefogd élhalmazok koziil egy minimélis Gsszkapacitédsit.

A feladat szerint minimalis kapacitasu st-vagast kell keresniink az abran megadott halézatban, és a

valasz ennck a vagasnak az s-t tartalmazo részbdl a t-t tartalmazo részbe futé elel lesznek. (2 pont)
Ehhez maximélis nagysagi folyamot keresiink az

6ran tanult novelo6 utas algoritmussal. A kapott fo-
lyamot és a maximalitast bizonyité minimalis va-
gast meghatarozo X halmazt a rajzon megjeloltiik.

(6 pont)
Ezek szerint az at,ed, sh élek rendelkeznek a fel-
adatban leirt tulajdonsiggal: 6sszkapacitasuk 16,
és ennél kisebb 0Osszkapacitasu st-vagas nem 1é-
tezhet a rajzon jelolt 16 nagysagi folyam miatt.

(2 pont)

3. A villamosmérnok-hallgatok szamara betizemeltek néhany szamitégépet. Minden hallgaténak legalabb
10 gépre van belépési jogosultsdga, minden gépen pedig legfeljebb 7 hallgatonak van felhasznaloi fiok-
ja. Igaz-e, hogy ekkor bizonyosan leiiltethetiink minden villamosmérnok-hallgatét egy-egy kiilonbozo
szamitégéphez ugy, hogy mindenki olyan géphez iiljon, amire be tud lépni?

Legyenek a G paros graf szinosztalyai a villamosmérnok-hallgatok ill. a beiizemelt szamitégépek hal-
mazai, és akkor fusson €l egy hallgatd és szamitogép kozott, ha az adott hallgatd be tud 1épni az adott
gépre, azaz rendelkezik ott felhasznal6i fiokkal. A cél, hogy olyan parositas létezését igazoljuk, ami
minden hallgatét fed. G-r6l annyit tudunk, hogy a hallgaté-szinosztédlyban minden fok legaldbb 10, a
szamitogép-szinosztaly tetszoleges cstucsabdl pedig legfeljebb 7 él indul. (3 pont)
Ehhez a Hall tételt fogjuk haszndlni, ami szerint akkor 1étezik ilyen parositas, ha a hallgatok tetszoéle-
ges k elemi részhalmazahoz legalabb £ olyan beiizemelt szamitogép 1étezik, amin a k hallgato legalabb
egyikének van felhaszndléi fiokja. (3 pont)




Tegyiik fel, hogy a k hallgatéhoz tartozd szamitégépek szama m. Mivel a k hallgatobol G-nek leg-
aldbb 10k él indul és ezen élek mindegyike az m szamitogép valamelyikéhez tartozik, ezért a 10k él

részhalmaza az m szdmitégép-csicsbol induld legfeljebb 7m élnek. (2 pont)
Ezek szerint 10k < 7m, ahonnan k < m kovetkezik, és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk az
allitas bizonyitasahoz. (2 pont)

. Tegyiik fel, hogy G olyan graf, amire A(G) < 3 és G-nek legfeljebb 5 harmadfoki csicsa van.
Bizonyitsuk be, hogy G sikbarajzolhaté.

Az oran szerepelt Kuratowski tételt fogjuk felhasznélni, ami szerint ha egy G graf nem sikbarajzolhato,
akkor tartalmaz K3 3-mal vagy K5-tel topologikusan izomorf részgrafot. (3 pont)
Marpedig ha egy graf K3 s-mal topologikusan izomorf, akkor annak pontosan 6 harmadfoku csicsa van,
igy G-nek is legalabb hat legalabb harmadfoku csicsanak kell lennie, hogy ilyen részgrafja lehessen.

(3 pont)
Ha pedig egy graf Ks-tel topologikusan izomorf, akkor pontosan 5 negyedfoku cstiicsa van, ezért ha G
ilyen részgafot tartalmaz, akkor A(G) > 4 teljesiil. (3 pont)
A feladatban szereplé G grafra mindkét fenti eset elképzelhetetlen, ezért G a Kuratowski tétel miatt
bizonyosan sikbarajzolhatd. (1 pont)

. Hatarozzuk meg a fenti dbran lathaté PERT probléma legrévidebb végrehajtasi idejét, és allapitsuk
meg, mik a kritikus tevékenységek.

Az o6ran tanult médszerrel dolgozunk. ElGszor meghataroz-
zuk G egy topologikus sorrendjét, pl. s, h, g, f,e,b,d, c, a, t-t.

(2 pont)
Ezt kovetden a csicsokat ebben a sorrendben dolgozzuk fel,
azaz meghatarozzuk a legkorabbi kezdési idot, és azt az élt
(vagy éleket), ami ezt okozza. Az eredmény az abran lathato.

(5 pont)
Ezek szerint a legréovidebb végrehajtési idé ¢ = 32, (1 pont)
és mivel egyetlen kritikus Ut vezet s-bol t-be, a kritikus te-
vékenységek ezen Ut csucsai, azaz s, e,d, ¢, a,t. (2 pont)

. Tegyiik fel, hogy az n > 5 egész szdm pozitiv osztéinak Gsszege o(n) = n + 1. Mutassuk meg, hogy n
szomszédainak pozitiv osztéi dsszegére o(n — 1) + o(n+ 1) > 3n + 6 teljesiil.

Mivel 1| n és n | n, ezért o(n) = n + 1 csak gy lehetséges, ha n primszam. (

Az n > 2 feltétel miatt n paratlan, ezért 2 |n—1és2|n+1, (1 pont
ezért 2L [ n—1és 2 | n+ 1. (
(Rdadésul n > 5 miatt 2 < 25 is teljesiil, tehdt kiilsnb6z8 osztokrdl van sz6.) (
Innen azt kapjuk, hogy o(n—1) > 142+ "T_l +(n—1)il.o(n+1)>1+2+ "T“ +(n+1), (2 pont
ahonnan o(n — 1) + o(n+1) > 6+ 251 + 2 4 (n — 1) + (n 4+ 1) = 3n + 6 adddik. Nekiink pedig
pontosan ezt kellett igazolnunk. (2 pont)
(Az n > 5 feltevésre azért volt sziikség, mert pl n = 5-re azért nem teljesiil a feladat allitdsa, mert
2 = =L miatt (n — 1)-nek csak 3 osztéja van. Konnyen lathaté az is, hogy ilyenkor nem lehet n — 1

2
és n + 1 is primszam kétszerese (hiszen az egyikiik 4-gyel is oszthato).)



