Bevezetés a Szamitaselméletbe 2 2005/2006. tavaszi félév

1. tétel

Euler at (kor) def: a graf egy olyan (zart) élsorozata, ami minden élét pontosan
egyszer érinti.

Euler tétel: (0sszefliggd grafra)

1. a grafnak van Euler-kore €<- graf minden fokszama paros

2. a grafnak van Euler-Utja €= a grafnak 0 v. 2. paratlan fokszamu cslcsa van
Hamilton-kor (at) def: olyan kor (Ut), ami a graf minden pontjat pontosan egyszer
tartalmazza.

Allitas: Ha egy grafban létezik Hamilton-kor (Ut), akkor k tetszéleges pontjat
tordlve k (utnal k+1) komponens van.

2, tétel

Dirac tétel: Ha az n pontl, egyszer(i grafban minden pont fokszama legalabb n/2,
akkor a grafnak van Hamilton-kore.

Ore tétel: Ha az n pontu, egyszer( grafban az osszekotetlen pontok paronkénti
fokszam Osszege > n, akkor a grafban van Hamilton-kore.

Ore tételbol > kovetkezik a Dirac tétel.

3. tétel

folyam def: (G, s, t, c) halézatban f folyam, ha minden élre 0 < f(e) < c(e) és
minden élben a be és kifoly6 osszfolyam egyenld (kivéve s és t).

folyamérték: 1. (s-bol kifolyik) — (s-be befolyik)

2. X st-vagas esetén: (X-bol kifolyik) — (X-be befolyik)

Ford-Fulkerson tétel: (maximalis folyamérték) = (minimalis s-t vagas kapacitasa)
javitout: eloreél, ha telitetlen az él; visszaél, ha f(e) = 0

Emonds-Karp tétel: ha mindig a legrovidebb javité Ut mentén javitunk, akkor a
maximalis folyam meghatarozasahoz sziikséges |épések szama feliilrol becsiilhet6 a
pontok szamanak polinomjaval.

4, tétel

Menger tétel1: u és v kilonbozo csicsok, akkor az élidegen uv utak maximalis
szama megegyezik az uv utakat lefogd élek minimalis szamaval

Menger tétel2: u és v nem szomszédos csucs, akkor a pontidegen uv utak
maximalis szama megegyezik az uv utakat lefogd (u és v-t6l kiilonboz6) csucsok
maximalis szamaval.

Def: Az iranyitatlan graf k-szorosan (pont)osszefiiggé, ha (legalabb k+1 pontja van
és) osszefliggé marad, barhogy is hagyunk el beldle k-1 pontot.

Def: Az iranyitatlan graf k-szorosan élosszefiiggd, ha Osszefiliggé marad, barhogy is
hagyunk el beldle k-1 élt.

Tétel: Az iranyitatlan graf k-(pont)osszefiiggé, ha barmely két kiilénb6z6 pontja
kozott létezik k pontidegen (t.

Tétel: Az iranyitatlan graf k-élosszefliggd, ha barmely két kiilonboz6 pontja kozott
létezik k élidegen (t.

Menger tétel3: (legalabb 3 pontu graf esetén):

2-szeresen 0Osszefliggd € > két tetszbleges pontjan at vezet kor

2-szeresen 0Osszefiiggd €-> (ha nincs izolalt pont) két tetszileges élén at vezet kor
Dirac tétel: Ha a graf k-szorosan osszefiiggd (k>2), akkor barmely xi, Xz, ... X
pontjan at vezet kor.
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5. tétel

paros graf: csucsai két szinnel szinezhetéek (minden él végpontjai kiilonb6zd szin()
Tétel: a graf paros €-> nem tartalmaz paratlan kort (= minden kore paros)
Parositas (fiiggetlen élek): olyan élhalmaz, amiben semelyik két élnek nincs kozos
pontja. A parositas lefedi az élek végpontjait. Egy parositas teljes parositas, ha a
graf osszes pontjat lefedi.

v(G): max figgetlen élhalmaz, t(G): min lefogd ponthalmaz

n/2 < v(G) < 1(G)

Konig tétel: paros grafnal v(G) = t(G)

6. tétel

Hall tétel: G = (A, B; E) paros grafban van A-t fed6 parositas €-> A barmely X
részhalmazara: |X| < [N(X)| (N(X) — X szomszédai)

Frobenius tétel: G = (A, B; E) paros grafban van teljes parositas €-> van A-t fedo
parositas és |A| = |B|

Tutte tétel: tetszileges grafban van parositas €-> grafbdl k élet elhagyva a
paratlan élek szama ennél nem nagyobb (c, < k)

7. tétel

a(G): max fiiggetlen pontok, p(G): min lefogo élek

Gallai tétel1: (hurokmentes grafban) t(G) + a(G) = |V(G) |
Gallai tétel2: (izolalt pont mentes grafban) v(G) + p(G) = |V(G)|
Paros grafban: a(G) = p(G) (ha nincs izolalt pont)

8. tétel

Def: egy graf kromatikus szama y(G)=k, G graf csucsai k szinnel szinezhetbek ugy,
hogy minden él végpontjai kiilonb6z6 szinl. (G hurokélmentes!)

Def: w(G) = G teljes részgrafjanak (klikkjének) a pontszama

Def: A(G) = maximalis fokszam

w(G) < 1(G) < A(G) + 1

Brooks tétel: egyszeri, osszefiiggd, nem teljes, nem paratlan hosszu kor grafban
x(G)=A(G)

Mycielski tétel: (k > 2) van olyan Gg, hogy w(Gk) = 2 és %(Gk) = k

9. tétel

1e(G): élkromatikus szam (szomszédos élek kiilonboz6 szinlek)

L(G): élgraf (élek—> csucsok, akkor vannak Osszekotve, ha eredetileg szomszédosak)
Tétel: ye(G) = k, ha y(L(G)) = k

Tétel: w(L(G)) = A(G), ha A(G) = 3, akkor w(L(G)) = A(G)

Vizing tétel: egyszer(i grafban y.(G) < A(G) + 1

5-szin tétel: sikbarazolhat6 grafban % (G) < 5

10. tétel

Def: G perfekt graf, ha w(G) = x(G) és minden G’ feszitett részgrafjara w(G’)=y(G’)
Tétel: Minden paros graf perfekt.

Tétel: Minden paros graf komplementere perfekt.

Tétel: Minden paros graf élgrafja perfekt.

Tétel: Minden paros graf élgrafjanak a komplementere perfekt.

Gyenge perket graf tétel: perfekt graf komplementere perfekt.
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Def: G intervallumgraf, cslicsai ly, l2... valos intervallumok és akkor van 6sszekotve,
ha a két intervallum metszi egymast

Tétel: Minden intervallumgraf perfekt.

Erés perfekt graf tétel: G perfek €= sem G, sem /G feszitett részgrafja nem
tartalmaz legalabb 5 hossz( paratlan kort.

11. tétel
Mantel tétel: Ha n-pontu, egyszer( graf haromszogmentes, akkor az élszam < m H

2|12
Tn,m Turan graf def: n = gm + r, akkor a grafnak r db (q + 1) méretli és (m —r) db g
méreti osztalya van
Turan tétel: Ha az n-pont0 grafban w(G) < m, akkor élszam < T, m élszama

12. tétel

felbonthatatlan: p = ab > a=p vagy b=p

prim: plab = p|a vagy p|b. Végtelen primszam van.

felbonthatatlan €-> prim

szamelmélet alaptétele: minden Z* szam egyértelmden bonthatd fel primszamok
szorzatara

kanonikus alak: || p;“

osztok szama d(n) = [ J(e; +1), osztok sszege o(n) = prl)—_ll
Csebisev tétel: Minden Z* n-re létezik p prim: n < p < 2n
Dirichlet tétel: Ha (a, d) = 1 és d > 0, akkor a, a+d, a+2d... végtelen szamtani
sorban végtelen sok primszam talalhaté.

Primszamtétel: lim E() 1 (m(x): x-nél nem nagyobb primek szama)

X—>00

In x

13. tétel

Kongruencia def: a=b (mod m), ha m|a-b

Teljes maradékrendszer: mod m maradékosztalyok mindegyikébél 1-1 elem
Redukalt maradékrendszer: mod m azon maradékosztalyai, melyek relativ primek
m-hez. Ezeknek a maradékosztalyoknak a szamat @(n)-nel jeloljik.

Tétel: mod m teljes/redukalt maradékrendszert megszorozzuk egy m-hez relativ
prim szammal - teljes/redukalt maradékrendszert kapunk

a p 1
- Tle - p=n Tl

Euler-Fermat tétel: ha (a, m) = 1, akkor a®™=1 (mod m)
Kis Fermat tétel: ha p prim, akkor aP=a (mod p)
14. tétel

Linearis kongruencia: ax=b (mod m) megoldhatd, ha (a, m) oszt6ja b-nek. Ilyenkor
d darab maradékosztaly a megoldas (m od m)
Wilson tétel: Ha p prim, akkor (p-1)! = -1 (mod p)

15. tétel
muivelet: halmazra nézve zart (akar tobbvaltozos is)
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félcsoport: asszociativ

csoport: asszociativ + egységelem + inverz

Abel-csoport: asszociativ + egységelem + inverz + kommutativ

ciklikus csoport: olyan csoport, amelyet egy eleme general. (")

diédercsoport: miveletek egymasutanja a mivelet. Pl. szabalyos sokszognél

szimmetria tengelyre tikrozés és 2z forgatas 1-1 milvelet, helybenhagyas az
n

egységelem.
szimmetrikus csoport: az {1,2..n} halmaz permutaciéi a miveletek

egymasutanjara ({L,2,..n},)
Cayley tétel: Minden véges csoport alkalmas permutaciocsoporttal izomorf.

16. tétel

részcsoport: ugyanaz a mivelet egy részhalmazra (részhalmazra is zart!)

generalt részcsoport: a legszlikebb részcsoport, ami az adott elemeket
tartalmazza.

mellékosztaly: H < G részcsoport és g G, akkor Hg komplexusszorzat a H
részcsoport g szerinti jobboldali mellékosztalya, gH baloldali, g a mellékosztaly
reprezentansa.

Lagrange tétel: H < G részcsoport, ekkor H rendje osztja G rendjét

Def: a" = egységelem, akkor n = o(a) (az elem rendje). Ha nincs ilyen szam, akkor
az elem végtelen rendd.

Tétel: egy elem rendje megegyezik az altalta generalt részcsoport rendjével.

17. tétel
gylirG: (R,+) R Abel-csoport +ra és félcsoport --ra. Ha - is kommutativ ->

kommutativ gy(rd. Ha --ra is van egységelem > egységelemes gydr(.

Def: a = 0 nullosztd, ha 0 = b, melyre ab = 0. R nullosztomentes, ha nincs benne
nulloszto. R gy(ir( integritasi tartomany, ha kommuntativ és nullosztomentes.
ferdetest: egységelemes gyliri, a szorzasra nézve is van inverz (0-hoz nincs)

test: szorzasra nézve kommutativ ferdetest

Tétel: Minden véges integritasi tartomany test.

18. tétel

polinomialis algoritmus jo, exponencialis rossz
osszeadas: 2-max(log n, log m) - polinom
szorzas: 2 (log n)(log m) > polinom
hatvanyozas: m-log n - exponencialis
hatvanyozas mod m: polinom

euklideszi algoritmus: polinom



