Fraktalok és kaosz

Szirmay-Kalos Laszl6



A termeészet geometriaja

e Euklideszi geometria metrikus
— ,,Sima” egyenesre/sikra épit (analizis: differencidlas)
* Kicsiben mindenki linearis: Skalafligg6ség
— Méret |ényeges (milyen méret: dimenzid kapcsolat)
* Méret: szakasz, négyzet, kocka lefedés
 Dimenzio: algebra = fuggetlen valtozok, topoldgia=kettévagas
— Hossz (1D); terulet (2D); térfogat (3D)
— Ember alkotta objektumokra jo

 Természet
— Méret nem relevans (zérus vagy végtelen):
e dimenzid?
— Nem sima (nem differencialhato)
» Kicsiben is ugyanolyan: Skalafliggetlenség



-

(Helge von) Koch gorbe: hossz végtelen 7

e Veéges tartomanyban végtelen hosszu:
— Dimenzi6é > 1

e Terulete zérus
— Dimenzi6é < 2

* Folytonos

* Sehol sem differencialhato (ttskés)

e Onhasonlé




(Felix) Hausdorff dimenzio
dnhasonld objektumokra

r=1/2
N=4 N=28
o ________
log(N)




Koch gorbe Hausdorff dimenziodja

r=1/3
N=4

~ log(4)

b= log(3)

~ 1.26




Lindenmayer (Arisztid) rendszerek

v < F->F+60F-120F+60F
ﬁ’k’ﬁ ﬁ.& r=1/3, N =4, D=log(4)/log(3)=1.26

F2>F+90F-90F-90FF+90F+90F-90F
r=1/4, N =8, D=log(8)/log(4)=1.5

F=>F+90F-90F-90F-90F+90F+90F+90F-90F
r=1/3, N =9, D=log(9)/log(3)=2

Peano/Hilbert térkitoltd gorbe



Nem dnhasonlo objektumok:
vonalzo dimenzio

Vonalzo (1) db

Hossz() =1db =1 N™ = (1/rP)m=
=1 (1/rmP=1/IP1

D = - log(Hossz())/log(l) + 1




Dimenziomereés = hosszmerés

EEG gorbe
log Hossz( 1)

log |

Alkalmazas:
e Természetes objektumok
GreatBritain | N0 N=19 =48 N=o7 elkiilonitése €s kategorizalasa

r=1 =2 | r=4 r=8
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Fraktalok eldallitasa

Matematikai gépek:

e L-rendszerek

e Fraktalis (1/f) zaj: Brown mozgas, Perlin zaj

 Kaotikus dinamikus rendszerek (véletlenszam generator)




Lindenmayer rendszerek

F->F+60F-120F+60F

SN



file:///D:/ppt/ppt/grafika/procedural_discrete_collision_detection.mkv
file:///D:/ppt/ppt/grafika/procedural_city.mkv
../../../palya/euro/vienna/butterfly.avi

Geometry shader
csucspontok 2 primitivek === pixelek =————————————>>
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T GPU memboria T
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Skala
N=4
N2 =16

N = 4n

Fraktalis zaj

o = 1/(2V3)
Részlet
G
/3 ‘ SZOT4s

c/3m-1



(Ken) Perlin zaj

S(l)
/\ % n(p)
| |



mount.avi

Iteralt fUggvények, fix point, stabilitas

3

<

n+1 = F(Xn)

b

X" = F(X)

Fix point

X1 = F(Xo)
X, = F(Xy) = F(F(Xp)) |
X3 = F(X) = F(F(F(xo)))

Stabilitas: |F’(x")| < 1 s 2 1 0 1

)({+Axn+1 = F(X"+AX,)
~ FOXO) + F(0)-Ax,

|AXn+1| ~ |F ,(X*)l'lAan

Labilis Stabil



Kaotikus dinamikus rendszer:
nyulak kis C értékre

0 Sn+1: C Sn (Smax'Sn) 4

/

L1

[teracio: S, = F(S,)
Fix pont: S"=F(S)
Stabil: |F’(S)|<1



Kaotikus dinamikus rendszer:
nyulak kozepes C értékre

Sn+1 Sn
A A
Sn+1: Sn
e -
stabil
O >
labilis S,

Sn+1: C Sn (Smax'sn)




Kaotikus dinamikus rendszer:
nyulak nagy C értékre

n

/5\/\[

4

labilis Sh
Sn+1_ C S (Smax )




Kaosz

A rendszer determinisztikus, de
Kezdeti allapot hatasa eltlnik

— Kis perturbacio nagyon eltér6 viselkedéshez vezet

Auto-korrelacios fuggvény zérushoz tart

— Korabbi allapot gyengén befolyasolja a sokkal
késbbbit

— Megjosolhatatlansag

Teljesitmény s(rlség spektrum nem tart

zérushoz

— Nagy frekvencia



static int r = 3;

void seed(int o { = = o; ;| PSZEUMO Veletlenszam
int rand( ) { generator

r = F(r);
return r;

[teralt fuggvény: |r_,,= F(r,)

véletlenként hat

r1

N

F nagy derivalt!




Rossz F(r)

1 1
Lb i
1;

(rn’ rn+1) = (rm F(rn))

parok




Kongruens generator

Fin={g-r+c} g-r+c tort része
g nagy

F(r)] ﬁ




Kaotikus rendszerek a sikon

— F

[
|

F)=e'4c  F(2)=cos(z+¢) F(2)=sinh(z)+c



F:z > 72

Z=r el
r — r?
divergens (I) AN 2(|)

F
Attraktor: H = F(H) /\




Attraktor felrajzolasa

e Attraktor a labilis és a stabil tartomany hatara:
kitoltott attraktor = nem divergens pontok

—z,.,=2,2:ha z, < oo akkor fekete
e Attraktorhoz konvergalunk, ha az stabil
—z,,., = 2,° attraktora labilis



Inverz iteracios modszer

H
H = F(H) - H = F*(H)
Lnt1 = an 241 = i\]Zn
M1 = \/Fn
(I)n+1 = (I)nlz +{0]1}-m
Ha n nagy:

rn: (r0)1/2nz 1
On= ¢o/2" +{O[1}.{O[1} {O|1}... -7
~ {0[1}.40|1}{0|1}... -
n n-1 n-2




Tobbértékd lekéepzés: Véletlen bolyongas

(I)n+1 (I)nlz + 0|1} -m

r,=1
// ~ {0|1}.{0[1}{0|1}... ‘T
n n-1 n-2

Nem lehet csak egy értékkel dolgozni ??7?
Melységi feltaras szélessegi helyett???

 Csaka+:¢,~0.000.. m=0
* Felvaltva +/-: ¢,,~ 1.0101... -7 = 4n/3; ¢5n.q = 0.1010... -t = 21/3
 Véletlenszeruen!



(Gaston) Julia halmaz
Frz—z*+c

3
GCG (:PC} 2 ity T, o
wis, Hit
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Kitoltott Julia halmaz: algoritmus

Im z TH(X,Y)
FilledJuliaDraw ()
FORY=0TO Ymax DO ]
FOR X = 0 TO Xmax DO Rez
ViewportWindow(X,Y — X, y)
Z=X+1 )

FORN=0TO “infinity” DOz=27?+c
IF |z] >= “infinity” THEN WRITE(X,Y, white)
ELSE WRITE(X,Y, black)
ENDFOR
ENDFOR
END



GPU implementacio

float cVtx[] = { -1, -1, 1, -1, 1,1, -1, 1 };

CPU program

glBufferData (GL _ARRAY BUFFER, sizeof (cVtx), cVtx, GL STATIC DRAW) ;

glDrawArrays (GL _TRIANGLE FAN, 0, 4);

uniform vec2 cameraCenter, cameraSize; VerteX Shader
layout (location = 0) in vec2 cVertex; | R
out vec2 z0; m 2z
void main() { 0
gl Position = vec4d (cVertex, 0, 1); Re v
z0 = cVertex * cameraSize/2 + cameraCenter; >
}

uniform vec2 c;
in vec2 z0;
out vecd4 fragCol;

Fragment shader

z=272+¢C

void main() {
vec2 z = z0;
for (int 1=0; i<1000; i++) z = vec2(z.x*z.x-z.y*z.y,2*z.x*z.y) + c;
fragCol = (dot(z,z) < 100) ? wvec4(0, O, O, 1) : vecd4(1, 1, 1, 1);




Kitoltott Julia halmaz: kép



file:///C:/3dprogramok/GrafikaHazi/Programs/Julia/bin/Skeleton.exe

Julia halmaz inverz iteracioval

Imzt \ 1(X,Y)

JuliaDrawlnverselterate ()
Kezdeti z érték valasztas / R
FOR n =0 TO “infinity” DO é \Q Re z

X=Rez, y=Imz

IF InWindow(X, y)
WindowViewport(x, y = X, Y)
WRITE(X,Y, black)

ENDIF

z=\z-c

If (random()>0.5) z=-z

ENDFOR Kezdeti z érték:
END 72 =7 - C gyoke




CPU

e [/

GPU implementacio

Vertex shader

/
O‘ layout (location = 0) in vec2 zRoot;
+\/ _\/ void main() {
gl Position = vec4 (zRoot, 0, 1);
Fragment shader
void main () {
fragColor = vec4(0, 0, 0, 1);
}
Pixel cim
g
(S
vertex @ 00 N XK | *q;)’
Jredlern ® Fragment i
shader 2
geometry =
shader




., CPU program

Kezdeti z érték:

N
72 =17 - C gyoke
.-/ .

vec2 z = vec2(0.5, 0) + sgrtComplex(vec2(0.25 - c.x, -c.y));

for (int p = 0; p < nPackets; p++) {
vec2 vtx[nSeeds];
for (int 1 = 0; i < nSeeds; i++) {
z = sqrtComplex(z - ¢c) * (rand() &1 ?2 1 : -1);
vtx[i] = -z;
}
glBufferData (GL_ARRAY BUFFER, sizeof (vtx), vtx, GL DYNAMIC DRAW) ;
glDrawArrays (GL_POINTS, 0, nSeeds);




Geometry shader >

uniform vec2 cameraCenter, cameraSize, c;

layout (points) in;

vec2 sqrtComplex(vec2 z) {

layout (points, max vertices = 63) out; 0
1 2
float r = length(z), phi = atan(z.y, z.x);
return vec2(cos(phi/2), sin(phi/2)) * sqrt(r);
@) [ J
3 4 5 6

void main() {

vec2 zs[63];

zs[0] = gl in[0] .gl Position.xy;

gl Position = vec4((zs[0]-cameraCenter)/ (cameraSize/2),0,1);
EmitVertex () ;

for(int i1 = 0; i < 63/2; i++) {
vec2 z = sqrtComplex(zs[i] - c);
for(int § = 1; j <= 2; j++) {
zs[2 * i + 3] = z;
gl Position = vec4((z-cameraCenter)/(cameraSize/2),0,1);
EmitVertex () ;
zZ = -Z;

}
}

EndPrimitive () ;



file:///C:/3dprogramok/GrafikaHazi/Programs/Julia/bin/Skeleton.exe

Julia halmaz osszefluggése
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Cantor féle halmaz



H = F(H)

Julia halmaz

H; = F(Ho) osszeflggdsege

I H-c
)

4
H-c

A@
»
»




(Benoit) Mandelbrot halmaz

Azon ¢ komplex szamok, amelyekre a
Z — 7°+ ¢ Julia halmaza 6sszefiiggo.




Mandelbrot halmaz, algoritmus

Im z ¢ TH(X,Y)
MandelbrotDraw () T
FORY=0TO Ymax DO ,
FOR X=0TO Xmax DO Re z
ViewportWindow(X,Y — X, y)

C=X+1Yy
z=0
FOR Nn=0TO “infinity” DO z=2z°+c
IF |z| >= “infinity” THEN WRITE(X,Y, white)
ELSE WRITE(X,Y, black)
ENDFOR
ENDFOR

END

|z]| >2




GPU implementacio

float cVtx[] = { -1, -1, 1, -1, 1, 1, -1, 1 };
glBufferData (GL _ARRAY BUFFER, sizeof (cVtx), cVtx, GL STATIC DRAW) ;

;lDrawArrays (GL_TRIANGLE FAN, 0, 4); CPU program

uniform vec2 cameraCenter, cameraSize; Vertex Shader

layout (location = 0) in vec2 cVertex;
out vec2 c;

void main () {
gl Position = vec4d (cVertex, 0, 1);
c = cVertex * cameraSize/2 + cameraCenter;

}
in vec2 c; Fragment shader

out vecd4 fragCol;
void main () { Z:ZZ+C

vec2 z = c;

for(int 1 = 0; i < nIteration; i++) {
z =vec2(z.x * z.x - z.y *z.y, 2 * z.x * z.y) + c;
if (dot(z, z) > 4) break;

}
fragCol = (i == nlIteration) ? vec4(0, O, O, 1) : vecd4(1, 1, 1, 1);



file:///C:/3dprogramok/GrafikaHazi/Programs/Fractal/bin/Skeleton.exe

,Matematikat kijatszd6” Mandelbrot
halmazok



file:///D:/public_html/ppt/voxlod_mandelbulb.mp4

Inverz feladat: IFS modellezés

D

—

— G

H = F

) | < e

U Attraktor:

H = F(H)

F: szabadon vezérelhetd, legyen stabil attraktora



Melyik fuggvény attraktora
a Koch gorbe?

Attraktor] H = F(H)|= W, (H) U W, (H) U W, (H) U W, (H)

W, (H) \'s ()

W, (H) W, (H)

W, (x,y) = [X,YI-A, + g,




F: tobbértekd linearis leképzés

Nem feltetleniil hasonlosagi transzformacio!
Nem csak onhasonlé objektumok. W,

F=W, vW,v..vW_

Wk (X’y) = [X’y]°Ak + qk Stabilitas = kontrakcio

|A sajatértékei| < 1

H=W,(H) UW,(H) U ...u0W_(H)

H — F(H) Kollazs:

lefedes a kicsinyitett valtozatokkal
Nem feltétleniil diszkjunkt



IFS rajzolas: iteracids algoritmus

IFSDraw ()
Legyen [x,y] = [X,y] A; + g, megoldasa a kezd6 [x,y]
FOR i =0 TO “infinity” DO

IF InWindow(X, y)

WindowViewport(x,y = X, Y)

Write(X, Y, color);
ENDIF Yt N GY)
Valassz k-t p, valoszinuseggel

[X.y] = XYl A + Qg

ENDFOR ¥
END W,




Egyszeru IFS-ek

¥, A2
£
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IFS modellezés
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IFS k




